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Abstract 10 

Cost‐sharing,  space‐sharing,  and multi‐function  can be  achieved  through  integrating 11 

wave energy converters into coastal defense facilities. In this paper, we consider a periodical 12 

array  of  oscillating  water  columns  (OWCs)  embedded  in  the  coast‐based  comb‐type 13 

breakwater  in presence of  the step bottom. Based on  the  linear potential  flow  theory and 14 

matched eigenfunction expansion method, a semi‐analytical model for solving the diffraction 15 

and radiation problems of the periodic OWC array is developed. The mathematical model is 16 

verified  using Haskind  relations  and  energy  conservation  law.  Parametrical  studies  are 17 

carried out to illustrate the hydrodynamic characteristics of the OWC array embedded in the 18 

comb‐type breakwater. This study also reveals the constructive and destructive interference 19 

effects between the breakwater and OWCs. It is found that the wave amplification caused by 20 

the projecting  caisson produces  a  constructive  effect  on  the wave power  extraction.  The 21 

enhancement of wave power extraction corresponds to the wave amplification caused by the 22 

projection caissons. However, the inherent strong wave reflection caused by the caisson array 23 

weakens the wave power extraction, particularly in the sensitive frequency range (i.e., 2 < kh1 24 

< 5.5 in present investigations).   25 

 26 

Keywords: Oscillating water column; wave resonance; oblique waves; wave power extraction; 27 

breakwater 28 
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1. Introduction 29 

The  exploitation and utilization of wave  energy  can alleviate  carbon  emissions  from 30 

fossil energy and promote the development of marine economy. Cost‐sharing, space‐sharing, 31 

and multi‐function can be achieved through integrating wave energy converters into coastal 32 

defense facilities (Falcão and Henriques, 2016; Portillo Juan et al., 2022; Vicinanza et al., 2019; 33 

Zhao et al., 2019). Benefits can also be gained by  increasing  the efficiency of wave energy 34 

devices and reducing the wave loads on breakwaters (Zhao et al., 2022).   35 

Wave energy devices primarily incorporate three types: oscillating water column (OWC), 36 

oscillating buoy, and overtopping (Falcão, 2010). Among these, the OWC stands out for its 37 

simplicity  in system composition and exceptional  reliability. Under  the action of  incident 38 

waves,  the water column experiences periodic oscillations, which drives  the reciprocating 39 

flow in the air chamber and effectively extract wave power by implementing the air turbine. 40 

Evans (1978, 1982) pioneered the theoretical analysis on the hydrodynamics of OWC device. 41 

The wave power extraction performance of OWC embedded in caissons with projecting wall 42 

is examined by Malmo and Reitan (1985). Evans and Porter (1995) developed an efficient and 43 

accurate method to calculate the hydrodynamic coefficient of OWC  in the 2‐D case under 44 

context of linear water wave theory. Martins‐Rivas and Mei (2009) theoretically investigate 45 

the influence of air compressibility on the performance of the OWC device. They point out 46 

that  if  the  air  chamber volume  is  large  enough,  the  influence of air  compressibility may 47 

dominate the wave power extraction performance and should not be ignored. Zheng et al. 48 

(2019)  described  a  theoretical model  for wave  interaction with  cylindrical OWC  device 49 

situated  on  the  coast. And  parametrical  investigations  were  conducted  to  examine  the 50 

performance of the device. Rodríguez et al. (2021) illustrated the interaction between oblique 51 

waves  and  land‐based  OWCs  based  on  potential  flow  theory.  The  radiation/diffraction 52 

problem is solved using the boundary element method. But, the length of the OWC caisson 53 

in  along‐shore direction  is  assumed  to be  infinite. Li  et  al.  (2022)  and Zhao  et  al.  (2022) 54 

developed the semi‐analytical model for wave interaction with OWC caisson array. Different 55 

to Rodríguez et al. (2021), the array effect is considered mathematically by introducing the 56 

periodical  boundary  conditions  in  Zhao  et  al.  (2022).  In  addition,  they  found  that  the 57 

triggering of the along‐shore sloshing resonance mitigates the hydrodynamic efficiency and 58 

significantly increases the wave loading on the wall.     59 
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Qin  et  al.  (2013)  experimentally  investigated  the  pressure  and  wave  amplification 60 

coefficient of OWC chamber with and without water channel. Results show that the existence 61 

of the water channel improves the wave power extraction performance of OWCs. Zhao et al. 62 

(2020,  2021) proposed  the  concept of  integrating  the oscillating buoy  into  the  comb‐type 63 

breakwater. Theoretical investigations demonstrate that the wave amplification effect led to 64 

the  increment of  the hydrodynamic efficiency of  the wave energy device.  In addition,  the 65 

successful operation of Mutriku Wave Power Plant (Torre‐Enciso et al., 2009) and REWEC3 66 

breakwater  (Arena  et  al.,  2013)  also  confirm  the  feasibility  of  integrating  OWC  with 67 

breakwater.   68 

It is known that topography significantly affect the wave propagation. The influence of 69 

topography on  the hydrodynamic performance of OWC has also been widely concerned.   70 

Rezanejad  et  al.  (2013)  theoretically  examined  the  influence  of  step  bottom  on  the 71 

hydrodynamic performance of OWC situated on the step. It is found that the third resonance 72 

above the step broadens the efficient frequency bandwidth of the OWC. In further, Rezanejad 73 

et al. (2015) investigate the performance of the dual‐chamber OWC on the step bottom. They 74 

point out that the presence of the step bottom may increase the hydrodynamic efficiency of 75 

the  dual‐chamber  device. Ning  et  al.  (2019)  numerically  investigated  the  hydrodynamic 76 

characteristics  of  a  fixed OWC  on  the  step  bottom.  John Ashlin  et  al.  (2016)  conducted 77 

experimental campaign to investigate the influence of different topographies in the chamber 78 

on the performance of the OWC device. Experimental data support that the topography does 79 

not affect the natural frequency of the OWC but modifies the efficiency. The above literature 80 

focus on the effect of the topography on performance of OWCs in 2‐D scenarios.     81 

In  summary,  extensive  investigations  have  been  conducted  on  the  hydrodynamic 82 

characteristics  of OWC devices  and  the  influence  of  topography. However,  the  study  of 83 

considering the effect of topography on array OWCs in 3‐D scenarios has not been reported 84 

yet,  and  understanding  the  hydrodynamic  characteristics  in  3‐D  scenarios  is  crucial  for 85 

practical  engineering  applications.  Therefore,  this  paper  aims  to  investigate  the 86 

hydrodynamic characteristics of OWC arrays with step bottom conditions in 3‐D case. And 87 

the corresponding mathematical model will be developed.   88 

The  paper  is  organized  as  follows.  In  Section  2,  a  detailed  description  of  the 89 

mathematical model for the diffraction/radiation problem of waves interacting with OWCs 90 
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is  provided,  including  the  derivation  of  hydrodynamic  efficiency  and  wave  excitation 91 

volume  flux.  Section  3 verifies  the mathematical model using Haskind  relations  and  the 92 

conservation law of energy. Results are presented and discussed in Section 4. Finally, the key 93 

conclusions of the study are drawn in Section 5. 94 

2. Mathematical model 95 

2.1. Problem description 96 

The schematic diagram of the investigated OWC‐CTB (OWC‐Comb type breakwater) is 97 

illustrated in Fig. 1. It consists of periodically arranged caissons projecting from the coast/cliff. 98 

Each pair of adjacent caissons creates a channel where an OWC chamber  is situated. The 99 

OWC chamber utilizes the motion of the waves to generate air kinetic energy, which is then 100 

converted into useful energy by an air turbine.                                     101 

 102 
(a) 103 
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 104 

(b) 105 

 106 

(c) 107 

Fig. 1. Sketch of the OWC‐CTB array (a) graphic description, (b) top view, (c) section view. 108 

The mathematical model is developed based on the 3‐D Cartesian coordinate system (O‐109 

xyz), where  the  origin O  is  located  at  the  static water  surface  in  the  center  of  the OWC 110 
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chamber. As is shown in Fig. 1, the z‐ and y‐axis are positive in the vertically upward direction 111 

and along straight coastline, respectively. The positive direction of O‐x is perpendicular to 112 

the coastline. Symbolically, the variables of h1, h2, and h3 correspond to water depth in region 113 

Ω1, the water depth on the step, and the OWC wall draft, respectively. The parameters 2w1, 114 

2w2, d1, d2, and d3 represent the caisson width, the spacing between two adjacent caissons, the 115 

length of step, the distance between the chamber wall and caisson edge, and the length of the 116 

chamber, respectively. The fluid domain is divided into four subdomains, denoted as Ωn (n = 117 

1, 2, 3, 4). Specifically, Ω1: x1 ≤ x, ‐B ≤ y ≤ B, ‐h1 ≤ z ≤ 0; Ω2: x2 ≤ x ≤ x1, ‐ B ≤ y ≤ B, ‐h2 ≤ z ≤ 0; Ω3: 118 

x3 ≤ x ≤ x2, ‐w2 ≤ y ≤ w2, ‐h2 ≤ z ≤ 0; Ω4: x4 ≤ x ≤ x3, ‐w2 ≤ y ≤ w2, ‐h2 ≤ z ≤ 0, where the parameter B 119 

= w1 + w2.   120 

2.2. Governing equations and boundary conditions 121 

The fluid is assumed as incompressible, inviscid, and irrotational. The entire fluid field 122 

might be described by a time‐dependent velocity potential φ(x, y, z, t), and the time factor e‐123 

iωt can be factored out as, 124 

    iR ,e, , , , e tx y z t x y z       ,  (1) 125 

where  i ൌ √െ1 ,  ω  denotes  the  angular  frequency,  ϕ  denotes  a  complex  space  velocity 126 

potential independent of time t and satisfies the Laplace equation, i.e.,   127 

2 2 2

2 2 2
0

x y z

    
  

  
.  (2) 128 

The spatial velocity potential ϕ can be written as the superposition of an incident wave 129 

potential ϕ(I), a diffracted wave potential ϕ (D), and a radiated wave potential ϕ (R), i.e., 130 

     I D R
i p      ,  (3) 131 

where the velocity potential of the incident wave is written as, 132 

     -i 1

1

coshi
e

cosh
x yk x k yI k z hgA

kh



 

  .  (4) 133 

The  boundary  conditions  and periodical  condition  (Evans  and Linton,  1993)  for  the 134 

scattering and radiated wave potentials can be written as, 135 
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 
 

2

,

0 0; 1, 2, 3

0; 4
i

i R

z i

z iz g
g

   


 
      








                  

  i
     

,  (5) 136 

  1 1 2

2 2 2 2

3 2 2 3

=1,    ,  ,   

0 =2,    ,  ,  0

=3, 4 ,  ,  0

i

i x x B y B h z h

i x x B y w w y B h z
x

i x x w y w h z


       

                    



,  (6) 137 

 
3 2 2 2

4 3 2 2

=3,  ,   ,  0
0   

=4,  ,   ,  0
i

i x x x y w h z

i x x x y w h zy

       
         



,  (7) 138 

 

1 20  ,  1 and ,  2,  3,  4 i z h i z h i
z


      





,  (8) 139 

  2 2
1 finit outg aoing; ev lue, x y  

,  (9) 140 

       i 2,  2 ,  e , ,yk mB

i ix mB y z x y z   
,  (10) 141 

where A, k, θ, and g are the incident wave amplitude, the incident wave number, the incident 142 

wave angle, and the gravitational acceleration, respectively. In this paper g = 9.81m/s2, kx = 143 

kcosθ, ky = ksinθ. ℓ is denoted by the symbol of S or R, representing diffraction and radiation 144 

problem. δℓ,R is the Kronecker delta, 145 

,

1,  

0,  R

R

R



  






.  (11) 146 

2.3. Solutions to wave diffraction and radiation problem 147 

According  to  the  governing  equation  and  boundary  conditions,  the  expression  of 148 

velocity potential in each subdomain is obtained by the method of separation of variables, 149 

i.e., 150 

                     
1

1 1i-i 1 1 1
1 1

1

i
e e eyx mn

M N
ykx x k x x

m mn n
m M n

gA
Z z Y y A Z z


 

 

     
   ,  (12) 151 

                      
2 2

1 21 2
2

1

i
e emn mn

M N
x x x x

m mn mn n
m M n

gA
Y y B C Z z 


  

 

     
    ,  (13) 152 

                      
33

322 2
3

1 1

i
e e mnmn

M N
x xx x

m mn mn n
m n

gA
Y y D E Z z


 

 

     
    ,  (14) 153 
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                      
3 3

3 42 2 ,
4

1 1

ii
e emn mn

M N
x x x x R

m mn mn n
m n

gA
Y y F G Z z  


 
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 

      
     ,  (15) 154 

where  Amn
(l) , Bmn

(l) , Cmn
(l) , Dmn

(l) , Emn
(l) , Fmn

(l) , Gmn
(l)    are  the  unknown  coefficient.  The  y‐directional 155 

eigenfunctions are defined as, 156 

     i π /1 e ,  0,  1,  2,  ...,  yk m B y

mY y m M
     ,  (16)157 

       2
2

2

1 π
cos ,  1,  2,  ...,  

2m

m
Y y w y m M

w

 
   

 
,  (17) 158 

the z‐directional eigenfunctions are defined as, 159 

          1 1 1
1 1cos / cos ,  1,  2,  ...,  n n nZ z k z h k h n N     ,  (18) 160 

          2 2 2
2 2cos / cos ,  1,  2,  ...,  n n nZ z k z h k h n N     ,  (19) 161 

and the x‐directional eigenfunctions are defined as, 162 

 

   

   

   

      
1 1

22

1 1

,    0,  0, 1, 2,..., ;  1

i ,  0,  0, 1, 2,..., ;  1 ,  π / ,  1,  2

,    0,  0, 1, 2,..., ;  2,  3,...,

i i
m m

i i i i i
mn m m mn y n

i i
mn mn

P P m M n

P P m M n P k m B k i

P P m M n N



      
           

      


,  163 

  (20) 164 

 

   

   

   

      
3 3
1 1

223 3 3 3 2
1 1 2

3 3

,      0,  1,  2,..., ;  1

i ,  0,  1,  2,..., ;  1 ,  1 π / 2

,     0,  1,  2,..., ;  2,  3,...,

m m

mn m m mn n

mn mn

P P m M n

P P m M n P m w k

P P m M n N



   
          


  


.  (21) 165 

The  eigenvalues  of  𝑘ଵ
ሺ௜ሻ
   and  𝑘௡

ሺ௜ሻ
   (n  ≥  2)  satisfied  the  dispersion  relation  of  𝜔ଶ ൌ166 

𝑔𝜅ଵ
ሺ௜ሻtanh𝜅ଵ

ሺ௜ሻℎ௜  and  𝜔ଶ ൌ െ𝑔𝑘௡
ሺ௜ሻtan𝑘௡

ሺ௜ሻℎ௜  (n ≥ 2), respectively; 𝜅ଵ
ሺଵሻ

 = k,  𝑘ଵ
ሺ௜ሻ
 = ‐i𝜅ଵ

ሺ௜ሻ
, i = 1, 2. 167 

In order to deal with the square root singularity of fluid velocity at the tip of the thin 168 

chamber wall, the fluid velocity at x = x3 is expressed as (Evans and Porter, 1995), 169 

       
3 3

2
,

1 1

i QM

x x m mq x x q
m q

gA
U Y y Q u z

 
 

 
   

 
   ,  (22) 170 

where 𝑄௠௤
ሺℓሻ
  is the unknown coefficient. ux=x3,q(z) is determined by the following formula, 171 

 172 

   
   

 3

1

2
, 2 12 2

3
2 3 2

2 1

π

q

x x q q

z h
u z T

z hh h z h



 

  
     

,  (23) 173 
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where T2(q‐1)[(z+h2)/(z‐h3)] is the even term of Chebyshev polynomials. 174 

Here, the matched eigenfunction expansion method is applied to solve both the wave 175 

diffraction  and  radiation problems. According  to  the velocity  and pressure  continuity  in 176 

adjacent subdomains, the equations for solving unknown coefficients can be established. The 177 

velocity  continuity  satisfies Eqs.  (24)~(28), and  the pressure  continuity  satisfies Eqs.  (29)178 

~(31).  For  simplicity,  the  corresponding  details  of  the  solution  based  on  the  continuity 179 

conditions are given in Appendix A. 180 

   
 

 

1 1 2

1

2
1 2

0        ,  ,  

 ,  ,  0

x x B y B h z h

x x x B y B h z
x




        
         







，

，
,  (24) 181 

   
 

 

2 2 2 2

2

3
2 2 2 2

0        ,  ,  0

 ,  ,  0

x x B y w w y B h z

x x x w y w h z
x




          
         







，

，
,  (25) 182 

   
 

3

3 2 2 33

3 2 2 2 3

0,       ,  ,  0

 ,  ,  x x

x x w y w h z

x U x x w y w h z h





                



，
,  (26) 183 

   
 

3

3 2 2 34

3 2 2 2 3

0,       ,  ,  0

 ,  ,  x x

x x w y w h z

x U x x w y w h z h





                



，
,  (27) 184 

 

 4
4 2 2 20,  ,  ,  0x x w y w h z

x


       





,  (28) 185 

     1 2 1 2,  ,  ,  0x x B y B h z         
,  (29) 186 

     2 3 2 2 2 2,  ,  ,  0x x w y w h z         
,  (30) 187 

     3 4 3 2 2 2 3,  ,  ,  x x w y w h z h          
.  (31) 188 

2.4. Hydrodynamic parameters 189 

2.4.1. Volume flux inside pneumatic chamber 190 

The  excitation  volume  flux QS  can  be  obtained  by  the  integral  of  the  vertical water 191 

velocity along the free surface inside the chamber. Accordingly, the radiation volume flux QR 192 

under forced motion can also be obtained similarly. The specific calculations are shown as 193 
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  
           

 

3
31,

2 4

2 3

2 2 2
1, 1, 24 2

3
1 1,

1 e tan2i
d d ,  S, R

n xw x N n n n n

i
nw x n

F G k k hgAw
Q x y i

z




 





 
  

  
 

.  (32) 194 

The radiation conductance c and the radiation susceptance µ are defined as c = ‐Re (QR) 195 

and µ = Im (QR), respectively. According to the Haskind relations (Falnes and Kurniawan, 196 

2020), the excitation volume flux can also be calculated from the far‐field radiated waves, i.e., 197 

 
 

2
1

r 1,1
1

22
1 cos

sinh 2
R
M

khg A B
Q A

k kh

   

 
  

 
. (33) 198 

2.4.2. Hydrodynamic efficiency and reflection coefficient 199 

The air pressure inside the chamber can be calculated as,   200 

 
S

PTO PTOi

Q
p
c c  


  

,  (34) 201 

where cPTO represents the PTO damping implemented on the chamber, µPTO corresponds to 202 

the effects of air compressibility, and the air compression process is isentropic. The optimal 203 

PTO damping is written as, 204 

 PTO PTO

22c c    ,  (35) 205 

where  0PTO
2/ aV c  , ca (= 340m/s) denotes the sound velocity in the air, ρ0 (= 1kg/m3) is 206 

the static air density, and initial air volume inside the pneumatic chamber is given by V = 207 

0.2w2d3h2. 208 

The time‐averaged wave power extraction over one wave period can be expressed as, 209 

PTO
2

max

1

2
cP p .  (36) 210 

The incident waves power can be written as, 211 

2

incident

2
1

2 sinh 2

g A B kh
P

k kh

     
 

.  (37) 212 

The hydrodynamic efficiency corresponding to chamber can be calculated as, 213 

max

incident

P

P
  .  (38) 214 

The wave reflection coefficient can be obtained by 215 
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       2

1

1/21/22 2

r 1 1 1 sin π/ / cos
m M S R

m mm M
C A pA m kB 



       ,  (39) 216 

where M1 = int[(1+sinθ)kB/π] and M2 = int[(1‐sinθ)kB/π], the int[ ] denotes the floor function.   217 

3. Model verification 218 

In this section, the Haskind relation and energy conservation law is used to verify the 219 

mathematical model. The geometrical parameters are fixed as h1 = 10 m, h2/h1 = 0.4, h3/h1 = 0.1, 220 

d1/h1 = 1, d2/h1 = 0.5, d3/h1 = 0.3, w1/h1 = 0.2, w2/h1 = 0.3. The optimal PTO damping (see Eq.(35)) is 221 

used to calculate the extracted power, and unless otherwise stated, the optimal damping will 222 

also be employed throughout this paper. Truncations of N = 5, M = 20, and Q = 5 were made 223 

to guarantee the convergence of the model. The Haskind relation is employed to verify the 224 

semi‐analytical  solution of  the diffraction and  radiation problem  (Falnes and Kurniawan, 225 

2020). Fig. 2(a) present the comparisons of the excitation volume flux  QഥS  and  Q
ഥ
r, calculate 226 

as  Eqs.  (32)  and  (33).  The  quantities  of  QS  and  QR  is  normalized  as 227 

2 32 ,  S, RiiQ Q Aw d i  . It is observed that the two aspects exhibit good agreement, which 228 

may verify  the solution of  the diffraction/radiation problem. Furthermore, we present  the 229 

results of η, Cr, and Cr2 + η in Fig. 2(b). The satisfaction of Cr2 + η=1 confirms the derivation of 230 

the reflection coefficient and hydrodynamic efficiency. 231 

 232 

Fig. 2. Results of (a)  QഥS, Qഥ r; (b) η, Cr, and Cr2 + η versus wave number kh1 for θ=π/4. 233 
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4. Results and discussions 234 

After  validation,  comprehensive  parametric  investigations will  be  conducted  in  this 235 

section to reveal the impact of key parameters on the performance of the present wave energy 236 

system. 237 

4.1. Effect of the step bottom   238 

Fig. 3 demonstrates  the results of hydrodynamic efficiency η, reflection coefficient Cr, 239 

dimensionless  excitation  volume  flux  Q
_
 S,  dimensionless  radiation  conductance  c

_
 ,  and 240 

dimensionless radiation susceptance  𝜇
_
  for different step sizes (h2/h1 = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0). 241 

The other geometrical and physical parameters are as follows: h3 = 0.1h1, d1 = h1, d2 = 0.5h1, d3 = 242 

0.3h1, w1 = 0.2h1, w2 = 0.3h1, and θ = 0. The normalization method for needed dimensionless 243 

physical quantities is given by  PTO PTO
2 3

,  ,  ,  ,  
2

g
c c

w d

   


    . 244 

From  Fig.  3(a‐b),  it  is  observed  that  the  influence  of  steps  on  the  hydrodynamic 245 

performance of the system becomes more pronounced when the step depth is relatively small 246 

(h2/h1<0.4). However, when the step depth is large, its impact is not significant. Generally, the 247 

curve of η exhibits two peaks at kh1 ≈ 2.6 and kh1 ≈ 4.53. Correspondingly, two valley values 248 

are found for the reflection coefficient. Specifically, for the case of h2/h1 = 0.2, the trend of η 249 

and Cr demonstrate strong oscillations throughout the whole frequency range. That is to say, 250 

when the step depth is small, strong hydrodynamic interactions occur between the step, the 251 

caisson, and the OWC. 252 

To further evaluate the characteristics of the water column embedded in the breakwaters, 253 

we plot  the  Q
_
S  in Fig. 3(c). Similar  to  the  trend of η and Cr,  it can be  found  that, as h2/h1 254 

decreases, stronger oscillations can be found for the curve. It is worth noting that  Q
_
S for h2/h1 255 

= 0.2  is obviously greater  than  that corresponds  to  the other cases at  the  lower  frequency 256 

region, which can explain the strong oscillations of η and Cr in the low frequency region (kh1 257 

< 2). 258 

The multiple peaks of η in presence of the step bottom is also reported by Rezanejad et 259 

al. (2013) for the two‐dimensional case. Our results in Fig. 3 confirm that there exist multiple 260 

peaks in 3‐Dcase, which may be attributed to the third resonance (i.e., wave resonance above 261 

the step) above the step. It  is noted that the peak value appears at kh1 ≈ 0.5 (i.e., ω ≈ 0.48). 262 
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Based on Newtonʹs second law and hydrostatic theory, assuming the water column behaves 263 

as a rigid body, the natural frequency ω3 corresponding to the third resonance on the step 264 

can be expressed as   265 

 
2 2

3
2 2 3 1 1 2 3

gw h

d w d d w w d
 

 
.  (40) 266 

For the current study, the natural frequency of the third resonance is approximately ω ≈ 267 

0.48  for  h2/h1  =  0.2, which  differs  from  the  value  obtained  from  Eq.(40), ω3  ≈  0.55.  This 268 

discrepancy arises due to the fact that the confined water in subdomain Ω2 cannot be strictly 269 

considered as a rigid body. Additionally, the radiation conductance represents the ability of 270 

extracting wave power by OWC (Rezanejad et al., 2013). As depicted in Fig. 3(d, e), the wave 271 

power extraction performance of the OWC weakens as h2/h1 become smaller.       272 

     273 
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 274 

 275 

Fig. 3. (a) Hydrodynamic efficiency η, (b) reflection coefficient Cr, (c) dimensionless excitation 276 

volume flux  Q
_
S, (d) dimensionless radiation conductance  c

_
, and (e) dimensionless radiation 277 

susceptance  𝜇
_
  versus dimensionless wave number kh1 for h2/h1 = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, and 1.0. 278 

4.2. Effect of the incident wave angle 279 

In order to illustrate the performance of OWC‐CTB system under oblique waves, we plot 280 

the  results  of  hydrodynamic  efficiency  η,  dimensionless  excitation  volume  flux  Q
_
  S, 281 

dimensionless radiation conductance  c
_
, and radiation susceptance  𝜇

_
  for different incident 282 

wave angles (θ = 0, π/12, π/6, π/4, π/3, 5π/12) in Fig. 4. The other geometrical and physical 283 

parameters are as follows: h2 = 0.4h1, h3 = 0.1h1, d1 = h1, d2 = 0.5h1, d3 = 0.3h1, w1 = 0.2h1, and w2 = 284 

0.3h1.   285 

As is shown in Fig. 4(a), it is found that the incident wave angle significantly affects the 286 

hydrodynamic efficiency of OWC‐CTB at the relatively higher frequency region (i.e., 2 < kh1 287 

< 5.5 here), which is referred to as the sensitive frequency range in this study. The second 288 
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peak of η decreases with increasing θ, leading to a narrower effective frequency bandwidth 289 

(i.e., frequency range corresponding to η > 50%). But, θ slightly modifies the first peak of η, 290 

which is attributed to wave amplification in the water channel (i.e., region Ω3 in Fig. 1(b)). 291 

That  is  to  say,  the  influence of wave  amplification on  the performance of  the  embedded 292 

OWCs is slightly affected by the incident wave angle.   293 

Furthermore, in the low‐frequency region, the oscillating volume flux is more sensitive 294 

to the incident wave angle (as shown in Fig. 4(c)). However, the influence of θ on the overall 295 

variation trend of radiation conductance and radiation susceptance is weak (as depicted in 296 

Fig. 4(d, e)). But the location of the peaks changes as θ varies. 297 

 298 

 299 
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 300 
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 302 
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Fig. 4. (a) Hydrodynamic efficiency η, (b) reflection coefficient Cr, (c) dimensionless excitation 303 

volume flux  Q
_
s, (d) dimensionless radiation conductance  c

_
, and (e) dimensionless radiation 304 

susceptance  𝜇
_
  versus dimensionless wave number kh1 for θ = 0, π/12, π/6, π/4, π/3, and 5π/12. 305 

Interestingly, the hydrodynamic efficiency curve changes abruptly at kh1 ≈ 6.28 (θ = 0)、306 

4.99 (θ = π/12)、4.19 (θ = π/6)、3.68 (θ = π/4)、3.37 (θ = π/3)、and 3.20 (θ = 5π/12), which 307 

corresponds to the condition of kB = |mπ/(1±sinθ)|, m = 1 (Rayleigh, 1907). Notably, this king 308 

of wave resonance results in strong wave reflection and reduced power extraction (see Fig. 309 

4(a, b)). Fig. 5 shows the wave amplitude distribution for case of kh1=3.68 and θ = π/4. Due to 310 

periodic arrangement of OWC‐CTB in the y‐direction, the wave amplitude of one OWC‐CTB 311 

unit can be extended to any other units multiplying the phase difference of e2ikymB. The surface 312 

wave amplitude in different fluid subdomains (Ωn, n = 1, 2, 3, 4) are given by,   313 

     , 1, 2, 3, 4S R
n n np n

g

    
i

        . (41) 314 

It  is  instinctively  found  that, when condition of kB = |π/(1±sinθ)| are meet,  the wave 315 

height inside the OWC chamber is not significantly amplified. And we observe strong wave 316 

reflection phenomena at  the weather side. The wave amplitude decays visually,  the wave 317 

amplitude decays as distance from the OWC array increases. 318 

 319 

Fig. 5. The wave amplitude distribution  in the multi‐order modes at the oblique wave, (a) 320 

first‐order mode for kh1 = 3.68, θ = π/4. 321 

Fig. 6 presents the number of propagating modal waves in different fluid subdomains 322 

(Ωn, n = 1, 2, 3, 4) under θ = π/4 condition. Within the range of 3.48 < kh1 < 3.68, the number of 323 

propagating modal waves in subdomain Ω2 is greater than that in subdomains Ω1 and Ω3, 324 
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indicating the occurrence of trapped wave phenomenon in subdomain Ω2, leading to abrupt 325 

changes in hydrodynamic coefficients and key physical quantities, such as η and Cr. The total 326 

number of the propagating modal waves in different fluid subdomains (Ωn, n = 1, 2, 3, 4) can 327 

be calculated as 328 
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. (42) 329 

 330 
Fig.6 Number of propagating modal waves at different fluid subdomains for θ = π/4 331 

Furthermore, it is noteworthy that the hydrodynamic efficiency exhibits different trends 332 

at kh1 ≈ 5.35 for various incident wave angle considered here. From Fig. 7(a), the water column 333 

exhibit a near piston‐mode motion in case of θ = 0, and the hydrodynamic efficiency curve 334 

shows no abrupt changes. However, for θ = π/12, the water inside the chamber undergoes a 335 

partially asymmetric oscillatory motion (refer to Fig. 7(b)), resulting in a sudden increase in 336 

hydrodynamic efficiency, which is not observed in OWC array without the projecting caisson 337 

(Li  et  al.,  2022). Fig.  7(c) demonstrates  that  at θ  =  5π/12,  the oscillatory motion  in  the  y‐338 

direction inside the chamber becomes nearly symmetric, and the hydrodynamic efficiency 339 

approaches 0. 340 
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 341 

 342 
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 343 

Fig. 7. Wave amplitude distributions for case of (a) θ = 0, kh1 = 5.35, (b) θ = π/12, kh1 = 5.35, (c) 344 

θ = 5π/12, kh1 = 5.35. 345 

4.3.  Discussion  on  wave  amplification  induced  by  channel  and  its 346 

influence on power extraction 347 

In  order  to  reveal  the  channel  effect  on  the  OWC  system,  we  plot  the  results  of 348 

hydrodynamic efficiency η and dimensionless radiation volume flux  Q
_
S for d2/d3 = 0, 5/6, 5/3, 349 

5/2, and 10/3. The other geometrical and physical parameters are as follows: h2 = 0.4h1, h3 = 350 

0.1h1, d1 = h1, d3 = 0.3h1, w1 = 0.2h1, and w2 = 0.3h1.     351 

As shown in Fig. 8(a), multiple peaks of efficiency were observed as the d2/d3 increases. 352 

Specifically,  d2/d3  =  5/2,  the  hydrodynamic  efficiency  peaked  at  kh1  ≈  1.5,  3.45,  and  5.7, 353 

respectively. The  influence of d2/d3 on hydrodynamic efficiency  is mainly  reflected  in  the 354 

frequency range of (kh1 < 6.3). It is noted that kh1 = 6.3 corresponds to the condition of kB = 355 

|π/(1±sinθ)|.  For  the  range  of  kh1  >  6.3,  the  hydrodynamic  efficiency  was  significantly 356 

mitigated due to the presence of strong wave reflection. Nevertheless, the effective frequency 357 

bandwidth (η > 0.5) was broadened as d2/d3 > 0. Within the present calculations, the optimal 358 

ratio belongs to d2/d3 = 5/2. Notably, the effective bandwidth comprises as the d2/d3 continues 359 

to  increase. For  Q
_
 S,  in  the  range of k < 6.3,  it exhibits  strong oscillation phenomena with 360 
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relatively  constant  amplitudes.  The  oscillation  positions  correspond  exactly  to  the  peak 361 

positions of the efficiency. 362 

 363 

Fig. 8. (a) Optimal hydrodynamic efficiency η and (b) dimensionless excitation volume flux 364 

Q
_
S versus dimensionless wave number kh1 for d2/d3 = 0, 5/6, 5/3, 5/2, 10/3. 365 

In order to illustrate the mechanism behind the multi‐peak phenomenon in efficiency, 366 

Fig. 9 present results of  ‐𝜇
_
PTO,  𝜇

_
, η,  c

_
  and  c

_
d2/d3 ‐  c

_
k for d2/d3 = 5/6, 5/3, 5/2, and 10/3. Please 367 

note that  c
_
k    represent the value of  c

_
  for d2/d3 = 0. From Fig. 9, it can be observed that the 368 

peaks of hydrodynamic efficiency align with that of  c
_
  and  c

_
d2/d3‐c

_
k. Specifically, for d2/d3 = 5/2 369 

(see Fig. 9(c)), the hydrodynamic efficiency exhibits peaks at kh1 ≈ 1.5, 3.45, and 5.7, coinciding 370 

with  the peaks of  c
_
  and  c

_
d2/d3‐c

_
k. That means  that radiating wave energy capability of  the 371 

OWC reaches its peaks at those locations, leading to the peaks in hydrodynamic efficiency. 372 

Besides, it should be noted that the curve of ‐𝜇
_
PTO versus kh1 and  𝜇

_
  versus kh1 intersect at kh1 373 

≈ 3.45. Similar phenomena have also been found in Martins‐Rivas and Mei (2009). However, 374 

in Martins‐Rivas and Mei (2009), they observed the dual‐peak efficiency phenomenon caused 375 

by the significant air compressibility inside the chamber, specifically when the condition ‐𝜇
_

376 

PTO =  𝜇
_
  is satisfied. This differs from the multi‐peak efficiency phenomenon observed in Fig. 377 

9.  Since  the  chamber  volume  considered  here  is  relatively  small  (i.e., V  =  0.2w2d3h2),  the 378 

influence  of  air  compressibility  is  attenuated.  In  this  paper,  the  condition  ‐ 𝜇
_
 PTO  =  𝜇

_
 379 

contributes  only  one  peak,  while  the  remaining  peaks  are  attributed  to  the  wave 380 

amplification  induced by  the projecting caissons  (refer to Fig. 10). Similar phenomena are 381 

observed for other cases of d2/d3, indicating that this multi‐peak phenomenon is caused by 382 

the projecting caissons. 383 
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384 

 385 

Fig.  9. Results  of dimensionless  air  compression damping  ‐𝜇
_
 PTO, dimensionless  radiation 386 

susceptance  𝜇
_
, Optimal hydrodynamic efficiency η, dimensionless radiation conductance  c

_
, 387 

and  c
_
d2/d3‐c

_
k versus dimensionless wave number kh1 for (a) d2/d3 = 5/6, (b) d2/d3 = 5/3, (c) d2/d3 = 388 

5/2, and (d) d2/d3 = 10/3. 389 

The hydrodynamic performance of OWC‐CTB  is affected by  the wave motion  in  the 390 

channel (i.e., Ω3 in Fig. 1(b)). Fig. 10 shows results of the amplitude amplification factor in the 391 

channel  and  hydrodynamic  efficiency  for  d2/d3  =  5/2.  The  amplification  factor  of  wave 392 

amplitude in the channel can be calculated according to the following formula(Wang et al., 393 

2017) 394 

 
   

 
1

2 2
2 21 2 1 2

1 2 1 23/2

2
cos i ln sin

4 π 2e

k w k w
R k d k d




 
    

 
,  (43) 395 

where γ = 1.781 is the index of the Euler constant. 396 
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Fig. 10 presents the results of R and η. It can be observed that the wave height  in the 397 

water channel reaches its maximum at kh1 ≈ 1.5 and 5.7, corresponding to the first and second 398 

modes  (Wang  et al.,  2011). These  two modes  coincide with  the  locations of  the peaks  in 399 

efficiency, which  is  the physical  reason  for  the occurrence of  the  two peaks  in efficiency. 400 

Therefore,  it can be concluded  that  the multi‐peak phenomenon  in efficiency of  the CTB‐401 

OWC system is caused by the amplified wave motion inside the channel. 402 

 403 

Fig. 10 Amplitude amplification factor R in the channel and hydrodynamic efficiency η curve 404 

at d2/d3 = 5/2. 405 

5. Conclusions 406 

The hydrodynamic performance of OWC‐CTB unit array on step bottom was modeled 407 

analytically  based  on  the  linear wave  theory  and  the method  of matched  eigenfunction 408 

expansion. The  velocity  singularity  at  the  tip  of  the  thin  chamber wall was  resolved  by 409 

introducing  the  Galerkin  technique.  The  assumed  linear  optimum  PTO  model  was 410 

implemented to obtain the wave power and efficiency. The semi‐analytical solution of the 411 

diffraction and radiation problems is verified using Haskind relation, and the derivation of 412 

reflection  coefficient  and  hydrodynamic  efficiency  is  verified  based  on  the  energy 413 

conservation law. Since the model is developed based on linear potential theory, the wave 414 

nonlinearity and fluid viscous effect are not considered, which may lead to the overestimate 415 

of the power extraction. But the resonant characteristics of the OWC and the influence of the 416 

dominant  factor  were  predicted  reasonably  using  potential‐flow  based  tool.  The 417 
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experimental campaign or high‐resolution numerical investigation is needed to evaluate the 418 

nonlinear aspects. 419 

In the three‐dimensional mathematical model, the resonance of the water column on the 420 

step  is  triggered with  the  increase of  the  step height. The  incident wave angle  is  the key 421 

controlling factor for the wave absorption performance of the OWC‐CTB. It is found that the 422 

change of incident wave angle triggers a variety of wave resonances at a specific frequency. 423 

Interestingly, the increase/inhibition of hydrodynamic efficiency by sloshing resonance in the 424 

y‐direction of the air chamber is closely related to the incident wave angle. The amplitude 425 

amplification in the channel improves wave energy extraction efficiency, which triggers the 426 

peak value of hydrodynamic efficiency in the chamber and broadens the efficient frequency 427 

bandwidth of OWC‐CTB. The following conclusions can be drawn from this study: 428 

1) Based  on  the  linear  potential  flow  theory  and matched  eigenfunction  expansion 429 

method,  a  three‐dimensional mathematical model was  proposed  to  describe  the 430 

wave  scattering and  radiation  inside and outside OWC‐CTB array under oblique 431 

waves. The semi‐analytical solutions are validated by the wave energy conservation 432 

law and the Haskind relations. 433 

2) With the increase of the step bottom height, the hydrodynamic efficiency and wave 434 

reflection coefficient show multiple oscillations.  It should be noted  that  the curve 435 

oscillation  in  the  low  frequency  region  is due  to  the wave  resonance on  the  step. 436 

Oscillations  at  other  frequencies may  be  due  to  the  fact  that  the  hydrodynamic 437 

interactions between  the  step bottom and  the OWC‐CTB  significantly modify  the 438 

hydrodynamic characteristics of the water column.   439 

3) The  action of oblique waves  triggers multi‐order modes  for wave  resonance  and 440 

leads  to  strong wave  reflection. The  increase  of  incident wave  angle  reduces  the 441 

energy component of the wave in the x‐direction, and the piston resonance intensity 442 

in  the chamber gradually decreases, while  the efficient  frequency bandwidth also 443 

narrows.  Interestingly, due  to  the  incomplete symmetry of  the chamber structure, 444 

with the increases of incident wave angle, the sloshing resonance first increases and 445 

then decreases the hydrodynamic efficiency of OWC‐CTB. The interaction between 446 

the incident wave at any angle and the chamber after refraction through the channel 447 

will not affect the trigger frequency of the sloshing resonance in the y‐direction. 448 
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4) The channel  formed between adjacent caissons can gather waves and amplify  the 449 

wave  amplitude,  and  this  wave  amplification  triggers  peaks  in  hydrodynamic 450 

efficiency and significantly broadens  the efficient bandwidth.  It  is  found  that  this 451 

hydrodynamic peak occurs because the longitudinal oscillation modes in the channel 452 

increase the radiation conductance of the OWC‐CTB and thus improve the ability to 453 

extract wave energy.  In addition,  research  shows  that  the  triggering  frequency of 454 

peak hydrodynamic efficiency may be related to the longitudinal oscillation mode in 455 

the channel. 456 
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Appendix A: Integral equations 461 

By substituting Eqs.  (12)  and  (13)  into Eq.(24), multiplying both sides by  Yഥu
(1)
(y)·Zv

(1)(z) 462 

and integrating over the range y∈[‐B, B], z∈[‐h1, 0], we obtain 463 
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where  Yഥu
(1)
(y)   represents  the  conjugate  function  of  Yu

(1)(y) .  By  separating  the  unknown 465 

coefficient matrix, we have: 466 
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For the diffraction problem, the forced term is denoted by 472 
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However, for the radiation problem, the forced term is 474 

 1 0mnX  .  (A.7) 475 

By substituting Eqs.  (13) and  (14)  into Eq.  (25), multiplying both sides by  Yഥu
(2)
(y)·Zv

(2)(z) 476 

and integrating over the range y∈[‐B, B], z∈[‐h2, 0], we obtain 477 
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where  Yഥu
(2)
(y)   represents  the  conjugate  function  of  Yu

(2)(y) .  The  separation  process  of 479 

unknown coefficient matrix in (A.6) can refer to Eq. (A.1). 480 

Chebyshev polynomials are used to resolve the velocity singularity at the tip of the thin 481 

chamber  wall.  By  substituting  Eqs.  (14)  and  (15)  into  Eqs.(26)  and  (27),  respectively. 482 

Multiplying both sides by  Yu
(3)(y)·Zv

(2)(z)  and integrating over the range y∈[‐w2, w2], z∈[‐h2, 483 

0], we obtain, 484 
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By  substituting  Eq.  (15)  into  Eq.  (28), multiplying  both  sides  by  Yu
(3)(y) ·Zv

(2)(z)   and 487 

integrating over the range y∈[‐w2, w2], z∈[‐h2, 0], we obtain, 488 
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By substituting Eqs.  (12)  and  (13)  into Eq.(29), multiplying both sides by  Yഥu
(2)
(y)·Zv

(2)(z) 490 

and integrating over the range y∈[‐B, B], z∈[‐h2, 0], we obtain, 491 
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By substituting Eqs.  (13)and  (14)  into Eq.  (30), multiplying both sides by  Yu
(3)(y)·Zv

(2)(z) 493 

and integrating over the range y∈[‐w2, w2], z∈[‐h2, 0], we obtain, 494 
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By substituting Eqs.  (14)  and  (15)  into Eq.  (31), multiplying both sides by  Yu
(3)(y)·𝑢v(z) 496 

and integrating over the range y∈[‐w2, w2], z∈[‐h2, ‐h3], we obtain, 497 
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The unknown coefficients  𝐴௠௡
ሺℓሻ ,  𝐵௠௡

ሺℓሻ ,  𝐶௠௡
ሺℓሻ , 𝐷௠௡

ሺℓሻ ,  𝐸௠௡
ሺℓሻ ,  𝐹௠௡

ሺℓሻ,  𝐺௠௡
ሺℓሻ
  in Eqs.  (A.1),  (A.8), 499 

(A.9), (A.10), (A.11), (A.12), (A.13), and (A.14) can be solved by linear algebraic equations. In 500 

this study, to assure the numerical convergence of the present model, the infinite series are 501 

truncated at N = 5, M = 20, and Q = 5, respectively. 502 
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