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ABSTRACT 

 
This article discusses the harmonic coloring of simple graphs 𝐺, namely umbrella graphs, parachute graphs, 
and semi-parachute graphs. A vertex coloring on a graph 𝐺 is a harmonic coloring if each pair of colors (based 
on edges or pair of vertices) appears at most once. The chromatic number associated with the harmonic coloring 

of graph 𝐺 is called the harmonic chromatic number denoted  𝜒
𝐻

(𝐺). In this article, the exact values of harmonic 

chromatic numbers are obtained for umbrella graphs, parachute graphs, and semi-parachute graphs. 
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ABSTRAK 
 

Pada artikel ini dibahas pewarnaan harmonis pada suatu graf sederhana 𝐺, yang merupakan graf payung, graf 
parasut dan graf semi parasut. Pewarnaan titik pada graf 𝐺 merupakan pewarnaan harmonis jika masing-
masing pasang warna (berdasarkan sisi atau pasangan titik) muncul maksimal satu kali. Bilangan kromatik yang 

terkait dengan pewarnaan harmonis pada graf 𝐺 disebut bilangan kromatik harmonis dilambangkan  𝜒
𝐻

(𝐺). 

Pada artikel ini, diperoleh nilai eksak bilangan kromatik harmonis untuk graf payung, graf parasut, dan graf semi 
parasut.  
 
Kata Kunci: pewarnaan titik, pasangan warna, bilangan kromatik. 

 

PENDAHULUAN 

Teori graf merupakan teori yang berkaitan dengan beberapa cabang ilmu matematika di 
antaranya aljabar dan kombinatorika. Permasalahan yang terkait, dapat diselesaikan salah satunya 
dengan terlebih dahulu mentransformasikan masalah tersebut ke dalam graf, menggunakan 

representasi titik dan garis. Kemudian, melakukan analisis yang sesuai berdasarkan konsep yang ada 

dalam teori graf.  

Terdapat beberapa kajian dalam teori graf, diantaranya terkait pewarnaan graf. Pada artikel ini, 
dibahas pewarnaan titik pada graf dengan penambahan syarat tertentu yang disebut pewarnaan 
harmonis. Konsep pewarnaan harmonis pada suatu graf dikemukakan oleh Harary dan Plantholt pada 

1982. Pewarnaan harmonis dikembangkan berdasarkan pewarnaan titik  (proper vertex coloring) 
dengan masing-masing pasang warna maksimal muncul satu kali. Penelitian terkait pewarnaan 
harmonis pada beberapa kelas graf telah dilakukan beberapa peneliti, diantaranya pada middle graph 

dari  𝐶(𝐶𝑛), 𝐶(𝐾1,𝑛),dan 𝐶(𝑃𝑛) (Vernold Vivin & Akbar Ali, 2009), middle graph dari quadrilateral  

snake graphs (Mansuri & Chandel, 2021), keluarga graf bintang ganda (Venkatachalam dkk., 2012),
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pohon (Aflaki dkk., 2016), pohon dengan derajat maksimum (Akbari dkk., 2012), graf ulat (Takaoka 

dkk., 2015), graph powers (Kierstead dkk., 2020). Penelitian lainnya adalah terkait algoritma 
pewarnaan harmonis (Kolay dkk., 2016), kasus khusus pewarnaan harmonis, harmonis-1 (Liu dkk., 
2019), pewarnaan harmonis pada graf berarah (Hegde & Castelino, 2015; Indriani & Budayasa, 2020)  

dan aplikasi pewarnaan harmonis (Selvi & Amutha, 2020). 
Pada artikel ini, pewarnaan harmonis secara khusus dibahas untuk graf payung, graf parasut, 

dan graf semi parasut. Masing-masing graf ini merupakan graf yang dibentuk dari graf kipas dan 
merupakan keluarga graf sederhana, terhubung, dan tak berarah. Graf payung 𝑈𝑚,𝑛  adalah graf yang 

diperoleh dengan menggabungkan graf lintasan 𝑃𝑛 pada titik pusat graf kipas 𝐹1,𝑚  (Ghodasara & 

Patel, 2017; Rahmadi dkk., 2017). Himpunan titik graf  payung 𝑈𝑚,𝑛 adalah 𝑉(𝑈𝑚,𝑛) = {a, 𝑣𝑖 , 𝑢𝑗 | 𝑖 =

1,2, ⋯ , 𝑚; 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 −1} dan himpunan sisinya 𝐸(𝑈𝑚,𝑛) = {(a, 𝑢1), (a, 𝑣𝑖)| 𝑖 =

1,2, ⋯ , 𝑚}⋃{(𝑣𝑖 ,𝑣𝑖+1) | 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚 − 1}⋃{(𝑢𝑗,𝑢𝑗+1) | 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 2}, sehingga diperoleh 

bahwa  |𝑉(𝑈𝑚,𝑛 )| = 𝑚 + 𝑛 dan |𝐸(𝑈𝑚,𝑛 )| = 2𝑚 + 𝑛 − 2 dengan  ∆(𝑈𝑚,𝑛) = 𝑚 + 1. Graf parasut 

dilambangkan 𝑃𝐶𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3 adalah graf dengan himpunan titik 𝑉(𝑃𝐶𝑛) = {a, 𝑣𝑖 , 𝑢𝑗| 𝑖, 𝑗 =
1,2, ⋯ , 𝑛 } dan himpunan sisinya adalah 𝐸(𝑃𝐶𝑛) = {(a, 𝑣𝑖), (𝑣1, 𝑢1), (𝑣𝑛, 𝑢𝑛)| 𝑖 =

1,2, ⋯ , 𝑛}⋃{(𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1), (𝑢𝑗, 𝑢𝑗+1) | 𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1}. Nilai kardinalitas untuk himpunan titik dan 

himpunan sisi graf parasut adalah |𝑉(𝑃𝐶𝑛 )| = 2𝑛 + 1  dan |𝐸(𝑃𝐶𝑛 )| = 3𝑛 dengan  ∆(𝑃𝐶𝑛) = 𝑛  
(Ponraj dkk., 2022). Graf semi parasut dinotasikan 𝑆𝑃2𝑛−1 adalah sebuah graf yang memiliki 

himpunan titik 𝑉(𝑆𝑃2𝑛−1) = {a, 𝑣𝑖 , 𝑢𝑗| 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1 } dan himpunan sisi 

𝐸(𝑆𝑃2𝑛−1) = {(a, 𝑣𝑖), (𝑣1, 𝑣𝑛), (𝑣𝑗, 𝑢𝑗), (𝑢𝑗, 𝑣𝑗+1) |  𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1}  sehingga 

nilai |𝑉(𝑆𝑃2𝑛−1 )| = 2𝑛  dan |𝐸(𝑆𝑃2𝑛−1 )| = 3𝑛 − 1 dengan  ∆(𝑆𝑃2𝑛−1) = 𝑛 (Aprilia dkk., 2014).  
Dari ketiga graf tersebut, selanjutnya diterapkan pewarnaan harmonis sehingga diperoleh nilai eksak  

bilangan kromatik harmonisnya.  

Nilai eksak bilangan kromatik harmonis masing-masing graf (khususnya untuk kelas-kelas graf) 
tidak selalu dapat ditentukan dengan mudah, hal ini terkait dengan karakteristik masing-masing graf, 

seperti banyaknya titik, banyaknya sisi, ketetanggaan antar titik, derajat maksimum titik, dan 
parameter-parameter lainnya. Oleh karena itu, pada artikel ini, untuk graf payung 𝑈𝑚,𝑛, nilai eksak 

bilangan kromatik harmonis ditentukan hanya untuk kondisi ketika 𝑚 ≥ 𝑛. Untuk 𝑚 < 𝑛 diperlukan 

analisis lebih lanjut sehingga diperoleh bilangan kromatik harmonisnya. Selain itu, pada artikel ini juga 
dibahas alternatif pembuktian untuk menunjukkan nilai eksak bilangan kromatik harmonis pada graf 

parasut yang sebelumnya telah diperoleh dari penelitan lainnya (Huilgol & Sriram, 2016). 

 

METODE 
Metode yang digunakan dalam penelitian ini berupa kajian pustaka terkait teori tentang 

pewarnaan harmonis pada suatu graf 𝐺. Teori tersebut diterapkan pada graf payung 𝑈𝑚,𝑛, graf 

parasut 𝑃𝐶𝑛, dan graf semi parasut 𝑆𝑃2𝑛−1. Tahapan yang dilakukan untuk memperoleh bilangan 

kromatik harmonis yaitu menerapkan pewarnaan titik pada graf payung 𝑈𝑚,𝑛, graf parasut 𝑃𝐶𝑛, dan 

graf semi parasut 𝑆𝑃2𝑛−1 untuk beberapa nilai 𝑛 yang berbeda. Jika untuk setiap titik dengan warna 

𝑥 dan 𝑦, pasangan warna (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥) untuk titik-titik bertetangga pada graf berbeda, maka graf 

memenuhi definisi pewarnaan harmonis. Jika banyak warna yang digunakan sudah minimum maka 
diperoleh bilangan kromatik harmonis untuk graf payung 𝑈𝑚,𝑛, graf parasut 𝑃𝐶𝑛, dan graf semi 

parasut 𝑆𝑃2𝑛−1. Kemudian ditentukanlah pola pewarnaan harmonis pada titik -titik untuk masing-

masing graf serta pola bilangan kromatik harmonisnya (untuk beberapa nilai 𝑛 yang digunakan). Dari 
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pola yang terlihat, diperoleh rumus bilangan kromatik harmonis pada masing-masing graf untuk 

memperoleh nilai eksaknya. 
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada pewarnaan graf, terdapat masalah yang dikaji berupa optimalisasi banyaknya warna yang 
digunakan pada pewarnaan suatu graf 𝐺. Banyaknya warna yang optimal dapat berarti maksimum 

atau minimum, tergantung pewarnaan yang digunakan. Untuk pewarnaan titik, mensyaratkan bahwa 
titik-titik bertetangga di 𝐺 diwarnai dengan warna yang berbeda. Lebih lanjut, banyaknya warna yang 

optimal (minimum) pada pewarnaan titik untuk graf 𝐺 disebut bilangan kromatik, dinotasikan 𝜒(𝐺) 

(Munir, 2010). Selanjutnya, berdasarkan pewarnaan titik, dapat didefinisikan pewarnaan harmonis 

seperti dinyatakan yang pada Definisi 1.  

Definisi 1 (Vernold Vivin & Akbar Ali, 2009) Diberikan graf sederhana 𝐺 = (𝑉(𝐺),𝐸(𝐺)). 

(i) Pewarnaan harmonis merupakan pewarnaan titik sehingga pasangan-pasangan warna yang 
terbentuk, paling banyak muncul satu kali. 

(ii) Bilangan kromatik harmonis untuk graf 𝐺 dilambangkan dengan 𝜒𝐻 (𝐺), menyatakan jumlah 

optimal (minimum) warna yang dapat digunakan pada pewarnaan harmonis.  
Contoh 1 Diberikan graf 𝐺  dengan 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4} dan 𝐸(𝐺) =
{(𝑣1, 𝑣2 ), (𝑣1, 𝑣3), (𝑣1, 𝑣4), (𝑣2, 𝑣4)}. Graf 𝐺 tersebut dapat direpresentasikan dan diwarnai seperti 

pada Gambar 1. 

 

 

 

 

                                                 (i)           (i) 

Gambar 1. Graf G dengan Pewarnaan Harmonis  

Berdasarkan Gambar 1, pewarnaan pada graf 𝐺 menggunakan label warna dengan 1,2,3, dan 
4 serta memiliki |𝑉(𝐺)| = |𝐸(𝐺)| = 4 dengan χ𝐻(𝐺) = 4. Berdasarkan Definisi 1(i), untuk masing-

masing pasangan warna muncul maksimal 1 kali, yaitu (1,2),(1,3),(1,4) dan (2,4) . Hal ini berarti, 

pasangan warna muncul setidaknya sebanyak sisi (pasangan titik). Untuk graf tak berarah, diketahui 
bahwa sisi (𝑢, 𝑣) = (𝑣,𝑢) . Akibatnya, untuk warna 𝑥 dan 𝑦, pasangan warna (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥). 

Dengan demikian, untuk 𝑤 jenis warna dapat diperoleh banyaknya pasangan warna berdasarkan 

kombinasi (
𝑤
2

). Jika 𝐺 adalah graf dengan 𝑛 titik dan dapat diterapkan pewarnaan harmonis dengan 

𝑤 jenis warna, maka berlaku: 

                                                                   |𝐸(𝐺)| ≤ (
𝑤
2

) 

                                                      ⟺        |𝐸(𝐺)| ≤
𝑤(𝑤−1)

2
                                                            (1) 

Relasi (1) selanjutnya dapat digunakan utuk memperoleh bilangan kromatik harmonis berdasarkan 

pewarnaan harmonis yang dilakukan pada suatu graf.  
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Graf 𝐺 pada Gambar 1 (a) memiliki titik yang berderajat maksimum yaitu titik 𝑣1 dinotasikan 

dengan 𝑑(𝑣1) = 3 , akibatnya ∆(𝐺) = 3. Berdasarkan Definisi 1(i), jika titik 𝑣1 diwarnai dengan 

warna 1, titik-titik disekitar (bertetangga dengan) 𝑣1 dapat diwarnai menggunakan warna 
2,3, ⋯ , ∆(𝐺) + 1. Pada pewarnaan harmonis, jika ∆(𝐺) merupakan derajat maksimum pada graf 𝐺 

dan graf  𝐺 dapat diwarnai dengan 𝑤 warna, maka berlaku: 

                                                              𝑤 ≥ ∆(𝐺) + 1                                                                     (2) 

Relasi (2) dapat digunakan sebagai batas bawah untuk menentukan bilangan kromatik harmonis.  

Selanjutnya, dapat ditentukan bilangan kromatik harmonis untuk graf payung, graf parasut dan 

graf semi parasut dengan memanfaatkan relasi pada (1) dan (2). Untuk masing-masing graf tersebut, 
bilangan kromatik harmonisnya dinyatakan pada Teorema 1 hingga Teorema 3. Secara khusus, untuk 
graf payung 𝑈𝑚,𝑛 bilangan kromatik yang ditentukan hanya untuk kondisi ketika 𝑚 ≥ 𝑛. 

 

Teorema 1 Diberikan graf payung 𝑈𝑚,𝑛, maka χ𝐻(𝑈𝑚,𝑛 ) = 𝑚 + 2, untuk 𝑚 ≥ 𝑛. 

Bukti :  

Diberikan graf payung 𝑈𝑚,𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛 dengan 𝑉(𝑈𝑚,𝑛) = {a,𝑣𝑖 , 𝑢𝑗 | 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑚; 𝑗 =

1,2, ⋯ , 𝑛 − 1} dan 𝐸(𝑈𝑚,𝑛) = {(a,𝑢1), (a,𝑣𝑖)| 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑚}⋃{(𝑣𝑖 ,𝑣𝑖+1) | 𝑖 =

1,2, ⋯ , 𝑚 − 1}⋃{(𝑢𝑗, 𝑢𝑗+1) | 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 2}.  

 

 

  

(i) (ii) (iii) 

Gambar 2. (i) Graf Payung 𝑈𝑚,𝑛 , (ii) Pewarnaan Harmonis di 𝑈6,5, (iii) Pewarnaan Harmonis di 𝑈6,6 

Titik dengan derajat maksimum pada graf payung 𝑈𝑚,𝑛 adalah titik a dan  ∆(𝑈𝑚,𝑛) = 𝑚 +

1.Berdasarkan (2), diperoleh χ𝐻(𝑈𝑚,𝑛) ≥ 𝑚 + 2. Oleh karena titik a bertetangga dengan titik  𝑢1 

dan 𝑣𝑖 , 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑚, menurut Definisi 1, untuk mewarnai titik-titik tersebut diperlukan 𝑚 + 2 
warna berbeda.  Disisi lain, terdapat titik 𝑢2 hingga 𝑢𝑛−1 yang belum diwarnai dengan 𝑛 − 1 

pasangan titik yang terbentuk, sehingga diperlukan pasangan warna sebanyak 𝑛 − 1. Karena 
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(𝑢𝑗,𝑢𝑗+1) sisi di 𝑈𝑚,𝑛, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 2 berarti pewarnaan untuk titik 𝑢2 hingga 𝑢𝑛−1 dapat 

menggunakan warna yang sudah digunakan. Untuk 𝑚 > 𝑛, warna pada 𝑣2𝑗−3 dapat digunakan untuk 

mewarnai 𝑢𝑗,  𝑗 = 2,3, ⋯ , 𝑛 − 1. Sedangkan untuk 𝑚 = 𝑛, warna pada 𝑣2𝑗−3 dapat digunakan 

untuk mewarnai 𝑢𝑗,  𝑗 = 2,3, ⋯ , 𝑛 − 2 dan warna pada 𝑢1 dapat digunakan untuk mewarnai 𝑢𝑛−1 

Akibatnya, karena χ𝐻(𝑈𝑚,𝑛 ) ≥ 𝑚 + 2 dan 𝑚 + 2 warna dapat digunakan untuk mewarnai graf 

𝑈𝑚,𝑛 untuk 𝑚 ≥ 𝑛 dengan pewarnaan harmonis, diperoleh χ𝐻(𝑈𝑚,𝑛) =  𝑚 + 2 . ∎   

Teorema 2 Diberikan graf parasut 𝑃𝐶𝑛, maka χ𝐻(𝑃𝐶𝑛) = {
𝑛 + 3,      3 ≤ 𝑛 ≤ 4  
𝑛 + 1,       𝑛 ≥ 5          

. 

Bukti :  
Diberikan graf parasut 𝑃𝐶𝑛,  𝑛 ≥ 3 dengan himpunan titik dan sisinya yaitu: 

𝑉(𝑃𝐶𝑛) = {a, 𝑣𝑖 , 𝑢𝑗| 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 } 

𝐸(𝑃𝐶𝑛) = {(a, 𝑣𝑖), (𝑣1 , 𝑢1), (𝑣𝑛, 𝑢𝑛)| 𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛}⋃{(𝑣𝑖 , 𝑣𝑖+1), (𝑢𝑗, 𝑢𝑗+1) | 𝑖, 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1}. 

Titik dengan derajat maksimum pada graf parasut 𝑃𝐶𝑛 adalah titik a dan ∆(𝑃𝐶𝑛) = 𝑛. Akibatnya, 

χ𝐻(𝑃𝐶𝑛) ≥ 𝑛 + 1. 

 

  

(i) (ii) (iii) 

  

(iii) (iv) 

Gambar 3. Graf Parasut 𝑃𝐶𝑛 dan Pewarnaan Harmonis pada 𝑃𝐶3, 𝑃𝐶4, 𝑃𝐶5, 𝑃𝐶6 
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Diketahui bahwa, χ𝐻 (𝑃𝐶𝑛) ≥ 𝑛 + 1. Untuk 3 ≤ 𝑛 ≤ 4, berdasarkan pewarnaan harmonis pada 

Gambar 3(i) dan 3(ii) diperoleh bahwa graf 𝑃𝐶𝑛 dapat diwarnai dengan 𝑛 + 3, dan tidak dapat 

diwarnai dengan 𝑛 + 2 warna. Akibatnya, χ𝐻(𝑃𝐶𝑛) = 𝑛 + 3, 3 ≤ 𝑛 ≤ 4. Untuk 𝑛 ≥ 5, menurut 
Definisi 1(i), titik- titik 𝑣𝑖  untuk 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 bertetangga dengan titik a, masing-masing titik tersebut 

harus diwarnai dengan warna berbeda. Oleh karena itu, terdapat 𝑛 + 1 warna berbeda yang 

digunakan. Namun demikian, masih terdapat titik 𝑢1 hingga 𝑢𝑛  yang belum diwarnai. Titik 

𝑢1,𝑢2,… , 𝑢𝑛, masing-masing berderajat 2 artinya penambahan warna baru untuk mewarnai titik-titik 
tersebut tidak diperlukan (dapat menggunakan warna dari 𝑣𝑖). Misalnya untuk 𝑛 ganjil, 𝑢𝑖 , 𝑖 =
1,2, ⋯ , ⌈

𝑛

2
⌉ dapat diwarnai dengan warna pada 𝑣𝑛−2(𝑖−1) dan untuk 𝑖 lainnya, 𝑢𝑖 dapat diwarnai 

dengan warna pada 𝑣𝑛−2(𝑖−3)+1 (ilustrasi pada Gambar 3(iii) dan 3(iv)). Jadi, untuk 𝑛 ≥ 5, graf 

𝑃𝐶𝑛dapat diwarnai dengan 𝑛 + 1 warna (dengan pewarnaan harmonis). Akibatnya, karena diketahui 

pula χ𝐻 (𝑃𝐶𝑛) ≥ 𝑛 + 1, maka dapat disimpulkan χ𝐻(𝑃𝐶𝑛) = 𝑛 + 1. ∎ 

 

Teorema 3 Diberikan graf semi parasut, maka  

χ𝐻(𝑆𝑃2𝑛−1) = {
6,             𝑛 = 3                   

𝑛 + 2,      4 ≤ 𝑛 ≤ 5.            
𝑛 + 1,      𝑛 ≥ 6                     

 

Bukti :  

Diberikan graf semi parasut 𝑆𝑃2𝑛−1,  𝑛 ≥ 3  dengan himpunan titik dan sisinya yaitu: 

𝑉(𝑆𝑃2𝑛−1) = {a, 𝑣𝑖 ,𝑢𝑗| 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1 }   

𝐸(𝑆𝑃2𝑛−1 ) = {(a, 𝑣𝑖), (𝑣1, 𝑣𝑛),(𝑣𝑗, 𝑢𝑗),(𝑢𝑗,𝑣𝑗+1) | 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 dan 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1}.   

Titik dengan derajat maksimum pada graf semi parasut 𝑆𝑃2𝑛−1 adalah titik a dan ∆(𝑆𝑃2𝑛−1) = 𝑛. 

Akibatnya, χ𝐻(𝑆𝑃2𝑛−1) ≥ 𝑛 + 1. 

 

 

 

 

(i) (ii) (iii) 
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(iii) (iv) 

 

Gambar 4 Graf Semi Parasut 𝑆𝑃2𝑛−1 dan Pewarnaan Harmonis graf 𝑆𝑃2𝑛−1 , 3 ≤ 𝑛 ≤ 6 

Diketahui bahwa χ𝐻(𝑆𝑃2𝑛−1) ≥ 𝑛 + 1. Untuk 𝑛 = 3, berdasarkan pewarnaan harmonis pada 

Gambar 4(ii) diperoleh bahwa χ𝐻 (𝑆𝑃2𝑛−1 ) = 6 (graf 𝑆𝑃2𝑛−1 tidak dapat diwarnai dengan 𝑛 + 1 
atau 𝑛 + 2 warna). Untuk 4 ≤ 𝑛 ≤ 5, berdasarkan pewarnaan harmonis pada Gambar 4(iii) dan 4(iv) 

diperoleh bahwa χ𝐻(𝑆𝑃2𝑛−1) = 𝑛 + 2 (graf 𝑆𝑃2𝑛−1 tidak dapat diwarnai dengan 𝑛 + 1 warna).  

Selanjutnya, untuk 𝑛 ≥ 6, menurut Definisi 1(i), diperlukan 𝑛 + 1 warna untuk mewarnai titik-titik 𝑣𝑖 ,
𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛  dan titik a (titik-titik 𝑣𝑖  bertetangga dengan titik a. Namun demikian, terdapat titik 𝑢𝑗 

untuk 𝑗 = 1,2, ⋯ , 𝑛 − 1  yang belum diwarnai. Diketahui bahwa, 𝑢𝑗 bertetangga dengan 𝑣𝑗 dan 𝑣𝑗+1. 

Oleh karena itu, titik 𝑢𝑗 dapat diwarnai dengan warna yang sama dengan 𝑣𝑗+2,  𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛 − 2 

dan untuk titik 𝑢𝑛−1 diwarnai sama dengan 𝑣2  (ilustrasi pada Gambar 4(iv)). Artinya titik-titik 𝑢𝑗, untuk 

𝑗 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1 dapat diwarnai dengan warna yang sudah digunakan. Jadi, graf 𝑆𝑃2𝑛−1 dapat 

diwarnai dengan 𝑛 +1 warna (dengan pewarnaan harmonis). Akibatnya, karena diketahui pula bahwa 

χ𝐻(𝑆𝑃2𝑛−1) ≥ 𝑛 + 1, maka χ𝐻(𝑆𝑃2𝑛−1) = 𝑛 + 1. ∎   
 

SIMPULAN 

Bilangan kromatik harmonis suatu graf 𝐺 dinotasikan  𝜒𝐻(𝐺) menyatakan minimum banyaknya 

warna sehingga graf 𝐺 dapat diwarnai dengan pewarnaan harmonis. Nilai  𝜒𝐻(𝐺) dapat diperoleh 

berdasarkan pewarnaan harmonis yang dilakukan maupun dengan memanfaatkan relasi terkait batas 
atas atau batas bawah bilangan kromatik harmonis. Pewarnaan harmonis dilakukan dengan mewarnai 
titik-titik di graf 𝐺 sehingga pasangan warna yang terbentuk dari warna-warna yang digunakan muncul 

maksimal satu kali. Berdasarkan analisis yang dilakukan, hasil yang diperoleh: 

1. χ𝐻(𝑈𝑚,𝑛) = 𝑚 + 2,  𝑚 ≥ 𝑛. 

2. χ𝐻(𝑃𝐶𝑛) = {
𝑛 + 3,      3 ≤ 𝑛 ≤ 4  
𝑛 + 1,       𝑛 ≥ 5          

. 
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3. χ𝐻(𝑆𝑃2𝑛−1) = {
6,             𝑛 = 3                   

𝑛 + 2,      4 ≤ 𝑛 ≤ 5   .         
𝑛 + 1,      𝑛 ≥ 6                     
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