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Summary

The art of origami (from the Japanese oru, “to fold” and kami, “paper”) is a technique by which a
sheet of paper is bent and creased in such ways to create structures, called origami models or figures,
often with artistic intent. The link between origami and geometry perhaps seems obvious, as geometric
structures often arise naturally as a result of bending in three-dimensional space (cylinders, cones) or
creasing on a flat surface (straight lines), called flat folding. The main goals of this bachelor thesis are
to, first, generalize the core ideas that define origami to a larger family of manifolds, and second, review
some of the most well-known theorems on flat folding from a combinatorial and topological perspective.
We hope to provide the reader with a richer understanding of the fundamental properties of origami and
the mathematical notions that correspond to them.

We take connected and orientable n-dimensional submanifolds of R"*! as the pieces of paper P in
which origamis —continuous maps from P to the ambient space R"*!— should be defined. As we wish to
include creases in our definition of origamis, we let these maps be stratified %), and name all the points
in which differentiability fails the set of creases. This set, we assume, is a union of manifolds of lower
dimensions. Furthermore, these maps are defined in a recursive manner, as a crease of a given dimension
can itself have creases of lower dimensions.

A number of conditions needs to be set on origamis, namely, that the paper does not tear, shrink or
expand, and that it does not cross itself, although we allow superpositions. The first condition cannot be
reduced to a local isometry, as the image of an origami is not necessarily a manifold, nor is any origami
locally injective. It can be established in one of two ways, which we prove are equivalent: preservation
of the intrinsic distance of any two points before and after folding (when on the image, only curves that
unfold into curves on P are taken into account) or a local isometry on the points with no creases along
with this same condition applied recursively to the set of creases.

The second condition, non-crossing, is undecidable in general when only the information of the map
f is given. This is due to the fact that if several pieces of paper map to the same location, crossings
will generally depend on which layer of paper is “on top” of the other. We define a new concept, order
functions, that deal with this issue, and we place conditions on them to disallow any crossings. Order
functions are, in a sense, a combinatorial object that has to be given to completely describe the folding.
We end the section on foundations of origami by discussing an additional isotopic condition in loose
terms.

Beginning the latter half of the thesis, we turn ourselves towards flat folding: folding of a two-
dimensional flat piece of paper so that the finished model is also flat. We first establish the intuitive
fact that all creases must be straight lines, and that these creases cannot represent anything other than
symmetries. This allows us to partially describe flat origamis as crease patterns: oriented edges which
tell us where to fold and in what direction, called mountain and valley folds.

The main problem in flat folding is deciding whether or not a given crease pattern can be folded
flat. Despite being NP-hard, there are a number of known necessary conditions that flat foldable crease
patterns have to verify. Most stem from a theorem given by Jacques Justin in Towards a mathematical
theory of origami [1] that is rarely mentioned in the literature. We give a complete proof of it and show
how it employs several knot theoretic notions to essentially give a condition without which, the paper
would twist in impossible ways. Furthermore, the equation Justin presents serves as an excellent example
of the mingling between geometry (angles) and combinatorics (orientation of folds) in origami. From
this, we prove the three most important results in flat folding: Kawasaki’s theorem, Maekawa’s theorem
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and the Big-Little-Big lemma. The proofs of the latter two are inspired by Justin’s approach and, as far as
the author of this thesis knows, original. We end by briefly mentioning related problems on flat folding
that strengthen certain hypotheses in hopes of simplifying the problem, with varying success.



Resumen

El arte del origami (del japonés oru, “plegar” y kami, “papel”’) es una técnica mediante la cual una ho-
jade papel es curvada y plegada de una cierta forma para crear estructuras, llamadas modelos o figuras de
origami, generalmente con intencidn artistica. La relacién entre el origami y la geometria puede parecer
obvia, ya que se manifiestan estructuras geométricas de forma natural como resultado de deformaciones
en el espacio (cilindros, conos) o presionando el papel contra una superficie plana (lineas rectas), lo que
se conoce como plegado plano. Los principales objetivos de este trabajo de fin de grado son, primero,
generalizar las ideas de base que definen el origami a una familia mds amplia de variedades, y segundo,
revisar algunos de los teoremas mas conocidos del plegado plano desde una perspectiva combinatoria y
topoldgica. Esperamos brindar al lector un mayor entendimiento de las propiedades fundamentales del
origami y las nociones matematicas correspondientes.

Tomamos subvariedades de R"*! conexas y orientables de dimensién n como las hojas de papel P
en las cuales los origamis —aplicaciones continuas de P al espacio ambiente R""!— deben estar definidas.
Ya que deseamos incluir pliegues en nuestra definicion de origamis, permitimos que estas aplicaciones
sean ¢ estratificadas, y llamamos a todos los puntos en los que la diferenciabilidad falla el conjunto de
pliegues. Asumimos que dicho conjunto es una unién de variedades de dimensién menor. Adn mds, estas
aplicaciones vienen definidas de manera recursiva, ya que un pliegue de una cierta dimension puede a su
vez tener pliegues de dimensiones menores.

Los origamis deben satisfacer una serie de condiciones, principalmente, que el papel no se rasgue,
encoja o expanda, y que no se cruce consigo mismo, aunque permitamos superposiciones. La primera
condicién no puede ser reducida a una isometria local, ya que la imagen de un origami no es necesa-
riamente una variedad, ni todo origami es localmente inyectivo. Puede ser establecida de dos formas,
que probamos que son equivalentes: preservacion de la distancia intrinseca de dos puntos cualesquiera
antes y después del plegado (donde en la imagen, solo las curvas que se despliegan a curvas en P son
consideradas) o una isometria local en los puntos sin pliegues junto con esta misma condicién aplicada
recursivamente al conjunto de pliegues.

La segunda condicidn, el no atravesamiento, no puede ser determinada en general cuando solo se
dispone de la informacién de la aplicacion f. Esto se debe a que si varios trozos de papel acaban en el
mismo sitio, los cruces dependeran en general de qué capa de papel esta “por encima” de la otra. Defi-
nimos un nuevo concepto, las funciones de orden de capas, que lidian con este problema, e imponemos
condiciones en ellas para prohibir los cruces. Las funciones de orden de capas son, en un sentido, un
objeto combinatorio que ha de ser dado para describir completamente el plegado. Terminamos la seccién
de formalizacion del origami discutiendo una condicién isotépica en términos generales.

En la segunda parte del trabajo, centramos nuestra atencién en el plegado plano: el plegado de una
hoja de papel plana y bidimensional de forma que el modelo final también sea plano. Establecemos
primero el hecho intuitivo de que todos los pliegues han de ser lineas rectas, y que no pueden represen-
tar otra cosa que no sean simetrias. Esto nos permite describir parcialmente los origamis planos como
patrones de plegado: segmentos orientados que nos indican dénde plegar y en qué direccion, llamados
pliegues valle y montaia.

El principal problema en el plegado plano es decidir si un patrén de plegado puede ser plegado plano.
Pese a ser NP-duro, hay un nimero de condiciones necesarias que los patrones de plegado planos deben
verificar. La mayoria surgen de un teorema dado por Jacques Justin en Towards a mathematical theory
of origami [1] que rara vez es mencionado en la literatura. Damos una demostracién completa de €l
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y mostramos cémo utiliza varias nociones de teoria de nudos para, en esencia, dar una condicién sin la
cual el papel se retorceria de modos imposibles. Atin més, la ecuacién que presenta Justin es un excelente
ejemplo de la mezcla entre la geometria (dngulos) y combinatoria (orientacién de pliegues) hallado en el
origami. De aqui, probamos los tres principales resultados en plegado plano: el teorema de Kawasaki, el
teorema de Maekawa y el lema Big-Little-Big. Las demostraciones de los dos ltimos estdn inspiradas
por el enfoque de Justin y, segtn cree el autor de esta memoria, son originales. Acabamos mencionando
brevemente problemas relacionados con el plegado plano que fortalecen ciertas hipdtesis en aras de
simplificar el problema, con mayor o menor éxito.
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Capitulo 1

Formalizacion matematica del origami

El objetivo principal de este trabajo es dar una descripcién matemética del proceso de deformar y
doblar una hoja de papel, al que nos referiremos como origami. En esta primera seccion, tratamos este
problema desde una perspectiva muy amplia, generalizando alld donde sea posible para entresacar sus
caracteristicas esenciales. La formalizacién que expondremos, tomada de [2] y [3], engloba otras menos
especificas y puede extenderse a espacios de dimension arbitraria, ademas de servir de ejemplo ilustrativo
de la precaucién y minucia necesarias para construir un buen modelo.

1.1. Hipotesis previas y dificultades del modelo

Una figura (fisica) de origami/papirofiexia consiste en una deformacién en el espacio de una hoja de
papel (o mds en general, una plancha lo suficientemente fina como para que su grosor sea despreciable),
que no presenta roturas, cortes, ni se atraviesa a si misma. Una técnica caracteristica es la de realizar
pliegues, lugares del papel que experimentan un cambio brusco en su direccion. También se permite que
sucedan superposiciones: aunque dos puntos por muy préoximos que sean no estidn nunca en la misma
posicién fisica real, a efectos practicos y despreciando el grosor resulta conveniente pensar que es el
caso. La superposicion de capas forma parte integral del proceso de creacion de figuras de papel planas,
de las cuales hablaremos en el segundo capitulo.

Un buen modelo geométrico del origami debe asi capturar las caracteristicas que hemos expuesto
en el parrafo anterior, y ademas, que todo modelo fisico tenga una descripcion matemadtica y viceversa.
Podemos afiadir de forma razonable dos condiciones matemdticas més. Primero, que las regiones del
papel sin pliegues sean suaves, entiéndase, €% para algin k € N, puesto que por definicién un pliegue
es alld donde hay un cambio brusco en la direccién, en las zonas sin pliegues debe haber al menos una
derivada primera. Segundo, que el nimero de pliegues sea finito. Evitamos de este modo un comporta-
miento fractal que puede ser engorroso, y que podria incluso acabar con que la hoja entera esté cubierta
de pliegues.

Podemos hacer asi una tabla con las caracteristicas a modelizar y su interpretacion matematica usual
(ver Cuadro 1.1). Inmediatamente, vemos una contradiccion en la tabla. Para modelar que el papel no
se atraviesa a si mismo, hemos impuesto la condicidn de inyectividad, sin embargo, si que queremos
que se superponga en algunos puntos. Por supuesto, en términos fisicos, la diferencia entre superponer y
atravesar es mds que clara, pero matemdticamente, necesitamos de una mayor precisioén para describirla
adecuadamente.

Por otra parte, una isometria local siempre es una inyeccién local, que sigue siendo una condicién
demasiado restrictiva: al doblar una hoja de papel por la mitad, cualquier punto situado en el pliegue
tiene puntos arbitrariamente cerca de él que acaban superpuestos. Vamos a empezar relajando sutilmente
la condicién de isometria local.



2 Capitulo 1. Formalizacién matemadtica del origami

Caracteristica fisica Interpretacion matematica intuitiva
Deformacién de un papel en el espacio | Aplicacién continua de un subconjunto de R? a R?
Sin estiramiento ni encogimiento Localmente isométrica
Que no se atraviese a s{ misma Inyectiva
Con un niimero finito de pliegues €M a trozos
Con posible superposicion Posiblemente no inyectiva

Cuadro 1.1: Traslado de las caracteristicas del origami a sus interpretaciones matematicas mds directas.

1.2. Condiciones de diferenciabilidad e isometria

Las primeras caracteristicas que vamos a formular se van a hacer en dimension arbitraria, y van a ser
descritas en términos de variedades orientables. Sin pérdida de generalidad, supondremos también que
dichas variedades son conexas.

Definicién 1.2.1. Una hoja de papel n-dimensional es una n-subvariedad de R"*! orientable y conexa,
dotada de la métrica de Riemann inducida por R"*+1,

En todo lo que sigue y salvo que se indique lo contrario, P serd una hoja de papel n-dimensional. La
primera condicién que queremos imponer sobre un plegado es que sea €*) para algiin 1 < k < oo salvo
quizés en conjuntos de dimensién menor: los pliegues. En efecto, si doblamos una varilla en el plano,
los pliegues son puntos; cuando plegamos papel en el espacio, son curvas. Queremos sin embargo que
al fijarnos solo en la red de pliegues, la aplicacién siga exhibiendo un comportamiento adecuado. Esto
Ilama a una definicién recursiva:

Definicién 1.2.2. Una aplicacién continua f : P — R"t! se dice C¥) estratificada si existen subvarie-
dades abiertas Py, P, ..., P, C P cumpliendo:

I) (P!, son disjuntas.
II) PyU...UP, =P.

III) f|p es€* paracadai=1,...,m.

m
IV) Existe una particién finita de |J dP; en variedades de dimensién menor que n tales que f restringida
i=1
a cada una de ellas es %) estratificada (considerando que toda funcién en una O-variedad es ¢*)
estratificada).

m

La uni6n de las fronteras |J dP; se denomina los pliegues de f. Diremos que un punto estd en un pliegue
i=1

si pertenece a esta unién.

Notas. Cabe la posibilidad de que en alguna de las fronteras comunes entre dos regiones P, P;, la apli-
cacion f siga siendo diferenciable, es decir, que f restringida a P;UP; sea %*). En ese caso, no ocurre
un plegado real, diremos que la frontera que los separa es un pliegue superfluo.

Para una discusion de diferentes situaciones que engloba esta definicién, consultar la Figura 1.1.

La siguiente condicién geométrica que necesitamos es que la aplicacion sea isométrica en un cierto
modo, para que no se produzca estiramiento ni encogimiento del papel. Recordemos que la distancia de
dos puntos p y g en P viene dada por

d(p,q) = inf{L(y)|y: [0,1] — P curva €V a trozos, con ¥(0) = p,y(1) = ¢},

donde L() denota la longitud de la curva 7.
Como ya hemos comentado anteriormente, la isometria local no es una condicién adecuada ya que
implica inyectividad local. De hecho, la imagen geométrica de un plegado no es una variedad en general,
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(a) Duck, Jo Nakashima[4]. (b) Energy-D, Ekaterina Lukasheva[5].  (c) One-Crease, Paul Jackson[6].

Figura 1.1: Modelos de origami de diferentes artistas contempordneos. El primero es una figura mas
clésica, con pliegues rectos en su mayoria. El segundo presenta pliegues curvos, un estilo menos comun,
pero que sigue contemplado en la definicién que hemos dado. El tercer modelo es un ejemplo del caricter
recursivo de los pliegues: se trata de un pliegue 1-dimensional (recto) al que se le ha aplicado posterior-
mente un pliegue 0-dimensional, creando asi una forma de pinza.

asi que ni siquiera se pueden medir distancias de forma intrinseca en la imagen. Vamos a garantizar de
otro modo que se conserven las longitudes.

Para dar una motivacion intuitiva, pensemos en una hoja de papel usual. Tomemos dos puntos en ella
y dibujemos la recta que los une. Después de deformar el papel como queramos, esa recta tendrd una
forma distinta: una curva en el espacio. Sin embargo, su longitud deberia ser la misma antes y después
de plegarlo: si fuese mas larga, alrededor de ella el papel se habria estirado, si fuese mds corta, se habria
encogido. Esto motiva las siguientes definiciones:

Definicién 1.2.3. Dada una funcién f : P —s R"t! €% estratificada, se define la distancia post-f entre
dos puntos p,q € P como

ds(p,q) :=mf{L(foy)|y:[0,1] — P curva %" a trozos, con ¥(0) = p,y(1) = ¢},

siendo f o ¥ una curva medida en R"*! bajo la métrica euclidea usual. Se dice que una curva y en P con
7(0) = p,¥(1) = g realiza la distancia post-f entre py g si L(f oY) =ds(p,q).

La aplicacion dy esté bien definida ya que puede comprobarse que las imédgenes por una aplicacion
€™" estratificada de curvas €") en P son curvas € en R"+!.

Definicién 1.2.4. Una aplicacién f : P — Rt €%) estratificada se dice equilongitudinal si cumple:

d(p,q) =ds(p,q) Vp,q € P.

Una gran ventaja que tienen estas definiciones es que nos permiten descartar las curvas que solo
son realizables en f(P) y que no tienen representacién al levantarse a P. Por ejemplo, si p # g pero
f(p) = f(q), la existencia de la curva constante en f(p) = f(q) devuelve una distancia en el sentido
usual 0. Sin embargo, al tomar su preimagen, vemos que no se trata de una curva en P, sino de dos
puntos distintos. Intuitivamente, al plegar el papel, uno puede formar “atajos” entre puntos, pero ninguno
de estos atajos es realizable en el papel original, por lo que no aportan informacién sobre qué ha ocurrido
al deformarlo (ver Figura 1.2).

En [2], no se establece una conexidn de estas condiciones con la nocion clasica de isometria local.
En el resto de la seccion, probaremos como trabajo original que la condicién de equilongitudinalidad
y una de isometria local en un sentido generalizado son, de hecho, equivalentes para funciones €
estratificadas.
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Figura 1.2: Ejemplo de dos puntos con la misma imagen con distancia no nula. La distancia post-f entre
ambos es la longitud de la curva roja.

Definicion 1.2.5. Un conjunto U C P se dice geodésicamente convexo si dados p,q € U cualesquiera,
existe una tnica geodésica que realiza su distancia y los une, y estd totalmente contenida en U.

Damos por sabido el siguiente resultado de variedades de Riemann:
Proposicion 1.2.6 ([7]). Todo punto en una variedad admite un entorno geodésicamente convexo U.

Lema 1.2.7. Sea U un entorno geodésicamente convexo, y p,q € U con d(p,q) = d > 0. Entonces, si
existen, las esferas geodésicas de radios % centradas en p y q respectivamente tienen un iinico punto de
interseccion.

Demostracion. Sean pyy p» dos puntos de interseccion distintos entre ambas esferas. Dado uno de ellos
cualquiera, se puede construir una curva que realice la distancia entre p y ¢ tomando la geodésica radial
que une p con p; y ligdndola con la que une p; y ¢. Si fuesen distintos, obtendriamos dos geodésicas
distintas que unen p y ¢, lo que contradice la unicidad de geodésicas minimizantes (ver Figura 1.3). [

Notas. Puede suponerse que las esferas geodésicas del lema anterior siempre existen al restringir U lo
suficiente en torno a p. En efecto, se puede elegir U de forma que esté contenido en las bolas geodésicas
B(p,€) con p € U cualquiera y un cierto € > 0 (ver [8]), de forma que % < € y garantizando asi la
existencia de esas bolas geodésicas. Lo asumiremos de ahora en adelante.

Proposicién 1.2.8. Sea f : P — R"™ una aplicacion equilongitudinal, y sea U C P geodésicamente
convexo. Entonces, para cualesquiera p,q € U, si Y es la geodésica minimizante entre p y q, Y también
es la unica curva que realiza la distancia post-f entre p y q.

Demostracion. Sea 6 una curva que realiza la distancia post-f de p y de ¢, veamos que es y. Pongamos
que ambas curvas estan parametrizadas en un mismo intervalo /, y asumamos por reduccién al absurdo
que son distintas. Existe asi un fy € [ tal que 6(tp) ¢ y(I); por continuidad, no coinciden en un intervalo
(t1,12) al que pertenece #y. Ese intervalo serd, como mucho, /. Asi, renombrando los extremos p = ¥(;) y
q = y(t2), asumimos sin pérdida de generalidad que ¥y 0 solo coinciden en p y g. Veamos que llegamos
a un absurdo.

Figura 1.3: En un entorno geodésicamente con-

vexo, las esferas geodésicas tangentes no pue- Figura 1.4: Construccién de los puntos a'y b en
den intersecarse en dos puntos, ya que obtene- la prueba de la Proposicion 1.2.8.

mos dos curvas minimizantes ¥y § distintas.
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Sead :=d(p,q) =L(7), y consideremos las esferas geodésicas de radio % centradas en p y g. Estu-
diemos los puntos de corte de éstas con la curva 8, es decir, definimos:

o 1= Sup{t el ‘ d(p,8(1)) < ‘21} t ::inf{t el ‘ d(8(t),q) < d}.

2
Estos deben existir, y cumplen d(p,8(t,)) = % yd(6(tp),q) = % por continuidad. Notar que no puede
darse 1, < t,, pues contradice que la distancia entre py g es d. Seana = 8(t,) y b = (1), ambos puntos
en O (ver Figura 1.4).

Notar ahora lo siguiente: como f o § es de longitud minima entre todas las curvas que unen p con g,
también lo es fod| lta.1,) €0tre todas las que unen a con b, y lo mismo para cualquier pareja de puntos. En
efecto, si no fuese el caso, se podria sustituir el fragmento de curva entre a y b por otro mas corto post-f,
y obtendriamos uno més corto entre p y ¢. Por otra parte, se cumple que por realizar 0 la distancia post- f
y ser f equilongitudinal:

L(fo8)=ds(p.q) =d(p,q) =d.
Con todo esto, tenemos lo siguiente:

d d
d= ~+—~=d(p,a)+d(b,q) = ds(p,a)+ds(b,q)

22
<dy(p,a)+ds(a,b) +ds(b,q)
=L(f0d]jy,)) +L(fobly,,) +L(fod]y 1)

=L(fod)
=d.

La desigualdad es por tanto una igualdad, y asf, d¢(a,b) = d(a,b) = 0 con lo que a = b: se trata de un
punto de interseccion de las esferas geodésicas. Pero por la unicidad de éste probada en el lema anterior,
necesariamente a = b = y(t'), donde d(p, y(t')) = %. Esto contradice que ¥y & no coinciden mads alld de
en py en g; por reduccién al absurdo, ¥y & son iguales salvo reparametrizacion.

Se ha visto que en el caso de existir, la curva minimizante es Y. Para la existencia, un argumento
similar prueba que existe una sucesién de curvas 6, de forma que L(f o 8,) - d tienden a Y (consultar

Anexo A.1). 0

Este resultado nos permite asegurar que, localmente, las longitudes de geodésicas se mantienen. Lo
siguiente que probaremos es que en puntos donde no hay pliegues, una aplicacion equilongitudinal se
comporta de forma localmente inyectiva (o, visto de otro modo, solo con un pliegue es posible pegar
puntos con otros en todo un entorno).

Proposicién 1.2.9. Sea f : P — R equilongitudinal y p € P no situado en un pliegue de f. Entonces,
f es una inmersion local en p (y en concreto, localmente inyectiva en p).

Demostracion. Por ser f de clase %% entorno a p, bastara ver que d f), es inyectiva. Sea v € T,,P de forma
que df,(v) = 0, y supongamos por reduccion al absurdo que v # 0. Sea ¥, la geodésica empezando en p
con vector velocidad v, bien definida en un entorno geodésicamente convexo U de p. La consideramos
parametrizada por el arco en un intervalo [0,/], con ¥,([0,/]) C U. De esa forma, para todo x € [0,/], la
curva ?’;‘[O, 4 es la que realiza la distancia x entre p y 7, (x). La Proposicion 1.2.8 asegura que también
realiza su distancia post-f, de modo que L(7yj0.4) = L((f 2 ¥})lj0.4)- Asi, para todo x € [0,1]:

x=d(p,7y(0) =LBlog) = Lo Rlog) = [ [(For) @] de = [ [ sy @) ar.
0 0

Expresando x = [ 1 dt, podemos escribir en definitiva:

X

/(LMWWMﬁWWDm:Qxenq

0
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Definiendo ahora g(f) := 1 — dey;(,)(ylv,'(t))
verifica g(0) = 1 —||df,(v)|| = 1. La funcién g cumple asi la siguiente ecuacién integral para un cierto
[>0:

, se trata de una funcién continua que por hipdtesis

Ta(t)dt = 0Vx € [0,1]
0

(0)=1
Esta ecuacion no tiene solucién cuando g es continua, puesto que en un entorno del 0 g es estricta-
mente positiva (g(0) = 1 > 0) luego su integral en ese entorno lo es también. La contradiccién surge al
parametrizarla por el arco y asumir / > 0. La curva 7, debe ser asi constante, con lo que v = 0. O

A partir de aqui, para simplificar los argumentos y poder hablar de difeomorfismos, asumiremos que
f es €= estratificada, pero es esperable que se trasladen los resultados a 6rdenes menores de diferencia-
bilidad.

Corolario 1.2.10. Sea f : P — R""! equilongitudinal y p € P no situado en un pliegue de f. Entonces,
f es un difeomorfismo local en p en el siguiente sentido: existe un entorno U de p de modo que f(U) es
una subvariedad encajada n-dimensional de R™'y f|y : U — f(U) es un difeomorfismo.

Demostracion. Gracias al resultado anterior, basta restringir f a un abierto de p en el que sea una in-

mersion y aplicar el teorema de encaje local (ver [9]), asegurando asi que en un entorno U de p, f es un

encaje. Por tanto, f(U) es una n-variedad, y como ademads las dimensiones de Py f(U) coinciden, f es

un difeomorfismo local en p. O
Con esto, podemos asegurar la isometria local en un sentido relajado:

Proposicién 1.2.11. Sea f : P — R""! equilongitudinal. Entonces, es localmente isométrica en el
sentido siguiente:

= Para todo punto p € P no situado en un pliegue de f, existe un entorno U de p de modo que
flu :U — f(U) es una isometria entre variedades de Riemann.
= Para todo punto p € P en un pliegue de f, se cumple la condicion anterior en alguna m-subvariedad

de los pliegues (m < n) que contenga a p.

Demostracion. La segunda afirmacién es inmediata a partir de la primera retomando la definicion recur-
siva de aplicacién ) estratificada (Definicién 1.2.2). Restringiendo lo necesario en torno a p, podemos
tomar un entorno U de p geodésicamente convexo y en el que f|y : U — f(U) sea un difeomorfismo
gracias al Corolario 1.2.10. Notar que entonces f |l_]1 también es equilongitudinal, puesto que por ser
difeomorfos U y f(U), las curvas en uno y en otro estan relacionadas bajo una biyeccion. En efecto, para
todos x,y € f(U):
df*' (xay) = l,nf{L(fil © ’}/)"}/ [07 ]] — f(U)7Y(0> =X, ’)/(1) :y}

=d(f~' (). /7' ()

=dp(f~'(x), /7' ()

=mf{L(f08)|8:[0,1] — U,8(0) = f~'(x),8(1) = ')}

=d(x,y).

Siendo dy y dyy) las distancias de Riemann en U y en f(U) respectivamente, veamos ahora que
Vq,r € U,dy(q,r) =dsu)(f(q),f(r)). Dados q,r € U y v la geodésica que los une:

dy(q,r) =L(y) =L(foy) 2 dsu)(f(q), f(r)).

Por otro lado, restringiendo lo necesario para que f(U) sea también geodésicamente convexo y habiendo
probado que f |[}1 es equilongitudinal, también se da

dpw)(f(q). f(r) =L(8) =L(f ' 08) > dy(g.r),

con O la curva que realiza la distancia entre f(q) y f(r): en efecto ambas distancias son iguales. O
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Asi, podemos dar una caracterizacion de las aplicaciones equilongitudinales y ver que coinciden con
las isometrias locales en sentido relajado, y con la idea intuitiva de preservacién de las longitudes.

Corolario 1.2.12. Una funcién f de tipo € estratificada es equilongitudinal si y solo si es localmente
isométrica en todo punto en el sentido de la Proposicion 1.2.11. En particular, las longitudes de todas
las curvas en P se mantienen bajo f.

Demostracion. El sentido directo ya ha sido probado en la Proposicién 1.2.11. Para el reciproco, dada
una curva Yy en P, se puede descomponer por compacidad en un niimero finito de componentes de for-
ma que cada una esté contenida en un entorno donde f actie como una isometria (eventualmente, con
componentes en alguna subvariedad de los pliegues). Las isometrias preservan las longitudes de curvas,
luego L(y) = L(f oy) para cualquier curva y en Py asi los infimos de d y dy se toman en los mismos
conjuntos, lo que demuestra que f es equilongitudinal. O

Notas. Puesto que las isometrias locales preservan la curvatura de Gauss K, f preserva la curvatura del
papel fuera de los pliegues. En particular, si P es plano (K = 0), su imagen también lo es localmente.

Con esto terminamos la primera consideracién que necesitdbamos imponer. Nos falta estudiar las au-
tointersecciones y garantizar que el papel no se atraviese a si mismo. Sin embargo, ya que esta condicién
no es necesaria cuando el plegado es inyectivo, podemos definir ya un primer ejemplo de origami:

Definicion 1.2.13. Dada una n-hoja de papel P, un origami libre es una aplicacion equilongitudinal
f: P — R ! inyectiva.

1.3. Orden de capas

1.3.1. Motivacion

La condicién que queda por establecer es la que llamaremos de no cruce, y que garantiza que el papel
no se atraviesa a si mismo al aplicarle el origami f. Sin embargo, varios indicios parecen apuntar a que
una serie de condiciones impuestas sobre f por si sola no son suficientes para determinar esto.

Los ejemplos siguientes —que haremos en una dimension— son ilustrativos de aplicaciones equilon-
gitudinales que se cruzan o no se cruzan a si mismas, pero también de algunas ambiguas, que requieren
de mas informacién. En los dos primeros ejemplos, consideramos que estamos plegando el segmento
(—1,1) en R?. Coloreamos su primera mitad en azul y la segunda en rojo para visualizar qué partes del
segmento van adénde.

Para empezar, bien es cierto que en ciertos casos un andlisis de f permite determinar si hay autocortes
o no en la imagen. Considerar la Figura 1.5. La imagen geométrica, en negro, no permite saber si hay un
autocorte o no: es posible que las partes azules y roja se atraviesen en el punto de interseccion, o que al
contrario, solo se toquen en €l y se separen. Esa informacidn la aporta la expresién de f. En dimensién
1, este tipo de cruces pueden caracterizarse mediante un andlisis de los vectores tangentes o normales
alrededor de estos puntos. Si no se trata de puntos de pliegue, un andlisis de las curvaturas es suficiente
para determinar si se cruzan o si no.

Figura 1.5: Dos aplicaciones que devuelven la misma imagen geométrica: una con cruces y otra sin
cruces.
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Sin embargo, no siempre es posible determinar con f si hay un cruce o no. Consideremos la siguiente
funcién equilongitudinal definidaen (—1,1):

(=3 —x=3) xe(-1,-3)
f(x) =4 (x,0) x€[~3,0]
(—x,0) x€(0,1)

Consiste en girar 90° el segmento (— 1,— %), mantener inmavil [—%,0} y hacer la simetria con respecto
a 0 del segmento (0, 1). La imagen de f puede verse en negro en la Figura 1.6, junto con dos representa-
ciones idénticas para f: una con cruce y otra sin cruce.

Figura 1.6: Imagen geométrica y dos representaciones indistinguibles para f: una con cruce y otra sin
cruce. Se ensanchan artificialmente los pliegues (coloreados en gris) para poder visualizar el orden de las
capas de papel.

Lo que diferencia ambas representaciones no es f, ya que cada intervalo en el dominio tiene la misma
imagen en ambas, sino el “sentido” del pliegue, un concepto que no hemos definido. Un modo usual de
hablar de estos sentidos de pliegue en la practica es el siguiente: si la parte de arriba del segmento esta
pintada de un cierto color, y la de debajo es blanca, el primer plegado seria del tipo “color con color”, y el
segundo del tipo “blanco con blanco™!. Este aspecto —que en esencia es especificar cémo estan colocadas
unas capas sobre otras— no ha entrado en juego hasta ahora, y requiere la orientabilidad del papel.

Este dltimo ejemplo que proporcionan Demaine y O’Rourke en [2] (Figura 1.7) hace ver que esta
colocacién de las capas no puede ser una propiedad puramente local. Tenemos dos plegados de un seg-
mento rectilineo con la misma imagen geométrica, uno con cruces y uno sin cruces. Los segmentos azul
y rojo van a parar en ambos al mismo sitio. En el primer plegado, cualquier orden de las capas azul y
roja va a conllevar un cruce, y ademds, no se puede solucionar analizando cada punto problematico por
separado: al intentar arreglar un cruce invirtiendo las capas, se crea otro en el otro lado. En el segundo,
colocar la capa roja bajo la azul si genera un pliegue sin cruces. Asi pues, un orden de capas sin cruces
no puede ni depender exclusivamente de un andlisis restringido a las capas involucradas, ni a uno local
en cada punto potencialmente problematico.

i 2

= —

Figura 1.7: Dos aplicaciones equilongitudinales con misma imagen geométrica. En ambas, las capas azul
y roja van al mismo segmento. Notar como para la primera, cualquier colocacién de éstas produce un
cruce. Para la segunda, hay que colocar la capa azul sobre la roja para que no se produzca un cruce.

10tro modo de hablar de ello, mds comtn, es el de pliegues valle o pliegues montafia, aunque reservamos esta nomenclatura
para los origamis planos.
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1.3.2. Funcion de orden de capas

Para describir este nuevo concepto de colocacién de capas, vamos a necesitar una funcién que des-
criba el orden en el que estan superpuestas. En esencia, vamos a definir una relacion de orden y a exigirle
una cierta compatibilidad con la geometria que da f.

Definicion 1.3.1. Dada una aplicacién equilongitudinal f, decimos que dos puntos p,q € P estan colo-
cados si cumplen p # ¢, f(p) = f(g), y ninguno estd en un pliegue de f. Denotamos mediante Cy a las
parejas de estos puntos.

En este contexto, al no estar p y ¢ en pliegues, estin bien definidos los planos tangentes 7,,f y T, f,
y también los vectores normales ns(p) y ny(g). Es un resultado clasico que si estos vectores no tienen
la misma direccidn, los planos tangentes a ambos puntos no son paralelos y se provoca un cruce en los
puntos. Esto va a ser tomado en consideracion en la definicidn siguiente.

Definicion 1.3.2. Dada una aplicacién equilongitudinal f, definimos una funcién de orden de capas
para f como una funcién A : Cy — {1,—1} que cumpla, para p,q,r € P:

= Antisimetria: Si p y ¢ estdn colocados, A (g, p)ns(p) = —A(p,q)ns(q).
» Transitividad: Si p,q y r estdn colocados y A(p,q) = —A(r,q) entonces A(r,p) = A(q,p).
= Consistencia: A es constante en cada componente conexa por caminos de Cy.

Notas.

La interpretacion de una funcioén de orden de capas es la siguiente: estamos definiendo la posicion
relativa de un punto con respecto al vector normal en el otro. La expresién A(p,q) = 1 se lee como “p
estd del lado que indica el vector normal a ¢”, abreviado “q apunta a p” mientras que A(p,q) = —1 se
lee como “p estd del lado opuesto al que indica el vector normal a ¢”, abreviado “g no apunta a p” (ver
Figura 1.8).

f(p)=f(q) f(p)=1f(q)

S e —— ————

/(p) [ f(a)
!

f(q) f(p)

Alp,q) =1 A(p,qg) =—1

Figura 1.8: Dos érdenes de capas posibles para una misma aplicacién f representados en vista de lupa.
En ésta y todas las figuras que siguen, una linea bicolor representa que las capas azul y roja estdn super-
puestas. El espacio entre las capas no existe en la prictica, pero se representa en la vista de lupa para
ayudar a la visualizacién. Un cambio en el signo de A (p,q) corresponde a un intercambio de las capas.

La condicién de antisimetria se interpreta asi:
= Si ambos puntos se apuntan mutuamente, los vectores normales son opuestos.
= Si solo uno de los puntos apunta al otro, los vectores normales son iguales.

= Siningln punto apunta al otro, los vectores normales son opuestos.
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En particular, los vectores normales deben tener siempre la misma direccién, que como hemos comentado
antes, ya restringe un tipo de cruce geométrico.

La precondicién de la propiedad transitiva, A(p,q) = —A(r,q), se lee como “exactamente uno de
py r es apuntado por ¢”. La implicacién es que entonces “p apunta o bien a ¢ y a r, 0 a ninguno de
ellos”, es decir, “q y r estdn del mismo lado de p”. Esencialmente, es caracterizar que si un punto apunta
a exactamente uno de dos puntos, debe estar entre ellos. En efecto, cambiando los papeles de p y r, se
puede obtener que A(p,r) = A(q,r), esta condicion es simétrica para p y r.

Finalmente, la consistencia permite asegurar que se aplica el mismo orden a todos los puntos coloca-
dos a lo largo de dos capas. Esto dota a las capas una propiedad no local, que como hemos argumentado
previamente, es necesaria.

Un orden de capas es una herramienta esencialmente combinatoria que describe y permite discernir
las situaciones ambiguas que hemos expuesto antes. No siempre es posible definir un orden de capas
correcto que no produzca cruces, y de hecho el conteo de érdenes de capas en ciertos contextos es un
problema combinatorio que sigue abierto [10]. Aun con esto, no hemos eliminado la mayoria de los
cruces: muchos de ellos se provocan en pliegues, donde los vectores normales no estan bien definidos
(Figuras 1.6 y 1.7). Por otra parte, aunque los vectores normales estén definidos, que sean paralelos es
una condicidn necesaria pero no suficiente para que no suceda un cruce. En los siguientes parrafos vamos
a describir las restricciones que deben cumplir un origami 1-dimensional y su orden de capas para ga-
rantizar que no se provoquen cruces de ningun tipo. Después, veremos cémo se trasladan inductivamente
estas condiciones a dimensiones mayores.

1.3.3. Condiciones de no cruce 1-dimensionales

La condicién de no cruce se aplica a toda pareja de puntos p # g de forma que f(p) = f(g) aunque
alguno esté en un pliegue. Esto quiere decir que en general no vamos a comparar los valores de A de los
dos puntos, sino de los puntos en un entorno: en dimensién 1, como los pliegues son puntos y no son
densos, podemos restringirnos a entornos suficientemente pequefios para que los tinicos pliegues, si los
hubiese, estén en p y g. Dados estos dos puntos, queremos encontrar una cota E(p,q) > 0 de modo que
las condiciones siguientes se cumplan para todo € € (0,E(p,q)).

Dado € > 0 y un punto ¢ € P, consideremos su imagen f(q) y la circunferencia en R? con centro
f(q) y radio €. Dada una carta local cualquiera de un entorno de ¢, definimos los puntos ¢~ y g como
los valores mds proximos a g con imagen en la circunferencia: ¢~ el menor y g* el mayor (bien definidos
puesto que P es orientable). Llamamos al arco entre f(q~) y f(g") recorrido en sentido horario C*, y
al otro arco C~, ambos incluyendo a los extremos (ver Figura 1.9). Si f(g~) = f(g™"), estas definiciones
son ambiguas, y en tal caso utilizamos A (¢~ ,¢"):siA(q~,q")=1,C" eselpunto {f(¢ )} ={f(¢g")}y
C~ todo el circulo; si A (g™, q+) = —1, al revés. Intuitivamente, el arco C* es al que apuntan los vectores
normales conforme se recorre [¢,q" |\ {g}.

Figura 1.9: Definicién de los puntos ¢~ y ¢* y de los arcos C™ y C™.
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Se puede realizar la misma construccion de los puntos p~ y p* para p. Si ¢ determina C~ y C™,
la condicién previa que hay que imponer es que tanto p~ como p* estén ambos en C~ o ambos en
C™", es un argumento cldsico para que no se realice un cruce a escala local. Sin embargo, esto no suele
ser suficiente: la informacién adicional que proporciona la funcién de orden de capas va a forzar a que
sea a uno u otro de los arcos. Para hallar estas condiciones adicionales, vamos a estudiar las diferentes
estructuras locales permitidas en aquellos lugares donde coinciden varios puntos (sean o no pliegues).

Estructura local de puntos colocados

Si py g estdn en Cy, el valor de A(p,q) determina por completo el arco del circulo al que deben
pertenecer p~ y p: C* sivale 1, C™ si vale —1 (ver Figura 1.10a).

Estructuras locales de pliegues

Si p o g estd en un pliegue de f, la funcidn de orden de capas no estd bien definida en ellos. El andlisis
de como estdn situadas las capas dependerd entonces de los puntos a su alrededor (que localmente, no
son pliegues), en concreto, estudiamos el orden de capas para los puntos p~ y pT cong™ y g™

Ningtin orden de capas definido Si p* y g™ no estdn colocados para ninguna eleccién de los signos,
no hay ninguna restriccién adicional al no haber 6rdenes de capas por considerar. Ambos casos, p~ y p™*
en uno u otro arco, son posibles.

Un orden de capas definido Si hay una tinica eleccién de signos para la cual p* y g™ estdn colocados,
esos dos puntos estdn determinando un orden de capas que hay que respetar. Si A(p*,¢=) = 1, el vector
normal de ¢= apunta a p™, luego se tiene que mantener esa condicién en todo el entorno: p~ y p™ per-
tenecerdn a C* (ver Figura 1.10b). En el caso A (p*,¢~) = —1, deberan pertenecer a C~. Esta situacién
es la que ocurria en el pliegue en dngulo recto de la Figura 1.6.

Dos ordenes de capas definidos La situacién donde dos 6rdenes de capas confluyen tiene dos subcasos
distintos. Si dos parejas de p* y g™ estdn colocadas y ningtin punto viene repetido, quiere decir que
tenemos dos parejas disjuntas que estdn colocadas. En ese caso, la condicién de no cruce se traduce en
que la posicién relativa de ambos con respecto a g~ y ¢ sea la misma. Asf, la estructura no tendrd cruces
siempre que los valores de A definidos en ambos extremos sean iguales (ver Figura 1.10c).

El el segundo caso, si hay un punto repetido en los 6rdenes de capas definidos —por ejemplo, si
A(p~,q7) y A(pT",q") estan definidos— tenemos tres capas de papel superpuestas. La condicién que se
pide aqui es que los dos 6rdenes con el punto repetido en el segundo argumento sean iguales: p~ y p™*
deben estar del mismo lado de g™, uno a un lado y otro al otro provocaria un cruce en el pliegue (Figura
1.10d).

Todos los drdenes de capas definidos Por ultimo, falta estudiar la situacion donde los cuatro puntos
estan colocados: A (p*,q™) estd definido para cualquier eleccién de los signos. En esta situacion, solo
hay dos estructuras locales posibles que no generen un cruce en el pliegue, que llamamos U’s encajadas
y U’s apiladas (Figuras 1.10e y 1.10f). Ambas situaciones pueden resumirse en una misma equivalencia:

Apt.q")=A(p .q") = Ap".q")=A(p .q").
Que se lee del modo siguiente:

» Caso afirmativo: “Si p™ y p~ estdn del mismo lado de ¢, también del mismo lado de ¢~ y
viceversa” (U’s apiladas, o U’s encajadas con g= fuera).

» Caso negativo: “Si p™ y p~ estdn de lados contrarios a g, también estan de lados contrarios a g~
y viceversa” (U’s encajadas con ¢= dentro).
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f(p7) £H) f(p7)
f(p) f(p™)
1 1
flg) f(q) fla) f(q")
flgh)

(a) El orden de capas de p y ¢ determina en qué arco (b) El orden de capas de p* y g determina en qué arco
deben situarse p~ y p™ (en este caso, CT). debe situarse f(p~) (en este caso, C1).

f(‘]+) W (g) f(q*)

(c) Los 6rdenes de capas definidos a ambos lados tienen (d) Los puntos f(p™) y f(p~) han de tener la misma
que ser iguales. Esto vendria asegurado por la condicién posicién relativa en cuanto a f(¢*). La vista de lupa en
de consistencia de A si p y g no estuviesen en pliegues. el pliegue muestra la situacién intuitiva producida.

flg™)
flg™)
£(p) o s WD) ) fr) :
N WS
7@ f(p)

(e) Situacién de U’s encajadas con la capa de g externa.

Los puntos f(p™) y f(p~) estén reunidos entre f(g~)y (f) Situacién de U’s apiladas. Las dos parejas de puntos
f(g") La interpretacion intuitiva en el pliegue es de dos  estdn separadas. La interpretacion intuitiva en el pliegue
U’s, una dentro de la otra. es de dos U’s, una encima de la otra.

Figura 1.10: Ejemplos de diferentes estructuras locales de capas de papel.

En resumen:

Definicion 1.3.3. Sea f una aplicacion equilongitudinal sobre un papel 1-dimensional P. Una funcién de
orden de capas A sobre Cy se dice compatible con f si para cualesquiera p # g con f(p) = f(g) existe
un E(p,q) > 0 de modo que para todo € < E(p,q) se cumpla que f(p~) y f(p™) pertenecen al mismo
arco de la circunferencia de centro f(p) y radio € determinado por f(q~ )y f(q"). Ademads:

» SiA(p,q) =1, pertenecena C*,ysiA(p,q) =—1,aC".
» Si A(p,q) no estd definido, pero si A (pT,q™) para alguna eleccién de signos:
* Si hay una tnica pareja colocada (eleccién de signos tnica), el valor A (p*,¢*) definido
corresponde con el arco al que pertenecen f(p~)y f(pT):sies l,enC";sies —1,enC™.

* Si hay exactamente dos parejas colocadas (dos elecciones de signos):

o Silas dos parejas no tienen punto en comiin, los valores A (p™, g*) definidos son iguales.
o Siun punto r € {p*,¢*} estd en ambas parejas, los valores A (-, r) definidos son iguales.

« Si todos los puntos p~,p",q~ y g estdn colocados, se cumple
AMpT.q")=2(p".q") = A(p".qa ) =A(p".q )

Definicion 1.3.4. Sea P un papel 1-dimensional. Llamamos origami 1-dimensional a (f,A) donde
f 1P — R""! es equilongitudinal y A es un orden de capas compatible con f.
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Notas. Cuando Cy es vacio, lo que sucede cuando todos los puntos de contacto estdn en pliegues, no
hay funcién de orden de capas que definir, pero hay que seguir asegurando la primera condicion de la
Definicién 1.3.3. En el caso de una aplicacién f inyectiva, también se pierde esta condicién, recayendo
en la Definicién 1.2.13.

1.3.4. Condiciones de no cruce: aumento de dimension

Las condiciones de compatibilidad de un orden de capas A con f han sido establecidas por ahora solo
para dimensién 1. Para dimensiones mayores, el razonamiento es inductivo: presentamos aqui el paso de
dimensién n—1 a n.

Sean p # g dos puntos de P tales que f(p) = f(gq). Consideremos la esfera dB(f(p),€) para cada
€ > 0, donde B(f(p),€) es la bola de centro f(p) y radio € bajo la métrica usual en R"!. La idea es
estudiar cémo se comporta f en todas las esferas con € suficientemente pequefio, cuya dimension es
menor, asegurando que no se producen cruces en ninguna de ellas.

En lo que sigue, dado p € P, denotamos N, como la componente conexa de f~'(B(f(p),€)) que
contiene a p, y S, := dN,, como su borde (ver Figura 1.11).

Proposicion 1.3.5. Para cualesquiera p # q en P tales que f(p) = f(q) y € > 0 suficientemente pequerio,
N, y N, son disjuntos y homeomorfos a discos. En particular, son orientables e inducen una orientacion
sobre S, y S,.

Demostracion. El hecho de que sean disjuntos para € suficientemente pequefio es inmediato tomdndolo
de tal modo que N, y N, estén contenidos en bolas de radios %, donde d = d(p,q). La otra propiedad se
da por hecho en [2] y creemos que sale de los limites de este trabajo: puede consultarse un esbozo de la
prueba en el Anexo A.2. 0

La idea ahora es la siguiente: después de orientar los bordes S, y S, a partir de la orientacién de P,
restringimos f y A a ambos. Lo resultante es una aplicacién equilongitudinal y una funcién de orden
de capas de una dimensién menos, definida sobre S, US,. La condiciéon de compatibilidad impuesta
inductivamente para A es por tanto que exista un E(p,q) > 0 de modo que (f,4)[s,us, cumpla las
condiciones de no cruce de dimensién n — 1 para todo € < E(p,q) (en otras palabras, que sea un origami
n — 1 dimensional).

Definicién 1.3.6. Un origami sobre P es una tupla (f,2) con f : P — R"*! una aplicacién equilongi-
tudinal y A una funcién de orden de capas consistente con f en el sentido del parrafo anterior.

/\ /\

(a) Regiones N, (rojo) y N, (azul). (b) Bordes S, (rojo) y S, (azul).

i

[(g

. 4

Figura 1.11: Construccion de Ny, Ny, S, y S, para el paso de induccion en el caso bidimensional.

1.4. Condicion de isotopia

Por mucho que un origami esté bien definido, no deja de ser un estado final: su existencia no quiere
decir que se haya podido llegar a él de una forma continua y que no atraviese el papel. Segin cémo de
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estrictos queramos ser en este modelo, podemos permitir cortes de tijera durante el plegado siempre que
se reparen antes de llegar a la forma final, o no. Definimos esta tltima restriccion opcional en términos
laxos puesto que no le daremos un tratamiento formal.

Definiciéon 1.4.1. Una coleccién de origamis (f;, 4,),t € [0, 1] se dice continua temporalmente si:
» La aplicacién (x,7) — f;(x) es continua en P x [0, 1].

» Si &4 (p,q) estd definido para valores ¢ en un intervalo I C [0, 1], es constante en /. Ademds, dados
p,q € Pyty el tales que A (p,q) estd definido, si en el intervalo de tiempo (o — 6,%) py ¢
tienen una misma posicién relativa en cuanto a sus vectores normales, A, (p,q) y A, (g, p) deben
mantenerla. Lo mismo para intervalos (fo, %+ 0).

Un origami (f,A) se dice plegable temporalmente si existe una coleccion de origamis continua tempo-
ralmente con fo =Idp y (f1,41) = (f,A).

Estas condiciones son muy cercanas a las de una isotopia, la misma herramienta que se utiliza en
teoria de nudos para prohibir que dos curvas se atraviesen. En efecto, aunque bien es cierto que el
cardcter topoldgico de la hoja de papel puede variar al hacer puntos de contacto, la funcién de orden de
capas preserva la informacién necesaria para “desplegar” la hoja y recuperarlo. No vamos a demostrar
formalmente esto en el trabajo, pero admitiremos lo siguiente:

Teorema 1.4.2. Mientras se tenga en cuenta la posicion relativa de puntos colocados, los invariantes
isotdpicos de una hoja de papel P se preservan al aplicarle un origami plegable temporalmente.

La principal aplicacién de toda la teoria expuesta anteriormente es el siguiente resultado, probado
inicialmente en [3] y reformulado en [2]:

Teorema 1.4.3. Sea P una hoja de papel de dimensién 2 y poligonal. Todo origami (f,A) sobre P con f
%2 estratificada es plegable temporalmente. En particular, (f,A) preserva los invariantes isotGpicos de
P.

Lo que prueba que para hojas poligonales y funciones lo suficientemente diferenciables, las nociones
de origami y origami plegable temporalmente son equivalentes. En el préximo capitulo veremos un
ejemplo de origami no plegable temporalmente, que estara definido sobre una hoja de papel no poligonal.



Capitulo 2

Origami plano

Los primeros modelos que suele realizar un aprendiz de origami suelen ser planos: modelos que,
una vez plegados, no sobresalen de la mesa. Es mds, un gran nimero de modelos complejos son planos
durante la mayor parte del proceso de construccion, y es en los dltimos pasos en los que adquieren tridi-
mensionalidad. Esta caracteristica tiene un interés practico que ha inspirado a ingenieros e investigadores
estas ultimas décadas: el plegado de una plancha fina permite reducir el tamafio del contenedor que lo
transporta, y si se asegura que el plegado es plano, una de las dimensiones del contenedor es desprecia-
ble. Por ejemplo, el plegado de Miura-ori permite desplegar paneles solares desde satélites minimizando
el espacio ocupado durante el transporte, y sigue inspirando nuevos disefios [11].

El estudio de estos plegados planos tiene por tanto interés en el 4mbito de la ingenieria. Desde un
punto de vista computacional, este campo es una gran fuente de ejemplos de problemas NP-duros. En
esta seccion, trataremos sus propiedades bésicas y expondremos los resultados mds relevantes del 4rea.

2.1. Primeras propiedades

En lo que sigue, asumiremos que P es una 2-hoja de papel compacta contenida en el plano {z = 0}
de R3. En la mayoria de los ejemplos, representaremos P por un cuadrado, aunque puede tener cualquier
forma.

Definicién 2.1.1. Un origami plano es un origami f : P — R? cuya imagen esté contenida en un plano
(asumimos sin pérdida de generalidad que es el plano {z = 0}).

La principal caracteristica que cumplen los origamis planos y que resulta perfectamente natural es
que todos sus pliegues son rectos. Demostramos esta propiedad apoyandonos en un lema previo:

Lema 2.1.2. Sean S| y S, superficies planas, y f : S| — Sy una isometria entre ambas. Entonces, f es
una composicion de una traslacion y una isometria lineal.

Demostracion. Trasladando y rotando adecuadamente los planos donde estén contenidas S; y S, pode-
mos suponer que ambos son {z = 0}, que identificamos con R2. Veamos que la restriccién de f a un
cierto entorno abierto de S admite una tinica extensién a R?, que sabemos que debe ser rigida.

Trasladando de nuevo, supongamos que 0 € Int(S;) y 0 = f(0) € Int(S,). Extendamos f restringida
a un entorno circular del origen U contenido en §;. Dado x € R?, existe un tnico segmento de recta
que une 0 con x. Llamando 7 al fragmento de éste contenido en U, puesto que las isometrias conservan
geodésicas, f(y) es una geodésica en S, C R?, es decir, es un fragmento de recta. Prolongandolo hasta
que su longitud sea d(x,0), llamando a esta prolongacién parametrizada por el arco § : [0, 1] — R? con
0(0) = 0 se define

flx):=8(1),
bien definida ya que dicha prolongacién es tinica. La aplicacién f extiende a f|y, yaque six € U, 7y
f(7) tienen longitud x, y asi §(1) = f(y(1)) = f(x). Adem4s, es una isometria, ya que dado x € R?:

x[l = d(x,0) = L(8) = [|F (x)]]-

15
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Con esto, hemos extendido la isometrfa a una en todo R?, que sabemos que es tal y como expresa el
enunciado. u

Proposicion 2.1.3. Los pliegues no superfluos de un origami plano son curvas poligonales. Mds aiin,
los tinicos puntos donde pueden cambiar de direccion son aquellos donde se intersecan varias de estas
curvas.

Demostracion. Sea f un origami plano, y tomemos xp un punto en un pliegue C de f de forma que
exista un entorno U de xg que contenga una dnica curva como pliegue: C. Llamemos U; y U, a las dos
componentes conexas de U \ C. Restringiendo mds U si es necesario, podemos suponer que U; y U, estdn
contenidos en entornos donde f actia isométricamente. Atin mads, rotando y trasladando si es necesario
podemos suponer por el Lema 2.1.2 que U; queda fijo, y asi U; UC también por continuidad.

Si U, UC también quedase fijo, f actuaria como la identidad en torno al pliegue C, y seria un pliegue
superfluo. Si no, debe acabar en el plano {z = 0} y como C est4 fija punto a punto, solo puede tratarse
de una simetria: es la tinica isometrfa rigida no trivial con mas de un punto fijo en R?. Atin mds, debe ser
una simetria de giro de 180° al verla en R3. El pliegue C debe de estar contenido en el eje de la simetria,
es decir, es recto en torno a xg. ]

Esto nos cerciora del hecho intuitivo de que todo origami plano tendrd lineas de plegado rectas y de
que se describe mediante una coleccién de simetrias.

2.2. Descripcion combinatoria: patrones de plegado

Lo recién comentado lleva a la representacién usual de un origami plano: una hoja de papel con
rectas que delimitan diferentes regiones y que indican por dénde plegar. En muchas ocasiones, las rectas
se marcan de dos formas distintas para indicar si el pliegue ha de realizarse hacia la mesa (valle) o al
contrario (montafna) (ver Figura 2.1). Esto puede generalizarse desde el punto de vista de los grafos
planos:

Definicion 2.2.1. Un patrén de plegado .% en P es un conjunto de segmentos rectilineos de interiores
disjuntos contenidos en P, llamados pliegues, cuyos extremos o bien estdn situados en el borde del papel,
o bien son vértices: extremos de al menos tres pliegues en el interior de P. Una regién delimitada por
pliegues y/o partes del borde de P que no contenga pliegues en su interior se llama una cara del patrén
(ver la Figura 2.2 para un ejemplo ilustrativo).

Se dice que .# es orientado si cada pliegue tiene asignado un elemento de {1, —1}, que llamaremos
“valle”(V) y “montana” (M).

Se dice que un origami plano (f,A) de P respeta el patrén .# si todos sus pliegues no superfluos
son exactamente los de .%, y, si .% es orientado, para cualesquiera caras P; # P; cuyos bordes compartan
un pliegue C, A(p,q) coincida con la orientacién de C para cualesquiera p € P;,q € P; con f(p) = f(q)
suficientemente cerca de C. En el caso de existir, se dice que .% es un patrén plano, y si (f,4) es
plegable temporalmente, plano temporalmente.

Y A—

Al

Figura 2.1: Visién en perspectiva de pliegues valle y montafia en una hoja bicolor. En todas las figuras,
se marcan los pliegues valle en rojo y con lineas discontinuas, y los montafia en azul con dos puntos y
una linea.
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Figura 2.2: Patrén de plegado de una pa-
jarita de papel y figura resultante vista en
perspectiva. Cada uno de los poligonos es
una cara del patrén

capas. Dejando la cara B inmévil, el orden de capas
de abajo a arriba puede ser B-A-C o B-C-A. Fisica-
mente hablando, depende que cudl de los dos plie-
gues se realice antes.

Notas.

)

11)

111)

V)

Un patrén no siempre aporta un origami plano. No cualquier configuracion de segmentos marcados
va a definir un origami, y si lo define, no tiene porqué ser plano.

La asignacidn valle-montafia no sustituye a un orden de capas: en efecto, el cardcter de un pliegue
tan solo informa del orden de las caras que delimita, ignorando asi en qué orden se sitdan caras
cuyos bordes no comparten un pliegue. Es por tanto posible dar distintos érdenes de capas para un
patrén. La Figura 2.3 da un ejemplo sencillo de este hecho.

Aunque el orden de capas no sea tnico, en el caso de existir, la estructura geométrica plana f si que
estd totalmente determinada por el patrén salvo rotacién y traslacién. En efecto, los pliegues solo
pueden representar simetrias, asi que la posicion geométrica de todos los puntos viene determinada
una vez se fija una cara.

Si realizamos un origami fisicamente (sin marcar pliegues que no se utilicen en el modelo final)
y lo desplegamos, lo que vamos a obtener es el patrén como informacion residual: los pliegues y
su orientacion, perdiendo el orden de capas que teniamos con el modelo terminado. Asi surgen los
patrones de forma natural en el proceso de construccién.

Surgen varias preguntas cldsicas de este contexto. Dado un patrén de plegado:

(Es posible determinar si existe un origami plano que lo respete?

Suponiendo que existe, cémo hallarlo?

Estas dos preguntas han estado en el corazdén del origami computacional desde su concepcidén. Ambos
problemas son, en la formulacién general que acabamos de exponer, NP-duros [12]. La razén de fondo
de este hecho es que aunque es facil determinar el cardcter plano o no plano a escala local observdndolo
vértice a vértice, esto no se traslada en absoluto a escala global. Pese a ello, existen varias condiciones
necesarias que estudiaremos a continuacién.

2.3.

2.3.1.

Condiciones necesarias de patrones planos

Condiciones combinatorias

Definicion 2.3.1. Sea .# un patrén de plegado. Un ciclo de caras de .# es una sucesion P, ..., B, de
caras distintas entre si y de forma que P; comparta un pliegue p;; con la siguiente (P, comparte p; con
Pp), todos ellos distintos entre si (ver Figura 2.4).

Proposicion 2.3.2. Todo ciclo de caras de un patron plano se compone de un niimero par de caras.
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Demostracion. Estudiemos la direccion del vector normal al papel conforme recorremos el ciclo de caras
tras el plegado. Al pasar de una cara a la siguiente, al efectuarse una simetria, el vector normal cambia
de sentido. Al completar el ciclo, debe coincidir con su sentido inicial, es decir, debe efectuar un nimero
par de cambios, que corresponde a un nimero par de pliegues y caras. O

Definicion 2.3.3. Un patrén de plegado se dice 2-coloreable si su conjunto de caras pueden ser divi-
dido en dos conjuntos disjuntos A y B de forma que dos caras cualesquiera que compartan un pliegue
pertenezcan una a A, y otra a B.

Corolario 2.3.4. Los poligonos delimitados por un patron plano son 2-coloreables.

Demostracion. La no existencia de ciclos impares es equivalente a la 2-coloreabilidad. Para una demos-
tracion, consultar [13]. L]

Intuitivamente, uno puede colorear las caras

de un patrén de dos colores, que corresponderian “ L7 ]
a si al final del plegado estdn mirando hacia arriba N )
o mirando hacia abajo. R *

2.3.2. Teorema de Justin

En su texto fundacional Towards a mathema- x
tical theory of origami [1], Jacques Justin enuncia %
un resultado que, pese a generalizar los dos teo- , " .
remas mds importantes de plegado plano, ha sido
muy ignorado por la literatura posterior. En parte,
porque juega con la condicién de isotopia que de-
finimos al final del primer capitulo de una manera
algo sofisticada.

Como ya hemos comentado en el Teorema 1.4.3, un origami €2 estratificado sobre una hoja de
papel poligonal es plegable temporalmente, luego en particular ambas nociones son equivalentes para
plegados planos sobre hojas poligonales. Demaine y O’Rourke conjeturan en [2] que este resultado
puede extenderse a otros tipos de hojas de papel. Sin embargo, Justin ya dio un contraejemplo de esto en
[1] con una hoja de papel no simplemente conexa, que puede hallarse en las dos primeras imdgenes de
la Figura 2.5.

Figura 2.4: Ciclo de caras (coloreado en gris) y curva
que lo recorre de forma tangente a los pliegues.

OR

UL

Figura 2.5: Origami plano no realizable temporalmente de Justin. El origami estd bien definido y puede
realizarse en la prictica, pero requiere de un corte de tijera y un pegado. La tercera imagen es un andlisis
de sus fronteras como diagrama de enlaces plano. Es también un ejemplo de dos caras que no tienen un
orden consistente globalmente.

Se anima al lector a que lo realice: basta plegar ambos pliegues en valle, recortar por el pliegue de
abajo, intercambiar ambas capas para obtener un pliegue montafia, y volver a pegar. Si podemos realizar
esta construccion, es gracias al agujero que presenta la hoja: si estuviese relleno, ambas zonas estarian
conectadas y la condicién de consistencia por regiones de A prohibiria el intercambio del orden.
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Exponemos a continuacién unas nociones de teoria de nudos que nos serdn ttiles:

Definicion 2.3.5. Un diagrama de enlaces plano es una coleccion de una o varias curvas cerradas planas
y orientadas, donde en cada punto de interseccion (de una curva con otra, 0 consigo misma) se intersecan
a lo sumo dos puntos, y se destaca uno como por encima del otro. Después de una eventual rotacion, se
distinguen cuatro tipos de cruce, que pueden encontrarse en la Figura 2.6.

Over-Right (OR) Under-Left (UL) Under-Right (UR) Over-Left (OL)

Figura 2.6: Los cuatro tipos de cruces. OR y UL se llaman positivos, y UR y OL, negativos.

Dadas dos curvas en un diagrama de enlaces, se define su niimero de enlace como

_ OR+UL-UR-OL

N
2

=OR—OL=UL-UR,

donde las siglas representan la cantidad de cruces entre ambas de cada tipo.

Notas. Los cruces positivos OR y UL son simétricos, en el sentido que si en uno de ellos cambiamos los
colores de ambas curvas y rotamos, obtenemos el otro. Lo mismo ocurre entre los negativos. Esto quiere
decir que para calcular el nimero de enlace, es irrelevante cual de las dos curvas se observa con respecto
a la otra, y podemos incluso cambiar de cruce a cruce.

Teorema 2.3.6 ([14]). El nimero de enlace de dos curvas es un invariante isotépico.

Con esta herramienta, podemos demostrar que el plegado de la Figura 2.5 no es plegable temporal-
mente: se ha modificado el nimero de enlace de las dos fronteras del papel. En el estado desplegado, no
se cruzan: su nimero de enlace es 0. Sin embargo, en el estado plegado, (describiendo la frontera interior
con respecto a la exterior) se producen cruces UL y OR, dando un nimero de enlace de 1. Ambas curvas
acaban enlazadas', lo que no puede suceder sin romper la isotopia.

En esencia, nos preguntamos si una modificacién del niimero de enlace de curvas como el recién visto
podia haberse previsto antes de realizar el plegado, analizando el patrén y el cardcter de sus pliegues. La
idea es que, cerca de los pliegues, la posicién relativa de dos puntos colocados es conocida, y esto permite
distinguir entre los tipos de cruce que hemos expuesto. Bajo este enfoque, el teorema de Justin atina una
caracteristica geométrica, los dngulos que forman distintos pliegues entre si, con una combinatoria, la
orientacion de cada pliegue:

Teorema 2.3.7 (Justin [1]). Sea .Z un patr6n plano temporalmente. Sea P, ..., P», un ciclo de caras del
patrén con pliegues py, ..., p2,. Llamando 6; al angulo que forma el pliegue p; con p;; 1 (65, el que forma
Pan con pp), se cumple:

M —
01+03+..+0,_ 1 =0, +04+...+ 0, =

T méd2m,

donde V y M es la cantidad de pliegues valle y montafa respectivamente en (p;)?_,. En particular, la
suma alterna de los dngulos es igual a 0 mod 2.

IEl lector puede comprobar esto si ha realizado la construccién, recortando longitudinalmente el papel para separar ambas
fronteras, quedardn dos trozos de papel enlazados.
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Demostracion. Sea yuna curva cerrada simple en P que no atraviesa vértices y de tal forma que atraviesa
cada pliegue p; una unica vez y de forma tangente a él. Una vez que abandona una cara mediante un
pliegue, no vuelve a ella (ver la curva dibujada en la Figura 2.4). Por ser simple, se sabe que su giro total
es £27, y ademads, como gira un dngulo 6; entre dos caras:

01 +...+ 6y, =£27. 2.1

La imagen de 7y por f es una curva cerrada que puede presentar intersecciones. Calculemos de dos
formas el giro Z que se experimenta al recorrer f(7):

En primer lugar, cambiando la orientacion si es necesario, podemos suponer que recorre la cara Py en
sentido positivo y la curva, por ser tangente a los pliegues y simple en esa cara, experimenta un giro 6.
Al cruzar p,, por efectuarse una simetria en la siguiente cara, su direccion se invierte, y girard un dngulo
—0,. Asi sucesivamente hasta terminar el recorrido, donde habra de cerrarse. Se tiene asi

A=0—0,+..+05,_1 — 0y, 2.2)

Por otra parte, es sabido (consultar el Teorema 2 de [15]) que si m es el nimero de autointersecciones
de la curva 7, su giro total cumple

Z=2m+1)r mod4r. (2.3)
Sumando 2.1 y 2.2, y aplicando 2.3, se obtiene
2004+ 6:+...4 60y 1)=Z+2n=2(m+ 1) +2r mobd4n,

de donde
0i+63+..4+6y,_ 1 =mn mod2x,

y se obtiene lo mismo para los dngulos pares restando 2.1 y 2.2. Bastaria ver que 2m =M —V mdd 4
para terminar.

Sea ¢ una curva paralela a y lo suficientemente cercana a ella como para estar bien definida, atravesar
los mismos pliegues, y no cruzar vértices. En particular, las curvas no se cruzan (asumiremos ¢ por dentro
de 7, es decir, si se recorre Y en sentido horario, o queda a su derecha). Por claridad, modificaremos
ligeramente la curva o en los diagramas.

Al efectuar el plegado, Yy o se entrelazan, creando dos curvas ¥ y 6 en un diagrama de enlaces.
Cuando son lo suficientemente cercanas, se pueden evitar los puntos de entrelazado en todas las situa-
ciones salvo en estas dos:

» En cada pliegue valle, ¥ cruza a 6. Si estamos recorriendo una cara con la orientacién conservada
y llegamos a un pliegue valle, ¥ se cruza con & en UL (ver Figura 2.7). Si en cambio es una cara
con la orientacién invertida, el cruce es OR. En ambos casos, se suma 1 al nimero de enlace. En
cada pliegue montafia, las situaciones son inversas. Se da o bien un UR, o un OL: se resta 1. En
definitiva, todos estos cruces se traducen en una suma total V — M.

= Cada vez que ¥ se interseca consigo misma, suceden dos cruces entre ¥y &. Siempre es de una
cara sobre otra, y se producen del mismo modo, que es aquel de la autointerseccién de ¥: ambos
tienen el mismo signo (ver Figura 2.8). Los dos cruces tienen valor €2, donde & = *1 es el signo
del cruce i-ésimo de ¥, parai=1,...,m.

Sumando todas las cantidades, se obtiene dos veces el nimero de enlace de las curvas. Como esta
cantidad es invariante bajo isotopia, y las curvas Yy o no se cruzan, es igual a 0. Asi:

m
V-M+Y e2=0—= V-M+2m=0 méd4,
i=1

m

1 €2 donde k es el niimero de cruces negativos se obtiene 2m. O

puesto que al sumar 4k a ) ;

Notas. La igualdad de las sumas de dngulos pares e impares médulo 27 es cierta aun sin imponer la
condicién de isotopia: si no se cumple, el patrén no es plano.
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una cara orientada positiva.

ellos es igual: en concreto, el de ¥ consigo misma.

Figura 2.8: Cruces de ¥y G en varios casos. Notar que en los cuatro cruces centrales, el signo de todos

2.3.3. Condiciones locales

El teorema de Justin tiene como consecuencias dos de los resultados mas cldsicos de origami plano,
que versan sobre el cardcter de pliegues incidentes a un mismo vértice: los teoremas de Kawasaki y

Maekawa. A su vez, estos resultados nos dan mds informacién sobre las propiedades geométricas de los

patrones planos. Ya que localmente podemos tomar entornos poligonales, podemos suponer la condicién
de isotopia por el Teorema 1.4.3 de aqui en adelante sin perder generalidad.

Corolario 2.3.8 (Teorema de Kawasaki [16]). Sean 01, ...,0, los dngulos sucesivos que forman los plie-
gues incidentes a un vértice de un patron plano (no necesariamente orientado). Entonces,

En particular, la suma de los dngulos pares y la de los impares son iguales y valen 7.

Demostracion. Consideremos el ciclo de caras del patrén que rodean al vértice. Por el teorema de Justin,

Figura 2.7: Cruces de las curvas ¥ (en verde) y & (en naranja) segun el pliegue en el que se incida desde

21
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la suma alterna de los 4dngulos es congruente a 0 mdd 27. Como ademds la suma de todos ellos es
exactamente 27 y los dngulos son todos positivos, la tnica solucién posible es la del enunciado. O

Corolario 2.3.9. Una cara de un patrén plano cuya frontera consista enteramente de pliegues es un
poligono convexo.

Demostracion. Sino fuese el caso, el dngulo en un vértice concavo es mayor que 7, lo que contradice el
teorema de Kawasaki. O

Corolario 2.3.10. Si la hoja de papel P es un poligono convexo, dos caras superpuestas mantienen el
mismo orden en toda su interseccion.

Demostracion. De lo anterior, es inmediato que todas las caras son poligonos convexos. Si no es vacia,
la interseccidn de dos poligonos convexos es un poligono convexo, en particular conexo, luego la funcién
de orden tiene que mantenerse constante en toda ella. O

Notas. Este resultado no es cierto si la hoja de papel es un poligono no convexo: el dngulo céncavo
permite a parte del papel pasar por debajo de uno de los lados y por encima del otro. Cuando se puede
determinar sin ambigiiedad la posicion relativa de todas las caras que acaban superpuestas, como es el
caso en el Corolario 2.3.10, se pueden ordenar las caras de abajo a arriba, lo que crea una relacién de
orden parcial. No probamos este hecho intuitivo.

Lema 2.3.11. Sea .% un patrén plano y sea Q un vértice cualquiera de él. Entonces, localmente, una de
las caras incidentes a Q estd por debajo de todas las que se superponen a ella.

Demostracion. Situandonos en un entorno poligonal convexo centrado en Q, se pueden ordenar par-
cialmente las caras incidentes a Q por el corolario anterior. Asi, por finitud, toda cadena de caras que
mantenga un orden tiene que tener un minimo: esa es la cara buscada. O

Damos a continuacién una demostracion del clasico teorema de Maekawa basada en el de Justin que,
creemos, es original.

Corolario 2.3.12 (Teorema de Maekawa [16]). Sean M y V el niimero de pliegues montaria y valle que
inciden en un mismo vértice de un patron plano orientado. Entonces,

M-V =4£2.

Demostracion. Retomando la demostracion del Teorema 2.3.7, se tiene

m
M-V =Y g2,
i=1

donde cada €; es signo del cruce de ¥ consigo misma. Veamos que podemos construir una curva y de
forma que esa suma sea £2.

Como en la Figura 2.9, construir una curva escalonada y donde el retorno a la posicién inicial se
hace en una cara que quede debajo de todas las que se superpongan con ella. Sin pérdida de generalidad,
asumamos que la orientacién de esa cara se conserva después del plegado. Al trenzar 7, ya que por la
Proposicion 2.3.2 el nimero de pliegues en torno al vértice es par, sufre un niimero par de cambios de
direccién. Esto hace que deba pasar al otro lado del segmento de retorno (naranja) para poder cerrarse.
Pero para ello, deberd cruzarlo un niimero impar de veces: como éste estd por debajo, todos los cruces
serdn de tipo UL (positivo) o UR (negativo), y por cada uno de ellos, hay otro del otro tipo, menos el
ultimo: los elementos de la suma se cancelan dos a dos excepto un UR, dando asi una suma M —V = 2.
Si la orientacion de la cara no se conserva en el plegado, se obtiene M —V = —2. O
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Figura 2.9: Construccion y trenzado de la curva escalonada en un patrén extraido de [17]. El retorno
hacia arriba (dibujado en naranja por claridad) se produce en una cara que se sitie por debajo de todas
las que se superpongan a ella: asi, todos los cruces son UL o UR.

Notas. El nimero de cruces que se producen es precisamente el nimero de veces que cambia de signo

(estrictamente) la suma alterna
91 91
——6+6;—...—0 —
5 0 +63 n + 5
Aunque, por supuesto, es irrelevante que hayamos dibujado el retorno en la mitad del dngulo. Acercan-

dolo al pliegue izquierdo, el nimero de cruces que se producen ahora es el cambio de signos de
01 —60+...+ 61— 0y,

mas uno. Asi, puede pensarse que realmente el teorema de Maekawa es una consecuencia del teorema
de Kawasaki, ya que se sigue de él que el nimero de cambio de signos de esa suma ha de ser par. Para
un futuro trabajo, podria ser interesante estudiar si el cambio de signos de esa suma alterna revela alguna
informacién sobre el caracter del vértice mas alld de su paridad.

Como corolario, tenemos la siguiente propiedad:

Corolario 2.3.13. Toda curva cerrada simple que rodee a un vinico vértice de un patrén plano debe
cruzarse a si misma un niimero impar de veces después del plegado. En particular, debe cruzarse consigo
misma al menos una vez.

Demostracion. Sino, M —V =0 mdd 4, lo que contradice el teorema de Maekawa. O

Por tltimo, exponemos una dltima condicién necesaria local que se basa en evitar la autointerseccién
del papel. Damos también una demostracion original basada en argumentos de isotopia.

Teorema 2.3.14 (Lema Big-Little-Big [18]). Sea un patrén plano .% de P, y un ciclo de caras Py, ..., Py,
incidentes a un vértice con pliegues p1, ..., p2,. Sea 6; el dngulo entre p; y p;1. Si se cumple

Qj < min{ej_l, 9j+1}
paraun j € {1,...,2n— 1}, entonces p; y p;; son de orientaciones contrarias.

Demostracion. Cambiando de orientacion si fuese necesario, supongamos que ambos pliegues son va-
lles, de forma que las caras P;_; y Pj;1 queden ambas por encima de P;, y que, renombrando, P;_; quede
por encima de P;; 1. Construir entonces dos curvas no enlazadas como en la Figura 2.10, donde se pide
que el arco que realice la curva naranja sea mayor que 6; y que el arco que realice la verde en la cara Pj_;
sea a su vez mayor que éste. El resultado del plegado son dos curvas enlazadas (con nimero de enlace
+1, segun las orientaciones), conque se ha roto la isotopia: la situacion es imposible. O
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Figura 2.10: Construccion y trenzado de las curvas para la demostracién del Teorema 2.3.14. La curva
naranja cruza a la verde en dos momentos: en uno, la verde estd en P;, pasa por encima, y en el otro, estd
en P;_1, pasa por debajo.

Notas. La demostracion cldsica e intuitiva de este hecho es que no se puede definir un orden de capas sin
cruces entre las caras P;_1 y Pj;1. Al realizar uno de los pliegues, “tapa” al otro y no puede efectuarse en
la misma direccién. Una manera de formalizar esto es retomar la definicién de pliegues valle y montafia
y viendo que no es posible dar un orden de capas entre las tres caras que cumpla las condiciones de
la Definicién 1.3.3 en los pliegues. Esta demostracién pone en evidencia el cruce no permitido de otro
modo, encontrando dos curvas que se entrelazarian tras el plegado.

2.4. Simplificaciones del problema de plegado plano

Como ya hemos comentado, el problema general de determinacién de si un patrén es plano o no es
NP-duro [12]. Esto ha llevado a multiples simplificaciones y versiones del problema. Vamos a exponer,
informalmente, algunas de ellas, que se detallan en [19].

En primer lugar, cuando el patrén tiene un unico vértice, si se puede decidir en tiempo lineal si es
plano o no. El Cuadro A.3 en el Anexo muestra que ninguna de las tres condiciones locales que hemos
expuesto antes (por separado, o juntas) son suficientes para determinar esto. La caracterizacién completa
de los plegados planos requiere de una generalizacidn del lema Big-Little-Big y de extender la teoria
de plegados planos a conos. La idea es realizar un plegado algoritmico que elimina pliegues valle y
montafia por parejas haciendo pliegues escalonados (ver Figura 2.11) hasta que o bien el modelo acabe
siendo plano, o bien no se pueda efectuar un pliegue escalonado.

Otra idea para simplificar el problema es exigir que los pliegues se sitden en una cuadricula, llamado
plegado de mapas. Lo cierto es que esto por si solo no es demasiado ttil: existen plegados planos de
mapas muy poco intuitivos y que, aunque realizables, requieren de grandes deformaciones del papel (ver
tercer ejemplo de la Figura 2.12). Aln mds, es un problema abierto de combinatoria determinar cudntas
asignaciones valle-montafia existen que den un plegado plano de un mapa. Es por eso que se junta esta
restriccion con otra mds, la de pliegues simples: pliegues rectos que recorren toda la hoja sin cambiar de
orientacion (ver ejemplos de la Figura 2.1). Determinar si un mapa puede plegarse por una sucesién de
pliegues simples si puede resolverse en tiempo lineal.

Por dltimo, volviendo al punto de vista isotopico, podemos definir origamis rigidos: origamis que, a
lo largo de todo su plegado, mantienen las zonas sin pliegues rigidas. Una forma practica de imaginarlo es
si podria plegar una plancha de metal con bisagras en los lugares con pliegues. La bisqueda de patrones
planos que ademds puedan plegarse de forma rigida afiade una condicion al problema, que permite a
veces descartar ciertos patrones. Es una hipdtesis mas débil que la de plegable por pliegues simples,
ya que todo patrén plegable por pliegues simples es rigido, pero no necesariamente al revés (ver el
primer y el segundo ejemplo de la Figura 2.12). Un estudio de patrones rigidos con un solo vértice puede
encontrarse en [20].
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Figura 2.11: Realizacién de un cono en torno a un vértice a partir de un pliegue escalonado (denominado
crimp fold en [19]).

Figura 2.12: Tres patrones planos de complejidad creciente: el primero puede plegarse con pliegues
simples, el segundo no, pero si rigidamente, y el tercero requiere importantes deformaciones no rigidas
para realizarse [19].

Observaciones finales

En este trabajo hemos visto solamente alguno de las multiples enfoques desde los cuales se puede es-
tudiar el origami a través de las matematicas. En el campo del dlgebra, el origami puede ser axiomatizado
tal y como lo estd la regla y el compads, y su constructibilidad puede ser analizada. De especial interés es
que con origami, se pueden resolver problemas imposibles con regla y compds, como son la duplicacién
del cubo, la triseccién del dngulo y la resolucion de polinomios de tercer grado, este ultimo debido a
Beloch [21] [22]. En la matemdtica aplicada y la ingenieria, el origami ha inspirado paneles solares [11],
microrobots [23] o brazos mecénicos [24] entre otros. Por dltimo, el origami tiene una estrecha relacién
con las superficies desarrollables, en las cuales no hemos indagado, y que son de gran importancia en el
disefio industrial y arquitecténico [25].

Por otra parte, las matemdticas han contribuido en la creacion artistica de origami de forma muy
contundente. El mayor avance en este drea fue de Robert J. Lang, creador del software de disefio de
origami asistido por ordenador TreeMaker, muy utilizado por artistas de origami contemporaneos [26].






Apéndice A
Anexo

A.1. Proposicion 1.2.8: prueba de la existencia.

Demostracion. Sean (8,);_, curvas en P de forma que L(f o 6,) — d¢(p,q) = d, cuya existencia viene
n—oo

garantizada por definirse d¢(p,q) como un infimo. Sean para cada &, los puntos a,,b, € P tal y como
hemos definido a y b en la unicidad de la Proposicién 1.2.8. En particular, d(p,a,) = d(q,b,) = 4.

Sin pérdida de generalidad, sustituyamos (8,);._, por curvas de longitud menor, uniendo las geodé-
sicasentre py ap; a, Y bn; y b, y q. Asi,

d :d(p7‘I) < d<p7an) +d(anabn)+d(bn7Q) = df(pyan)+df<an;bn> +df(bnaCI) < L(fo6n> —d.

n—sco

Como d(p,a,) = d(by,q) = %, necesariamente dy(an,b,) = d(an,b,) — 0, de modo que lim a, =
n—ro n—yoo

lim b,, =: ¢ (tomando subsucesiones si fuese necesario). Como ambas sucesiones se encuentran en las
n—yoeo

fronteras de las respectivas esferas geodésicas, cerradas, el punto limite debe encontrarse en la intersec-
cién de ambas. Sabemos que es tnico por el Lema 1.2.7, y la curva limite resultante —uniendo p con c 'y
¢ con g mediante curvas de longitudes %— es precisamente la geodésica y que une p y ¢. Finalmente, por
continuidad de f y la funcién longitud,

L(foy) = limL(f04,) =d,
n—oo
luego en efecto ¥ siempre realiza la distancia post-f entre p y q. O

A.2. Proposicion 1.3.5: prueba del homeomorfismo a un disco.

La demostracién emplea herramientas de teoria de Morse. La nomenclatura y resultados empleados
pueden encontrarse en [27], en concreto, empleamos el lema de Morse (Lema 2.2 en el texto), que
enunciamos a continuacion.

Lema (Morse). Sea G : M — N una funcién diferenciable entre variedades M y N y sea p € M un
punto critico no degenerado de G, es decir:

] dpGEO

. : 2 .
» Dadas unas coordenadas locales (x1,...,x,) en p, la matriz Hessiana H = <%(p)) tiene
l,'.]
inversa.

Entonces, existen coordenadas (yi,...,y,) en un entorno de p de manera que

G(¥1sees¥n) = G(P) =Y — o= Y3 + V3 + o 2,

donde A es el niimero de valores propios negativos de H. Llamamos a (yy,...,y,) coordenadas de Morse.

27
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Demostracion. Probemos primero que para un punto p que no esté en un pliegue, N, es homeomorfo
a un disco. Por el Corolario 1.2.10, existe un entorno U de p de manera que f: U — f(U) es un
difeomorfismo. Restringiendo lo suficiente podemos suponer que N, C U, luego es difeomorfo a f(N,),
y asf basta probar el resultado para f(N,) C f(U). Denotamos N, := f(N,) y U := f(U), y suponemos
sin pérdida de generalidad que f(p) = 0.

Tomemos coordenadas locales (i1, ...,u,,1) entorno a0 € R"*! de forma que U venga caracterizado
por {u,+1 = 0}. Consideremos la funcién G : R"*! — R dada por G(x1,...,X,:1) = x% + ... +xﬁ+1, de
modo que N, = UNG~1([0,€%]). Es inmediato ver que G tiene un tnico punto critico en 0 y matriz
Hessiana en éste definida positiva. La restriccién de G a U cumple igualmente esto, ya que al ser la
matriz Hessiana de G en coordenadas (u, ..., u,+1) en 0 definida positiva, la de G|; también, pues no es
mas que la de G eliminando las tltimas fila y columna.

Habiendo visto esto, por el lema de Morse, es posible:

» Transformar las n primeras coordenadas locales (uy,...,u,) en coordenadas de Morse (yi,...,yn)
enU.

» Transformar la coordenada u, | en coordenada de Morse y,+| para obtener coordenadas de Morse

(Y1, -y Yns1) en R

Asi, garantizamos que en el entorno V de 0 donde estén definidas dichas coordenadas, G(y1,...,ynt+1) =
y% 4+t y,zl Yy U NV = {y,+1 = 0}. Restringiendo lo suficiente para que N, esté contenido en V, se
tiene

Ny =0NnG"([0,€7) = {1, 0)yi + . +72 < 7},

difeomorfo a un disco n-dimensional.
Para puntos en pliegues, la prueba parece més complicada. Damos un esbozo:

» Intersecar N, con Pi,...,B,, donde Pi,...P, son subvariedades de la descomposicién de P (ver
Definicién 1.2.2)y p € dP,i=1,...,m.

= Restringiendo lo suficiente, esos fragmentos junto con las fronteras que los delimitan son homeo-
morfos a discos, repitiendo el argumento anterior para variedades con borde o esquinas.

= El pegado de discos por sus bordes con un punto en comtn p resultante es homeomorfo a un disco.
O

Notas. La demostracion de este resultado estd basada en una discusion del foro Mathematics Stack
Exchange [28].
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Cuadro A.3: Ejemplos de uso de los teoremas de Kawasaki y Maekawa y el lema Big-Little-Big para
descartar patrones de plegado como no planos. Los tres primeros ejemplos demuestran que no son equi-
valentes, y el dltimo ejemplo demuestra que no son suficientes.
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