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1 Introducciéon

Los economistas no solo tratan de estudiar el comportamiento de individuos aislados, sino
que tienen como objetivo el estudio de los sistemas complejos resultantes de la interaccion

de multiples individuos socio-econémicos.

Esta es la razon por la que la modelizaciéon basada en agentes es una herramienta indispens-
able en el estudio de estos sistemas socio-econémicos, asi como su dindmica y propiedades
emergentes. Para el estudio de estos sistemas no sirve con combinar las propiedades de
cada uno de los componentes de forma aislada, sino que se deben emplear conocimientos
de ramas como la mecénica estadistica y teorfa de probabilidades. La mecéanica estadis-
tica y la economia comparten en cierto modo el mismo objetivo de estudio; el analisis del
comportamiento macroscopico a través de las miltiples interacciones de los agentes a nivel
microscopico. Es de esta forma, en la que los fisicos intervienen en el desarrollo de esta

nueva vertiente de investigacion denominada "econofisica".

Con el avance computacional y gran potencia de simulacion de la cual nuestra sociedad goza
hoy en dia, el desarrollo de modelos con gran cantidad de variables es posible. Estas variables
son definidas por los fisicos y tratan de emular el comportamiento real del sistema econémico
modelizado. Gracias ademas a la gran cantidad de datos disponibles, estos modelos pueden

ser comparados con la realidad y comprobar asi su "veracidad".

En el presente trabajo, se estudiarén varios modelos sencillos como el de Dragulescu-Yakovenko

y un modelo con ahorro.

Antes que nada, una pequena descripciéon de las premisas empleadas en la modelizacion es

presentada [1].

Los elementos que se emplean en la econofisica son los siguientes; dinero, salarios y riqueza.
El dinero, en este sentido, se concibe como un token digital que representa la contribuciéon
de un agente a la sociedad, y a su vez, otorga al agente un beneficio proporcional en dicha

sociedad.

De no mantenerse un registro de las transacciones adecuado, los agentes econémicos podrian
incurrir en la practica de recibir beneficios de la sociedad, y de otros agentes, sin contribuir
a ella a cambio (free riding). Esta practica, de ser generalizada, rapidamente deterioraria

las relaciones econémicas y comprometeria el bienestar de la sociedad en su conjunto.

El dinero tiene como proposito prevenir este "free riding", por lo que es necesario que sea
conservado. Esto implica que los agentes econémicos no deben tener la capacidad de crear
o destruir estos tokens digitales, sino que deben recibirlos y otorgarlos a otros agentes para
su uso en transacciones econémicas. Es decir, el dinero debe ser controlado y distribuido de

manera cuidadosa para garantizar su efectividad en la prevencion del free riding.

El dinero se convierte asi en una herramienta crucial para el correcto funcionamiento de una
economia compleja y eficiente y en el elemento principal empleado en los modelos presentados

en este trabajo’.

ILa notacién empleada para definir el dinero de un agente i serd m;.



mcultad de Ciencias
UniversidadZaragoza

Antes del estudio de las diferencias entre el dinero, salarios y riqueza es necesario introducir

el concepto de las capas en la economia monetaria.

Se pueden distinguir dos capas: la fisica y la monetaria. La capa fisica abarca la produccién,
transferencia y consumo de objetos fisicos, bienes y servicios, y se encuentra regida por leyes
y limitaciones fisicas como la energia y los recursos naturales. A diferencia de la capa

monetaria, los objetos en la capa fisica no suelen ser conservados.

Por otro lado, la capa monetaria representa el flujo de dinero entre los diferentes agentes
econdmicos en el intercambio de bienes y servicios. A través de esta capa, los agentes
econdémicos obtienen y dan dinero a otros agentes para llevar a cabo sus transacciones.
Es importante destacar que la capa monetaria no se rige por las mismas leyes fisicas y

limitaciones que la capa fisica, y su dinamica es diferente.

Es asi muy comuin una incorrecta identificacién de estas capas en el ambito econdémico, lo
que lleva a diferentes falacias tratando de desacreditar a esta vanguardista vertiente llamada

econofisica.

Es por esto por lo que se introduce la variable de la riqueza de un agente i, w;. Este elemento

econoémico engloba ambas capas, tanto la fisica como la monetaria ya que se define como:
w; = my; + Zpavga) (1)
o

donde p,, es el precio (monetario) por unidad de volumen del producto « y se definen como
(e)

los coeficientes de conversién entre ambas capas, v; "~ es el volumen o nimero de objetos que

posee el agente 1.

Esta combinacion de capas deriva en problemas a la hora de fijar unas leyes de conservacion
de la riqueza. Como ejemplo de esta no conservacion basta con imaginar a un individuo que
posea acciones en bolsa. El precio de estas acciones varia con el paso del tiempo haciendo

asi que su riqueza se vea modificada.

Finalmente, los salarios son un elemento que se emplea mas en la practica y no anade
informacién econémica extra. El uso de esta variable es debido a la mayor accesibilidad de
datos en la red de los ingresos de los individuos ya que el dinero en las cuentas personales

es una informacion que los bancos mantienen de caracter privado.
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2 Mercados libres: distribucion exponencial (Boltzmann-

Gibbs) de la riqueza

2.1 Modelo de Dragulescu-Yakovenko, definicion del modelo

El modelo de Dragulescu-Yakovenko es una contribucién importante a la teoria de la dis-
tribucion de la riqueza en la economia y finanzas. Fue desarrollado en el afio 2000 por el
profesor de fisica Victor M. Yakovenko y su estudiante Ionut C. Dragulescu. Este modelo
se enfoca en analizar como se distribuye el dinero en una sociedad, lo que ha generado un
gran interés en la comunidad cientifica y ha sido objeto de numerosos estudios debido a
su capacidad para explicar y predecir la distribucién de la riqueza en diferentes paises y

periodos histoéricos.

Victor M. Yakovenko y Tonut C. Dragulescu obtuvieron en [2] mediante argumentos basados
en la mecanica estadistica y simulaciones computacionales que la distribuciéon del dinero
en un sistema econémico multi-agente cerrado segufa una distribuciéon exponencial en el

equilibrio.

Este modelo establece que la distribucion estacionaria debe ser anédloga al factor de Boltzmann-
Gibbs:
P(m) = ce”™/Tm (2)

donde ¢ es una constante de normalizacion, y T, es la "temperatura del dinero", es decir,

es equivalente a la cantidad media de dinero que posee cada agente:

M
T = = — 3
<m>= (3)

donde M es la cantidad total de dinero que hay en el sistema y N el numero total de agentes.

El factor Boltzmann-Gibbs es un concepto fundamental en la fisica estadistica. Describe
la distribucion de probabilidad de las particulas en un sistema en diferentes contextos y su
importancia radica en su capacidad para unir la brecha entre las escalas microscopicas y
macroscopicas, permitiendo asi a los fisicos hacer predicciones sobre el comportamiento a
gran escala basandose en la dindmica microscopica subyacente. El factor Boltzmann-Gibbs
tiene una amplia aplicabilidad y se utiliza para describir una notable gama de fenémenos,
incluyendo el comportamiento de gases, liquidos y solidos, asi como transiciones de fase y

fenémenos criticos.

En este primer capitulo, se expondran diferentes argumentos para derivar esta distribucion
exponencial en el equilibrio, que incluye argumentos basados en la fisica y en métodos

geométricos, asi como simulaciones computacionales.
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2.2 Obtenciéon y comprobacion de la distribuciéon de Boltzmann-

Gibbs mediante simulacién numeérica

En primer lugar, se describe computacionalmente el modelo de Dragulescu-Yakovenko y sus

premisas [2][3].

El sistema considerado se compone de N agentes econémicos, cada uno de ellos indexados
mediante ¢ con ¢ = 1,2,...,N y con un dinero m;. La primera premisa establece que el

sistema es cerrado por lo que:
N

i=1
donde M es el dinero total y fijo del sistema. Es asi que podemos definir la cantidad de

dinero media por agente como:

< >—% (5)
mEEN

El objetivo de Dragulescu y Yakovenko era conocer la forma de la distribucién de probabil-
idad P(m) en un estado estacionario o de equilibrio. Esta distribucién de probabilidad se
define como el namero de agentes que disponen de la cantidad de dinero m € (m, m + dm)

y es equivalente al producto del ntimero total de agentes N por P(m).

Finalmente, mediante simulacién numérica, obtuvieron que la probabilidad de que un agente
random ¢ tuviera un dinero m; € (m, m + dm) seguia un comportamiento analogo al factor

de Boltzmann-Gibbs cuando se alcanzaba el estado estacionario:

P(m; =m) = eTm/<m> (6)

En esta seccion se desarrollaran las simulaciones que siguieron estos dos cientificos con el
fin de ilustrar sus resultados. En cuanto a la simulacién, en cada una de las iteraciones se
escoge de manera random a un par de agentes, los cuales denominaremos i y 7 con dinero
correspondiente m; y m;. En esta misma iteracion se producira una transaccion entre este
par de agentes. Este intercambio vendra dado de la siguiente manera:

m; = e(m; + m;)
) con (7)

) = (1= )(m; +m;)

’

(mi’mj) — (m;,m]

Se ha definido € como un namero random plano tal que € € [0,1]. Esta transaccion se puede
interpretar como que ambos agentes ponen todo su dinero disponible para la operacion,
se escoge un porcentaje random e y un agente se queda con este porcentaje del dinero
total y el otro agente con el resto. Este tipo de transacciones no simulan las interacciones
econdmicas més mundanas como puede ser ir a comprar a un supermercado, sino que estan

mas orientadas al entorno corporativo y la creacion de joint ventures.

La premisa de que no se admite deuda en el modelo ya viene implicita en la propia naturaleza
de la transaccion. Con deuda nos referimos a que el balance de un agente no puede ser inferior

a cero m; > 0 Vi. En este modelo, aunque el agente tenga un balance cero ain puede recibir
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dinero en las transacciones y se puede observar también que los balances no evolucionaran

a valores negativos.

Se observara que todas las distribuciones iniciales convergen a la misma distribucion final

estacionaria.

Para ello, se propone una distribucién inicial en la que todos los agentes comienzan con una
cantidad de dinero igual. De esta manera la distribucion inicial tomara la forma de una

delta de Dirac centrada en el valor de dinero otorgado a todos los agentes:
Py(m) = d(m— < m >) (8)

Observamos en Figure 1 como la distribucién delta inicial se va ensanchando con el paso del

tiempo hasta alcanzar la distribucion estacionaria esperada:

1 —m/<m>
P(m) = ———e ™/ con <m >=1. (9)
<m >
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Figure 1: Evolucién temporal de la distribucién inicial delta para N=1000 y < m >= 1.
El tiempo aqui indica el nimero de transacciones realizadas y el plot se realiza al sistema
final para ese determinado niimero de operaciones econdmicas.
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La distribucion estacionaria para esta determinada inicializaciéon del sistema econémico tras

recorrer varias veces las N? transacciones toma la siguiente forma (Figure 2). Se puede

observar como se ajusta perfectamente a la distribucién exponencial esperada (expresion 9).

Money distribution

Data @
Theornic

0.6

P(m)

0.4 4

(=]
i
[
-]
hes
[
wy
o
~

m

Figure 2: Distribucién estacionaria del sistema inicial delta para N=1000, < m >= 1y
recorriendo 100 veces estas N2 transacciones.

Con el fin de comprobar si otras condiciones iniciales convergen también a la distribucién
estacionaria esperada se ha realizado este mismo proceso ahora con una distribucién inicial
3-delta.

Para recrear esta distribucion inicial constatada por tres deltas de Dirac, se ha inicializado el
sistema econémico inicial por segmentos de manera secuencial. Al primer tercio de agentes
del sistema se les ha otorgado una misma cantidad de dinero, al segundo tercio otra cantidad
y al tercero otra. Los detalles de esta inicializacién, asi como de la propia simulacién se

pueden observar en el pie de foto de Figure 3.

La distribucion en el equilibrio de nuevo se puede comprobar en Figure 4 que se ajusta a la

esperada teoricamente: P(m) = —— e~™/<m> con < m >=T7/6.
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Figure 3: Evoluciéon temporal de la distribucién inicial 3-delta para N=1000 y el primer
tercio inicializado con m = 1/2, el segundo con m = 1 y el tercero con m = 2. Siendo asi
<m>=17/6.
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Figure 4: Distribucion estacionaria del sistema inicial 3-delta para N=1000, < m >= 7/6
y recorriendo 500 veces estas N? transacciones.



mcultad de Ciencias
UniversidadZaragoza

Finalmente, para dejar zanjado el tema de la convergencia de las distribuciones iniciales al

factor de Boltzmann en su estado estacionario se analizara la distribucion inicial triangular.

Tras la parametrizacion de las dos rectas consituyentes de la distribucion triangular y calculos
geomeétricos triviales, se llega a la conclusion de que si el limite inferior de la distribucion es
cero y el superior lo llamamos a, para que la distribuciéon esté debidamente normalizada, la

altura h de esta y su media <m > han de ser:

(10)
<m>:/0 m-f(m)dm:%

donde f(m) es la funcion parametrizada.

De esta manera, la evoluciéon temporal de la distribucion triangular se puede observar en

Figure 5.

Money distribution for t=100 Money distribution for t=4000
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P(m)
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Figure 5: Evoluciéon temporal de la distribucién inicial triangular para N=10000, fijando
a=2conloque <m>=1yh=1.

Y se comprueba que la distribucion estacionaria toma de nuevo la forma esperada (expresion

9), la cual es equivalente a Figure 2.
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2.3 Meétodo geométrico para la derivaciéon de la distribucién de

Boltzmann-Gibbs: hiperplanos multidimensionales

Este método geométrico fue desarrollado por R. Lopez-Ruiz et al. [4]. En él, se considera
un espacio N-dimensional con un total de N agentes indexados mediante 7 y cada uno con
un dinero arbitrario x; (no asumimos deuda). Asi la notaciéon empleada para la definicion

del dinero de cada agente es la siguiente:
;>0 Vi ,coni=1,...,N (11)

Estamos trabajando con sistemas multi-agente cerrados por lo que la cantidad de dinero

total en el sistema econémico se conserva y es M:
T+ To+ ... a1 +an=M (12)

Para comenzar con la demostraciéon, suponemos el desarrollo del sistema en la zona positiva
de un N-hiperplano en el que la Gnica condicién impuesta hasta el momento es la intrinseca

a un sistema cerrado; la conservaciéon del dinero total M.

Desde un punto de vista geométrico solo queda por definir la superficie de este N-hiperplano

de lado M:
VN

MM (13)

La pregunta que puede surgir en este punto es si la visita a cada uno de los puntos del
sistema se realiza de manera equiprobable o si sigue alguna otra ley. Aqui es donde se
asume la segunda y ultima premisa para la realizacion de la demostracion y es que se va
a emplear la teorfa ergdédica. Es decir, cada punto del hiperplano? se visita de manera

equiprobable.

De esta manera, se define la probabilidad de encontrar al agente i con dinero z; como

f(x; )dz;. Esta probabilidad, con su debida normalizacién asociada:

/0 f(ﬂ?l)d.%'z =1 (14)

es proporcional al area superficial formada por todos los puntos del N-hiperplano cuya

i-ésima, coordenada es x;.

Si tomamos al i-ésimo agente con coordenada x; y consideramos el dinero del que dispondran
el resto de N-1 agentes en el (N-1)-hiperplano resultante, la ecuacion que dictamina esta

situacion tomara la forma:

1+ 2o+ ...+ 21 +£U7;+1+...+‘TN72+.’EN71:M—$1' (15)

2Cada punto del N-hiperplano equivale a un posible estado del sistema.
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Resultando asi el area superficial Sy_1(M — z;) asociado a este (N-1)-hiperplano:

Sn—1(M —z;) = N—2) (M — ;)2 (16)

Este nuevo area esta relacionado con la expresion (13) mediante un término puramente

trigonomeétrico (sen(fy)):

M —x; —

Modificando un poco esta ultima expresion (17) y recordando la normalizacion de la funcion
de probabilidad (14):

/M Sy 1(M—xz;) 1 .
0

Sn(M)  sen(fy) Sy_1(M —xz;) 1

— @) = =5 a0 sen(on)

(18)
M

/ fla)de = 1
0

Sustituyendo y operando la anterior expresion (18), se obtiene que la funcién de probabilidad
sigue la siguiente expresion:

flay) = Lj\zl) (1 - %)Nﬁ (19)

Si se define a <z > como el dinero medio por agente del sistema, se tiene que el dinero
total se puede expresar como:
M=N-<z> (20)

Finalmente si se realiza el limite de la funcion de probabilidad (19) cuando N— oo y se

emplea lo definido en (20):

1
li _ —z/<x> 21
Jim 1) = e )

Se obtiene asi la distribucion estacionaria de dinero del sistema econémico multi-agente
cerrado de una manera analitica y haciendo uso solamente de la teoria ergddica y la condiciéon

intrinseca de conservacion del dinero al ser un sistema cerrados.

3En la expresion final (21), z; ha sido sustituido por = ya que no existen diferencias estadisticas entre
los agentes que componen el sistema.

10
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2.4 Meétodo fisico para la derivacion de la distribucién de Boltzmann-

Gibbs: principio de maxima entropia

Este método [5] esta ligado a la mecanica estadistica y a la teoria de la informacion. A la
hora de afrontar problemas en los que falta tanta informacion probabilistica (como se vera

a continuacion) se desglosa el enfoque en dos vertientes de pensamiento.

Estas dos corrientes principales en la teoria de la probabilidad son: la objetiva y la subje-
tiva. La perspectiva objetiva considera la probabilidad de un evento como una propiedad
objetiva de la medicién empirica mediante la observacion de las relaciones de frecuencia en
un experimento aleatorio. En contraste, la perspectiva subjetiva ve las posibilidades como
expresiones de la ignorancia humana y la probabilidad como una expresion formal de nuestra

expectativa de que un evento ocurra o haya ocurrido, basada en la informacién disponible.

El problema que a continuacion se plantea se enfocara empleando este pensamiento subjetivo.

Definimos la cantidad z como una variable discreta capaz de tomar diferentes valores dis-
cretos x; (i=1,...,N). No se nos especifica el valor de las correspondientes probabilidades p;
y la tnica informacion que se nos otorga es el valor medio de una funcién f(z) y la condicion

de normalizacion de las probabilidades:

N
< flz) >= Zpif(mi)

— N incognitas & 2 ecuaciones (22)

Zpi:]-

Nuestro objetivo es obtener la expresion analitica de la distribuciéon de probabilidad p;, pero
la informacion que tenemos disponible es escasa. Disponemos de N incognitas (cada una

asociada a cada valor de p;) y solamente dos ecuaciones (22).

La teoria de la informacién ha descubierto un criterio tinico e inequivoco para medir la
cantidad de incertidumbre representada por una distribucién de probabilidad discreta. Este
criterio se alinea con la idea intuitiva de que una distribuciéon amplia representa més incer-
tidumbre que una distribucién "afilada", es por ello por lo que se introduce una cantidad
que es positiva, que aumenta con la creciente incertidumbre, y que es aditiva para fuentes

independientes de incertidumbre:

N
=1

donde K es una constante positiva. Esta definiciéon es simplemente lo que se conoce como
entropia en mecanica estadistica y en este caso sera la entropia asociada a la distribucion
de probabilidad p;, de esta manera tanto la entropia como la incertidumbre son conceptos

equivalentes en este marco.

La solucién a nuestro problema se puede plantear de la siguiente manera: cuando hacemos

inferencias a partir de informacién parcial, debemos utilizar la distribuciéon de probabilidad

11
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que tenga la maxima entropia posible, considerando la informacion disponible. Esto es

la tnica asignaciéon imparcial que podemos hacer, ya que cualquier otra implicaria hacer

suposiciones arbitrarias sobre informaciéon que no tenemos por hipotesis.

Si buscamos maximizar la entropia haciendo uso de las ecuaciones/informacion que tenemos
disponibles (22), se han de introducir los multiplicadores de Lagrange A y u. Se obtiene

finalmente que la distribucién de probabilidad esta dada por:

p; = e~ A—nf(@i) (24)

que es consitente con el factor de Boltzmann-Gibbs.

Queda anadir que las constantes A y p estdn determinadas por sustitucion directa en las
ecuaciones (22). Se puede emplear la funcion de particion Z(u) para la representacion de

los resultados:
Z(p) = Zf\; e—hf(xi)

A=InZ(u) (25)

< f(z) >= *%IHZ(,U,)

2.5 Obtenciéon de la distribucién de Boltzmann-Gibbs mediante el
Z-model

R. Lopez-Ruiz et al. [6] estudiaron la obtencion de la distribucion de Boltzmann-Gibbs

mediante el uso de un operador funcional no lineal I".

El uso de este operador tiene como objetivo determinar la evolucién asintética de una dis-

tribucion inicial continua po(z) con media <z > hacia la distribuciéon de equilibrio peq(z).

Cada vez que se aplica este operador a la distribucién inicial, se asume que se han producido
del orden de N/2 "transacciones" o interacciones entre pares de agentes, siendo N el ndmero

de agentes en el sistema.

Asi, el modelo planteado después de n iteraciones queda representado por la siguiente ex-
presion:

lim I [po()] = peg(x) (26)

n—oo
La probabilidad de que un par de agentes con dinero x e y realizen una transacciéon en un
paso temporal n viene dada por la probabilidad conjunta p,(x) p,(y). El dinero que uno de

estos dos agentes puede obtener en la transacciéon lo llamaremos a y debe ser a < x + y.

De esta manera, la probabilidad de obtener esta cantidad de dinero « en esta determinada
transaccion entre el par de agentes (elegidos de manera random) y en este paso temporal de

n an + 1 viene dada por la expresion:
p(2)p(y)
I'p] (o) = // ———dxdy 27
RIOR (27)
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donde el dominio de integracion A (a) se define:
Ala) ={(z,y), z,y >0, z+y > o} (28)

Se puede demostrar que la tnica distribucion que satisface la condicion de ser un punto fijo
en el espacio de distribuciones cuando actua el operador I, es la distribucién exponencial
de Boltzmann-Gibbs. No se incluyen las demostraciones de los teoremas, asi como la ma-
nipulacion de la expresion (27) necesarias para llegar a este resultado. Para una lectura mas

profunda consultar los trabajos de R. Lopez-Ruiz [6] y G. Katriel [7].

Este resultado es de vital importancia debido a que se ha obtenido la distribucién exponencial
de Boltzmann-Gibbs de manera analitica para cualquier distribucién inicial con una media
de dinero bien definida y fijada considerando en todo momento interacciones entre pares de

agentes elegidos de forma random.

2.6 Recreacion de las clases sociales econdémicas en la distribucion
de Boltzmann-Gibbs

Este modelo tiene la posibilidad de recrear la distribucién de clases sociales en funcion del
balance econémico que cada agente posee una vez se ha alcanzado el equilibrio. Se ha
realizado una simulacion en la que se distinguen tres clases sociales predefinidas partiendo
por simplicidad, de que todos los agentes disponen de m; = 1 Vi, < m >= 1 en el momento
inicial:

e Clase baja — m; < 1/2

e Clase alta — m; > 2
e Clase media — 1/2 < m; <2

La simulacién arroja los siguientes resultados (Figure 6):

Distribucién de riqueza: clases sociales

10 ® Simulation data
= Theoretical distribution
08 Clase Baja=%39,24
Clase Media=%47,31
I Clase Alta=%13,45
0.6
E
2 04
02
00
0 1 2 3 1 5
m

Figure 6: Distribucién estacionaria para N=1000, < m >= 1y recorriendo 100 veces es-
tas N? transacciones. La clase baja se observa en el color verde mas claro, la media en
el verde intermedio y la alta en el verde mas oscuro. La curva negra es la distribucion
teorica en el equilibrio (expresion 9).
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Estos resultados simulan sorprendentemente bien la realidad de la sociedad econémica actual

teniendo en cuenta que la ley de intercambio de este modelo no representa para nada bien

las transacciones que realiza la mayoria de la poblacion.

2.7 Decaimiento al equilibrio de la distribucién de Boltzmann-Gibbs

Como tultima tarea en este capitulo trataremos de obtener la proporcionalidad existente
entre el nimero de agentes que componen el sistema y la distancia entre distribuciones

como funcién del tiempo.

La diferencia entre distribuciones refiere a observar como para diferentes tiempos la dis-
tribucién para ese determinado paso temporal dista de la distribucién tedrica estacionaria,

en este caso la distribuciéon exponencial.

Llamemos d a esta diferencia entre distribuciones, observaremos la dependencia temporal,
es decir, d(t) y trataremos de obtener la relaciéon de proporcionalidad en funcion del namero

de agentes N.

De manera cualitativa podemos pensar que esta relacion debera estar ligada a una funcién
exponencial negativa ya que se ha podido observar en anteriores gréaficas como rapidamente

(para tiempos cortos) la distribucion inicial convergia a la distribucion final estacionaria.

Es decir, hasta el momento sabemos que esta diferencia entre distribuciones como funcién
del tiempo verifica que:
doce (29)

donde « es la constante de proporcionalidad de la cual queremos observar su relacién con
N, es decir, a(N).

Para llevar a cabo esta tarea a nivel computacional, el modus operandi ha sido el siguiente:

Para cada tiempo ¢ se obtiene su distribucién asociada, la informacién que nos otorga esta
distribuciéon es el numero de agentes que tienen la cantidad m + dm en cada uno de los

intervalos definidos que barren el espectro del dinero m. Es decir, sabemos:

nt
P(m) = "2 (30)
siendo P;(m) la probabilidad a tiempo ¢ y n!, el ntimero de agentes que tienen dinero m+dm

para este tiempo.

Lo mismo aplica para la distribucién estacionaria:

Peq(m) = 77]/(?1 (31)

siendo P.,(m) la probabilidad en el equilibrio y n¢? el nimero de agentes que tienen dinero

m + dm en el equilibrio.
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Es asi como podemos obtener la diferencia entre distribuciones d para cada tiempo ¢:

nt, — ns
a= 3 |P(m) — Prglm)] = 3 Mo

El término N se introduce con el fin de tener una correcta normalizacion.

Las simulaciones arrojan los siguientes resultados*:

(32)

Distance between distributions as a function of the time for N=2500 Distance between distributions as a function of the time for N=7500

200 : 2004 %
175 175 1 '03
150 4 # 150
.
wi2s1 % o 125 A h!
I . u \
2 2
£ 100 4 . Z 100 { X‘
a . -1 3
0.75 \ 075 4
050 0.50
.
-
0.25 \ 0.25 ——
e+ -
: . . . . . . , . : . . . . :
0 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000 0 5000 10000 15000 20000 25000
Time Time
(a) (b)

Figure 7: a) Distancia entre distribuciones en funcion del tiempo para N=2500. b) Distan-
cia entre distribuciones en funcién del tiempo para N=7500.

Con el fin de obtener la proporcionalidad buscada « de la expresion (29) se realizan unos

fits exponenciales a las anteriores graficas:

Distance between distributions vs time for N=2500

Distance between distributions vs time for N=7500

200 4 #— Data 200 A « Data
175 A —— Exponential fit 175 | —— Exponential it
150 150 1
g 1251 y 125 1
i [=]
E 100 4 E 100 4
e [=]
0.75 1 075 4
0.50 4 0.50 4
0.25 1 — P 0.25 1
T T T T T T T T T T T . . . :
o 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000 o 5000 10000 15000 20000 25000
Time Time
(a) (b)

Figure 8: a) Distancia entre distribuciones en funcién del tiempo para N=2500 y su fit
exponencial. b) Distancia entre distribuciones en funcion del tiempo para N=7500 y su fit
exponencial.

El fit sigue la siguiente expresion:

d=ae " +¢ (33)

donde a, b y ¢ son los parametros del ajuste.

4Se presentan solo un par de resultados, en el anexo A.1 se puede encontrar el resto.

15



mcultad de Ciencias
UniversidadZaragoza

A continuacién se tratara de obtener analiticamente el valor para estos parametros asum-

iendo el limite termodindmico N — oo.

Comenzando por el parametro ¢, se puede deducir que cuando t — oo, la distancia entre
distribuciones d ha de tender a cero y fijindonos en la expresion (33), se concluye que el

parametro ¢ ha de ser cero.

En lo relativo al calculo del parametro a, se obtendra mediante la diferencia entre la dis-
tribucion a ¢ = 0 y la de equilibrio (expresion (32)) considerando el limite termodinamico
N — oco. De esta manera, la distribucién a t = 0 sera la distribucién inicial de la delta de
Dirac centrada en uno. Esto implica que todos los agentes caen en el mismo intervalo de

valor m = 1 para la distribucién inicial:
ni=0 =N (34)

Para la distribucion en el equilibrio, los agentes estan distribuidos en los intervalos de manera
que se reproduce la distribucion de la expresion (13). El ntmero de agentes que caerdn en
el intervalo de valor m = 1 para la distribucién en el equilibrio seré despreciable debido a
que considerando el limite termodinamico, se tendra que el tamano de los intervalos Am es

infimo: L 0
eq _ __ —  ,—m/<m> AmM — n® =Ll =0 35
nm <m >€ m nm_l € M ( )

donde < m >=1.

Finalmente se podra obtener el valor del pardmetro a buscado como:

donde se han utilizado las expresiones (34) y (35). El primer término incluye el namero de
agentes que cae en los intervalos con m # 1, o lo que es equivalente al drea bajo la curva de

la distribucion en el equilibrio habiendo eliminado el infimo intervalo de m = 1.

En el limite termodindmico N — oo, se ha obtenido suponiendo una distribucién inicial de
delta de Dirac, que a = 2. Pero este pardametro a seré dependiente de la distribucion inicial
del sistema. El valor de a = 2 es global para distribuciones iniciales de este tipo (delta de
Dirac, doble delta de Dirac, triple delta de Dirac, etc), pero para distribuciones iniciales

como la triangular, tomara un valor diferente® a 2.

5Se ha obtenido numéricamente el valor de a para la distribucién inicial triangular con < m >= 1y
se ha obtenido que a = 1.5718. No confundir el parametro geométrico a de la distribuciéon triangular de la
seccién 2.2 con el estudiado aqui.
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Finalmente se tratara de deducir el valor del parametro b. Este pardmetro lleva implicito la

dependencia con N buscada. Para obtener esta dependencia observamos los datos numéricos

obtenidos:

N a b c
1000 | 1,829 | 1,625-1073 | 0,133
2500 | 1,881 | 6,250-10~* | 0,144
5000 | 1,875 | 3,075-10—* | 0,107
7500 | 1,847 | 2,034-10~* ] 0,133
10000 | 1,884 | 1,623-10=* | 0,114

Si nos fijamos en el parametro b observamos que es el parametro a(N) que buscabamos en

la expresion (29).

Observamos que este parametro escala con la inversa de N por lo que la expresion analitica

buscada va tomando la siguiente forma cuando se considera el limite termodinamico N — oo:
d(t) =2 e PN (37)

donde ahora b es una constante y se obtendra una aproximacién de ella con los datos

obtenidos.

Para obtener una aproximacién del valor de b, se ha observado en las graficas (Figure 8) el
caso en el que d(t = N). Esto permitira obtener el parametro b despejando de la expresion
(37):

d(t):Q-e—WN—>d(t=N)=2~e"’—>b=ln( (38)

=)

La obtencion de d(t = N) se ha realizado mediante el promediado de los valores obtenidos

para diferentes tiempos. Estos se muestran en la siguiente tabla:

N t [dt=N)
1000 | 1000 0,454
2500 | 2500 0,541
5000 | 5000 0,488
7500 | 7500 0,529
10000 | 10000 | 0,618

Realizando el promedio de los diferentes valores de d(t = N) se ha obtenido que d(t = N) =
0,526. Sera este valor el que se introducira en la expresion (38), obteniendo asi el parametro

b, que tomara el valor de b= 1, 336.

La constante b tendrda una dependencia con la distribucion inicial empleada ya que este
parametro determina la velocidad de convergencia de la distribucion inicial a la estacionaria
en el espacio de distribuciones implicando que distribuciones iniciales diferentes seran més

rapidas o mas lentas® a la hora de alcanzar la distribucién en el equilibrio. En las simulaciones

%Lo que es equivalente a un valor diferente para b.
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numéricas mostradas hasta ahora, la inicializacién de la distribucion inicial ha sido una delta

de Dirac centrada en uno. Por lo que el parametro constante b obtenido, es el caracteristico

para esta distribucion inicial especifica.

Como pequeiia sintesis de lo logrado en esta seccion, se destaca en primer lugar la obten-
cion de la dependecia con la inversa de N del decaimiento exponencial de las distribuciones
iniciales hacia la distribucién estacionaria y en segundo lugar la derivacién de una expre-
sion para este decaimiento en el limite termodindmico N — oo a través de los resultados
numeéricos obtenidos. Cabe destacar también el hecho de que la velocidad de convergencia

al equilibrio dependeré de la distribucién inicial otorgada al sistema.

3 Mercados con ahorro: distribucion "Gamma'" de la

riqueza

3.1 Modelo de Dragulescu-Yakovenko con ahorro uniforme

En este capitulo se presenta un modelo [8] el cual simula una forma més realista de realizar
las transacciones entre los agentes econémicos en un mercado. Se introduce un factor A de
ahorro constante y que no depende del tiempo, igual para todos los agentes que conforman
el sistema. De esta manera, cada agente ahorra en cada transacciéon un porcentaje fijo A de

su riqueza y pone en juego el resto.

Dado que este parametro de ahorro A € [0,1] es constante y no cambiante en el tiempo
para todos los agentes, hablamos de un modelo con ahorro uniforme y constituye asi una

alternativa muy interesante al modelo anterioremente analizado de Dragulescu-Yakovenko.

Con el fin de observar como es la distribucion en el equilibrio del modelo, procedemos a

definir su ley de intercambio:

m; = Am; + e(1 — X)(m; +my)
(mivmj) — (m;vm;) con (39)

m; = /\mj + (1 — 6)(1 — )\)(mz + mj)

donde la tnica nueva variable con respecto al modelo de Dragulescu-Yakovenko sin ahorro

es el parametro de ahorro A € [0, 1].

Haciendo un analisis cualitativo, se observa que el factor (1 — A) implica que el agente pone
en juego el resto del capital que no ahorra. De nuevo, el pardmetro random e es el que actiia
como mediador en la transacciéon y decide el porcenataje del dinero total puesto en juego

que cada agente recibira.

En cuanto a los diferentes posibles valores de A, es trivial que si A = 0 se recupera el modelo
sin ahorro, ya que todos los agentes ponen en dispocién todo su capital en cada transacciéon
y la distribucion estacionaria para A\ — 0 tomara la forma del factor de Boltzmann-Gibbs.
En el caso en el que A = 1, se obtiene el otro caso trivial en el que ningin agente pone
en juego capital para la realizaciéon de la transacciéon por lo que desaparece la dinamica del

sistema.
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3.2 Simulacién numérica: aproximaciéon Gamma de la distribuciéon

estacionaria

En esta seccion el objetivo serd observar el comportamiento de la distribucién en el equi-
librio para diferentes valores de A € (0,1) mediante simulaciones numéricas y comparar los

resultados obtenidos con la aproximacion proporcionada por la distribucion Gamma.

En primera instancia se introduce una aproximacion obtenida por el Patriarca et al. [9] la
cual establece que la distribucién estacionaria obtenida mediante simulacién numérica para

este modelo con ahorro uniforme sigue la expresion de una distribucion Gamma(c, 5):

F(n):/ t" e tdt
0

1 no\"
P, — n—1_—nz/<z>
q(l’) F(n) (< T >> v € con (40)

donde T'(n) es la funcion Gamma.

Se han realizado varias simulaciones numéricas para diferentes valores de A junto a sus

distribuciones analiticas Gamma. Los resultados se muestran en Figure 9:

Money distribution: uniform saving A

Figure 9: La simulacion consta de N = 5000 agentes interactuando de forma random
donde en cada una de ellas se realizan N? transacciones y se ha promediado un total

de 100 veces. La inicializacion del capital de los agentes ha sido m; = 1 Vi con lo que
< m >= 1. Los puntos muestran los resultados numéricos y las lineas solidas los analiti-
COS.

Hasta el momento se ha supuesto que estas distribuciones estacionarias se podian aproxi-

mar correctamente’ por la funciéon Gamma, pero gracias a diversos trabajos [10][11] y P.

"Esto no significa que la funcién Gamma sea una mala aproximacién, de hecho se puede observar
como la diferencia entre los datos numéricos y esta es muy sutil.
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Richmond, P. Repetowicz, S. Hutzler en [12], se observo que esta soluciéon analitica podria

ser mejorada, dejando este problema abierto.

Para observar como los datos numéricos no se ajustan de manera precisa a esta distribu-
cion Gamma se han realizado diferentes simulaciones donde se representan individualmente
las distribuciones en el equilibrio numéricas junto a su distribucion Gamma asociada y si-
multaneamente una representaciéon donde la distribuciéon de probabilidad estacionaria se

transforma a escala logaritmica para una mejor visualizacion [13].

Estos resultados para diferentes valores de A son visibles en Figure 10.

10 Money distribution for A=0.05 10 Maoney distribution for A=02
. —— Numerical data —=- Numerical data
= Gamma function = Gamma function
08 0.8
06 0.6
E £
T T
04 0.4
02 02
0.0 T T T T 0.0 T T T u
10° —e— Numerical data 1o° ==~ Numerical data
= Gamma function = Gamma function
10
107
E g
T =
1072
1072
1 3 3 4
m m
10 Maoney distribution for A=0.5 16 Money distribution for A=0.8
i —& Numerical data —— Mumerical data
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12
06 10
E Eos
"
04 06
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02
0.0+ . . - - 00—t T * t t
10° —&~ Numerical data 10° —— Numerical data
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10 10°
107
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EE: 10 EE: 10
107
1074
10
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1077 v T T T T
o 1 2 3 4 5
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Figure 10: Las simulaciones se han realizado con N = 5000 agentes interactuando de
forma random, realizdndose en cada una N? transacciones v se ha promediado un total
de 100 veces. La inicializaciéon del dinero de los agentes ha sido m; = 1 Vi implicando
<m>=1.

Cabe anadir, que la convergencia de las posibles diferentes distribuciones iniciales a la dis-

tribucion estacionaria Gamma se ha verificado y se pueden observar en el anexo A.2.
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3.3 Obtencion del Z-Model en un modelo con ahorro uniforme

La busqueda de una mejor aproximacion a los datos numéricos de la distribucién estacionaria
en el modelo con ahorro uniforme llevaron a Calbet, Lopez y Lopez-Ruiz [14] a derivar un
operador funcional que permita tratar analiticamente la distribucién en el equilibrio. La
obtencion de este operador funcional, asi como su desarrollo completo se pueden encontrar

de forma mas amplia en [14].

El enfoque que se seguira en esta seccion sera la obtenciéon de una expresion funcional que
permita estudiar la solucién analitica de la distribuciéon estacionaria para el modelo con

ahorro uniforme.

En primer lugar se definen las variables y la notacion empleada para la derivacion del
funcional. La cantidad de capital que un agente puede disponer tras la interaccién econémica
entre él mismo y otro agente es de m. El dinero que estos agentes tienen antes de realizar
dicha transaccion es z e y. De esta manera, a la suma del dinero de los agentes antes de la

transaccion se le denominara como U = x + y.

La cantidad de capital m, esta restringida por la ley de intercambio del modelo. Si focal-

izamos nuestra atenciéon en el agente con dinero z se tiene que:
Ar<m < (1=XNU+ Az (41)

donde el factor (1 —\)U es el dinero total disponible para repartir entre los dos agentes en la
propia transaccién. El otro factor Az es el dinero que ahorra el agente en el que focalizamos
nuestra atencion. De esta manera, la méxima cantidad de capital que el agente focalizado
podra poseer, ser el factor (1 — A\)U maés la cantidad ahorrada Az. El minimo que podra

poseer seré simplemente la cantidad ahorrada Ax.

Estas conclusiones son analogas si ahora se focaliza la atencion en el agente y:
Ay<m < (1=NU+ My (42)

En segunda instancia, se debe tener en cuenta que la probabilidad de que un agente obtenga
este dinero m tras una interaccion econémica® P’ (m) sigue una distribucion uniforme. Se
puede deducir entonces que esta probabilidad anterior (P'(m)) sers directamente propor-
cional al producto de probabilidades de que los agentes interactuantes tengan dinero z e y
antes de la transaccion e inversamente proporcional al dinero total disponible para repar-

tir en la transaccién. En resumidas cuentas, se tiene que P (m) sigue la dependencia de
P(z)P(y)
1-NU"

8Las interacciones econémicas o transacciones se hacen por pares de agentes y esta eleccién de agentes
es totalmente random.
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Finalmente solo queda considerar que ambos agentes participantes en la interacciéon disponen

de la misma probabilidad de obtener este dinero m, por lo que la expresiéon funcional queda:

; B 1 P(z)P(y)
P (m) = I'Pm) = 2 //)\:1:<m<(1)\)U+)\m (1-NU dody +

1 P(z)P(y) P(z)P(y)
+ 7// dxdy :// dzxdy
2 Ay<m<(1=\)U+Ay (1 - )‘)U Az<m<(1-N)U+Az (1 - )‘)U

3.4 Recreacion de las clases sociales econémicas en la distribucion

(43)

Gamma

La introduccién de un ahorro uniforme genera una menor desigualdad econdémica en la
sociedad. El indicador principal de esta mejora es el aumento de la clase media. Es logico
pensar que si los agentes son mas "conservadores" con su capital, la desigualdad econémica

se vera reducida.

Cuanto mayor sea el ahorro, mayor sera esta clase media hasta finalmente alcanzar el limite
en A = 1, en el cual la clase media constituye la totalidad de la sociedad. Se debe tener
en cuenta que a medida que el ahorro va aumentando, la naturaleza de las transacciones
va alcanzando un estado de "congelacion". Es decir, los agentes ahorran una cantidad de
dinero muy elevada, lo que se aleja bastante de la realidad. Afectando de esta manera a
la dinamica del sistema y produciendo unos resultados inverosimiles, donde existe un total

dominio de la clase media. En el anexo A.3 se pueden visualizar estos casos.

El criterio de division de clases sociales seré el mismo que en el caso del modelo de Dragulescu-

Yakovenko.
e Clase baja — m; < 1/2
e Clase alta — m; > 2

e Clase media — 1/2 < m; <2

Con el fin de una mejor visualizacion de los resultados, se evitara usar un ahorro demasiado
alto como ya se ha mencionado. Para la simulacion realizada se ha considerado una delta
de Dirac centrada en uno como distribucion inicial con lo que < m >= 1. En Figure 11 se

observan los resultados obtenidos.

Se observa que con un ahorro relativamente bajo, el aumento de la clase media es bas-
tante significativo, un valor del %67.32 con respecto al resultado obtenido en el modelo de
Dragulescu-Yakovenko del %47.31.
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Distribucion de rigueza con ahorro A=0.3: clases sociales

08
& Simulation data
0.7 Gamma function
Clase Baja=%24,33

0.6 Clase Media=%67,32

05 I Clase Alta=%8,35
'E 04
®

03

02

01

0.0

0 1 2 3 4 5
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Figure 11: La simulacion consta de N = 5000 agentes, se realizan N? transacciones y se
promedia un total de 100 veces. La curva negra es la distribucion Gamma correspondiente
a un ahorro de A = 0.3 donde < m >=1.

4 Conclusiones

En este trabajo se han estudiado modelizaciones de mercados libres desde un punto de
vista principalmente computacional. Se han incluido también derivaciones analiticas de las
distribuciones en el equilibrio de los modelos estudiados. Tanto desde una perspectiva fisica,
empleando la mecanica estadistica y la teoria de la informacion, como desde una perspectiva

puramente matematica empleando argumentos funcionales y geométricos.

En primer lugar, mediante simulacién numérica se ha alcanzado la distribucién exponencial
de Boltzmann-Gibbs en el equilibrio para el modelo de Dragulescu-Yakovenko. Se ha obser-
vado que independientemente de la distribucién inicial otorgada al sistema, la convergencia
al equilibrio se verifica. Posteriormente, mediante modelos analiticos se ha alcanzado esta

misma distribucién de Boltzmann-Gibbs en el equilibrio.

Se han recreado las diferentes clases sociales econ6micas en este modelo de Dragulescu-
Yakovenko, y aunque la ley de intercambio no simula la realidad de las transacciones entre
la sociedad, los resultados se ajustan bien a la desigualdad econémica visible en paises con

un intenso mercado libre como Estados Unidos.

Se ha incluido un nuevo resultado, el cual muestra que la convergencia al estado de equilib-
rio seguird una dependencia exponencial negativa la cual escala con la inversa del tamano
del sistema econémico. Ademas, se ha tratado de obtener una ley analitica en el limite
termodinamico para este decaimiento al equilibrio. Donde se ha observado que la velocidad

de convergencia dependera de la distribucién inicial escogida.

En la segunda parte del trabajo se ha incluido el modelo de Dragulescu-Yakovenko pero

con la modificaciéon de un ahorro uniforme en un sistema homogéneo. De nuevo, mediante
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simulacion numérica se ha obtenido la distribucion en el equilibrio que en este caso tomara

forma de una funcién Gamma y que dada cualquier distribucién inicial la convergencia al
estado estacionario también se verifica. Se ha observado que las simulaciones numéricas no
se ajustaban exactamente a la funcion Gamma por lo que se ha derivado analiticamente un
modelo que permite hacer una mejor aproximacion de la distribucion en el equilibrio. Esto
no desprestigia a la aproximacion Gamma realizada, ya que la diferencia es muy pequena

con respecto a los resultados numéricos.

Finalmente, se ha representado la distribucién de clases sociales econdémicas para este modelo
con ahorro uniforme. Lo ideal es reducir la desigualdad en la sociedad, por lo que para
cuantificar esta caracteristica se emplea la clase media. A medida que esta clase media se
ve aumentada, la desigualdad se reduce. Para un ahorro relativamente bajo ya se observan
mejoras significativas en el tamano de la clase media con respecto al modelo sin ahorro.
Cabe destacar que para valores de ahorro altos, nos estariamos alejando de la realidad ya

que es inviable como individuo ahorrar tanto capital.

Como posibles mejoras al trabajo, se hace hincapié en una mayor estadistica, asi como la
comprobacién de la convergencia al equilibrio de distribuciones iniciales méas variadas. Las
derivaciones analiticas de los modelos no son lo suficientemente rigurosas por lo que las

demostraciones de los teoremas que los rigen deberfan haber sido incluidas.

En el modelo con ahorro, podria haberse hecho un analisis méas exhaustivo a los diferentes
valores que \ puede tomar, asi como una cuantificaciéon de la diferencia entre los resultados
obtenidos numéricamente y la funcion Gamma tedrica. Debido a la longitud restringida del
trabajo, podrian haberse incluido niicleos de dos agentes en vez de agentes individualizados.
Esta vision es mas acertada ya que modela la realidad economica de las parejas/nicleos

familiares.

Por ultimo, como la econofisica es un amplio y nuevo tema de estudio, este trabajo tiene
muchas modificaciones posibles. Como muestra de ello, se ha anadido un analisis sobre
una sociedad heterogénea con ahorro uniforme en el apendice B. Aqui se tratan dos casos
interesantes: una busqueda de la erradicacién de la pobreza extrema y el comportamiento

de una sociedad donde uno o varios agentes "juegan con otras reglas".

24



mcultad de Ciencias
UniversidadZaragoza

References

(1]

2]

131
4]

[5]

[6]

7]

18]

191

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

V. M. Yakovenko, “Monetary economics from econophysics perspective,” The European
Physical Journal Special Topics, vol. 225, no. 17-18, pp. 3313-3335, 2016.

A. Dragulescu and V. M. Yakovenko, “Statistical mechanics of money,” The Furopean
Physical Journal B-Condensed Matter and Complex Systems, vol. 17, pp. 723-729, 2000.

V. M. Yakovenko, “Econophysics, statistical mechanics approach to,” 2008.

R. Lépez-Ruiz, J. Sanudo, and X. Calbet, “A geometrical derivation of the boltzmann
factor,” American Journal of Physics, vol. 76, no. 8, pp. 780781, 2008.

E. T. Jaynes, “Information theory and statistical mechanics,” Physical review, vol. 106,
no. 4, p. 620, 1957.

J.-L. Lopez, R. Lopez-Ruiz, and X. Calbet, “Exponential wealth distribution in a ran-
dom market. a rigorous explanation,” Journal of Mathematical Analysis and Applica-
tions, vol. 386, no. 1, pp. 195-204, 2012.

G. Katriel, “Convergence to an exponential wealth distribution in a random market
model,” Applicable Analysis, vol. 93, no. 6, pp. 1256-1263, 2014.

A. Chakraborti and B. K. Chakrabarti, “Statistical mechanics of money: how saving
propensity affects its distribution,” The European Physical Journal B-Condensed Matter
and Complex Systems, vol. 17, pp. 167-170, 2000.

M. Patriarca, A. Chakraborti, and K. Kaski, “Statistical model with a standard -y
distribution,” Physical Review E, vol. 70, no. 1, p. 016104, 2004.

A. Chatterjee and B. K. Chakrabarti, “Kinetic exchange models for income and wealth
distributions,” The Furopean Physical Journal B, vol. 60, pp. 135-149, 2007.

P. Repetowicz, S. Hutzler, and P. Richmond, “Dynamics of money and income dis-
tributions,” Physica A: Statistical Mechanics and its Applications, vol. 356, no. 2-4,
pp. 641-654, 2005.

B. K. Chakrabarti, “Econophys-kolkata: a short story,” Econophysics of wealth distri-
butions: Econophys-Kolkata I, pp. 225-228, 2005.

I. Martinez-Martinez and R. Lopez-Ruiz, “Directed random markets: connectivity
determines money,” International Journal of Modern Physics C, vol. 24, no. 01,
p. 1250088, 2013.

X. Calbet, J.-L. Lopez, and R. Lopez-Ruiz, “Equilibrium distributions and relaxation
times in gaslike economic models: An analytical derivation,” Physical Review F, vol. 83,
no. 3, p. 036108, 2011.

25



mcultad de Ciencias
UniversidadZaragoza

A Anexo

A.1 Decaimiento al equilibrio de la distribucién de Boltzmann-
Gibbs: graficas para diferentes valores de N
Distance between distributions vs time for N=1000 Distance between distributions vs time for N=5000
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Figure 12: a) Distancia entre distribuciones en funcion del tiempo para N=1000 y su fit
exponencial. b) Distancia entre distribuciones en funcion del tiempo para N=5000 y su fit
exponencial. ¢) Distancia entre distribuciones en funcion del tiempo para N=10000 y su
fit exponencial.
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A.2 Convergencia a la distribucion estacionaria Gamma para difer-

entes distribuciones iniciales

La siguiente distribucioén inicial consta de una triple delta de Dirac centrada en los valores

0.5,1,2 lo que proporciona una < m >= 7/6:

Money distribution: uniform saving 2=0.5 for =100 Money distribution: uniform saving A=0.5 for t=2000
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Money distribution: uniform saving 3=0.5 for t=5000 Money distribution: uniform saving A=0.5 for t=25000
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Figure 13: Evolucion temporal de la distribucién inicial 3-delta para N=5000 y < m >=
7/6. El tiempo aqui indica el nimero de transacciones realizadas y el plot se realiza al sis-
tema final para ese determinado niimero de operaciones econémicas. La componente de
ahorro es de A = 0.5.
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La siguiente distribucién inicial es triangular y esta generada de la misma forma que en la

seccion (2.2). El ahorro es diferente al de la distribucion 3-delta para tener una visualizacion
maés clara de como se va adaptando esta distribucién inicial a la del equilibrio, ya que para
A = 0.5 la distribucién inicial triangular ya tomaba una forma muy aproximada a la Gamma

estacionaria para este ahorro:

Money distribution: uniform saving 2=0.05 for t=100 Money distribution: uniform saving A=0.05 for t=2000
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Figure 14: Evolucién temporal de la distribucién inicial triangular para N=5000, fijando
a =2 con lo que <m >=1y h=1. La componente de ahorro es de A = 0.05.
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A.3 Recreacién de las clases sociales econémicas en la distribucion

Gamma: valores de ahorro elevados

Distribucién de riqueza con ahorro A=0.5: clases sociales

0.8

021

0.0 1

* Simulation data
—— Gamma function
Clase Baja="%14,38
Clase Media=%81,3

B Clase Alta=%4,32

(a)

Distribucion de riqueza con ahorro A=0.7: clases sociales

Distribucién de riqueza con ahorro A=0.8: clases sociales
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Figure 15: La simulacion consta de N = 5000 agentes, se realizan N? transacciones y se
promedia un total de 100 veces. La curva negra es la distribucion Gamma estacionaria y
< m >=1 en todos los casos.
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B Sociedad heterogénea con ahorro uniforme: dos casos

extremos

En primer lugar, se define esta nueva sociedad econdémica heterogénea. Esta tendra una
proporcion p de sus agentes con un A determinado y el resto de sus agentes con otro A

diferente.

Analizaremos dos casos, el primero sera la basqueda de la erradicaciéon de la pobreza extrema

(m = 0) y el segundo sera una sociedad liderada por "oligarcas®".

En el primer caso, se ha analizado la distribucién donde la proporciéon de ahorradores p
tiene un A = 0.3 y el resto de la poblaciéon tendra A = 0. El analisis se hace variando la
proporcion de ahorradores en la sociedad. Asi, en los casos de los extremos, para p = 0y
p = 1 conocemos la distribucion en el equilibrio ya que ambos corresponden a sociedades

homogéneas estudiadas en el trabajo:

Maoney distribution: A=0.3 and p=0 Money distribution: A=0.3 and p=1
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Figure 16: a) Distribucion correspondiente a una sociedad homogénea sin ahorro (modelo
de Dragulescu-Yakovenko). b) Distribucién corresponidente a una sociedad homogénea de
ahorradores (modelo de Dragulescu-Yakovenko con ahorro uniforme). En las simulaciones
se realizan N2 transacciones y N=10000 agentes.

Durante la evolucion de esta distribucion, existird una proporcion de ahorradores critica (p.)
donde la pobreza extrema m = 0 dejard de ser un maximo global y asi el umbral de esta

pobreza extrema dejara de ser un capital nulo. Esto se observa en Figure 17.

Se ha obtenido asi una grafica con estas proporciones de ahorradores criticas (p.) para

diferentes valores de A\ (Figure 18).

El segundo caso sera el de una sociedad econémica donde unos "oligarcas" poseerdn toda la
riqueza del sistema. Esta sociedad se genera implementando unos agentes en el sistema que
tendran un parametro de ahorro A = 1. De esta manera, estos agentes no se jugaran dinero
en la transaccion y solo lo podran ganar. Con el paso del tiempo estos agentes u "oligarcas"
pasaran a retener toda la riqueza del sistema. Es por ello por lo que se deben introducir

organismos reguladores que no permitan a estos agentes "jugar con otras reglas".

9Este término se emplea solamente para una mayor facilidad lingiiistica a la hora de explicar.
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Figure 17: Se ha realizado un barrido de los diferentes valores que p podia tomar y se ob-
serva en un barrido méas general que entre p = 0.27 y p = 0.28 se da que m = 0 deja de ser
un maximo global. Asi, en un segundo barrido mas detallado se observa que la transicion
de este maximo (p.) se da entre p = 0.272 y p = 0.273. El sistema se inicializa con todos

los agentes con m = 1.
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Figure 18: Cada simulacién consta de N = 10000 agentes, se realizan N? transacciones.
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En Figure 19 se ha introducido una sociedad de N=1000 agentes donde uno de ellos es un

"oligarca" (agente con A = 1).

Money distribution: A=1, p=0.001 and t=100

Money distribution: A=1, p=0.001 and t=1000
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Figure 19: En la simulacién se emplean N=1000 agentes donde uno de ellos tiene un A =1
y el resto A = 0. La inicializacién del sistema es que todos los agentes disponen de m = 1.
Debido a que se trabaja con probabilidades, la probabilidad asociada al "oligarca" tendra

un valor muy pequeno no apreciable en los histogramas.

Con el fin de verificar que este agente "oligarca" acumula toda la riqueza del sistema (dejando
al resto de agentes en un estado de pobreza extrema), se ha representado la evolucion

temporal de su riqueza individual (Figure 20).
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Figure 20: El sistema de N=1000 agentes se ha inicializado de manera que todos disponen
de m=1 en el instante inicial, lo que hace que el dinero total del sistema sea m=1000.
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Efectivamente, para tiempos grandes el "oligarca" logra hacerse con toda la riqueza del

sistema.

Cabe destacar que solo hara falta un agente que juege con "otras normas" para generar esta

situacion de pobreza generalizada acoplada a una riqueza total de los "oligarcas".

Finalmente, se va a trabajar con una sociedad econémica de N=10000 agentes y se ira
variando la proporcion de estos "oligarcas" para observar el comportamiento del sistema
(Figure 21).
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Figure 21: En la simulacién se emplean N=10000 agentes donde se varia la proporcién de
"oligarcas" (p) y se representa el sistema tras N? transacciones. Los "oligarcas" tendran

A = 1y el resto de agentes A = 0. La inicializacién del sistema es que todos los agentes

disponen de m = 1.

Se observa como los "oligarcas" que se encuentran en el pico de la funcién (m =~ 1) son
aquellos que atin no han interactuado con el resto de agentes no "oligarcas" /normales!?. A
la derecha de este pico se observan a los "oligarcas" que si han interactuado y por tanto han
aumentado su riqueza. La region de m =~ 0 dispone de aquellos agentes normales que han
interactuado con "oligarcas" dando lugar asi a su situacion de pobreza extrema. Finalmente,
la region entre m ~ 0 y m ~ 1 estd compuesta por aquellos agentes normales que, o bien

han interactuado entre si, o han tenido interacciones limitadas con los "oligarcas".

10 Aquellos agentes con A = 0.
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