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 ممخّص  

 

 
تفدضمية ال لمعددلاتمنظومدت مف اليجدد الحؿ العددي لإشرائحية ستقرار تقنية تجميع ادراسة  العمؿنقدـ في ىذا 

لمتقنية العددية عندمد تـ تطبيقيد عمى   -pضمدف أوسع مسدحدت مف الاستقرارلشروط تحديد تـ وقد . متأخرةالجبرية ال
 نموذج اختبدر.  

ىذه المعددلات نمط مسألة اختبدر مف عمى  عندمد تـ تطبيقيد التقنية العددية المقترحةأف لمتقدرب  العدديةتبيف الدراسة  
 في معيدريةأربع مسدئؿ بحؿ  المقترحة الشرائحيةالتقنية فعدلية  إثبدت. تـ مف الرتبة التدسعة قدربةومت متسقةكدنت 

النتدئج التي  أفضميةإلى تشير  مع بعض الطرائؽ الأخرى العدديةالمقدرندت نَتدئِج  و، الحدلتيف الخطية وغير الخطية
 .العددية دقةال مف حيثتوصمند إلييد 
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  ABSTRACT    
 

 This paper studies the numerical stability of spline collocation technique for finding the 

numerical solutions of neutral delay algebraic differential equations (DDEs). The 

conditions necessary to ensure the widest areas of p-stability of the proposed numerical 

technique are determined when they are applied to a test problem. 

The numerical study of convergence shows that the numerical technique proposed when 

applied to the test of these equations was consistent and convergent from the order ninth. 

The effectiveness of the proposed spline technique was verified by solving four standard 

problems in both linear and nonlinear cases. The results of numerical comparisons with 

some other methods indicate the superiority of our results and the most accurate ones. 
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  مقدمة

تندولت معدلجدت عددية لنوعيف مف المنظومدت، النوع الأوؿ منظومدت  التي قدمت الكثير مف الأبحدث العممية
، وفي DDEs المتأخرة -تفاضميةالمعادلات الوالنوع الثدني منظومدت  DAEsالجبرية  -المعادلات التفاضمية

معادلات الوالتطبيقدت الواقعية يتـ تفسيرىد كمنظومدت مف  طبيعيةيوجد العديد مف الظواىر الالتطبيقدت العممية الحديثة 
، DAEsوالثدني DAEs منظومدت النوعيف الأوؿمف جديد مزيج التي ىي  DDAEsالمتأخرة  -جبريةال -تفاضميةال

مستقرة  إمكدنية إيجدد حموؿ عدديةوالإشكدليدت في إلى العديد مف الصعوبدت مف المنظومدت وقد أدى ىذا المزيج 
ليذا سنركز . DAEsوالثدنيDAEs الأوؿ النوعيف كلا في تظير ىي صعوبدت ستضدؼ إلى تمؾ التي قد، و ومتقدربة

 اىتمدمند عمى إيجدد تقنية عددية مستقرة ومتقدربة لحؿ منظومدت مف المعددلات التفدضمية الجبرية المتأخرة.
 :[8,9]دلشكؿفي الحدلة المعممة بالتفدضمية المتأخرة الجبرية معددلات تعطى منظومدت ال

0))(),(),(),(,(   tytytytytF                                          (1.1) 

شاتد وهى صيٍ انرأخٍش، 0حٍس
y

F




)(يصفىفح شارج. إرا نى ذكٍ انًشرماخ     ty ( ًيعذويح 1.1ف )تدعى 

بدلمعددلات ( تانًعادلاخ انرفاضهٍح انجثشٌح انًرأخشج انًحاٌذج و إرا كاَد ذهك انًشرماخ يعذويح فرذعى 1.1) المنظومة
 التفدضمية الجبرية المتأخرة.

 4[10,11]كمد تعطى منظومة المعددلات التفدضمية الجبرية المتأخرة الخطية بدلشكؿ

],0,[),()(
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ttty

ttyNtMytyLtyE
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ll القيدسمصفوفدت حقيقية مف  E, L, M, N حيث   ،0 و ،ثدبت تأخير y(t) دالة متجية الحؿ مجيولة  

],0[ في المجدؿدالة متجية ابتدائية معمومة قدبمة لممفدضمة  t)(و، t>0 لأجؿ t. 

المتأخرة مف الشكؿ جبرية التفدضمية المعددلات تندولت الاستقرار لنمدذج مف ال التي قُدِمتْ العديد مف الدراسدت     
 وذلؾ لتحسيف شروط وضمدف التقدرب لمطرائؽ العددية المقترحة في تمؾ الدراسدت.  (2.1)
ممنظومدت مف نمط ىيسنبيرغ لدراسة للاستقرار المقدرب  4339عدـ  [1]في  Ascher & Petzoldقدـ        

كوتد الضمنية وطريقة –أدت دراستيـ إلى تحسيف شروط تقدرب طريقة رانج وقد التفدضمية الجبرية المتأخرة والحيددية
 الخطوة المتعددة  المطبقة لحؿ ىذه المنظومدت.

الاستقرار لمنظومدت خطية مف المعددلات التفدضمية  معديير  9113عدـ  [2]في  Campbell & Linh درس 
 الجبرية متعددة التأخير وحميد عدديدً بعد تحويؿ النمدذج الحيددية إلى نمدذج متأخرة لمتمكَف مف حميد عدديد.

عندمد طُبِقتْ لمحؿ -A طريقة القيمة الحدية الموحية وكدف ذات استقرار 9141عدـ  [12]في  Zhang & Chenاقترح 
 .(2.1)ددي لمنظومدت مف الشكؿ الخطي الشكؿالع

دراستيف تندولتد وضع شروط ضرورية وكدفية لضمدف استقرار  9141و  9144عدمي  [10,11]وآخروف في  Tianقدـ 
.  (2.1)طرائؽ الخطوة المتعددة مع استيفدء ليجندر وطرائؽ رانج كوتد لمحؿ العددي لمنظومدت خطية مف الشكؿ

متعددة الخطوات التقميدية لمحؿ العددية  Bellmanخوارزمية  9149عدـ  [3]في  Ha & Mehrmannاستخدـ 
دراسة تحميمية للاستقرار مف نمط منظومدت  2016عدـ  [5]. وقدمت في(2.1)لنموذخ خطي غير متجدنس مف الشكؿ

 ىديسنبيرغ.
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طرائؽ أولر  [8] 2014 وآخشوٌ عاو Sunفقدـ  (1.1)كمد تـ تقديـ عدة طرائؽ لحؿ نمدذج مف الشكؿ غير الخطي
صيغ التفدضلات التراجعية حيث وضعوا بعض الشروط لضمدف استقرار  [9] 2016عدـ  Sunالضمنية وكذلؾ قدـ 

خصدئص قدبمية الحؿ والاستقرار الآسي الضعيؼ لنموذج مف  9142عدـ  [4]في   Haوتقدرب تمؾ الطرائؽ. درس 
 .(2.1)الشكؿ الخطي 

 
 :أىمية البحث وأىدافو

 مظواىر الطبيعية وتفسيرىدليد لوصف ىدمو جداً نظراً تعد المعددلات التفدضمية الجبرية المتأخرة نمدذج ريدضية        
المجدلات مثلا التطبيقدت  شتىتندولتيد الدراسدت العممية الحديثة في حيث عديد مف تطبيقدت الحيدة الحقيقية الواقعية، لم

. الخالطبية وعمـ الأحيدء، وحركة السكدف، والكيميدء، الاقتصدد، المزوجة ، الفيزيدء، والميكدنيكد، والعموـ اليندسية، 
بغية لدراسة الاستقرار العددية ووضع شروط ضرورية لضمدف الاستقرار القوي لتقنية عددية شرائحية ييدؼ ىذا العمؿ 

. في تحقيؽ الاستقرار والدقة العددية ؿليذه المنظومدت خدصة وأف طرائؽ كثيرة تفشمستقرة ومتقدربة ية حموؿ عددإيجدد 
.  كمد ويتجمى والرسوـ البيدنية العددية عدلية المستوى لإيجدد النتدئج Mathematica:11لغة البرمجة  استخداـ يتـ

وتزويد البدحثيف وطلاب الدراسدت العميد بمعمومدت  ىدفند بشكؿ أسدسي في دعـ وتطوير البحث العممي في جدمعدتند
 إضدفية مف الندحيتيف النظرية والتطبيقية.

 
 :طرائق البحث ومواده

تعتمد طرائؽ البحث عمى بعض المفدىيـ والمبرىندت الأسدسية في نظرية التقريب مثؿ فضدء التقريبدت بكثيرات       
عدد مف المراجع العممية في الجبر الخطي، وكذلؾ تـ الاطلاع عمى  حدود بدلإضدفة إلى بعض الأسدسيدت والمبرىندت

ستفددة مف لاالمتأخرة لالجبرية نمدذج مف نمط المعددلات التفدضمية لالعددي  الحؿ تقنيدتالحديثة التي تطرقت لبعض 
C الفضدء حدود شرائحية في تذا تـ اختيدر فضدء التقريب بكثيراك، وىوالمقدرنة معيدالمزايد الايجدبية 

تـ إجراء ىذا .  4
 .2012وكانون ثاني  2012آب الفترة الواقعة بين جدمعة تشريف في  -كمية العموـ-البحث في قسـ الريدضيدت

 Spline Collocation Technique : ةيحائشر تجميع  تقنية 2.
]0,[ لأجؿ المعددلات التفدضمية الجبرية دتالتقريبدت الشرائحية عمى منظوم ؽيطبلت        TIt  ،نفرض أفس
T لأجؿ عدد صحيح موجب ،،  لنأخذوnihit i )1(0,   0,[َماط ذجضئح يُرظًح نهًجال[ TI  ،

I][يجال جضئً  n إنى 1 iii ,tt نٍكٍ وmh /  ً0عُذئز لأجم أي طىل كم يجال جضئ خطىج وh  ذحمك

0 h ٌٌكى mn  .4[7] التدسعةالدرجة  مف ةيحائالشر  كثيرة الحدود لنأخذ 
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)(/, 1]1,0[إٌحٍس ، Ii فً كم يجال جضئً    htt i، انرشيٍض4سرخذو َانرعثٍش  ونرثسٍظ 
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 :كثيرة الحدود نحصؿ عمى، tبدلنسبة لػ ( 1.2وبدشتقدؽ الدالة )
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 :[7] تجميعالشرائحية خمس نقدط  التقنيةتستخدـ 
hztt jijzi  , 5)1(1j                                       (4.2) 

],,[0)1(-1فً كم يجال جضئً  1 nittI iii   ، 4يشذثح كاَذًتخًس وسطاء ذجًٍع وذشذثظ ذهك انُماط 

10 54321  zzzzz                                       (5.2) 

Ttt، و طىل انخطىج h=T/nحٍس   n0 ,0. 

 :رؼ كدلآتيعتُ فوؽ كؿ مجدؿ جزئي tSi)(شريحة يوجد ،وبشكؿ عدـ
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 :الآتية الشروطتحقؽ ىذه الشرائح 
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 المشتقدت.إلى درجة  iiiفي البند  rويرمز 
-(2.1)انًحذدذٍٍ تانًعادنرٍٍ رٍٍانًسأن هىع(4.2)-(5.2)انرجًٍع يع َماط  (1.2)-(3.2) يةالشرائح التقريبدت ؽيطببتو 

 4نذٌُا ٌُرج،   (1.1)
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 Stability and Convergence:الاستقرار والتقارب 3-

 :(7.2)َحراج نرطثٍمها عهى ًَىرج يعٍاسي يٍ انشكملمتقنية الشرائحية  P-لاستقرارلدراسة ا
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 دلآتي.تعطى ك (7.2)انًُظىيحوانًصفىفاخ فً  ،ىو ثدبت موجب اختيدرية والتأخير  ,Cqحيث 
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 :ةالآتينحصؿ عمى منظومة المعددلات ( 1.3)المعيدري في النموذجنقدط التجميع  مع يةالشرائحالتقريبدت وبدستبداؿ 
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1111تعطى المصفوفدت و، 55 القيدسمصفوفة صفرية مف  O حيث ,,, ABAB كدلآتي: 
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10إذا تحققت المتراجحدت(:1ملاحظة) 4321  zzzz ،( موجودة 2.3التكرارية ) المعددلات منظومة تكوف
,11تيف لمصفوفا يلأف محدد اً وحيد وتممؾ حلاً دائمدً  BAكمد سنجد يفغير صفري: 
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( ̂  ̂  ̂  ̂ )(        )

 (     )(     )(     )(     )(     )(     )0 

4jjحيث zz 1ˆ،j=1(1)5. 

إذا كدف تحت  P-( إنيد ذات استقرار4.9نموذج الاختبدر )عمى يقدؿ عف طريقة عددية مطبقة  ]6[:(4تعريف )
)Re(||الشرط  q  0الحؿ العددي الشرائحي)( ixS عندمدix  ميمد تكفh  تحقؽhm~,

m~. 
فإذا رمزند بػ      

PSلمنطقة الاستقرار-P  حيث تعرَؼ ىذه المنطقة بأنيد مجموعة جميع النقدط ،),( hqh  مف
 المستوي التي مف أجميد تكوف التقنية الشرائحية مستقرة.

)()(، hm  4حيث mhxSxS
jj zizmi   ،],[ 1  mimizmi xxx

j
 ،qhvhu  ,. 

 بدلشكؿ: (2.3) المنظومة الخطية كتدبة نعيد
ii SvuGSvuW ˆ),(ˆ),( 1     ,i=0(1)n-1                                                  (3.3) 

 حيث:
T

miii SSS ),(ˆ
111   , 

T

miii SSS ),(ˆ
 , 

 BAvuW ,Diag),(  ,  BAvuG ,Diag),(  . 
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 حيث:
),(),(),(تدعى      1

vuGvuWvug
 ،لتقنية التجميع الشرائحية. دالة الاستقرار 

qhvhuوىكذا وفقدً لمتعريؼ فإف  , تنتمي إلى منطقة الاستقرار-P بمعنى أف ،
PSvu ),(  إذا كدنت القيـ

),,(1)1(10المميزة  kvuk :لمسألة القيمة المميزة المعممة 



   Sciences Series .Tishreen University Journal. Bas 9143( 9) العدد( 14) العموـ الأسدسية المجمد.  مجمة جدمعة تشريف

 

journal.tishreen.edu.sy                                                     Print ISSN: 2079-3057  , Online ISSN:2663-4252 

411 

0,).,().,(  xxvuGxvuW                                                         (4.3) 

 تقع داخؿ قرص الواحدة، أي إذا تحققت الشروط:
10)1(1,1|),(|  kvuk .                                                                  (5.3) 

)det),(),((0لنأخذ  vuGvuWعندمد ( وندرس السموؾ المقدرب1.9المميزة لممسألة ) المعددلة
 vu جراء العديد مف الاختبدرات العددية استطعند الحصوؿ  ،Mathematica11 برندمج بدستخداـ , وا 

ندرج وتحقؽ الاستقرار لمطريقة و  (5.3المتراجحة )مف أجميد تتحقؽ  وسطدء التجميعقيـ بعض التحديدات المندسبة لعمى 
 :التحديداتفيمد يأتي أفضؿ ىذه  

                               :   التحديد الأول لوسطاء التجميع
                                :   لوسطاء التجميع الثانيالتحديد 

 (.1في الجدوؿ)نحصؿ عمى القيـ المدرجة التحديد الأوؿ لوسطدء التجميع ( 4.3)ممسألة لقيـ المميزة  الحسدب بو 
 القيم المميزة لمسألة القيمة المميزة المعممة(: 1انجدول)

0.00127522 1   0.0491798- 6   

7-2.18504 2 E  0.0000238-  7   

17-5.37709E 3   3-7.538770E- 8   

7-2.70671E4   143.7654E9   

0.875471 5   010 
 

ولتحديد منطقة الاستقرار 
PSنعيف المنحني الحدودي لمجموعة  (1.3)لمطريقة الشرائحية المطبقة إلى مسألة الاختبدر

)},{(نقدط الاستقرار vu 0في المستويuv تحت الشرط  ،)Re(|| uv :وفقد لػ 
0)),(),(det(

I
 vuGvuWe


, 1 ، بدستخداـ الأمر الرسومي وRegionPlot  في برندمج

Mathematica11  الاستقرار طؽومند (1)-(4)الأشكدؿ فيدالة الاستقرار نرسـ-P مف  طؽ المظممةدوىي المن
قيـ وسطدء توضّع بحسب صغيرة وكبيرة  مف الاستقرار مختمفة، ومف الواضح أف الطريقة ترسـ مسدحدت المستوي
 .التجميع

ترسميد دالة الاستقرار لمتقنية الشرائحية عندمد يتـ إعطدء  P-مف الاستقرارأكبر مسدحة أف  (1)-(4)تبيف الأشكدؿ
 .                               :   التحديد الثاني وفؽ وسطدء التجميع 
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                             باستخداو انوسطاء :نهطريقت  P-الاستقرار ينطقت  :(4انشكم)

 

 
                             باستخداو انوسطاء :نهطريقت  P-:ينطقت الاستقرار (9انشكم)
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                               باستخداو انوسطاء :نهطريقت  P-:ينطقت الاستقرار (3انشكم)

 

 
                                 باستخداو انوسطاء :نهطريقت  P-:ينطقت الاستقرار (1انشكم)

 

 Consistent :الاتساق

رتبة م( مف الConsistent) متسقةإنيد  (1.3)مطبقة عمى منظومة الاختيدر  عددية عف طريقة يقدؿ: [7]( 2)تعريف
p  إذا كدف)(|||||| 1

0



 


p

ii hOmax
ni
 حيث ،i  الموضعي لمطريقة عالاقتطدىو خطأ. 
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])0,([])0,([: بفرض أف(9) نتيجة 1010
TCTCy  ، طريقة التجميع الشرائحية المطبقة عمى عندئذ فإف

 .التاسعةرتبة ممف الو  متناسقة( مع خمس نقدط تجميع تكوف 1.3المسألة)
),()(]0,[أف: بفرض الإثبات 10

21 TCtyty   حيثT
tytyty ))(),(()( 21 (1.3)الحؿ لمسألة الاختبدر  ةدال 

)(أف  و،  ,kii   10مف الفضدء متجو
R،  في كؿ ( 2.3ممنظومة )ل المقتطععندئذ يمكف الحصوؿ عمى الخطأ

],,[0)1(-1مجدؿ جزئي  1 nittI iii   :بدلشكؿ
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        (6.3) 

 الآف، بدستخداـ منشور تديمور:

],[),()(
!

)( 1

10)(
9

0





 ii

k

i

k

r

k

k

r ttthOty
k

h
ty  

 (6.3)وانرعىٌض فً انًُظىيح  z1 = 0.75; z2 = 0.8; z3 = 0.95; z4 = 0.99وسطاء انرجًٍع  تاسرخذاوأٌضاً و
 نحصؿ عمى:

)(34127.5|||||| 10106

, 10
101

hOhmax Ciki
k

 

 



 

||)(,||],[حيث  1

)10(

101



 ii

k
ttttyMaxC . 

 n تعذ [T,0]ًجال ان كايم عهى انخطأ انشايموٌحسة شذثح انعاششج ًيٍ ان itانًىضعً عُذ انًمرطع أٌ انخطأ َجذ
 4كدلآتي خطوة

)()()(.|||||||| 91010
hOhO

h

T
hOnnE i   

 
 وهى انًطهىب. انتاسعتشذثح ًويٍ ان يتناسقت انًمرشحح ٍححئانششا فانرمٍُح إرٌ

  :Numerical Resultsالعددية النتائج-4

مطريقة الشرائحية ل العددية دقةالو تقدرب الو ستقرار الا لتوضيح خطية وغير خطية اختبدرات مسدئؿ أربعنقدـ      
مختمفة في مراجع  خرىالأ طرائؽال بعضمع  لنتدئج طريقتند الشرائحيةت دمقدرنكمد سنقوـ بإجراء . ترحةالمق

 . Mathematica11البرمجة ـ لغةبدستخدا ىدتنفيذمج الطريقة و ابر كتدبة ت تم  .[1,3,9,11]
 ]9[ًرأخشج انجثشٌح انرفاضهٍح انًعادنح يُظىيح اناخرثاسَا الأول  نٍك4ٍ (4)يسانت
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,(,]0,2[4بتدائيةلااالتأخير دالة  حيث تعطى 222

2

2

1 (
2

1
)()( 

 t
ttt eetet  

 التراجعية التفدضلات ةونقدرف نتدئجند مع نتدئج طريق والمطمؽ في الخطأالشرائحي الحؿ ونحسب  الشرائحية نطبؽ الطريقة

BDF [9] ،والأخطدء  الحؿ الدقيؽو  الحؿ الشرائحي (5)-(8)الأشكدؿنرسـ في  .(2في الجدوؿ)المقدرندت نتدئج  وندرج
تبيف نتدئج المقدرندت والرسومدت  .]0,2[وتأخير زمني في المجدؿ  [0,5]في المجدؿ  2.0hبخطوة المطمقة 

 .إلى حد كبير مع الحؿ الدقيؽ والبيدنية لمحؿ الشرائحي إلى أفضمية نتدئجند وتطدبق
 

 .مختمفة h خطواتبـ أخرى طريقة( لمطريقة المقترحة مع 1)المسألةالأخطاء المطمقة في كبر أمقارنة : (2الجدول)
 انطشٌمح انششائحٍح انًمرشحح BDF [9]طشٌمح انرفاضلاخ انرشاجعٍح  

h |)(| ii txxMax  |)(| ii tyyMax  |)(| ii txxMax  |)(| ii tyyMax   

0.1 4.2 E-3 1.75 E-2 1.04916 E -14 5.32907 E-15 

0.01 4.83 E-5 2.03 E-4 5.88418E -15 3.55271 E-15 

0. 001 4.90 E-7 2.05 E-6 1.44328 E -15 1.33227 E-15 

0.0005 1.23 E-7 5.14 E-7 8.88338 E -16 6.44089 E-16 

0.00025 3.06 E-8 1.29 E-7 7.55112 E-17 1.55112 E-16 

  

 

 .h=0.2( بخطوة 1)نهًسأنتــــــــــــ x(t)الدقيقالحل و (: الحل الشرائحي التقريبي(5الشكل

1 2 3 4 5
t

0.2

0.4

0.6
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1.0

x
SplineSolutions and x
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 .h=0.2( بخطوة 1)نهًسأنتــــــــــــ y(t)الدقيقالحل و  (: الحل الشرائحي التقريبي(6الشكل

 

 .h=0.2( بخطوة 1)سألةلمم x(t) ـل الحل الشرائحيالخطأ في (: (7الشكل

 

 .h=0.2( بخطوة 1)سألةلمم y(t) ـل الحل الشرائحيالخطأ في (: (8الشكل

 4 ]2[في المسألة غير الخطية الثدنياختبدرند 4 (9)يسأنت

]0,[,
2

1
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و  BDF[9]التفدضلات التراجعية  ونقدرف نتدئجند مع نتدئج طريقة الشرائحيونحسب الحؿ  الشرائحية نطبؽ الطريقة    
الحؿ مع  الحؿ الشرائحيمقدرندت  (9)-(12)الإشكدؿ (. نرسـ في 3في الجدوؿ) وندرج النتدئج  [9]طريقة اولر الضمنية

دت والرسومدت مقدرنتبيف ال .2وتأخير زمني  [0,5]في المجدؿ  h=0.2بخطوة والأخطدء المطمقة فييد الدقيؽ 
 .ية نتدئجندأفضمالبيدنية إلى دقة و 

 
 .[9]ائق أخرى في المرجع قترحة مع طر طريقة المالمقارنة (: 3الجدول)

 انطشٌمح انًمرشحح انحم انذلٍك
طشٌمح انرفاضلاخ 

 BDF [9]انرشاجعٍح 

طشٌمح اونش 

 t [9]انضًٍُح
y(ti) x(ti) yi xi yi xi yi xi 

0.430354 0.860708 0.43035398822 0.86070797642 0.4304 0.8607 0.4363 0.8725 0.1 

0.370409 0.740818 0.37040911034 0.74081822068 0.3701 0.7403 0.3806 0.7613 0.2 

0.318814 0.637628 0.31881407581 0.63762815162 0.3186 0.6371 0.3321 0.6642 0.3 

0.274406 0.548812 0.27440581804 0.54881163609 0.2742 0.5484 0.2898 0.5795 0.4 

0.236183 0.472367 0.23618327637 0.47236655274 0.2360 0.4720 0.2528 0.5056 0.5 

0.203285 0.40657 0.20328482987 0.40656965974 0.2031 0.4063 0.2206 0.4412 0.6 

0.174969 0.349938 0.17496887455 0.34993774911 0.1748 0.3497 0.1925 0.3849 0.7 

0.150597 0.301194 0.15059710595 0.30119421191 0.1505 0.3010 0.1679 0.3358 0.8 

0.12962 0.25924 0.12962013032 0.25924026064 0.1295 0.2590 0.1465 0.2930 0.9 

0.111565 0.22313 0.11156508007 0.22313016014 0.1115 0.2230 0.1278 0.2557 1.0 

0.0826494 0.165299 0.08264944411 0.16529888822 0.0826 0.1652 0.0973 0.1946 1.2 

0.0612282 0.122456 0.06122821412 0.12245642825 0.0612 0.1224 0.0741 0.1482 1.4 

0.045359 0.090718 0.0453589766 0.09071795328 0.0453 0.0906 0.0564 0.1128 1.6 

0.0336028 0.0672055 0.03360275636 0.06720551273 0.0336 0.0672 0.0429 0.0859 1.8 

0.0248935 0.0497871 0.02489353418 0.04978706836 0.0249 0.0497 0.0327 0.0654 2.0 

 

 
 .h=0.2( بخطوة 2)نهًسأنتــــــــــــ x(t)الدقيقالحل و  (: الحل الشرائحي التقريبي(9الشكل
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 .h=0.2( بخطوة 2)نهًسأنتـ ـــــــــــ y(t)الدقيقالحل و (: الحل الشرائحي التقريبي(10الشكل

 

 .h=0.2( بخطوة 2)سألةلمم x(t)لـ  الحل الشرائحيالخطأ في (: (11الشكل

 

 .h=0.2( بخطوة 2)سألةلمم y(t)لـ  الحل الشرائحيالخطأ في (: (12الشكل
 

 4]3[انرفاضهٍح انجثشٌح انًرأخشج  اَذٍحانًعادلاخ يُظىيح نُأخز  :3مسألة 
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نرسـ في الإشكدؿ  .(4وندرج النتدئج في الجدوؿ) دلحؿ الشرائحيالخطأ المطمؽ بنطبؽ الطريقة الشرائحية ونحسب 
 [0,10]في المجدؿ  h=0.2مقدرندت الحؿ الشرائحي مع الحؿ الدقيؽ والأخطدء المطمقة فيو بخطوة  (13)-(15)
بطريقة الخطوات المتعددة  h=0.01( الحؿ العددي والخطأ المطمؽ فيو بخطوة (16يبيف الشكؿ .1وتأخير زمني 

 .النتدئج دقيقة وجديرة بدلاىتمدـتوضح المقدرندت والرسومدت إلى أف . Bellman [3]لػ 

 

 .1وتأخير  h=0.2( بخطوة 3) سأنتنهً x1,x2 نـ  (: انحم انشرائحي انتقريبي(13انشكم

 

 

 .1وتأخير h=0.2( بخطوة 3نهًسأنت ) x1 (: انخطأ انًطهق نهحم انشرائحي نـ(14انشكم

 

 

 .1وتأخير h=0.2( بخطوة 3نهًسأنت ) x2 (: انخطأ انًطهق نهحم انشرائحي نـ(15انشكم
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 .Bellman [3]بطريقة الخطوات لـ  h=0.01بخطوة  ( 3)سألةلمم الحلفي المطمق الخطأ الحل العددي و (: (16الشكل

 
 

 .1 سألةلماعمى  مطبقةالمقترحة لمطريقة بالحل الشرائحي الخطأ المطمق (: 4الجدول)
 x2 tالخطأ المطمؽ في  x1 فيالمطمؽ الخطأ 

1.66533 E -15 1.000E-18 0.2 

9.54792 E -15 1.000E-18 0.8 

3.95239 E -14 1.000E-18 1.6 

5.37348 E -14 1.000E-18 2.0 

4.70735 E -14 1.000E-18 2.6 

4.17444 E -14 1.000E-18 3.0 

2.75335 E -14 1.000E-18 3.8 

1.95399 E -14 1.000E-18 4.4 

7.10543 E -15 2.22045 E-16 5.0 

1.000 E -18 1.000E-18 5.8 

1.95399 E -14 1.000E-18 6.6 

3.64153 E -14 1.000E-18 7.4 

4.61853 E -14 1.000E-18 8.0 

5.86198 E -14 4.44089E-16 8.8 

4.08562 E -14 1.000E-18 9.4 

2.13163 E -14 1.000E-18 10 

 

 4]1[ويعادنح جثشٌح شجذفاضهٍح يرأخ يُهاشلاز أستع يعادلاخ يؤنفح يٍ  يُظىيرُا الأخٍشج:(4)مسألة

,))exp()(sin(0

,))sin()((

),sin()(cos

0,))sin()((sincos)sin1(

1

2

23

22

2

221

tytx

ttxyx

ttxtx

tttxttytxx















       

  بتدائية:الاقيـ وال ،ثدبت تأخير معموـ 0حيث 
x1(0)=0, x2(0)=0, x3(0)=1 

4ttxt      الابتدائيةالتأخير دالة مع  sin)()( 2 ,       0t ، 

)exp()(),exp()(,sin)(),exp(cossin)( انحم انرحهٍه4ً 321 ttyttxttxttttx  

( َرائج يماسَاخ أكثش الأخطاء انًطهمح فً انحم 5وَذسج فً انجذول) انًمرشححَحسة انحم انششائحً تانطشٌمح         

( الأخطاء انًطهمح فً انطشٌمح انششائحٍح 6َسجم فً انجذول) .[1]غىص نٍجُذس-انششائحً يع طشٌمح ساَج كىذا

 .[0,10]فً انًجال  h=0.4انًمرشحح تخطىج 
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فً  h=0.1يماسَاخ انحم انششائحً يع انحم انذلٍك والأخطاء انًطهمح فٍه تخطىج  (17)-(20)َشسى فً الإشكال  

ٌظهش فاسق ٌزكش تٍٍ  حٍس لا ،ذرضح دلح انطشٌمح انًمرشحح انُرائج تًماسَح. 25.0وذأخٍش صيًُ  [0,2]انًجال 

  وذطاتك انذساسح انُظشٌح يع انرطثٍمٍح. حطشٌمنه وهزا ٌؤكذ الاسرمشاس وانرماسب انحم انششائحً وانحم انذلٍك
 

 .[1]أخرى في المرجع  الطريقة المقترحة مع طريقةأكبر الأخطاء المطمقة في مقارنة (: 5الجدول)
 [1]غىص نٍجُذس-طشٌمح ساَج كىذا انًمرشحح انششائحٍحانطشٌمح 

H 
 y  x3  x2  x1  y  x3  x1 

7.99361E-15 4.44089E-15 7.77156E-15 5.32907E-15 8.8 E-4 5.5 E-8 1.9 E-9 0.25 

3.55271E-15 3.9968E-15 3.66374E-15 2.2482E-15 1l E-4 7.9 E-11 2.8 E-11 0.125 

2.88658E-15 1.9984E-15 2.55351E-15 6.66134E-16 1.8 E-2 .67e-3 2.3 E-3 0.05 

2.22045E-16 1.33227E-15 3.05311E-16 2.22045E-16 9.2 E-2 .17e-3 6.5 E-4 0.025 

 

 .[0,10]في المجال  h=0.4بخطوة المقترحة الشرائحية الطريقة الأخطاء المطمقة في (: 6الجدول)
 y  x3  x2  x1 T 

1.02141 E-14 6.81677 E-14 1.03251 E-14 1.13187 E-13 0.4 

2.75335 E-14 1.00364 E-13 2.74225 E-14 1.23457 E-13 0.8 

5.01821 E-14 2.13607 E-13 5.05151 E-14 1.88072 E-13 1.2 

6.12843 E-14 3.13527 E-13 6.07292 E-14 2.43472 E-13 1.6 

8.52651 E-14 5.44453 E-13 8.63754 E-14 4.04121 E-13 2.0 

8.52651 E-14 7.51399 E-13 8.26006 E-14 5.52447 E-13 2.4 

9.23706 E-14 1.13332 E-12 8.98726 E-14 8.43992 E-13 2.8 

2.13163 E-14 3.03402 E-12 1.64313 E-14 2.44776 E-12 3.6 

4.9738 E-14 3.21876 E-12 3.85247 E-14 2.42795 E-12 4. 

1.13687 E-13 1.34435 E-11 9.62563 E-14 1.08373 E-11 5.2 

4.54747 E-13 3.6664 E-11 3.99902 E-13 3.07617 E-11 6.0 

1.13687 E-12 1.39153 E-11 1.21148 E-12 1.20277 E-11 7.2 

1.36424 E-12 2.57387 E-11 1.54732 E-12 2.15227 E-11 8.0 

2.36469 E-11 6.43922 E-11 2.31046 E-11 5.08991 E-11 9.2 

4.00178 E-11 3.0559 E-11 3.3513 E-11 7.90146 E-13 10 

 
 

 .h=0.1( بخطوة 4)سألةلمم ـx2,x1لـ  الدقيق ـــــــــــالحل و   (: الحل الشرائحي(17الشكل
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 .h=0.1( بخطوة 4)سألةلمم x3, yالدقيق ـــــــــــ لـ الحل و   (: الحل الشرائحي(18الشكل

 

 .h=0.1( بخطوة 4)سألةلمم x2,x1لـ  انحم انشرائحي انًطهق في(: انخطأ (19انشكم 

 

 .h=0.1( بخطوة 4)سألةلمم y,x3لـ  انحم انشرائحي انًطهق في(: انخطأ (20انشكم 
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 :التوصيات الاستنتاجات و
مف المعددلات التفدضمية  لممنظومدتدراسة الاستقرار لتقنية عددية تيدؼ لإيجدد حموؿ عددية مستقرة ومتقدربة  تتم   

 .-pالجبرية المتأخرة. تـ تحديد الشروط اللازمة عمى وسطدء التجميع لرسـ أكبر مسدحدت مف الاستقرار
 في مراجع موجودةاختبدر مسدئؿ أربع بحؿ المقترحة  تقنيةلم الاستقرار والتقدربلتأكيد اختبدرات عددية  إجراءتـ 

إلى أف طريقتند  (20)-(5الأشكدؿ ) (6)-(2النتدئج المدرجة في الجداوؿ)و المقدرندت أشدرت حيث  ،[1,3,9]مختمفة
غوص -طريقة رانج كوتدو   [9]، و طريقة اولر الضمنيةBDF [9]طريقة التفدضلات التراجعية  :تفوقت عمى

شرائحي يتطدبؽ إلى حد ؿ ح تقدم المقترحةالتقنية أف  جميدً تبيف  ولقد .Bellman [3]طريقة الخطوات لػ و ، [1]ليجندر
 .الاستقرار والتقدرب دمد يؤكوىذا  الدقيؽكبير مع الحؿ 

نظراً لمفعدلية والدقة العدلية التي قدمتيد التقنية الشرائحية في إيجدد الحؿ العددي لمسألة المعددلات التفدضمية        
لمسألة المعددلات  ةالعددي وؿجدد الحمالمتأخرة الخطية وغير الخطية ، نوصي بتطوير تقنية شرائحية لإيالجبرية 

 .العشوائية مسألة المعددلات التفدضمية المتأخرةو ، وكذلؾ الجبرية العشوائيةالتفدضمية 
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