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1. Bevezetés

Az ISO 5725-2:1994 [4] szabvany olyan laboratoériumi korvizsgalatokkal
foglalkozik, melyeket azért végeznek, hogy statisztikai uton megbecsiiljék a
mérés szdérasanak két Osszetevdjét: az ismételhetoség korilményei kozott a
laboratériumon beliili, illetve a laboratériumok kozotti komponensét. Ez a
modszer olyan mérési eredményeket feltételez, ,,melyek kozelitdleg normal
eloszlastiak” (ISO 5725-2, 1.4). Az elméleti szérds, o becslésére a minta
,,S  szorasat hasznaljak.

El6fordulhat, hogy a vizsgalt x jellemzd normal eloszlasanak feltételezése
kétséges, vagy tudjuk, hogy az nem normdl eloszldsu. Mindkét esetben
felmeriil a kérdés, hogy ha az eloszlas nem normal, vajon az ,,S” tapasztalati
szords a o elméleti szorasnak robusztus becslése-e, azaz még mindig jo
becslése o-nak, vagy nem az. Ha nem elég jo a becslés, akkor felmeriil a
kérdés, lehet-e az adott helyzetben jobb becslést taldlni.

A 2. fejezetben a becslés pontossdganak két mértékét vezetjiik be (torzitas és
precizitas), a 3. fejezetben a normal eloszlastol valo eltérés két kiilonbozo
helyzetét kiilonboztetjiik meg. A 4. fejezetben a normal eloszlastdl valo eltérés
esetén o becsléseivel, azok pontossdgaval és robusztussdgaval foglalkozunk.
Az 5. fejezetben bemutatjuk az ISO 5725-2 megkozelitését a mérési mddszer
precizitdsanak meghatdrozasara, a 6. fejezetben ennek alternativdjat mutatjuk
be az ,S” szoras robusztus alternativajaként a Rousseeuw féle Q,
alkalmazasaval.

2. A becslések pontossaga

Vegyiik azt a helyzetet, hogy egy népesség 0Osszetevdinek ,,x” jellemzdje
érdekel minket, és ennek a jellemzonek az eloszlasat szeretnénk leirni egy vagy
tobb paraméterrel.

Példak:

a) A 2004-ben Berlinben ¢10 (népesség) férfiak (egyedek) tomege
(jellemzo6): érdekel minket az ,,atlagtémeg , és a ,,tomeg szdrasa, o”

b) 50 adag vaj (darab) viztartalma (jellemz6) egy tételben vagy
szallitmanyban;
szeretnénk tudni ,,u atlagos viztartalmat” és ,,a viztartalom o szorasat”
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Hogy az altaldban nem ismert y és o paraméterek becslésére statisztikai
modszereket alkalmazhassunk, leggyakrabban azt feltételezziik, hogy az X
jellemzd eloszlasa a populdcioban normal (Gauss eloszlas).

A minta atlagat
nes

hasznaljuk a x becslésére, a minta szorasat

1 . —\2
s—\/ﬁ;(xi -X)

pedig a o becslésére, és a minta szordsnégyzetét s°-et az elméleti variancia
2 o
o° becslésére.

Hogy irhatjuk le ezen a becslések pontossagat? Két egyszerti megfontolasbol
indulunk ki:

a) Amikor populdcionkbol egy n méretli mintat kivalasztunk, X -re (és s-re) egy
partikularis értéket kapunk. Ha egy masik (n méretli) mintat valasztunk ki,
legnagyobb valdszinliséggel mas X (és mas S) értéket fogunk kapni és igy
tovabb: a i X becslései ugyanabbdl a populdciobol ismételt mintavétel mellett
eloszlast mutatnak. X -nek ez az eloszldsa jellemz6 alakkal és paraméterekkel
rendelkezik: X atlag értéke, X szordsa és mas értékek. X eloszlasdnak a tipusa
¢s paraméterei nem csupan az n mintamérettél fiiggenek, hanem az X
jellemz6 eloszlasanak tipusatél is. Igy ha le akarjuk irni X mint p becslésének
pontossagat, nem elég, ha csak X egy értékét nézziik €s hasonlitjuk 6ssze p-
vel, mert tudjuk, hogy X kovetkez6 értéke kiilonb6zo lesz. Ehelyett meg kell
vizsgdlnunk X eloszlasat, kiillonosen pedig annak paramétereit. Ugyanez a
helyzet az s értékkel, mint o becslésével.

b) X helyett haszndlhatndnk a medidnt, azaz a legkisebbtdl a legnagyobbig
elrendezett minta k6zépso értékét.

X
&
X=
—| X \+X n=2,4,6,...
2[@ (SHJJ

ahol x¢) jeloli az i-edik legkisebb minta értéket, mint p becslését.
Ugyanabbdl a populacidobol torténd ismételt mintavételnél x-re kiilonbozd
értékeket kaphatunk, x-nek eloszlasa van, amely Xeloszlasahoz hasonlodan,
fiigg az n mintaszamtdl és x eloszlasatol. Mivel x altalaban kiilonbozik X -tél,
X eloszlasa is kiilonbozik X eloszlasatol. gy ha 6ssze akarjuk hasonlitani x és
X pontossagat, mint ugyanannak a p-nek a becsléseit, meg kell vizsgdlnunk
azok eloszlasat, kozelebbrdl az eloszlasok paramétereit.

n=3,5,7,...
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1. sz. szimulacios Kisérlet:

Hasznéljuk az S-PLUS statisztikai programcsomagot a szimulacios
kisérlethez. N=1000 mintdb6l n=10 méretii mintat vesziink egy standardizalt
normal eloszlasbdl (az atlag n=0, a széras c=1) és minden mintdra kiszdmitjuk
X -et és x-et (1. abra). Egy-egy gyakorisagi eloszlast kapunk x-re és x-re, ezek
lathatok az alabbi hisztogrammokon. Ezen kiviil kiszamitjuk X és x atlagat és
szorasat, amit a kis négyzetekben tiintettiink fel a hisztogramokon. Azonnal
lathatjuk, hogy mindkét becslésnek van egy atlagértéke, amely koriilbeliil
egyenld p-vel; azt mondjuk, hogy X és X a p torzitatlan becslései. x eloszlasa
azonban szélesebb, mint X-¢é, vagy a szdérasokat tekintve, X szérasa koriilbeliil
20 %-kal nagyobb, mint X-¢é, azt mondjuk, hogy p x becslése kevésbé pontos,

mint az X becslés.
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1. abra: Szimulaciods Kkisérlet standard normal eloszlasra,
N=1000 mintabdl n=10 kivalasztasara

Ezen kiviil az N=1000 minta mindegyikére kiszamitottuk az s szdrast és az
R=Xpax-Xmin tartomanyt, azaz a legnagyobb é&s a legkisebb mintaérték
kiilonbségét. A 2a és 2b dbra mutatja ezek gyakorisdgi eloszlasat és a kis
négyzetekben datlagukat és szordsukat. Azonnal lathatjuk, hogy s a o
torzitatlan becslésese (elméletileg kimutathatd, hogy ez is torzitott, de a
torzitas mértéke valdjaban nagyon kicsi), mig R erdsen torzitott, atlaga 3,021
azaz haromszor akkora, mint c=1. Elméleti alapon beldthatd, hogy X normél
eloszldsa esetén R atlaga 3,078c (ha n=10). igy ha minden R-t 3,078-cal
elosztunk, megkapjuk o torzitatlan becslését. A 2c¢ dbra mutatja az R/3,078
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gyakorisagi eloszlasat. Ez az eloszlas szélesebb s-énél (2a &bra): R/3,078
torzitatlan, de kevésbé pontos becslése o-nak.

2k
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2. abra: Szimulacios kisérlet standardizalt normal eloszlas mellett
minta vételére, N=1000 , n=10
Definicidnk szerint: Egy t paraméter T becslése torzitatlan, ha eloszlasanak
E(T)=pr atlaga(varhato értéke) t-val egyenld,

E(T)=r.
Mas esetben torzult, és a torzulasa
b=E(T)-7

A 1 paraméter T, torzitatlan becslése kevesbé preciz, mint a T, torzitatlan
becslés, ha o7, szorasa nagyobb T, szoérasanal, o r1,-nél. T; relativ
hatékonysaga T,-hoz képest 61.°/or,>. Ez az nl és n2 mintamérettdl fiigg, amin
T, és T, alapul. Egyenld mintaméretnél, ha n;=n,=n, a hatarérték

lim (7-?2 /0'T21

amit T;-nek T,-re vonatkoztatott aszimptotikus relativ hatékonysaganak

neveziink.

Ha wugyanannak a paraméternek két vagy tobb kiillonb6zd becslése 4all
rendelkezéslinkre, nyilvanvaléan azt valasztjuk, amelyik torzitatlan (vagy
legkevésbé torzitott) és a legpontosabb, azaz a legkisebb a szorasa. A becslés
ezen tulajdonsdgai azonban X mogottes eloszlasatol fiiggenek, jelen esetben a
normal eloszlastol.
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3. Eltérések a normal eloszlastol

A normadl eloszlasnak (Gauss-eloszlds) harang alakt a valosziniiség-slirliségi
gorbéje (3a 4dbra). Ez az eloszlasi tipus azonban csak egy a végtelen sokféle
eloszlas kozott. A normalitastdl tipikusan eltérnek a ferde eloszlasok (3b abra,
mely lognormal eloszldst mutat), a hatvanyfiiggvény (cstcsos) eloszlasok, azaz
olyan eloszldsok, ahol nagyon kis €s nagyon nagy értékek nagyobb valdszini-
séggel fordulnak eld, mint a normal eloszlasban (3¢ abra amely Laplace eloszlast
mutat), és a kevert eloszldsok, melyek két vagy tobb eloszlas keverékébdl allnak
(pl. normal eloszlasokébol). (A 3d abra két normal eloszlas keverékét mutatja, a
bal oldaliba esik a minta értékeinek 80%-a, mig a jobba a 20%.)
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3. abra: Az x jellemz6 négy kiilonb6zo eloszlasa

A 3a-3c abrak és a 3d abra bal normal eloszlasanak ugyanaz az atlagértéke,
nu=10, és azonos a szorasa is a:\/E:3.16, azaz csak alakjukban
kiillonboznek.

A kovetkezokben egy ilyen eloszlds paramétereinek két kiilonbozd esetét
vizsgaljuk meg.

a) A 3b és 3c abra esetében a normaltol eltérd eloszlasunk van, de még mindig
az egész eloszlas paraméterei érdekelnek.

b) Az eloszlasok keverésének szdmos lehetdsége koziill egy specidlis esetet
vizsgalunk meg. A kevert eloszlas két eloszlds keveréke: az észlelések
tobbségét magaban foglald els6 egy normal eloszlas (paraméterei i és o), a
masodik, amelybe a megfigyelések csak kis szama esik, egy barmilyen
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tipusu eloszlés, atlaga tavol van u-t6l vagy a szorasa nagyobb o-nal. Ezt az
closzlast kontaminalt normal eloszlasnak nevezziik. Ha ebb6l az
eloszlasbol vesziink mintat, nagyon nagy valdszinliséggel lesznek olyan
megfigyeléseink, amelyek tdvol esnek azon észlelések tobbségétol,
amelyeket normal eloszlasndl varnank. Ezeket az észleléseket kiesdnek
hivjuk. Ilyen kiesd helyzetben nem a kevert eloszlas atlaga és szorasa
¢rdekel minket, hanem csak a nem kontamindlt normal eloszlds u és o
értékei.

Mi kovetkezik ebbdl az X eloszlds paramétereinek becslésére, tekintettel

arra, hogy tipusa nem ismert?

Mivel altaldban azt varjuk, hogy X eloszldsa normal eloszlas, a p-re és o-ra
olyan becsléseket valasztunk, melyek torzitatlanok és pontosak a normalités
feltételezése esetén. Ezen a becslés-csoporton kiviil olyanokat vélasztunk,
melyeknek van még egy tovabbi tulajdonsaga, mégpedig:

e Hogy a gyenge becsléseket elkeriiljiik az A) esetben, azaz olyan eloszlas-
tipusnal, amely a normaltol kiilonbozik, olyan becsléseket keresiink,
melyek megorzik jo tulajdonsagaikat (torzitatlansdg és nagy pontossag)
még akkor is, ha X eloszldsa kissé (nem extrém mddon) kiilonbozik a
normal eloszléastol.

e Hogy a B) esetben elkeriiljiik a gyenge becsléseket, azaz kontaminalt
normal eloszlasndl, olyan becsléseket keresiink, melyek csak a nem
kontaminalt normal eloszlas p és o értékét becslik (torzitatlanul és nagy
pontossaggal) azaz ,kizarjak™ a kiesd megfigyelések befolyasat.

A) esetet konnyl kivitelezni. A statisztika elméletébdl tudjuk a kovetkezdket:

e Xa u torzitatlan becslése minden eloszlastipusnal.

e X normal eloszldsénal az X atlag a i legjobb becslése, azaz a lehetd
legkisebb szorasu.

e s?a ¢ torzitatlan becslése minden eloszlastipusnal: ezért s nem lehet a
o torzitatlan becslése (még normal eloszlds esetén sem), azonban a
torzitas kicsi (n=10 esetén normal eloszlasnal a 0,9730 a o helyett) és
még ha az X eloszlasa kissé el is tér a normalistol , a torzitas még mindig
elhanyagolhato.

e x normal eloszldsa esetén az s° variancia a o legjobb becslése, azaz a
legkisebb szérasu (és gyakorlatilag ugyanez érvényes S-re mint o
becslésére.

4. A o Kieso értékkel szemben robusztus becslései

Az s szoras alternativaiként o harom kiillonb6z0d becslését targyaljuk. A
becslések miitkodésének bemutatasahoz a kovetkezd példat hasznaljuk: vegyiik
a mar rendezett, n=5 eleml mintat: 34, 42, 42, 53, 67 melyet egy olyan normal
eloszlasbol vettiink, melynek jellemzéi: u=50 és o=10. Egy mésodik 1épésben
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véletlenszerlien kivalasztottuk a 41-es minta értéket és a kiesé 410-re
cseréltiik, egy harmadik 1épésben véletlenszertien kivalasztottuk a 67-es mintat
¢s egy masodik kiviilesdvel, a 6700-zal helyettesitettiik, egy negyedik lépésben
pedig mindkét kiesd értéket tizszeresével helyettesitettiik.

1. minta: 34 41 42 53 67

2. minta: 34 42 53 67 410
3. minta: 34 42 53 410 6700
4. minta: 34 42 53 4100 67000

A minta valtozdsdnak mennyiségi leirdsdhoz elsd megkozelitésében a
mintaértékek eltéréseit vizsgdljuk. Az 1. mintdhoz a kovetkezd matrixot
szamoljuk ki:

34 41 42 53 67

34 0 -7 -8 -19 -33
41 7 0 -1 -12 -26
42 8 1 0O -11 -25
53 19 12 11 0O -14
67 33 26 25 14 0

melynek minden minta értékre egy sora és egy oszlopa van, és az i-edik sor
j-edik oszlopaban az ért€k az x —x;. Az eltérések atlaga,

Y-

i=1 j=I

nullaval egyenld, akdrmik is a minta értékei, mivel minden eltérés egyszer
negativ, egyszer pozitiv jellel szerepel. Ezért minden eltérést csak egyszer
vesziink, azaz kitoroljiik az értékeket a matrix atlojaban (a minta értékei ¢és
onmaguk kozotti kiilonbségeket, ami 0) és csak a matrix felsd haromszogét
hasznéljuk és négyzetreemeléssel szabadulunk meg az eldjelektél. Ennek
eredményeképpen kapunk n(n-1)/2 négyzetes eltérést (x,—x;)* a minta értékei
kozott, €s atlagukat hasznaljuk

e 1)/2ZZ(><—x) =3326

i=l j>i

mint a Véltozés (nem szokasos) meroszamét Ha azonban kiszémoljuk a

«yey

s =q/2.

Ez elméleti Gton is bizonyithaté: a minta varianciaja s az 6sszes négyzetre
emelt eltérés atlaga szorozva 's-del. A szdrés

s=+/s> =12.9

annak a normal eloszlasnak a =10 becslése, amibdl a mintakat vettiik.
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Ha kiszdmitjuk s-t a 2, 3 és 4. mintara, 161,9-et, 294,4-et és 29542, 8-at
kapunk, melyek — a kiesd értékek miatt — dramaian folébecslik a o=10-et.
Megfigyelhetjiik, hogy mar egyetlen nagy kiesd érték is hasznalhatatlan S
becsléshez vezet. Ha ez a kiesd érték tart a végtelenhez, az “s” értéke is tart a
végtelenhez.

Egy becslés letorési pontjat gy definidljuk, mint at szélsdségesen nagy
kiesd értékek azon legnagyobb hdnyadat, amely még nem okozza a szoras
végtelenhez tartasat, azaz a becslés elromlasat. Altalaban a letdrési pont fiigg a
mintamérett6l. Az n— oo esetén aszimptotikus letdrési pontnak hivjuk.

S letorési pontja 0: a szords szélsdségesen nem robusztus a kiesd értékekkel
szemben.

Hogy talalhatjuk meg S robusztus alternativait?

Az els6 alternativa megvaltoztatja a minta szorasnégyzetének képletét:

21“

T n-1%
az X atlagot a X mediannal helyettesitve (amely igen robusztus a kiesOkkel
szemben), az eltérések négyzete helyett az eltérések abszolut értékeit hasznalja
(igy a nagy eltérések nem keriilnek tulsulyba a négyzetreemeléssel) és nem az
atlagukat hasznalja, hanem a medidanjukat. A o-nak ez a becslése torzitott:
normal eloszlas mellett 6/1,4826-ad ad. Ennél fogva a torzitassal korrigalt
medidn abszolut eltéres

MAD =1,4826med (|x, — %)

o torzitatlan becslése normal eloszlasi koriilmények kozott. Kozelitési
hatasfoka 36,7%, letdorési pontja 50% (a lehetd legjobb érték). 1, 2, 3 and 4
mintainkra a MAD 11,9; 20,8; 28,2 és 28,2. A kieso értékek a MAD —ot azért
befolyasoljak, mert X valtozik, ha egy X -nal kisebb érték anndl nagyobb
kiesére valtozik.

Egy masodik alternativa ismét a minta értékei egymastdl vald eltéréseinek
matrixabo6l indul ki, és azok abszolut értékét hasznalja. A matrix 1 sora
mindegyikének a medidnjat veszi, majd a medianok medidnjat. Ezt Rousseeuw
¢s Croux vezette be [1] S, -ként,

S, =med, (medj ‘xi —xj‘).
Meg kell jegyezni, hogy ebben a képletben paros mintaszam mellett a
medidnt nem a szokdsos modon szdmitjuk, azaz a rendezett minta kdzepén levd

két érték atlagaként. Ehelyett minden sor medianjat “magas” medianként, azaz
a két kozépsd érték koziil a magasabbként szamoljuk, és a sor medidnok
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medianjat “alacsony” medianként, azaz a két “k6zépsd” sor medidn kozil az
alacsonyabbként szamitjuk

S, normal eloszlds mellett 0=1,1926 becslést ad. Igy, 1,1926S, a o
torzitatlan becslése normdl eloszlds mellett. Hatékonysdga 58,2% , letorési
pontja 50%. A mi 1, 2, 3 és 4. mintankra a 1,1926S, becslések 9.,5; 22.,7;

22,7 és 22,7. A kovetkezOkben bemutatjuk S, kiszamitdsat az 1. mintdra:

34 41 42 53 67 median

34 0 7 8 19 33 8
41 7 0] 1 12 26 7
42 8 1 0O 11 25 8
53 19 12 11 0 14 12
67 33 26 25 14 0] 25

Az eltérések abszolut értékeinek matrixa, melyet az egyes sorok
medidnjainak oszlopaval bdvitettiink. Ennek a medianja S, =8, a becslés pedig
1,1926S,=1,1926*8=9,5.

Egy harmadik alternativa ismét a minta értékeinek egymastol vald
eltéréseinek matrixabol indul ki, abszolut értékeit hasznalja, de az ismétlédo
értékek nélkiil, azaz a matrixnak csak a felsé haromszogét hasznalva. Ezeket
novekvo sorrendbe rendezi. Valasszuk ki a medianjukat:

)

mint o becslését. Az ezen a medidnon alapuld becslés letorési pontja
azonban kisebb mint a kvantilis becsléséé, ami durvan 25 %, azaz az 50 %
kvantilis helyett a 25 % kvantilis. Ezt a becslést Rousseeuw and Croux [1]
vezette be mint Q,,

med (‘xi - X

h
Qn=( | x| i<p)pg ahol k=( ))& h=[n2]+1

ahol [X] az X-et meg nem haladé legnagyobb egész szdm. Normal eloszlas
mellett a becslés o/c, ahol

c,=2,2219 * ha n paratlan

n+1,4
és

Ch=2,2219 *

ha n paros
n+3,8

Ennél fogva, c,Q, normal eloszlds esetén a o torzitatlan becslése.
Hatéasfoka 82,3%, letorési pontja 50%. A mi 1, 2, 3 and 4 mintdinkra a ¢,Q,
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becslésel 13,9; 24.,3; 33,0 és 33,0. A kovetkezOkben bemutatjuk Q, szamitasat
az 1 mintara:

34 41 42 53 67

34 4 8 19 33
41 1 12 26
42 11 25
53 14
67

A minta értékeinek egymastdl vald abszolut eltéréseit tartalmazd matrix
fels6 haromszoge, értékei novekvd sorrendben 1, 7, 8, 11, 12, 14, 19, 25, 26,
33. Mivel n=35, a kovetkezdt kapjuk

h)y (3
h=[n/2]+1=[2.5]+1=2+1=3, k:(zj{zj:&

N 22219-5
n+l4 6.4

¢s ebbOl adodoan, Q, =x,,=8.¢,Q, =1,736-8=13,9 o becslése.

=1.736

c, =2.2219

Az 1-4 mintéara kapott minden o becslést a kovetkezd tablazatban foglaltunk

0ssze:
minta S MAD S, Q,
1 12,9 11,9 9,5 13,9
2 161,9 20,8 22,7 243
3 2940,4 28,2 22,7 33,0
4 29542,8 28,2 22,7 33,0

Az 0Osszehasonlitas azt mutatja, hogy a o robusztus becslései allandok
maradnak, ha a kiesd értékek ndnek, de az s széras dradmaian megnd a kiesd
értekek novekedésével.

Osszefoglalva, az s% asziptotikus letdrési pontja 0, a masik harom becslésé
pedig 50%, a lehetd legmagasabb érték, azaz szélséségesen nem robusztus. A
robusztus becslések viszont szélsOségesen robusztusak a kiesd értékekkel
szemben. A MAD, S, and Q, hatékonysaga s’ -tel 6szehasonlitva 36,7%, 58,2%
¢s 82,3%. Vilagos, hogy s a legjobb valasztds, ha X normal eloszlasu, és Q, a
legjobb valasztis, ha fennall a veszélye annak, hogy kiesé értékek vannak a
mintdkban. A négy becslést (s, MAD,1,1926S ,cQ,) a normal eloszlastdl vald
eltérés kortiilményei kozott szimulacios kisérletben hasonlitjuk 6ssze.

2. szimulacios kisérlet:

Mint az 1. szimulacids kisérletben is, N =1000 mintabdél n = 10 —et
valasztunk
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a) standard normal eloszlasbol (x=0,0=1),

b) chi négyzet eloszlasbol, melynek szabadsagi foka f =5
(u=5,0= J10 = 3,16) mint ferde eloszlasi példa

c) kontamindlt normadl eloszlasbol, ahol 0,9 a valdszinlisége annak, hogy a
minta értékei egy olyan standard normal eloszlasbol szarmaznak ,
melynek jellemzdi (#=0,0=1) , és 0,1 a valdszinlisége annak, hogy a
minta ¢értékei olyan standard normal eloszlasbol vannak, melyre
(u=10,0=1) a jellemz6. Ebben az esetben a globalis atlag
U; =0,9:0+0,1-10=1, a globdlis szérasnégyzet
o2 =0,9-1°+0,1-1>+0,9-0,1(10-0)?,
¢s a globalis szords oy =10=3,16. A cél azonban a nem kontaminalt
eloszlas (u#=0,0=1) paramétereinek becslése, nem pedig a globdlis
paramétereké.

A 4., 5. és 6. abra a négy becslés, s,MAD,1,1926S,,cQ, hisztogramjait
mutatja az a), b) és c) eloszladsra. A négyzetekben tiintettiik fel atlagukat ¢&s
szorasukat. A 4. adbra azt mutatja, hogy normal eloszlas esetén mind a négyféle
becslés torzitatlan (mivel véges szdmui mintdn alapulnak, a minta atlag nem
lehet pontosan a vart 1-es érték), pontossaguk pedig s,Q,, MAD, S, sorrendben
csokken. Viladgos, hogy s a legjobb valasztds. Az 5. dbra azt mutatja, hogy
ferde, chi négyzet eloszlas mellett, ahol a szabadsagi fokok szama f=5, s
kevésbé torzitott, a tobbi becslés negativ torzitasa pedig 10% és 15% kozott
van. A precizitdsuk nem kiilonbozik szamottevden, Itt is az S a legjobb
valasztds. A 6. abran lathatd, hogy kontamindlt normal eloszlds esetén S a
globalis szdrasra oy =3,16-ot ad o =1 helyett. A tobbi moddszerek o=1-et
adnak;

MAD-nak van a legkisebb torzitasa és a legjobb precizitasa. MAD a legjobb
valasztas, azonban statisztikai elméleti szempontbol Q, a kedvezdbb.

Javaslatok o robusztus becslésére:

Feltételezve, hogy a vizsgalt X jellemzd (kozelitdleg) normal eloszlasu, o
becslésére s a legjobb valasztas. .

Ha X normaél eloszlast, azonban eldéfordulhatnak kiesd értékek, a legjobb
valasztas Q,, a robusztus becslés.

Ha ismert, hogy X nem normadl eloszlast, ugy kell transzformalni, hogy
y=f(x) kozelitdleg normal eloszlast legyen, vagy olyan becsléseket kell
alkalmazni, melyek x specidlis eloszldsdn alapulnak. Ebben az esetben o
rubusztus becslése nem segit.

Elelmiszervizsgalati Kozlemények, 51, 2005/2 79



15 10
0.8
1.0 0.6
0.4
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0.966 0.99
0.23 4 . . 0.333
szoras Sn
1.2
0.8 0.8
0.4 0.4
0.0 0.0 I -
0.906 ! ' 1.008
0.331 2.0 25 0.5 0.302
MAD Qn

4. abra: Szimulacios kisérlet standardizalt normal eloszlasboél
vett mintaval, N=1000 , n=10

0. _ 0.
A ) 1
0. | 0.
2 P
0. | 0. |
ke} ko]
0. | I 0. | I
1 1
o] M - o. | mm .-__7_
n n
3.01 j ' 2.79
2 0.95 6 8 1.07
szOras Sn

0. 0. _
2 A
0. 0. |
o 2
0. 0. |
hel el
0. I 0. |
n n

2.58 .

1.04 2 0.92 6 8

MA on

5. abra: Szimulacios kisérlet chi négyzet eloszlasbol
vett mintaval, N=1000 , n=10
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6. abra: Szimulacios kisérlet kontaminalt normal eloszlasbol
vett mintaval, N=1000 , n=10

5. Kvantitativ mérési eredmények ismételhetoségének és
reprodukalhatéosaganak megkozelitése az ISO 5725-2
szabvany szerint

Az ISO 5725-2[4] szerint egy laboratoriumok kozotti korvizsgélatban

altalaban tobb mint egy anyagtipus vagy minta

szerepel, melyek példaul

kiillonboz6 Osszetételiiek vagy kiillonb6zé mennyiségli szennyezOt tartalmaznak.
Ezeket a kilonb6z6d tipusokat hivjak (vizsgdalati) szinteknek. Minden szintre
kapunk pontossdgi adatokat az ismételhetdség és reprodukalhatdsdg szordsanak
form4jaban. A mérési eredmények elemzésének statisztikai modellje az egyes
szintekre

yj=m+B +e; i=1..

a résztvevo laboratériumok szama

az ismételt mérések szama az i-edik laboratéoriumban (egy bizonyos

szinten)

j(j=L...,n) mérési eredmény azi(i=1,...,k) laboratériumban

altalanos atlag (varhaté érték)

a variancia laboratdériumi komponense (ismételhetdségi koriilmények
k6zo6tt minden laboratériumban) az i-edik laboratériumban; varhato
értéke 0, szorasnégyzete pedig o, a laboratériumok kozotti variancia
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e; a ] mérés véletlen hibaja az i laboratériumban (ismételhetdségi
koriilmények kozott); varhatd értéke 0, variancidja, a laboratériumon
beliili szorasnégyzet, o, feltehetden ugyanakkora mindegyik laborban
és az ismételhet6ség varianciajaként jelslik, o’

Minden szintre egyutas varianciaanalizist végziink (random modell) hogy
statisztikusan megbecsiilhessiik a variancia két komponensét, o’ and o] -t, és
a reprodukalhatosag varianciajat, op =0’ +o, [2]:

1) 2) 3) 4)
Forrés Négyzetosszeg | Szabadsagi fokok | Négyzetek atlaga
SQ f SQ/f
Laboratoriumok : 2
kozott Z‘ n( - k-1 i
Laboratériumon N 2
beliil Z} . .(y" vy Nk >
ahol

A becslések

ahol

Ha a laboratoriumokban egyenld szdmu ismétlést végeztek, azaz ha n. =n és
i=1,...,k, n=n-et kapunk

A varianciaelemzést megeldzi a kiesd értékek vizsgdlata, amely magéaban
foglalja annak a feltételezésnek a vizsgalatdt, miszerint az §sszes
laboratoriumban azonos a laboratériumon beliili variancia.
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6. Az ISO 5725-2 megkozelités egy robusztus alternativaja

A laboratériumi korvizsgalatok eredményei legtobbszor a kovetkezd tipusu
kies6 értékeket mutatjak:

a)olyan észlelt értékek, amelyek eléggé eltérnek az ugyanabban a
laboratoriumban az ismételhetdségi korilmények kozott éEszlelt egyéb
értékektdl; ezek megnovelik a leboratériumon beliili  varianciat ¢és
ennélfogva az ismételhetdség szorasnégyzetét,s’-t, azaz a laboron beliili
varianciak atlagat;

b) laboratériumi atlagok, melyek nagymértékben eltérnek mas laboratoriumok
atlagatol, megnovelik a laboratoriumi atlagok variancidjat és ezaltal a
laboratériumok kozotti s varianciat és a reprodukalhatosag variancidjat, s;-t.

A kiesO értékek vizsgalatat azért végzik, hogy kimutassak ezeket a
helyzeteket és hogy eldontsék, megtartsak-e ezeket az adatokat az elemzéshez
vagy hagyjdk el mint kiesd értéket. A kiesd értékeknek ezt a kezelését,
melynek mindig van szubjektiv eleme, elkeriilhetjiik, ha o, és o, robusztus
becsléseket hasznaljuk az s, és s; helyett.

A Royal Society of Chemistry Analitikai Modszerek Bizottsaga[6] Huber[3].
javaslata alapjan ajanlja o, és o, robusztus becslését . Ezek a becslések lassan
konvergalnak, letérési pontjuk 25 %-nal kisebb, mint azt Reichenbach egy
szimuldcids vizsgalattal kimutatta [7]. Ehhez képest jobb a Svijci
Elelmiszerkonyben javasolt megkozelités [8]. Az ISO 5725-5 [5] olyan
modszert javasolt, amely csonkolja a tavoli megfigyeléseket, ahelyett hogy
kisebb sullyal venné, igy tehat inkdbb a kiesdk automatikus elvetésének
moddszere. Lischer [10] azt javasolja, hogy ha minden laboratériumban n = 2
ismételt mérést végeznek, hasznaljdk a Rousseouw féle Q, -t[1] a szdérasok
becslésére. A [9] irodalom azt javasolja, hogy o, robusztus becsléseként
hasznéljak a laboratoriumon beliilli szdérdsok medidnjat, és a laboratériumi
atlagok Rousseouw szerintiS, [1] értékét a o, becslésére.

Vizsgaljuk azt az esetet, ahol minden laboratériumban n>2 ismételt mérést
végeznek, és javasoljuk egy laboratoriumon beliili és laboratériumok koézti Q,
érték haszndlatat o, és o, becslésére.

Az alkalmazott statisztikai modell szerint, a kiilonb6z6 laboratériumokban
észlelt y; értékeknek kiilonboz6 az atlaga, de azonos a o} szérasnégyzete. Az
észelt értékek és laboratoriumi atlagaik kozotti kiilonbség

dij =Y -V

azonosan oszlik meg, 0 atlaggal és ((n-1)/n)o’ varianciaval.
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Ezért s, helyett a kovetkez6 képletet hasznaljuk:

Sirop =/N/(N=1)Q,(d)

o, becslése ar d =(d;;i=1...,k; j=1,...,n) vektor. s, helyett pedig a kovetkezdt

ij
alkalmazzuk

SII,rob = \/ﬁQn (a)

a=(¥,Y,....Y,) vektorral. Az s’ and s; szamitasi képleteibe, s, 6s S 4
helyett s, -et illetve s, -t helyettesitjiik be.

Meg kell jegyezniink, hogy a d vektor elemei nem fiiggetlenek, s mivel a
torzitast korrigalé tényezét Q,-ben ugy vezettik le, hogy n fiiggetlen
megfigyelést feltételeztiink, végiil o, és o, kissé torzitott becsléséhez jutunk.
Ahogy azonban egyes szimulacios szamtdsok mutatjak, a torzitas legfeljebb 5%.

Abban az altalanos esetben, ha a laboratériumokban az ismételt mérések
n szama eltérd, n-et a s €s -s; . képletében M —gal kell helyetttesiteniink.
Sy azonban torzul, mivel nem veszi figyelembe az ismétlések kiilonbozo

1,ro

szamat az egyes laboratoriumokban. Ennélfogva ezt az eljarast csak akkor
javasoljuk, ha az n szamok nem kiilonbdznek nagyon, azaz a kisérletet
egyenld szamu n ismétléssel tervezték, de véletleniil egy ismételt mérés
hidnyzik.

Egy példa

Egy aerob telepszamlalasi (30 °C)-korvizsgalatban, amelyet a “Nyers ¢s
hokezelt tej mikrobiologiai és kémiai elemzése FEurdopai Kozosségi
modszereinek validadldsa” cimil project részeként az Egyesiilt Kiralysag
Mezdgazdasagi, Erdészeti és Haldszati Minisztériuma (MAFF) [11] szervezett
és kivitelezett 1991-ben, husz résztvevd o6t tétel (szint) tejbdl 20-20 ml-t két
ismétlésben, véletlenszerlien szdmozva, azaz 6sszesen 10 mintat kapott a 30 °C-
on végzett telepszamldlashoz. Az eredményeket a kovetkezd tablazatban
foglaltuk ossze:

szint
1 2 3 4 5

labor

4,18 4,15 2,94 3,93 3,18 3,89 2,40 3,48 3,51 3,36
2,90 2,70 2,85 3,00 3,11 3,28 2,70 2,78 2,60 2,70
3,60 3,53 3,08 3,04 3,00 3,20 2,67 2,43 2,58 2,62
4,43 4,45 2,83 2,98 2,76 2,93 2,73 2,71 2,48 2,51
4,34 4,34 3,00 3,08 3,00 3,04 2,52 2,42 2,40 2,38
4,43 4,43 3,04 3,04 3,08 3,11 2,59 2,59 2,51 3,53
4,52 4,61 3,00 3,04 3,11 3,11 2,56 5,57 2,63 2,59
4,43 4,43 3,08 3,04 3,08 3,08 2,70 2,64 2,67 2,57

O~NO OIS WN P
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9 4,40 4,38 3,04 3,04 3,04 3,08 2,51 2,66 2,42 2,42
10 4,51 4,57 3,23 3,04 3,11 3,11 2,42 2,42 2,34 2,20
11 4,63 4,71 3,08 3,20 3,18 3,20 2,63 2,59 2,59 2,60
12 3,11 3,66 2,66 3,00 2,72 2,70 2,49 2,52 2,34 2,28
13 4,45 4,53 3,04 3,04 3,11 3,08 2,53 2,66 2,52 2,51
14 4,61 4,65 3,04 3,11 3,11 3,15 2,61 2,68 2,57 2,56
15 4,32 1,00 1,00 1,00 2,82 1,00 3,36 3,20 2,45 1,00
16 2,90 2,66 2,84 3,04 3,11 2,86 2,38 2,20 2,43 2,34
17 4,40 4,40 3,01 3,00 3,08 3,08 2,56 2,45 2,43 2,40
18 4,42 4,38 3,04 2,97 3,00 3,08 2,56 2,59 2,36 2,34
19 4,11 4,26 3,04 2,76 4,04 2,86 2,54 2,45 2,36 2,48
20 1,81 1,86 3,04 3,00 3,15 3,08 2,49 2,53 2,52 2,20

A 7. abran lathato grafikon auzt mutatja, hogy az egy laboratériumon beliili
mérések ¢és a laboratoriumi atlagok is erdsen eltéréek voltak.

1 szint
2 szint
3 szint
4 szint
5 szint

(&)
|

N
|

w
|

N

Mérési eredmények és atlagaik

1 2 3 45 6 7 8 9 WITIZI3 141516 17 18 19 20

labor
7. abra: Az aerob telepszam-vizsgalat mérési értékei és atlagaik

A kovetkezo tablazatban 6sszehasonlitjuk az ismételhetdség s, szdérasat és a
reprodukalhatosag s,szorasat a kiesd értékek elhagydsa nélkiil a robusztus
modszer alkalmazésdval, illetve az ISO 5725-2 szabalyai szerint a kiesdk
elhagyasaval. Az elhagyott kiesd laboratoriumok szdma 2 és 5 kozott valtozik,
¢s ezért s, és s, becslései a kiesdk kihagyasaval, illetve anélkiil meglehetdsen
kiillonbozéek. A robusztus becslések jobban 0Osszhangban vannak a kiesdk
elhagyasaval kapott eredményekkel, bar vannak figyelemremélto kiilonbségek,
példaul az s, értékek kozott.

A robusztus mddszerrel kapott eredmények figyelemre méltéak, és a
modszer sziikségtelenné teszi annak megvitatasat, mely értékeket kell elhagyni,
mint kiesdket.
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A kiesOk Robusztus A kiesdk
elhagyasa nélkiil elhagyasaval

Szint | Laborok Laborok

S Sq S Sk S Sq

szama r szama r

20 0,536 | 0,905 | 0,072 | 0,331 18 0,066 | 0,793

20 0,183 | 0,488 | 0,100 | 0,125 18 0,099 | 0,107

20 0,367 | 0,411 | 0,057 | 0,119 15 0,071 | 0,075

20 0,511 | 0,527 | 0,100 | 0,174 17 0,073 | 0,122

N | K[ W[ |

20 0,289 | 0,383 | 0,072 | 0,193 16 0,047 | 0,126

[10]

[11]
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