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CONJUNTOS PREANALITICOS

(Conferenza tenuta il 14, maggio 1974) *

SUNTO. — Si studiano le proprietd algebriche degli insiemi preanalitici
definiti annullando le funzioni degli ideali dell’anello A — Al|fu)s - -4 1f:|]s ove
A é lanello delle funzioni analitiche sopra un insieme aperto connesso Q di
Rr,ed fi€4,i=1,...,7.

La finalidad de esta nota es la definicién y estudio de las
propiedades fundamentales de unos conjuntos, llamados preanaliti-
cos, que poseen una estructura algebrica sencilla y a partir de los
cuales se obtienen los conjuntos semianaliticos mediante diferencia.

1. - R-ALGEBRAS ANALITICAS VALORADAS.

Sea A la R-ilgebra de las funciones analiticas reales defini-
das sobre un abierto conexo 2 de R" y sea B=—A4 [X,,..., X,]
el algebra de polnomios con coeficientes de A en las indetermina-
das X;,...,X; sobre A . B se puede considerar también como un
anillo de funciones analiticas sobre £ X R’, que es también un co-
njunto conexo.

Es bien conocido y, por otra parte, de comprobacion inmediata
el siguiente lema:

LEMA 1. - Toda R-dlgebra de funciones analiticas sobre un —
abierto conexo es un dominio de integridad.

LEMA 2. - Los ideales:
B(Xl'—fly-'-’Xs—fs)y s=r, fiEA) ?::1,--'33

SON Primos.
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DEMOSTRACION. - Todo elemento F(X,,...,X,)€B se puede
escribir de la siguiente forma: F(X;,..., X)) = GX1—f1,....,
Xe—foy Xoi15--,X) = G Xy —f1,..., X)) (Xi—f) + G
Xo—Ffs,..., Xe—fs, X441,...,X,) siendo G’; un polinomio en
el que no figura la variable X, . Repitiendo el mismo proceso con
G’y, y asi siguiendo, se obtiene:

F=6G0X—f)+...+G6G X, —f)+ G,

en donde G’ es un polinomio en las variables X,,,,..., X,, con coe-
ficientes en A .
Si F y H son elementos de B tales que:

F'HEB(Xl_fl’-'-;Xs—fa)
y si
H=L X —f)+...-+ L X,—f)+ L,

en donde L’ es un polinomio en las variables X,,,,...,X,, de las
relaciones anteriores se deduce que

G,‘L’EB(Xl—.fli"°’X8—~f8)’

esto es
G.L =P X,—fi+...+ P, (X,— ),

de donde, haciendo X, =f,, i=1,...,8 y recordando que G’ . L’
no depende de estas variables, resulta que

G .L =0

y como G’ y L’ son funciones analiticas sobre el conjunto conexo
2 X R, resulta, en virtud del lema anterior, que uno de ambos
polinomios es cero, con lo que queda probado el lema.

Designamos por I; al conjunto [1, —1]/. Si a = (ay,..., a)€l,
pondremos: J,—=B (X;—a1f1,...,X1—a: f), siendo t<r y
{fi,...,f;} un conjunto de funciones de A fijado para todo lo
que sigue.

LEMA 3. - ,-ta (J;i + B(X2 —f%)) = (.Q,J‘) + B(X2 —f2),
O<ti<u=<r.

DEMOSTRACION. - Si @ € J; pondremos, abreviadamente:
Q = AuXi—iufi)+ ...+ A X —1%f)) = Al X —if)tel,.
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Para todo
Peg QI (J: + B(X% —f?)) se verifica que:
i
(2) P = P, + C(X%: —f?), Picdy, icl,.
Por tanto,

Pi == AI(X_Zf))
y los polinomios A;; se pueden escribir en la forma:
Ay = Ay + X, A7 + (X2 — YAy,

en donde A’; y A”;; son polinomios en los que no figura la variable
X, , por consiguiente:

P, = (4% + X, A" (X —if) + (X2 —[2) A",
y, sustituyendo en (2)
3) — (A% + X, A”) (X —i ) + D(X2 —72),
D; = A", + C,, 1€l,.

Como el primer miembro de (3) no depende de %, resulta que
Vi, .7 E It ’

A+ X A" (X —1i) + D (X2 —f2) =
= (A" + X, A”) (X —7j f) + Di(X2 —f2),
y, haciendo X, — f, y a continuacion X, — —f,, se obtiene:
A+ f A (X —if) = (A + A7) (X —7 )
Ai—f A X —ify = (A — [, A") (X —7])
de donde
AX—if) = A(X—7 1)
y fuA" (X —1f) = [LA"(X —7])
y como tanto f, como las restantes funciones que figuran en la

igualdad precedente son analiticas en un conjunto conexo, y f.5 0
en él, resulta:

A" (X —if) = A" (X—7f),
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A4+ X, A7) (X—if)e.ﬂ J; y, por tanto, en virtud de (8),

tEIt

Pe( N J)+ B(X:—f2),
€l

esto es, se ha probado la inclusién < . Como la inclusién o es
obvia, queda probado el lema.

LEMA 4. - N Ji = B3 —f2,... X2 —f), 1=s=<7.

DEMOSTRACION. - La inclusiéon o es trivial.

Para probar la otra inclusiéon empleamos induccién respecto
de s.

Para s=1, si Fe¢B(X, —fi)NB(X, + f1), serda F=F,(X,—
—f1)€B(X, + f1) y como, por el lema 2, el ideal B(X; + f,) es
primo, uno de los dos factores pertenecera a este ideal. Ahora bien,
8si X; —f, € B(X + f,) sera

Xi—fi = PX) (X1 + f1)

¥ haciendo X; ——f,, resulta f,=0, contradicciéon. Por tanto,
FieB(X:+ fi), estoes, F;=Q(X) (X, +f1) y

F=QX,—f) (Xi+ f1).
Supuesta demostrada la inclusion — para s < ¢, sea

FE n Jiy
€,

esto es
F=F(X—ify, i€l.

Considerando, en particular,
iz(ily'-°)it;1)v .7.:(1:1!'°')it’_1)9

resulta que
Fiio (X1 —Ff) €J;.

Si X:,1— f:,1 perteneciese a J;, seria

Xeo—fina =EX —4af)+ ...+ E(X,— i fy +
+ Ei 1 (Xeo1 + fei1)
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y haciendo X;=—1;f;, j=1,...,t y Xi:.i=——1Ff:.1, se obtiene
fi.1 =0, contradiccién, luego X,,, — f;.1€J; y como este ideal es
primo, resulta:

F’l,t+1 E Jj ’
esto es,

Fitpn =Fu(Xi—uf)+ ...+ FuXi—uf) +Fo0 (X + fia),
luego
F=MX —tuf)+...+M(X,—i f)+
(X2, — 2 ) ied,
esto es:
Fen Ut BOE, —12)]
v, por el L. 3,

Fe(nJ)+B&y, —f1,,),
vl

pero, por la hipétesis de induccién y la inclusién > valida para todo
s, se verifica que

N Ji a B(X%—f%,.--,Xf—ff),

i1,

con lo que queda probada la inclusion < para t + 1, y por tanto
el Lema,

NOTACION. - Sea Lcl, = {1,— 1} el conjunto de indices tal
que para todo i€ L se verifique que el interior de V; sea distinto
del conjunto vacio, y reciprocamente. Siendo V; el conjunto de
puntos de £ en que se anulan todas las funciones de

L=A[f|,.. i) (] —afo,o s 1] — i £r).

Se designara por F; el conjunto de todos los puntos x € 22 tales que
f«(x) = 0. Se designara por A al anillo Allfs},...,|fs]] ¥ por u al

homomorfismo B —» A, definido por u(Xy)=|fi,t=1,...,7.
LeMa 5. - Ker u ZQI']’“

DEMONSTRACION. - Sea J =N J;.
i€l
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(i) Para todo FeJ, sea F'=u(F). Para todo punto x ¢
tal que x ¢ LrJ F,, existe un i¢ L tal que x €V, y como FeJ c J;,

=1

serd F’(z)=0. Por consiguiente, F'(x) = 0 para todo punto z de

r r
Q— .U F;y como U F; es un conjunto raro en 2 y como el conjunto

=1 =1
de los puntos en que se anula F’ es cerrado, por ser F’ funcion con-
tinua, resulta que F’ se anula en ©Q, esto es F’ es la funcién cero
sobre 2 y, por tanto, Fck er u.

(ii) Para todo F € B y para todo i € L, se puede escribir:
(5) F =3 g5 (Xi—ufi) + hi,
k=1
en dond g, €B, k=1,...,7, v h,€A4, iecL.
Si F ¢ ker u, sera:

0 = w(F) = X ulgy) (fil —ix fi) + ki,

k=1

de donde, en virtud del L. 1 de 2,

D wl@) Uil —if) = —heLNA = {0},

k=1

¥, teniendo en cuenta (5),

F = 2 g, (Xe — & fr) €Js,

k=1
para todo ¢ € L, luego FeJ.
Escolio 2. - u(n J) = N u(Jy).
i€L €L
En efecto, le inclusién < es obvia. Para todo F' eNu(J;) se

.o €L
verifica que:

6® F = g, (fl—if) = X o, (fl —kf); i, keL.
i=1 j=1
Sea

M Fi= ¥ 0,(X,—5f).

j=i
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De (6) y (7) se deduce que
u(F‘—F,) == 0, Fi—FjEkeru = ﬂJ“

i€l
luego,

(8) Fy =F;+ Fy¢ed;, FuE_QIJnjéLp
luego,

F.end;,
JEL
luego,
9) F' = uF)ecu(n J).
FEL

Escolio 8. - {0}= N I;. Siendo I, = u(J)).
j=L

Escolio 4. - Los ideales I;, j ¢ L, son primos.
Se ha obtenido el siguiente:

TEOREMA 1. - En las hipdtesis anteriores, se verifica que:
(10) 0—>_QLJ¢—>A [X:,...,X/] 5A [fds.. s 11 >0,

es una sucesion exacta.

2. - RELACIONES ENTRE LOS IDEALES DE A Y A.
Si Viy={ze€R2|G(x)==0, VGe€l,}, se verxflca. que existe algin
jel, tal que V #* P, ya que U Vi=Qy U F, es un conjunto raro

=1
en 2.

f

LEMA 1. - Si V, = & se verifica que ;N A = {0},

DEMOSTRACION. - Si FeIl,NA y V(F)={z € 2|F(xy=20}, de
{F} c I, se deduce que V(F) > V,, luego V(F) contiene un abierto
no vacio de 2 y, por ser 2 conexo y F analitico seria F' = 0 sobre L.

LEMA 2. - St m es un ideal de A, se verifica que
f_{m NA =

DEMOSTRACION. - Evidentemente es m — Am N A. Para todo
FeAmnA y para todo I; tal que f’,aé(b, se verifica que:
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=g

F = E H;p,, HiEZ, DEM,t=1,...,8.

=1
Ahora bien, H; se puede escribir en la forma:
H,=H;+ h;, H;el;, hyeA,

luego,

i=e =2

F= Y Hop+ Y hn,

i=1 i=l1

de donde,

i=8 i=s

F—Y hkp= Y HimeLnA = {0},

i= =1

EscoLio. - (I; + Am)N A = m, siendo 17} # P,

LEMA 3. - Si p es un ideal primo de A y \cfj # @, se verifica que
P=1+Ap
es ideal primo de A.

DEMONSTRACION. - Sea F . G ¢ P. Poniendo
F=F,+f’G=G’+g;F,,G,'EIj;.fygeA!
resulta que
FG=H+{ fg, Hel;.
Pero, por hipoétesis,

=t
FG = H 4 2 L;p;, LtEZ: €D,

1=l

y poniendo L;=L% 4+ I;, L’ el;, ,ecA, i=1,...,t, resulta:

t t
H+fg=H+ X Lin+ 3 ki,
=1 i=l1

de donde

t

t
H—H— Y Lip,= 3 kp—fge,nA = {0},
=1

t=1
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luego

t
fg9 = E Lipiep

=1

¥, por ser p primo, uno, por lo menos de los dos factores pertenece
ap Sifepsersa F=F {fel,+ Ap=P.

COROLARIO. - Si q es un ideal primario de A y Va:p, se ve-
rifica que I, + Aq es un ideal primario y VI, -~ Aq =1, - Ap, siendo
V; 5= @.

LEMA 4. - Si P es un ideal primo de A y p=—=PNA, existe un
kel, tal que

P=1,+A4Ap.

(1
r

DEMOSTRACION, - De {0}=N I, c P y de ser los ideales I,
13

primos resulta que P divide a uno, por lo menos, de los ideales I;.
Sea I, « P. Por tanto, I, + Ap c P. Para todo F ¢ P se verifica que

F—=H+h,Hel,, heA,
luego H € P y, por tanto, F— H = h € P, luego, h € p.

LEMA 5. - Siq;,i=1,...,r son ideales de A y si 1; es tal que

\7]- O, se verifica que
L+A(@N...Ng) = I, +(Aq:N...NAqg,).
DEMOSTRACION. - La inclusiéon — es obvia. Para todo
Fel, +(Aq:N...NAg,),
se verifica que
F —_ H1+h1 = e T/ Hr+hr, Hielj, thEQi, ?: — 1,...,7’.
Por tanto,

H}‘;—Hl = h;-—thI,ﬂA — {0}.
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luego,
hi€ N q

=1

F=H+helj+A@N...Ng).

LEMA 6. - En los mismas hipdtesis del lema anterior,

I+ Agdn...n(; + Ag) = L+ (Ag:Nn...NAg).
La inclusién o es obvia. Para todo
Fell; + Ag)n...n(; + Ag)
se verifica que
F—=H+h=...=H +h, Hel;, heq, i=1,...,7,

de donde, como en el lema anterior,
Fel, + (Ag.Nn...NAq,).

LEMA 7. - Si I; es tal que \?,- #*= @ y m es un ideal de A, se ve-
rifica que

I + Am)NA = m.
En efecto, si fe(l; + Am)yN A, se verifica que
f bt H+h’ HGI;’, hem:

luego f—h=Hecl;,NA={0}, y f=hem.
De los lemas anteriores resulta le siguiente:

PROPOSICION. - Si

m=qN...N¢

es un ideal de A, siendo q, i =1,..., r, ideales primarios y Vq—,= D1,

se verifica que, para todo I; tal que 17’,-7& &,

L+ A(@N...ng) = I; + Ag)Nn...n{; + Ag)
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en donde los ideales I, + Aq,, k=1,...,r, son primarios yacen
sobre q, ¥

VI, +Aq, = I, + Ap, k = 1,...,7.

SUMMARY. — In this paper one-study the algebraic properties of some
sets, called preanalitic sets, defined by the vanishing of the functions of the
ideals of the ring A= Allfl,--.,|f-]], where A is the ring of analitic functions
over a connected open set £ of R” and f, € 4, i=1,...,r.
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