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CON J U N T O S  P R E A N A L i T I C O S  

( C o n f e r e n z a  t e n u t a  i l  1 4  ~ n a g g i o  1 9 7 5 ) *  

SUNTO. - -  Si studiano le proprietor algebriche degli insiemi preanalitici 

definiti annullando le funzioni degli ideali dell'anello A = A[]f~ I . . . .  , I],[], ove 

A ~ l'anello delle funzioni analitiche sopra un insieme aperto connesso ~ di 
1~ ~, ed ]~ EA, i---- 1 , . . . , r .  

L a  f inal id~d de es ta  no ta  es la def in ic i6n y es tudio  de las 

p rop i edades  f u n d a m e n t a l e s  de unos  con jun tos ,  l lamados  p reana l i t i -  

cos, que poseen una  e s t r u c t u r a  a lgebr ica  sencil la y a p a r t i r  de los 

cuales  se obt ienen los con jun tos  semianal i t icos  m e d i a n t e  difel~encia. 

1. - R-2kLGEBRAS ANALfTICAS VALORADAS. 

Sea  A la R-~ lgebra  de las func iones  ana l i t i cas  reales def ini -  
das  sobre  un ab ie r to  conexo P. d~ R ~ y sea B = A  [X1 . . . . .  X~] 
el ~lgebra  de polnomios  con coeficientes  de A en las inde te rmina-  

das  X 1 , . . . , X r  sobre  A .  B se puede cons ide ra r  t ambi~n  como un 
ani l lo  de func iones  anal i t icas  sobre  ?2 X R r, que es t ambi~n  un co- 
n j u n t o  conexo. 

E s  bien conocido y, po r  o t ra  par te ,  de comprobac i6n  inmedia ta  
el s iguiente  l ema :  

LEMA 1. - T o d ~  R - d l g e b r a  de f u n c i o n e s  ~nr  sobre  u n  - -  

a b i e r t o  c a n e x a  es u n  do~ninio de  i n t e g r i d a d .  

LEMA 2. - L o s  idea les  : 

B ( X l - - f l , . . . , X ~ m f s ) ,  s _ < r ,  f i E A ,  i = l  . . . . .  s 

so~  p r i m o s .  

* Pervenuta in Red,azio~e fl 20 settembre 1974. 
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DEMOSTRACI6N. - Todo elemento F ( X ~ , . . . ,  X , )  E B se puede 
escribir  de la siguiente f o r ma :  F ( X ~  , . . . , X , )  = G ( X ~ - -  f~ , . . . .  , 

X . - -  f~, X ~ + ,  . . . . .  Xr) ~ G I ( X ~  - -  f i ,  . . . .  X r )  ( X x - -  fa) -~- G'I 
( X 2 - - f 2 , . . . , X , - - f o ,  X , + I , . . . , X , )  siendo G ' ,  un polinomio en 
el que no f i gu ra  la var iable  X1. Repit iendo el mismo proeeso con 
G ' , ,  y asi siguiendo, se obt iene:  

F --~ G I ( 1 X - - f l ) + . . . + G , ( X , - - f , ) + G ' ,  

en donde G' es un polinomio en las variables X,+~ . . . . .  X , ,  con coe- 
ficientes en A .  

Si F y H son elementos de B tales que: 

y si 

F �9 H E B ( X 1 - -  f , ,  . . . .  X , ~ f , )  

H = L1 ( X ~ -  f l )  -~ . . .  -~- i'~ ( X s -  f ,)  -~- L ' ,  

en donde L '  es un polinomio en las variables X,+I ,  . . . .  X , ,  de las 
relaciones anter iores  se deduce que 

esto es 

G'  . L '  E B ( X l - - f l  . . . . .  X , - - f ~ ) ,  

G' �9 L'  = P ~  X 1 - - f l  -J(- . . .  2f_ p #  ( X  s _ _  f s ) ,  

de donde, haciendo X ~ f ~ ,  i ~  1 . . . . .  s y recordando que G ' .  L" 
no depende de estas variables,  resul ta  que 

G ' . L "  = 0 

y como G' y L' son funciones analiticas sobre el conjunto conexo 
X R~, resulta, en virtud del lema anterior, que uno de ambos 

polinomio~ es cero, con lo que queda probado el lema. 

Designamos por I; al conjunto [1, --1]J. Si ~ ~ (a~,..., at)E/t, 
pondremos:  J~  = B ( X ~ - - ( z ~  f~ , .  . . , X ~ - - a t  ft), siendo t < r y 
{ f l , . . . , f ~ }  un conjunto de funciones de A f i jado pa r a  todo lo 
que sigue. 

LEMA 3.  - N (J, + B (X~ - -  f~)) ~ ( N J , )  + B ( X ~  ~ f ~ ) ,  
~z~ iEz e 

O < t < u < r .  

DEMOSTRACIdN. - Si Q E J~ pondremos, abrev iadamente :  

Q = A , ~ ( X 1  - -  i l f , )  + . . .  + A , t ( X t  - -  it f t )  -=  A ~ ( X  - -  i f ) ,  i e I , .  
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Para todo 

(2) 

Po r  tanto ,  

P E N (J~ + B ( X ~ - - f ~ ) )  se ver i f ica  que:  
i~z t 

P = P, + f g ,  P, e J , ,  e i , .  

P, ~ A ~ ( X - -  i f)  , 

y los polinomios A o se pueden escr ibi r  en la f o r m a :  

A,~ A'~j + X, ,A"~j  q- (X~ ~2~ a , , ,  - -  l u ! .-'a. t j  

en donde A'~j y A"~ s son polinomios en los que no f i g u r a  la var iab le  
X~, por  cons iguiente :  

P, : (A',  --' X~ A%:) (X - -  i f) + (X~ f ~  A" ' .  

y, sus t i tuyendo  en (2) 

(3) P : (A', q- X .  A",) ( X -  i f) + D,(X~ - f~) ,  

Di = A"'~ -t- C, ,  i E It . 

Como el p r i m e r  miembro  de (3) no depende de i, r esu l ta  que 
V i ,  ] E I t ,  

(A' ,  + X~ A" , )  ( X -  i f )  + D, ( X ~ -  f~.) : 

: (A ' ,  § X .  A" j )  ( X  - -  1 f)  q- D, (X~ - -  f ~ ) ,  

y, haeiendo X,, : f,, y a eont inuaei6n  X~ : -  f , , ,  se obt ieno:  

(A', Jr f,, a " , )  ( X  - -  i f )  : (A' j  + f,, A" j )  ( X  - -  1 f )  

(A', - - / ~  A" , )  ( X  - -  i 1) = (A' j  - -  f ,  A" j )  ( X  - -  i f )  

de donde 

A ' , ( X  ~ i f)  : A ' j ( X  ~ j f )  

y f , , A " , ( X ~ i f )  : f,, A " j ( X ~ j f )  

y como t an to  f~ como las r e s t an te s  func iones  que f i g u r a n  en la 
igtmldad precodente  son anal i t icas  en un con jun to  conexo, y f~ ~ 0 
en  41, r e su l t a :  

A " , ( X  - -  i f )  = A " j ( X  - -  1 f )  , 
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(A'~ + X,, A"~) ( X - - i  f )E  N J~ y, por  tan to ,  en v i r t ud  de (3), 
~Er t 

P E ( n J,) + B(X~ - -  f~) , 
~E~t 

esto es, se ha  probado la inclusi6n c .  Como la inclusi6n D es 
obvia, queda probado el lema. 

LEMA 4. - n J, = B ( X ~ - - f ~  . . . .  , X  ~ - f ~ ) ,  1 < s < r 
8 - -  - -  " 

DEMOSTRACI6N. - L a  inclusi6n D e s  t r ivial .  
P a r a  p roba r  la o t ra  inclusi6n empleamos  inducci6n respecto 

de s. 
P a r a  s ~ 1, si F E B(X1 - -  f l )  N B(X1 + fl), serA F ~ FI(X1 - -  

~ f ~ ) E B ( X ~  + f~) y como, por  el lema 2, el ideal B(X~ + f l )  es 
pr imo,  uno de los dos fac tores  per tenecer~ a este ideal. A h o r a  bien, 
si X 1 -  f~ E B(X~ + f~) serA 

X ~ - - f ,  = P ( X )  (Xl  + f ,)  

y hac iendo  X1 = - -  f~,  resu l ta  f~ = O, c~ntraxlicci6n. P o r  t an to ,  
F~ E B(X~ + [~), esto es, F~ : Q(X)  (X~ + f~) y 

F : - Q ( X 1 -  f l )  (X1 -~- fl) . 

Supues ta  demos t r ada  la inclusi6n c pa ra  s _< t, sea 

F E N  J r ,  
~EX~+l 

F ~-  F + ( X - - i f ) ,  i E I t + t .  

e~to e8 

Considerando,  en par t icu lar ,  

i = ( i l , . . . , i t ,  1) ,  

r esu l ta  que 

7" = ( i l , . . . , i t ,  - - 1 ) ,  

]~"~'/, t + 1 ( X t + l  - -  f t + l )  ~ J i"  

Si Xt.~ ~ A + ~  per teneciese  a J , ,  ser ia  

X t + l M f t + ~  = E l ( X 1 M i l  fl) + . . .  + E t ( X t m i t f t )  + 

+ Et+l(Xt+l + f,+l) 
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y haciendo X j ~ i j f ~ ,  j - - 1  . . . .  , t y X t + l - - - - - - / , , ~ ,  se obtiene 
f , + ~ 0 ,  contradicci6n, lue,go X t + l - - f t . ~ E J j  y como este ideal es 
primo, resul ta:  

F~,t+l E J j ,  
e s t o  es,  

F,, t+~ - -  F ' t ( X 1 - - i l  f , )  ~ q-  F ' t ( X , - - i t  f , )  F' ' ' '  -~ t-~ l ( X t + l  -Jr- f t + l )  

luego 

F ----- MI(X1 - - i i  f l )  + . . .  ~. M t ( X t - - i t  ft) q- 

q- F't_,  (Xt2+l - -  

esto es : 

y, por el L. 3, 

F E n [J, + B(X~+~ --/~+1)]  
iE t t 

f~ . l ) '  i E I , ,  

F E ( N J,) q- B(X~+ 1 - -  f~+l), 
i~I t 

pero, por la hip6tesis de inducci6n y la inclusi6n D vhlida para todo 
s, se verifica que 

n J, = B ( X ~ - - f ~  . . . . .  X ~ - - f ~ ) ,  
iEI t 

con lo que queda probada la inclusion c para  t q- 1, y por tanto 
el Lema, 

NOTACION. - Sea L c L ~  {1, - - 1 }  ~ el conjunto de indices tal 
que para  todo iE L se verifique que el interior  de V~ sea distinto 
del conjunto vacio, y reciprocamente. Siendo V~ el conjunto de 
puntos de ~ en que se anulan todas las funciones de 

l , ~ - - - A [ [ f l [ ,  . . . .  Ifr[] ( [ f l l - - i l  f l ,  ~ � 9  I f d - - i r f ~ ) .  

Se designarf~ por F~ el 

f ~ ( x ) - ~  O. Se designar~i 

homomorfismo B -+ fi,, 

conjunto de todos los puntos x E 12 tales que 

por A al anillo A[Ifl] . . . .  , If, I] y por u al 

definido por u(X~)  ----- If~I, i ~ 1 . . . . .  r. 

LEMA 5. - Ker u ~ N &.  
iEL 

DEMONSTRACION. - Sea J---- N J~. 
iEL 
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(i) Para  todo F E J, sea F '  - -  u(F).  Para  todo punto x E 

tal que x q t~ F~, existe un iE L tal que x E V~ y como F E  J c J ; ,  
i ~ 1  

ser~ F'(x)------O. Por consiguiente, F ' ( x ) : - - 0  para todo punto x de 

- -  (~ F~ y como t~ F~ es un conjunto raro  en • y como el conjunto 

de los puntos en que se anula F '  es cerrado, por ser F '  funci5n con- 

t inua,  resulta que F' se anula en -Q, esto es F' es la funciSn cero 

sobre ~ y, por tanto, F E k er u .  

(ii) Pa ra  todo F E B y para  todo i E L, se puede escribir:  

T 

(5) F ~ Z gk~ ( X k - - i k  fk) + h~, 
k ~ l  

en dond gki E B, k----l ,  . . . .  r, y h~ E A, i E L . 

Si F ~ ker u, ser~ : 

0 - - - - u ( F )  ~ Z u ( g k , ) ( I f k ] ~ i ~ f k ) + h , ,  
k = l  

de donde, en vir tud del L. 1 de 2., 

r 

Z u (g~,) ( I fk l - - ik f~)  = - - h ,  EI, A A  ---- {0}, 
k ~ l  

y, terLiendo en cuenta (5), 

T 

F ~ Z g ~ ( X ~ - - i k f k )  EJ~' 
k ~ l  

paxa todo i E L, luego F E J �9 

Escolio 2. - u( N J~) --~ n u(J~). 
tEL iE L 

En efecto, le inclusi5n c es obvia. Para  todo F ' E  N u(J~) se 
iEL 

verif ica que: 
r r 

(6) r '  ~- ~ g,~(IfJl--ij/s) - ~ g~ (If~l--k~/~); i, k e L .  
j = l  j ~ l  

Sea 
r 

(7) r~ - -  Z g ' j  ( x i  - -  i, fj). 
j = i  
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De (6) y (7) se deduce que 

u ( F ~ - - F ~ )  ~ O, F ~ - - F ~ E  k e r u  ---- NJ~, 
iEL 

luego, 

(8) 

luego, 

luego, 

(9) 

F~ = Fj-q- F~jEJ~,  F~ jENJ~ ,  ] E L ,  
iEL 

F~ E N J~, 
jEL 

F" ~ u(F~) E u(  N J~) . 
j ~ L  

Escol io  3. - { 0 } ~  N Is.  Siendo I i ~ u ( J ~ ) .  
j=L 

Escol io 4. - Los ide~los I j ,  ] E L, son pr imes.  
Se ha  obtonido el s igu ien te :  

TEOREMA 1. - E n  las h ip6tes is  an ter iores ,  se v e r i f i c r  que:  

(10) 
U 

0--~ N J,  --~ A [X, . . . .  , X~] - ,  A [If,] . . . .  , If~l] -~  0 ,  
iEL 

es una  suces i6n  exacta.  

2 . -  RELACIONES ENTRE LOS IDEALES DE A Y d~. 

Si Vj ~-- {x E 12]G(x) - -  0, VG E 1~}, se ver i f ic~ que existe  a lgdn  

3" E L tal  que Vi r qb, ya  que U V~---12 y U F~ es un  conj tmto r a r e  
j~  l r i ~ l  

en P.. 

LBMA 1. - S i  r162 r �9 se ve r i f i ea  que Ij N A - - {  0}. 

DEM0STP~CI6N. - Si F E l s N A  y V ( F ) ~ { x E  ~ 2 1 F ( x ) ~ O } ,  de 
{F} c I~ se deduce que V(F)  ~ Vj,  luego V ( F )  een t iene  un  ab ier to  
no vaeio de 12 y, p e r  sor X2 eoa~xo y F anal i t ieo  ser ia  F ~ 0 sobre 12. 

LEMA 2. - S i  m es u n  ideal  de A ,  se ve r i f i ca  que 

A m N A  ~ m .  

DEMOSTRACION. - Eviden t emen t e  es m c ~, m N A. P a r a  rode 

F E ~,m N A y pa ra  redo Ij ta l  que ~ ~ (P, se ver i f ica  que" 
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H~p~, H ~ 6 A ,  p ~ E m ,  i = 1 , . . . , s .  
/ = I  

Ahora bien, Hi se puede escribir en la fo rma:  

H~ ~ H '~-sh~ ,  H ' iEI~ ,  h~EA,  

luego, 
" z  t 8 t # " ~  

i = l  i = l  

de donde, 

= 2 ;  
i = l  i = l  

es toes ,  F = ~ h~p~Em. 

H' ip~EI~NA = {0}, 

ESCOLIO. - (Ij -5 Am) n A = m, siendo ]~# ~ q~. 

LEMA 3. - S i p  es un ideal primo de A y V~ V = qb, se verifica que 

P = I ~ + ] p  

es ideal primo de ~,. 

DEMONSTRACI6N. - Sea F �9 G E P. Poniendo 

F ~ F ' + f ,  G ~ G ' + g ,  F ' ,G 'EI~;  f, g E A ,  

resulta que 

FG ~ H W f g ,  H E I r .  

Pero, por hip6tesis, 

= H ' - 5  ~ L~p~, L ~ E A ,  P~EP, FG 

y poniendo L~ = L', -5 l,,  L', 6 I j ,  l, 6 A,  i = 1 . . . . .  t, resul ta:  

t t 

H -s fg = H" -5 ~ L ' , p , - 5 ~  /~p~, 
i = l  i = l  

H--H'-- ~ L'~p~ 

de donde 

i = I  

t 

~ l ~ p ~ - - f g E I i N A  
i = l  

= { o } ,  
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luego 
t 

f g  = Z l~p~Ep 
i ~ l  

y, po r  ser  p p r imo,  uno, p o r  lo menos  de los dos f ac to re s  pe r tonece  

a p. Si f E p  ser~ F : ~ - - - F ' + f E I s + A p = P .  

COROLARIO. - Si q es un ideal prima~io de A y ~qq= p, se ve- 

rifica que Ij + ~,q es un ideal primario y ~/Ij + ~.q - -  Ij + Ap, siendo 

Vj V:~h. 

LEMA 4. - Si P es un ideal primo de ~, y p = P NA, existe un 

k E Ir tal que 

P = I~ + A p .  

DEMOSTRACION. - De {0} = N I~ = P y de se r  los ideales I~ 

p r imos  resu l t a  que P di, v ide  a uno, p o r  lo menos,  de los ideales L .  

Sea Ik = P.  P o r  t an to ,  Ik + Ap = P.  P a r a  todo F E P se v e r i f i c a  que 

F ~-- H + h ,  H EIk ,  h E A ,  

luego H E P Y, po r  t an to ,  F - -  H ~ -  h E P, luego, h E P. 

LEMA 5. - Si qi ,  i = 1 . . . .  , r so~ ideales de A y si I j e s  tal que 

Vj ~ qs, se verifica que 

Ij + ft, (ql N . . .  N qr) = Ij + ( A q ~ N . . .  NAqr ) .  

D E M O S T R A C I O N .  - La  inclusi6n c es obvia. P a r a  todo 

F E Is + ( A q l  N . . . N A q r ) ,  

se ve r i f i c a  que 

F ~ H l ~ - h l  . . . . .  H r - ~ h r ,  HiEI~,  h~Eq~, 

P o r  tanto ,  

H ~ - - H l  = h z - - h ~ E I j N A  = { 0 } .  

i = X ~ . . . ~ T .  
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luego, 

hi E n q~ 
4 = 1  

Y 

F ~ H 1 4 - h i E I i J r A ( q ~ N . . . N q ~ ) .  

L E M A  6.  - E n  las m i s m a s  h ipStes i s  del l ema anter ior ,  

(Ij + ~4q~) N . . . N (I~ Jr Aq~) ~ I i ~- (~4q~ N . . . N Aq~) . 

La inclusi6n D e s  obvia. Pa ra  todo 

F E(Ij + A q ~ ) N . . . N  (Ij + Aq,) 

so verif ica que 

F = H i + h i  ----= . . . . .  H r + h ~ ,  H,  EI~,  h, E q , ,  i = 1 , . . . , r ,  

do donde, como en el lema anter ior ,  

F E Ij + (Aql N . . . N A q r ) .  

o 
L E M A  7.  - Si  Ij es tal  que V~ r q~ y m es un  ideal  de A ,  se ve-  

r i f i ca  que 

(Ij + A m ) N A  = m .  

E n  efecto, s i f  E (Ij + A m ) N A ,  se verif ica que 

f ~ H + h ,  H E I j ,  h e m ,  

luego f ~ h = H E I j N A ~ - { O } ,  y f = h E m .  

De los lemas anter iores  resulta le s iguiente:  

PROPOSICION. - Si  

m ~ q ~ N . . . N q r  

es u n  ideal  de A ,  s ivndo q~ i-m-1, . . . ,  r, ideales p r i m a r i o s  y ~ q ~ = p ~ ,  
o 

se verifica que, para  todo Ij tal que Vj r Q ,  

Ij ~ za(ql N . . .  N q~) =- (Ii @ Aq~) N . . .  n (lj -F -4-q~) 
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e n  d o n d e  los  i d e a l e s  I j -~ -~ ,q~ . ,  k---~ 1 . . . .  , r ,  son  p r i m a r i o s  y a c e n  

s o b r e  qk y 

[ /Is  + A q~. ~ l i  -~- A P k ,  k - ~  1 . . . .  , r .  

SUMMARY. - -  In this paper  one-s tudy  the algebraic propert ies of some 

sets, called preanal i t ic  sets, defined by the vanishing of the functions of the 

ideals of the r ing .4 ---- A l l / I ] , . . . ,  If,H, where A is the r ing of anali t ic functions 

over a connected open set • of R ~ and ]l E A, i---- 1 , . . . , r .  
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