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INTRODUCCION

El tema sobre el que trata nuestro trabajo es la equivalencia
en los lenguajes topoldgicos formales. Estos fueron introducidos a
mediados de la década de los afios setenta y con ellos se produjo, en
tealidad, el nacimiento de la Teoria de Modelos Topoldgicos, cuya fi
nalided se centra en el‘estudio de las estructuras topoldgicas median}
te dichos lenguajes. Una estructura topolégica es un par (A,0), don
de A es una estructura algebraica y ¢ es una topologia sobre A.
A partir de me se introduce el lenguaje topoldgico de primer or-

)

den (L en el cual 'se permite, dicho de manera intuitiva, la

ww’' t’
cuantificacién sobre entornos suficientemente pequefios de un punto.
De manera aniloga, se introducen los lenguajes topoldgicos infinita

rios (L ) y (L

Cualquier sentencia ¢ de un lenguaje
W't

ww)c'
topoldgico es iuvariante respecto a bases. Esto es, para cualquier

estructura topoldgica (A,0) y cualquier Gn base de 0©0, se tiene:
(A,0) EF ¢ = (A0 ) F ¢.

En [12, 12 parte] se demuestra que es posible dar un tratamiento pa
ralelo a la Teoria de Modelos Cldsica y a la Teoria de Modelos Topo
16gicos. Se prueba que los teoremas de compacidad, completitud,
Lowenheim-Skolem, Lindstrom e interpolacidn son generalizables al
contexto topoldgico, al igual que la t&cnica de los juegos de
Ehrenfeucht. No obstante, algunos resultados interesantes en el con
texto clidsico no son generalizables al contexto topoldgico. Por ejem

plo, el teorema de isomorfismo de Scott.



Tratemos ahora el conténido del trabajo. En 1,1 incluimos las
nociones y teoremas centrales de la Teoria de Modelos Topoldgicos,
asi como algunos otros resultados de [12, lé parte], que nos serdn
de utilidad a lo largo del trabajo. Esta seccidn 1.1 concluye con un

pequeiio estudio sobre las sentencias invariantes respecto a subbases.

En nuestro escrito, Lt simboliza un cierto lenguaje topoldgi
co. En 1.2 estudiamos el problema de la definabilidad y la Lt—prese£
vacidn, para lo cual introducimos la generalizacidn del teorema de
Feferman al contexto topoldgico, cuya demostracidn, al seguir las mis
mas directrices que [7], es omitida. Se deduce de inmediato que opera
ciones como la suma y el producto son (wa)t—definibles ¥ preservan
la (Lwé)t-equivalencia. Otras operaciones requieren un estudio mis
detallado. La operacidn que a un dlgebra de Boole le hace correspon
der su espacio de Stone no preserva la equivalencia elemental; sin
embargo, la operacidn inversa si preserva dicha equivalencia. Para
demostrar estos hechos nos apoyamos en la caracterizacidn de la equi
vaiencia elemental para dlgebras de Boole de [5]. Mostramos una ope
racidn que preserva la (Lwlw)t—equivalencia y no preserva la

(L )t-equivalencia, que es (L ) -definible y no es (L ) -defi

ww ww’t ww’ t
nible. Esta es la que a una estructura topoldgica (A,0) 1le hace
corresponder (A,c+), gsiendo c+ la menor topologia '1‘1 que con-

tiene a o. Demostramos que la compactificacidén con un punto no pre

serva la (L (L )t' (L )_-equivalencia y que, por tanto,

mw)t’ w0 we’ t
no es (Lm w)t-definible. Por otra parte, se deduce de inmediato que
1
la compactificacidn de Stone-Céch tampoco es (Lw m)t-definible.
1

El segundo capitulo representa, a nuestro entender, una gene
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ralizacidn al contexto topoldgico de la té&cnica de los funtores de

Feferman, expuesta en [8]. En 2.1 intraducimos la nocifn de k-fun-
tor topoldgico local, siendo «k un cardinal cualquiera >2. Un fun
tor topoldgico es una operacidén F : HICi —— 0, donde Ci, ?

son clases formadas por estructuras topoldgicas y por homeomorfismos
parciales entre dichas estructuras. Dicho de manera intuitiva y ci-
fiéndonos al caso en el qué I es un conjunto unitario, F : C —— D
es un k-funtor topoldgico local si se cumplen las siguientes condi~

ciones:
(i) F preserva la relacidn & para homeomorfismos parciales.

(ii) Para cualquier (A,0) 6 C, se tiene que todo abierto de

F((A,06)) depende de un niimero finito de abiertos de (A,0).

(iii) Para cualquier (A,0) 6 (, se tiene que todo subconjunto
de elementos de F((A,0)) de cardinal < k depende de un !

subconjunto de elementos de (A,0) de cardinal < k.

Los fragmentos (L:K)t no se definen a partif del concepto de rango
de una férmula, sino de un concepto similar, al que denominamos carac
teristica de una f&rmula. La razén estriba en que en la definicidn de
los immeomotéismos parciales congideramos continuidad; y ésta no puede
ser tratada con férmulas de rango cero. El contenido del teorema de

preservacidn es el siguiente: si F es un k-funtor topoldgico lo-

o - .
cal, F preserva la (LwK)t’ (LwK)tnequ1va1enc1a.

En 2.2 mostramos una serie de aplicaciones. La compleccidn pa
ra grupos métricos es un wl-funtot topoldgico local y preserva, por

tanto, 1la (me )t—equivalencia. La geometria de variedades de dimen
1
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gidén finita para espacios vectoriales topoldgicos es un w-funtor
topoldgico local. Las restantes aplicaciones se refieren a los pro
ductos generalizados topoldgicos mds usuales. Se tiene que el pro-
ducto con la topologia usual, el producto con la topologia caja,

la suma directa, la suma y el producto reducido son 2-funtores topo
l6gicos locales. La seccidn 2.2 termina con una generalizacidn inme
diata al contexto topoldgico de los resultados de preservacidn para

productos reducidos de [11] y [21].

Estimamos que en el tercer capitulo, especialmente en 3.3, se
encuentran los resultados mds interesantes del trabajo. El objeto
de este capitulo son los espacios T3, los cu#les son denotados por
A,B,... .En este punto cambia la notacidn con respecto a los dos ca
pitulos precedentes, en los que tales simbolos representan estructu
ras algebraicas. En la seccidén 3.1, que es muy breve, incluimos al-
gunos resultados sobre espacios T3 de [12, 22 parte], que nos seran
de utilidad a lo largo del capitulo. Entre ellos, se encuentra la
caracterizacidn de la (wa)t-equivalencia para espacios T4 median
te los tipos de Flum~Ziegler.

En la seccidn 3.2 demostramos algunos resultados de preserva
cidn para productos de espacios T, con la topologia caja. Si <A.>

i’ I

es una familia de espacios T3, denotamos por X Ai al producto de

I
los espacios Ai con la topologia caja. Definimos para todo

n 6 w - {0} wuna funcién producto x® gobre el conjunto de n-tipos
en el sentido Flum-Ziegler, tal que para cualquier familia <Ai>I

de espacios T3 y cualquier (ai)I 6 XIAi : s8i el n-tipo de a;

: Lo n
en Ai es a, (i 6 I), el n-tipo de (ai)I en XIAi es X 0..
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Este resultado es el teorema b3sico. Definimos para todo n 6 w - {0}
un orden lineal <" gobre el conjunto de n-tipos en el sentido
Flum-Ziegler satisfactibles. Demostramos que para cualquier familia

<ui>I de n-tipos satisfactibles y cualquier J £ I, se tiene que

n n _n
xJaj 2 x;a.,. Este resultado contrasta con lo que sucede en el con

texto cldsico, ya que los tipos de Hintikka-Fraissé&, que caracteri-
zan la equivalencia elemental, dan lugar a un dlgebra de Boole (véa
se [5, capitulo 6] y [14]). Se tiene que el orden lineal <" no es
siempre inico con respecto al anterior resultado. Nosotros utiliza-
mos ¢l nombre de funcién decidible en lugar del mis comfinmente uti-
lizado de funcién efectivamente computable. Mediante la funcién xn,
)

congtruimos una funcién decidible p : (L — W, tal que para

ww’ t

cualquier sentencia ¢ de (L )

s PP <A >
wo’t ¥ cualquier familia Ai de

I
egpacios T4, se tiene:
XIAi E ¢ —> existe I,C 1 con card (Io) = p(¢), tal

que para todo I' C I «con 1, C I' se tiene
que XI'Ai = ¢. . .

Es decir, p verifica el teorema de Feferman-Vaught de [9]. Por

otra parte, se deduce de inmediato que si consideramos productos de

espacios T3 con la topologia usual, no es posible encontrar una fun

cidn que cumpla dicho teorema. Como la teoria de espacios T3 es de-

cidible, se prueba fizilmente que cualquier funcién decidible que

cumpla el teorema de Feferman-Vaught para espacios T3 se puede op-

timizar de una manera efectiva.

En la seccidn 3.3 introducimos la nocidn de conjunto accesi-

ble. A partir de este concepto, definimos los tipos para (Lw m)t'
. 1



Mediante ellos, caracterizamos la (Lwlw)t-equivalencia para la cla
se de los espacios T, de tipo finito. Demostramos, por {ltimo, que
dicha clase estd estrictiamente contenida en la clase de los espacios
T, de tipo finito en el sentido Flum-Ziegler. Para introducir 1a no
cidn de conjunto accesible, definimos previamente para todo A es-
pacio T3, A* subconjunto.de puntos de A y n 6 w un juego
Jn(A*,A) de n jugadas entre los participantes I y II. En cada ju
gada, el participante I escoge un nimero natural r y una secuen
cia finita Byreeesa de punt?s de A y, a continuacidn, el parti
cipante II escoge una secuencia finita Ul A al,...,Ur B.ar de
abiertos de A. El jugador I vence en Jn(A*,A), gi al final del
juego el conjunto A% queda cubierto por los abiertos escogidos por
II a lo largo de las n jugadas. Decimos que A* es accesible, si
existe n 6 w tal que I tiene una estrategia de victoria en
Jn(A*,A). Para cualquier a 6 A, decimos que A* converge contra
a, s8i a es punto de acumulacidn de A%*. A partir de la nocidn
de conjunto accesible, establecemos una clasificacidén de las formas
de convergencia. Si A% converge contra a, distinguimos las tres

siguientes posibilidades:
(a) A* es accesible.

(b) A* no es accesible, y existe un abjerto U A a tal que

A*\ U es accesible.
(c) Para todo abierto U D a, A*/\ U no es accesible.
A partir de esta clasificacién de las formas de convergencia, defi

nimos los tipos para (Lm w)t' Para todo n 6 w definimos un con
1



~ vii ~

junto finito Sn de tipos. Para todo A espacio T3 y a6 A de
finimos el n-tipo de a en A, sn(a,A). Demostramos que ciertas
propiedades de inter&s que cumplen los tipos de Flum-Ziegler para

(me)t son verificadas por nuestros tipos. Sin embargo, y al con-

trario de 1o que ocurre con los tipos para (L ) no es cierto en

ww’ t?

.

general que dados- A espacio T3, U abierto de A, a 6 U y
n 6 w, se tenga que sn(a,A) = sn(a,U). Un tipo completo es una
secuencia (un)m con o 6 Sn (n 6 w). En nuestro sentido, dire-

mos que un espacio '1’3 es de tipo finito, si el conjunto de los ti

pos completos satisfactibles en dicho espacio es finito. Este concep

to es expresable en (Lm w)t’ al serlo nuestros‘tipos. Para todo A
1

espacio 'I.’3 y n 6w definimos la funcidn E: : Sn — w (J{=} por
Eﬁ(u) = nimero de elementos de A de n-tipo a. Consideramos

. A A - . P : .
la funcidén E- = En, que esta bien definida. El teorema princi

n6w
pal afirma que para todo A, B espacios T3 numerables con A de
tipo finito:
A B

A y B son homeomorfos L d E" = E°.

En la demostracidn de este resultado se prueba, en realidad, que es
posible encontrar una estrategia de victoria del participante II
en el juego de Ehrenfeucht de infinitas jugadas, a partir de ciertas
propiedades de los conjuntas accesibles. Como consecuencia de este

teorema, se tiene que todo espacio T, numerable de tipo finito tiene

3

sentencia de Scott. Mediante una sencilla aplicacifn del teorema de

Lowenheim-Skolem, demostramos que nuestros tipos caracterizan la

(Lw w)t—equivalencia para la clase de los espacios T3 de tipo fini
1

to. Mediante un contraejemplo, probamos que este resultado no es



cierto, s8i no suponemos que uno de los dos espacios en cuestidn es
de tipo finito. La razdn de este hecho estriba en que al efectuar
el juego de Ehrenfeucht de infinitas jugadas para espacios T3 nume
rables, el participante II no puede escoger entornos suficientemen
te pequefios. Es inmediato que todo espacio '1'3 de tipo finito en
nuestro sentido es de tipo finito en el sentido Flum-Ziegler. En el
Gltimo apartado de esta seccidn 3.3 demostramos que el reciproco no
es cierto., Para ello, construimos para todo niimero natural n > 1
un w-irbol T" con 1la topologia inducida, que verifica mids de n
tipos completos en nuestro sentido y siempre los mismos tres tipos
completos, exactamente, en el sentido Flum~Ziegler. Es suficiente,
entonces, considerar la suma de los espacios ™. Comprobamos, por
dltimo, que los llamados espacios T3 de tipo finito en el sentido
Flum-Ziegler sin convergencias mixtas (o espacios en el sentido
Ahlbrand) son de tipo finito en nuestro sentido.

Deseo expresar, por Gltimo, mi sincera gratitud al Profe-

sor Jorg Flum, del cual he recibido siempre estimulo y asesoramien

to para realizar este trabajo.
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CAPITULO 1-

LENGUAJES TOPOLOGICOS Y PRESERVACION

1.1. Preliminares.

Un tipo de gsimilaridad es un conjunto de gsimbolos de predicado,

de funcidn y de constante. Los tipos de similaridad serdn denotados

por K, KI’KZ""' .Una estructura débil para K es un par (A,0),

donde A es una estructura para K en el sentido usual y o0 es un
conjunte de partes de A, Si O es una topologia, diremos que

(A,0) es una estructura topoldgica para K. Siempre que no haya

lugar a confugidn, omitiremos mencionar el tipo de similaridad.
lLas estructuras algebraicas serin denotadas por A, B,....

Las nociones y resultados que vamos a menciorar en esta sec-

cidn 1.1 est@n expuestos en [12, 12 parte]. )
Designemos por me al lenguaje de primer orden. A partir de

L se define el lenguaje de segundo orden (L ),, afiadiendo una
ww ww’ 2

serie de nuevas variables para conjuntos wo,wl,... (que denotare-
mos por X, Y,...) y un simbole 6 de dos argumentos, y afiadiendo

las dos siguientes reglas a las que tenemos en wa:

(i) Las expresiones del tipo t 6 X (donde ¢t es un término

y X una variable de conjunto) son férmulas atdmicas.
(ii) Si ¢ es una fdérmula, 3X¢ y ¥X¢ son fdrmulas.

Muchos conceptos de la Topologia son expresables en (wa)z.



Dicho lenguaje es reducible a uno de primer orden, cuyos modelos

tienen dos universos. Por tanto, (L cumple los teoremas de

wm)Z
compacidad, completitud y L8éwenheim-Skolem. Sin embargo, estos tego
remas centrales no se cumplen, si nos cefiimos a estructuras topold
gicas. No existe una sentencia ¢ de (me)z, tal que para cual-

quier estructura débil (A,0):
(A,o) &= ¢ = 0 es una topologia de A.

Sin embargo, podemos encontrar una sentencia bas de (me)z, tal

que para cualquier estructura débil (A,g):
(A,0) = bas <> g es base de una topologia de A.

Dada una base ¢ de una topologia de A, denotaremos por ¢ a la

topologia generada por oO.

1.1.1. Definicidn.- Sea ¢ una sentencia de (me)z. Se dice que

¢ es invariante respecto a bases, si para cualquier estructura d@&

bil (A,g) con o base de una topologia de A, se tiene:

(A’O) b ¢ = (Avé) t:' ¢'

Se dice que una férmula de (me)2 estd en forma normal nega-

tiva, s8i el simbolo de negacidén tan s8lo afecta a fGrmulas atdmicas.

Por ejemplo,

IX Yt 6 X V(c 686X A Tc 68Y A Jy (y 8 XA y6Y)

estd en forma normal negativa. Cada f8rmula ¢ tiene su forma normal

negativa, la cual es una f&rmula equivalente a ¢. Se dice que una

formula ¢ de (L )2 es positiva en una variable de conjunto X,
w

8i cualquier subfdrmula atémica del tipo t € X de la forma aormal



¥
i1

negativa de ¢ en la que X esté libre no estd precedida por el

simbolo de negacidn. Andlogamente, se dice que ¢ es negativa en X,

8i cualquier subférmula atdmica del tipo t 6 X de la forma normal
negativa de ¢ en la que X esté libre estd precedida por el sim-

bolo de negacidn.

1.1.2, pefinicidn.- Se define el lenguaje (wa)t’ a partir de las
formulas atdémicas de (me)Z’ de las reglas de me y de la regla

que expresa que para cualquier té&rmino t y cualquier férmula ¢:

1. Si ¢ es positiva en X, ¥X (t 6 X —> ¢) es una {or

mula.

2. 8i ¢ es negativa en X, JX (t 6 X A ¢) es una férmula.

Escribiremos ¥X 3 t¢, IX > td en lugar de ¥X (t 6 X * ¢),

IX (t 6 XA ¢), respectivamente. Obsérvese que (L )

es un sub
we’t -

lenguaje de (me)Z'

Se puede demostrar (procediendo por induccidn) que las senten

cias de (me)t son invariantes respecto a bases. Por tanto, dadas

dos bases O1+0, de una misma topologia sobre A y una sentencia

¢ de (L se tiene:

wm)t’
(A,0,) = ¢ = (A, 0) E ¢.

Ademdr, (véase [12, 12 parte, seccidm 4]), toda sentencia de

(me)z invariante respecto a bases es equivalente en estructuras to
18gicas a u entencia d .
poldgic na sen cia de (me)t
El poder expresivo de (wa)t es inferior al de (me>2' Por

ejemplo, la conexién no es expresable en (me)t' Sin embargo, mu-



chas nociones topoldgicas son expresables en este lenguaje. Veamos

algunas. El concepto de base de una topologia se puede expresar por

bas = ¥x IX 3 x ¥x ¥X; 3 x ¥X, ax JY 3 x ¥y (v 6 Y V

(y 6§ X, A v € X,)).
De esta forma, para cualquier estructura débil (A,g), tenemos:

(A,o) = bas <> ¢ es base de una topologia de A.

Si f es un simbolo de funcidn de n argumentos, la continuidad

de f es expresable por
¥xp...¥x 0 ¥X 2D f(xl,...,xn) 3x1_-3 Xp oeens 3xn 3 X, ¥y, ...¥y
((y1 6 Xl/\ s AY, [+ Xn) —_— f(yl,...,yn) 6 X).

Otros conceptos de interés expresables en (me)t son To'Tl’TZ’

regularidad, T3 y los conceptos de topologia discreta y topologia
trivial. Las sentencias correspondientes son las siguientes:

= V¥x¥y (x £y — JX3a3x (y X) v ¥ a3y (x ¢ Y)).

= ¥x¥y (x £y — 3JIX ax (y ¢ X)).

I, = ¥x¥y (x 4y —— 3IX 3x Iy 3y ("xNy=9").

reg = ¥x¥X 3 x JY ax ¥z (z @€ X —— Az 3z (MZNY = ¢")).

I, =reg AT,
disc = ¥x JX 3 x ¥y (y 6 X — y = x).

triv = ¥x ¥X A x ¥y (y 6 X).

Naturalmente, £ # ty, ¢ X son abreviaturas de ‘]tl =t,,

Tt 6 X. Otros conceptos expresables en (L )

W son el de grupo topo

t



16gico y el de cuerpo topoldgico. El primero de ellos tiene como ti

po de similaridad a {+, - ,0}, donde + es un simbolo de funcidn
; de dos argumentos y =~ es un s8imbolo de funcidn de un argumento,
que répresenta la funcidn inversa. Los grupos topoldgicos son aque-
llas estructuras topolégicas que son modelos de los axiomas de gru-

po y de las sentencias "+ es continua" y "- es continua".

Obsérvese que si una variable de conjunto X estd libre en

una subférmula ¢ de una sentencia de (L ) se tiene que X

ww’ t’

es positiva en ¢ o X es negativa en ¢. Si las variables 1li-
bres de ¢ estdn comprendidas entre LR xl,...,xr,

Y . Y ¢ es positiva en Xl,...,Xr y negativa en
- + + - -
Yl""’Ys’ escribiremos ¢(xl,...,xn, xl,...,xr, Yl,...,Ys) o,

1*°° s

mis abreviadamente ¢(;,§+,Y-).

Diremos que una estructura topoldgica (A,0) es numerable,

si A es numerable y 0 tiene una base numerable.

1.1.3, Definicidén.- (a) Se define el lenguaje (L ) a partir de

s
lul(.l) t

las férmulas y reglas de (L )

ww't Y de la siguiente regla:

Si & es un conjunto no vacio y numerable de f&rmulas de

(L )

W £’ A y V& son formulag de (Lw )

lwt

(b) Se define el lenguaje (L_ ) a partir de las fdrmulas
w

t*

y reglas de (me)t y de la siguiente regla:

Ad

‘ §i ©® es un conjunto no vacio de férmulas de (me)t’

y V& son férmulas de (wa)t'




De manera andloga, se introducen los lenguajes (Lw w)z y
1
. m . t i, A i i
(me)2 Como las sentencias de (Iwm)t son invariantes respecto a

bases, para cualquier conjunto ¢ de sentencias de (wa)t’ se tie

ne:
® tiene un modelo topoldgico <= ¢ {/{bas} tiene un modelo
débil.

Al lenguaje (L )

ww se le denomina lenguaje topoldgico de

primer orden. A (L ) y (L_)

o) ¢’ lenguajes topoldgicos infini

tarios.

Los tres siguientes teoremas son centrales en la Teoria de

Modelos Topoldgicos.

1.1.4. Teorema de compacidad.- Sea ® wun conjunto de sentencias de

(wa)t' Si toda parte finita de ¢ tiene un modelo topolégico, ¢

tiene un modelo topoldgico.

1.1.5. Teorema de completitud.- Para cualquier tipo de similaridad

recurgsivo, el conjunto de sentgncias de (me)t que se cumplen en

todas las estructuras topoldgicas es recursivamente enumerable.

1.1.6, Teorema de L8wenheim-Skolem.- (a) Sea & wun conjunto de

sentencias de (me)t' Si ¢ es numerable y tiene un modelo topo

l6gico, ¢ tiene un modelo topoldgico numerable.

(b) Sea ¢ wuna sentencia de (L )

. Si iene un de
ww’t i ¢ tiene mode

lo topoldgico, ¢ tiene un modelo topoldgico numerable.



:
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3
3

En este trabajo, Lt gsimboliza un cierto lenguaje topoldgi-

co. Diremos que dos estructuras (A,0) y (B,T) son Lt-eguiva-

lentes, s8i verifican las mismas sentencias de Lt' Escribiremos, en

tonces, (A,Q) =t {(B,T). Si (A,0) y (B,T) son (me)t—equivaleg
tes, (Lmlw)t-equivalentes, (me)t—equivalentes, escribiremos

_t -t -t .
(A,0) E (B,t), (A,0) :wlw (B,t), (A,0) =¢m (B,T), respectivamen

te.

1.1.7, Definicjones.- Sean (A,0), (B,T) estructuras débiles para

un tipo de similaridad K.

(a) Un homeomorfismo parcial en.el sentido Flum-Ziegler de

(A,0) a (B,T) es una terna h = (ho,hl,hz), que cumple:
(i) h° es un isomorfismo parcial de A a B. Esto es, una
aplicacidn inyectiva con dom(h®) C A y rg(h®) C B,
tal que:

1.8Si RE6K y a6 dom (h9):

R* 3 «— Rr® n%@@.

(h°(a) denota ho(al)...ho(an), en el supuesto

o

= al...an).

2.8 £f€L y a,a 6 dom(h®) :

2G) = a = 2m%@) = 1%a).

(ii)hl,h2 € 0 x T, tales que:

1. si Uhlv, a 6 dom(h?) y a €6 U, se sigue que

h°(a) 6 v.



2. Si UhZV, b6 rgth® y b €V, se sigue que

L) 6 v.

(b) Se dice que (A,0) y (B,T) son parcialmente homeomorfas,

si existe un conjunto no vacio I de homeomorfismos parciales en el
sentido Flum-Ziegler de (A,0) a (B,t), de tal manera que se cum-—
plen las siguientes condiciones:

(i) Si h €61 y a6 A, existe h' 6 I con ‘hCh' (esto

1 v1 2 v2

es, h°chn'® nlchn vy h“Cch'®) y a6 dom(n'®).

(ii) Si h 6 1, a 6 dom (ho), U660 y ae6U, se sigue que
existen h' € I y V € T, tales que h Ch', h®(a) € v

y Uh'zv.

(iii) Si h 6 I y b &8 B, existe h' 6 I con h

n

h' vy
b 6 rg(h'%).

(iv) Si h eI, b6 rg(h®, Vet y b6V, sesigue que
existen h' 6 I y U 6 0, tales que- h Ch',
Yy e vy un'ly.

Escribiremos, entonces, (A,0) ﬁ; (B,T).

(c) Sea & un ordinal. Se dice que (A,0) y (B,1) son

E-parcialmente homeomorfas, si existe una secuencia (I tal

n)n<£

que In (n < E£) es un conjunto no vacio de homeomorfismos parcia-
les en el sentido Flum-Ziegler de (A,0) a (B,T), de tal forma

que se verifican las siguientgs condiciones para n' < n < &:

(i) Si h e 1 y a6 A, existe h' 6 I , con hCh' y

n
a 6 dom(h'o).

n



(ii) si hnh & In, a €6 dom(ho), U600 y a2 68U, se sigue que
existen h' 6 Iﬂ' y V61, tales que h Ch',
w°(a) € Vv y uh'Zv.

(iii) Si h € In y b6 B, existe h' g Iﬁ' con h Ch' y

b € rg(h'o).

(iv) Si h ¢ Iﬂ' b 6 rg(ho), VeET y b6V, se sigue que

existen h' & In, y U6 g, tales que h ¢ h',

w® ') ev y un'lv.

Escribiremos, entonces, (A,0) 52 (B,1).

En [12, 12 parte, seccidn é] es generalizada el contexto .topo

18gico la técnica de los juegos de Ehrenfeucht. Dadas dos estructuras

débiles cualesquiera (A,0) y (B,T), se introduce el juego
G((A,0), (B,1)) de infinitos movimientos o jugadas entre los partici
pantes I y II, de la siguiente manera. Cada movimiento es de tipo x
6 de tipo X. En la n~&sima jugada, el participante I escoge en
primer lugar el tipo de movimiento. Si es de tipo x, el jugador I
escoge un elemento a, 6 A (o bien, un elemento bn 6 B) y, enton-
ces, el jugador II escoge un elemento bn 6B ( o bien, respectiva-
mente, un elemento a, 6 A). 8Si el movimiento es de tipo X, el jg
gador 1 tiene que haber escogido en una jugada anterior un movimien
to de tipo x. En este caso, el jugador I escoge vn i < n, de
tal manera que el movimiento i fue de tipo x, y un abierto

Un € g con a; 6 Un (o bien, escoge Vn 6 T con bi 4 Vn). Enton

ces, el jugador 1I escoge un abierto Vn 6 T con bi 6 V“ (o bien,

escoge Un 6 o con a; [} Un). Sean:
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he = {(an’bn) / n €6 w, el n-&simo movimiento fue de tipo x,
vy los elementos a s bn fueron tomados}.

n! - {(Un,Vn) / n 6 w, el n-8simo movimiento fue de tipo X,
I tomd Vn y IT tomd Un}'

n? = { (W ,v)/ n&w, eln-&imo movimiento fue de tipo X,

I tomd U~y II tomd Vn}.

Se diceque II tiene una egtrategia de victoria en el juego

G((A,0), (B,T)), si tiene una estrategia mediante la cual consigue,
. .. 1

cualesquiera que sean los movimientos de I, que (ho,h ,hz) sea un

homeomorfismo parcial en el sentido Flum-Ziegler.

De manera andloga, se introduce el juego Gn((A,U), (B,t))

de n jugadas (n 6 w).

Si dos estructuras topoldgicas (A,0), (B,7) son homeomorfas,
egscribiremos (A,0) =t (B,71). Los tres siguientes resultados nos se

ridn de utilidad a lo largo del trabajo.

1.1.8. Teorema (Flum-Ziegler).- Sean (A,0), (B,T) estructuras topo

16gicas para un tipo de similaridad finito. Las tres siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(1) (A,0) =0 (B,T).

(i1) (A,0) = (B,T).

(iii) Para todo n 6 w, II tiene una estrategia de victoria en

6, ((A,0), (B,T)).
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1.1.9. Teorema (Flum-Ziegler).- Sean (A,0), (B,T) estructuras to-

poldgicas. Las tres siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) (A,0) =25 (B,1).

(ii) (A,0) =; (B,7).

(iii) II tiene una estrategia de victoria en G((A,0), (B,T)).

1/1.10. Teorema (Flum-Ziegler).- Sean (A,0), (B,T) estructuras to

poldgicas numerables. Las tres siguientes afirmaciones son equivalen

tes:

(i) (A,0) =% (B,1).

(ii) (A,0) =; (B,1).
t

(iii) (A,0) = = (B,7).
1

Diremos que una sentencia ¢ de un cierto lenguaje es inva-

riante respecto a subbases, si para cualquier estructura (A,0) con

0 subbase de una topologia de A, se tiene que
(A0 ¢ = (A0E ¢,

donde & es la topologia generada por o.

Vamos a terminar esta geccidén 1.l con algunas consideraciones
sobre sentencias invariantes respecto a subbases. Definimos el len-

uaje L), a partir de L w? afiadiendo una serie de nuevas varia
1

bles [X], [¥],... ¥ un nuevo simbolo € de dos argumentos, y afia-

,diendo a las reglas de Lm © las dos siguientes reglas:
1

(i) Las expresiones del tipo t € [X] son fdrmulas atdémicas
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(ii) 1. 8i ¢ es una f6rmula de (L)s positiva en [X].

¥[X] ®» t¢ es una fdrmula de L,

2. Si ¢ es una fSérmula de (L)s negativa en [X].

g[x] Nt es una formula de ,(L)s'

Las variables [X], [Y],... representan secuencias finitas de abier
tos de cualquier longitud. Dados un t&rmino t, una variable [X],
una estructura (A,0), una secuencia a de elementos de A 7y una
secuencia [U] = (Ul,...,Un) de abiertos de g, definimos la inter

pretacidn de t 6 [X] en (A,0) para a y [U] opor:

(a,0) & e 6 [x]) [a, [u]] «— P*Eleu n ... Ne.

n

Sea (A,0) wuna estructura débil con ¢ subbase de una topo-
logia de A. Es ficil demostrar por induccién sobre el cdlculo de
las férmulas de (L)s, que para todo

+ + - -
LY [x]l,...,[x]p, [Y]l,...,[‘l]q), 8yy..-0a 6 Ay
[ul,s...,[u]

se tiene:

p? [v]l,...,[v]q secuencias finitas de abiertos de o,

(A,0) k= 0[5, [U], V1] — (0,5 4[5, [0], [v]].
Se gigue:

(1) Las sentencias de (L)s son invariantes respecto a subba
ses.

Es facil observar:

(2) Toda sentencia de (L)S es equivalente en modelos débiles

i d .
a una sentencia de (Lwlm)t

Definimos la funcidn s : (L ), — (L) de 1la siguiente
vt s

manera:
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.(a) Si ¢ es fdrmula atémica de L

t 6x, ¢°=1t6 [x].
(b) si ¢ es ¥, ¢° = 1p°.
() si ¢ =Alw /v eo}, ¢°= Av® /v e 8).
(d) si ¢ es JIx¥, ¢° = 3Jxp°.
(e) si ¢ es JIXx tp, ¢° = J[x] >eySs.
Sea (A,0) wuna estructura topolfgica. Como O es cerrada bajo in-

tersecciones finitas, procediendo de nuevo por induccidn, esta vez

sobre el cdlculo de las férmulas de (Lw w)t’ se puede probar que
1

+ - -
para todo ¢(x1,...,x xt,...,xp, Ylf""Yq)’ LYEREETL 6 A,

n’

UpsenesUps VyseeesVo 6 0
(8,0) = olay,--oha, UpseoeslUps vl,...,vq]
s
= (4,0) = ¢°[ayeiha, UL, (L, D]

Por tanto:

(3) Cualquier sentencia ¢ de (L ) es equivalente en es

ww't
tructuras topoldgicas a ¢°.
En [12, 12 parte, seccién 10] se demuestra que (Lw w)t cum
1
ple el teorema de interpolacidn y que toda sentencia de (Lm w)Z in
1

variante respecto a bases es equivalente en estructuras topoldgicas
a una sentencia de (L ) . Se sigue:
mlu) t

(a) (L)s cumple el teorema de interpolacidn.

(b) Toda sentencia de (Lw m)z invariante respecto a subbases
1
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es equivalente en estructuras topeldgicas a una sentencia

de (L)s.

No parece posible obtener una caracterizacidn de las ‘senten-

cias de (L invariantes para subbases. Queda abierta la cues-

ww)z
tidn de si para un tipo de similaridad recursivo, el conjunto de di
chas sentencias es recursivamente enumerable. No es dificil compro-

bar que dicho conjunto no es recursgivo.

1.2. pefinabilidad y L _-preservacidn.

Vamos a introducir, en primer lugar, la generalizacidnm al con
texto topoldgico del teorema de Feferman. A continuacidn, estudiare-
mos el problema de la definabilidad y 1la Lt—preservaciﬁn para algu-

nas de las operaciones topoldgicas usuales.

(A). E1 teorema de Feferman para Lt'

Vamos a denominar tipo de similaridad heterogéneo al apropia-

do para estructuras con varios universos. La definicién rigurosa de
este concepto estd expuesta en [12, 12 parte, seccifn 3]. A diferen-
cia de esta definicidn de [12], nosotros consideraremos como f&rmulas
atdmicas a las igualdades de términos de diferentes tipos. De esta
forma, utilizaremos, en realidad, la generalizacidn al contexto topo

1gico de la definicidn de tipo de similaridad heterogéneo de [7].

Todos los tipos de similaridad que consideremos en este apar
tado serdn heterogéneos y finitos. Todas las estructuras que conside

remos seridn topoldgicas, Si K es un tipo de similaridad heterogé-
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neo, denotaremos por Str(K) a la clase de las estriucturas topoldgi

cag para K. -

1.2.1. pefinicjones.- Sean n >1 y R E:Str(Kl) X...X Str(Kn+1)

una relacidn entre estructuras topolfgicas.

(a). Diremos que R es (Ldm)t—definible, si existen

K-E [Kl,..., y I conjunto de sentencias de

K11+I.]

(L, )¢ Ppara K, tales que:

1. si R(Al,cl) R ¢ existe (B,T) L con

Ant1°%+1) 0
(8,7) [ kp = (Ap,0,) (£=1,..n+1),

2. 8i (B,) EL y (B,1) [ Ky = (Ap,0,) (£=1...n+1),

R(Al,cl) I ¢ ).

An+l’on+l

(b) Diremos que R es (L w)t—definible, gi existen
b |

KD {KI""’Kn+1] y ¢ sentencia de (Lwlm)t para K,
de tal forma que se cumplen las condiciones 1 y 2 de (a),
cambiando I por ¢. De manera aniloga, se puede intro-
ducir, para cualquier conjunto admisible Ad, la nocidn

de cuando R es (L t—definible.

Ad)

(c) Diremos que R _es cerrada respecto a la homeomorfia, si

en la situacidn R(A,,0,) ... (An,Un)(ﬁgT),

(Al’ol) =t (A;,Ui),...,(An,on) =t (A;,u;), se sigue que

existe (B',T1') con R(A;,o;) v (A;,G;)(B',t') y

(3,1) =% (3',1").

(d) Diremos que R es funcional, si en la situacién
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R(Al,ol) (An,dn)(B,T), R(Al,cl) (An.cn)(B',r'),

se sigue que (B,7) =% (B',1').

(e) Si R es funcional, diremos que R _preserva la Lt—equi-
valencia, si en la situacidn
R(A;,0,) «.. (A ,0)(B,T), R(A},0;) ... (Al,0})(B',1"),
se sigue:

(Ap,0,) =t (Ap,0p) (R=l...m) == (B,7) =° (B',1").

En [12, 12 parte, seccidn 5] se demuestra que (me)t cumple
el teorema de interpolacidn. En [12, 12 parte, seccidn 10] se demues
tra que las técnicas dev[24] son generalizaﬁles a los lenguajes topo
18gicos, por lo cual se cumple el correspondiente teorema de interpo
lacidn para lenguajes admisibles topoldgicos. Por otra parte, es in
mediato generalizar al contexto topoldgico la té&cnica introducida en
[7]. El siguiente resultado, que es la generalizacidn al contexto to

poldgico del teorema de Feferman, se obtiene como consecuencia de esg

tos hechos.

1.2.2. Teorema.- Sea R C Str(Kl) x Str(Kz) una relacidn funcional.

Entonces:

(a) Si R es (wa)t-def1n1ble, R preserva la (me)t—eq“i

valencia.

(b) Si R es (L

mlw)t_dEfi“ible’ R preserva la (L )t—equi

mlw

valencia.

El teorema correspondiente en el contexto cldsico para rela-

ciones de tres o mids argumentos, que se puede probar teniendo en
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cuenta lo expuesto en [10], es ficilmente generalizable también al

contexto topoldgico.

1.2.3., Teorema.- Sean n > 2 y R & Str (Kl) X...X Str(K una

n+l)

relacidn funcionmal. Si R es (wa)t—definible y cerrada respecto a

la homeomorfia, R preserva la (Lw )t—equivalencia.

w
Obsérvese que la suma y el producto para un nfimero finito de
argumentos son (me)t-definibles y cerradas respecto a la homeomor

fia. Por tanto, preservan la (wa)t-equivalencia.

(B). Algunos ejemplos, '

1.2.4, Alpgebras de Boole y espacios de Stone,.

El espacio de Stone S(B) de un dlgebra de Boole B es el
conjunto de todos los ultrafiltros emn B, con la topologia genera
da por la base U[B] = {U(a) / a 6 B}, siendo U(a) = {F ultrafil
tro en B / a 6 F}. Entonces, B se puede identificar con el dlge

bra de Boole que define U[B].

Vamos a congsiderar como tipo de similaridad para Algebras de
Boole al conjunto {+, ., “, 0, 1}. vVamos a demostrar que si A, B

son Algebras de Boole:

(*) Az, B == s@:zi s®.

ww )

(**) S(A) E;m S(B) =—=—> A I B.

Para ello, vamos a hacer uso de la caracterizacidn de la me—equivg
lencia para dlgebras de Boole de [5, seccidn 5.5], gsiguiendo la no-

tacidn que alli se emplea. Para cualquier dlgebra de Boole B, se
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define el ideal

I(B) = {a 6 B / existen b elemento atdmico, c¢ elemento

desatdmico, tales que a = b+c}

o~
y la relacifn de congruencia I(B) definida por

a I(B) b <=> a.b+ a.b 6 I(B).

El 3dlgebra cociente es denotada por B/I(B). Suponiendo que B no
es trivial, se define:

g(°) - g,

p(RFD) _ g, gy gy

minimo %k < w tal que B(k+l) es trivial, si tal k
n(B) = ' existe.
w, en caso contrario.
o,  gi m(B) = k y B(g) tiene infinitos &tomos.
n_(B) =
£, si m(B) = k y B(k) tiene £ < w &dtomos.
0, s8i m(B) = o
- . (k) ..
n(B) = no(B), si m{(B) = k y B es atdmica .

k)

-nD(B), si m(B) = k- y B( no es atémica .

Entonces:

(1) Si A, B son dlgebras de Boole no triviales, se tiene:

»>
ULl
-]

== m(A) = m(B)

ww y =n(A) = n(B).
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Sean P(w) el dlgebra de Boole de las partes de w y
Pf cf(w) el dlgebra de Boole de las partes finitas y de las partes
’

cofinitas de ®w. Tenemos:
m(P(w)) = m(Pf,cf(m)) = 0.
n(P(w)) = n(Pf,cf(w)) = o,

_ Se sigue que P(w) Zow Ps cf(m). Es fdcil observar que en Pf cf(w)
3 ’

existe un Gnico ultrafiltro no principal, y que en P(w) existen in

finitos. Por tanto:
S(Pf cf(w)) = "existe un @inico punto de acumulacidn".
’

S(P(w)) §& "existen dos puntos de acumulacidn".

. t . .
En consecuencia, S(P(w)) iwm S(Pf’ cf(w)). Hemos demostrado (*).

Probemos (**). Dados un dlgebra de Boole no trivial B y

a 6 B, denotemos la clase de a en B(l) a(l).

or Para cualquier
P

ultrafiltro F en B, definimos F(l) = {a(l) 6 B(l) / a € F}. Es

fdcil comprobar que si en F no hay elementos atémicos ni elementos

F(l) “es un ultrafiltro en B(l).

s (1) NCN

desatémicos, Para cualquier ul-

(n

trafiltro G en

-1

definimos {a 6B/ a 6 G}. Se

es un ultrafiltro en B sin elementos atdmicos

(G(—l))(l)

observa que

y sin elementos degsatdmicos, y que = G. Existe, por tamn

to, una correspondencia biunivoca entre los ultrafiltros em B sin

elementos atdmicos y sin elementos desatdmicos y los ultrafiltros en

B(l). Es fdcil encontrar una férmula 8(x) de (me)t’ tal que pa

ra todo A 3dlgebra de Boole y F wultrafiltro en A:

S(A) = 8[F] <= en F no hay elementos atdmicos ni elemen

tos desatdmicos.
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Por tanto, para cualquier sentencia ¢ de (me)t existe una sgen-

tencia ¢ de (L )

w0 tal que para cualquier A dlgebra de Boole:

t’
(1)
S(AT) B ¢ — S5(A) = .

Se sigue:

(2) Si A, B son 3dlgebras de Boole:

s(a) =L s(B) = satly =t

sy,

Obsérvese que existen sentencias Y, wo,...,wn,... de (L )

ww’t’ ta

les que para cualquier A &lgebra de Boole:
S(A) f x <=> A es atémjca.
5(1) E wn <==p A tiene n &tomos,

De (1) y (2) se deduce, por tanto, (*%*).

1.2.5. La operacidn minima topologia T,-

Consideremos la operacidn que a una estructura topoldgica
(A,0) le hace corresponder (A,U+), siendo c+ la menor topologia
Tl que contiene a ¢. Vamos a comprobar que esta operacién preser-
va la (Lwlm)t-equivalencia y no preserva la (wa)t—equivalencia.
Sean N y Z 1los conjuntos de nfimeros naturales y nimeros enteros.
Sean dy150, las topologias definidas sobre N, N+Z, respectivamen
te, dadas por las bases {{x / x < n} / n 6 N},
{{x / x < n} / n 6 N+Z}. Aplicando la técnica de los juegos de

Ehrenfeucht, tenemos:

t

(N,ol) Ewm

(N+Z, 02).

Sin embargo:
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(N,o:) = disc.
4 )
(N+Z’02) ‘7—' 1_41.32:

Por tanto, esta operacidn no preserva la (L ) -equivalencia, y por

ww’ t
1.2.2(a) no es (wa)t—definible. Sin embargo, esta operacidn es
(Lm w)tadefinible. Para comprobar esto {iltimo, podemos considerar un
1

tipo de similaridad heterogéneo adecuado para estructuras del tipo

[(Al’cl)’ (AZ’UZ)' (Fl’°3)’ (FZ,O'A), El, E.z] y tomar

b = "Al = Az" A "F es base de o, a través de E! A

1 1

" - - "
F, F1() {Al {a} / a & Al} A

” - "
Fz es subbase de 02 a través de E2 .

Por 1.2.2(b), esta operacidn preserva la (Lm m)t-equivalencia.
1

1.2.6. La compactificacidn con un punto,

Vamos a comprobar que la operacidn que a un espacio T2 lo-

calmente compactc (A,0) 1le hace corresponder su compactificacidn

~ A

con un punto (A,0) no preserva la th)

@, )

e Ty wles (me)t~equivalencia.
1 :

Consideremos los intervalos de la recta real (0,1) y [0,1] y el
conjunto N de los niimeros naturales. Sean

A= 0,DUxen/x22), a,=[0,1]U{x6 N/ x>2). Sean

[+ 02 las topologias definidas sobre Al’ A2, respectivamente, da

1’
das por las bases {U / U abierto de la topologia usual de

(o, N}V {x} / x e N, x > 2), {u / U abierto de la topologia
usual de [0,1]} U {{x} / x ¢ N, x > 2}. Aplicando la técnica de

-lo8 juegos de Ehrenfeucht, es fdcil comprobar que
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_t
(Ay,00) =200 (Ay,0,).
Sea ¢ una sentencia de (me)t que expresa '"existe un elemento

que es punto de acumulacién de puntos aislados y no es punto de acu
mulacidn de puntos de acumulacidn". Se sigue:

(@0 F 1.

(A,,0,) | o.

Se deduce de 1.2.2(b) que la compactificacién con un punto
no es (Lmlw)t°dEfi"ible' Obsérvese que si una operacién es defini-
ble en un cierto lenguaje, su dominio y su rango también lo son. Es
sabido (se puede probar a partir de lo expuesto en [12, 12 parte,
seccidn 10}) que 1a clase de los espacios compactos de Hausdorff,
que es el rango de la compactificacidn de Stone-Céch, no es
(Lwlm)t—definible. Por tanto, la compactificacidn de Stone-Céch tam

poco es (Lwlw)t-definlble.



CAPITULO 2

FUNTORES TOFOLOGICOS LOCALES

Todas las estructuras qué congideremos en este capitulo serdn
topoldgicas. Los tipos de similaridad que vamos a ccansiderar van a
ser los adecuados para estructuras con un solo universo. Cualquier
estructura topoldgica (A,0) que consideremos cumplird que si Ap '
es la estructura algebraica generada por los elementos distinguidos

de A, se sigue que op = UIAP, es la topologia discreta.

2.1, La nocidn de x-funtor topoldgico local. El teorema de

greservaciﬁn.

El simbolo K representa en esta seccidn 2.1 un cardinal fijo
cualquiera >2. Introduciremos la nocién de K-funtor topolégico lo-
cal. Este concepto nos permitiri obtemer un resultado en la linea

del teorema de preservacidn de [8].

o,hl,hz) es un homeomorfismo

2.1.1, pefinicidn.- Diremos que h = (h
parcial de (A,0) a (B,T), si se cumplen las tres siguientes con-

diciones:
(i) h es un homeomorfismo parcial en el sentido Flum-Ziegler.

P o
(ii) h es cerrado (esto es, dom(h®) es una subestructura de

A).

(iii) si dom(h®) = A_, rg(h®) =B, ola =9 vy T|B_ =T,

. o . .
se sigue que h induce un homeomorfismo de (AO,GO) 80

bre (Bo,’l’o).



2.1.2. Definicién.- Definimos el lenguaje (L R)t a partir de las

formulas atdmicas de (Lm )

e 7 de las siguientes reglas:

(i) Si ¢ es una férmula, ¢ también lo es.

(ii) Si ¢ es un conjunto no vacio de fdrmulas, A¢® y Vo
son fdrmulas.
(iii) Si ¢ es ;na fé6rmula y Vv es un conjunto no Qacio de va
riables para elementos de cardinal < k, ¥v¢ y 3Jvé
son fdérmulas.
(iv) 1. 8i n>1 y ¢ es una férmula positiva en xl,...,xn,

se tiene que v{xl At X A tn}¢ es una férmula.

2. Si n>1 y ¢ es una férmula negativa en xl,...,xn,

se tiene que H{XI 3 tpseeenX) A tn}¢ es una fdrmula.

2.1.3. Definiciones.- Sea I el conjunto de fdrmulas de (LmK)t de
la forma H{X 3t} A (t' 8 X), siendo A cualquier conjunto
t'eA

de términos.

(a) Definimos la caracteristica de una fdérmula ¢ de (L

)

oK’ t?
c(¢), de la siguiente manera:

(i) Si ¢ es atémica d ¢ 6 L, «c($) = 0.

(ii) si es ¥, c(o) = c(P).

$
(iii) Si ¢ es Vo, c(¢)
¢

supremo {c(y)/p € &}.

es JAvy, c(d) = c(y) + 1.

(v) Ssi ) es g{xl ENLTRREEEE S tn}!]; y
¢ €L, c(d) =c +1.
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(b) Para cualquier nrdinal o, definimos el lenguaje (L:R)t

como el conjunto de fdérmulas de (LMK) de caracteristica < a.

t
Para dos estructuras topoldgicas cualesquiera (A,c0), (B,t),

" definimos los conjuntos Pa[(A,cli (B,1)] (o ordinal) por:

(i) h = (%,nl,n?) ¢ P°[(A,0), (B,T)] <=> h es un homeomor
fismo parcial de (A,0) a (B,1).

G ho= @%nheh e P ,w, B,1)] =
(1) Para todo n <k y <a > secuencia de elementos

p~ p<n
de A, existe h' 6 P*[(A,0), (B,1)] tal que h & h’

y ao 6 dom (h'o) (p < n).

(2) Para todo n > 1, 8 5,8 € dom (h°®) y
Ul”"’Un 6 0O con a; 4] UI,...,an € Un’ se sigue que

existen V,,...,V 6 v y h' € Pa[(A,c), (B,t)] con

h & h', tales que:

1. h°(ak) 6V, (k=1,...,n).

2.0, n'2v

k x (k=1,...,n).

(3) Para todo n <k y <b secuencia de elementos

>
P~ p<n
de B, existe h' 6 P*[t{A,0), (B,1)] tal que h & h'

o

y b6 rg(h'®)  (p < n).

(4) Para todo n > 1, by,...,b_ € rg(h®) v Visee sV 61
con bl 6 vl""'bn 6 Vn, se sigue que existen
Uys---sU_ €0 y h' 6 r*[(a,0), (B,1)] con hgCh',
tales que:

Lol e

K (k=1,...,n).
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2.0, 'l vy

K (k=1,...,n).

k

(iii) Si o es un ordinal 1limite:

P [(a,0), 8,0 = [\ ?8[ca,0), (B,0)].

B<a
Obsérvese que si o < B, P*[(A,0), (3,1 D»P[a,0), (3,D)].

si (A,0) y (B,t) son (LZK)t

(A,0) E; (B,T). Sea h un homeomorfismo parcial de (A,0) a

-equivalentes, escribiremos

(B,T). Escribiremos

(A,0) z; (B,t) para h,

)y de (L%

. < - + -
si para cualquier formula ¢(<xp> < <Yp>n2 wK)t’

s X >
LU p Ny
. o + _+
se tiené que para todo {(ap’bp) /] P < no} < n’, {(Up,vp) /
1 - 2
[ p<m}lCh y {(up,vp) /P < n,l C h” o

(A,0) E ¢[3,T,07] = (B,1) k& ¢[5,V',7].

..

Procediendo por induccidn sobre a, se demuestra el siguien

te lema.

2.1.4. Lema.~ Sea h un homeomorfismo parcial de (A,0) a (B,t1).

Entonces:

(A,0) = (B,1) para h e= h e P*[(A,0), (B,0)].

El siguiente resultado es un corolario inmediato de 2.1.4.
2.1.5. Teorema.- Tcnemos:

(a,0) =L (B,1) = P%[(A,0), (B,D)] ¢ 0.
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Si K es un tipo de similaridad, denotaremos por T(K) a
la clase formada por todas las estructuras topoldgicas para K y
por todos los homeomorfismos parciales entre estructuras topolégicas
para K. Escribiremos C{& I'(R), s8i C es una subrlase de T (K)
tal que cualquier homeomorfismo parcial entre dos es.ructuras cuales
quiera de ( esti en C. En cierto sentido, se puede considerar

que T(K) es una categoria y C una subcategoria.

Sean I un conjunto de indices no vacio, Ki (i61) y K
tipos de similaridad, C, d& T(R;) y P =T(K). Diremos que una

operacidén F : HICi —— D es un funtor topoldgico si:

(a) A cualquier familia <(Ai,oi)>I de estructuras topoldgi
cas de HICi le hace corresponder una estructura topolé-

gica F(<(Ai,0i)>1) de D,

(b) A cualquier familia <hi> de homeomorfismos parciales

I
o

de HIci con h, 6P [(Ai,oi), (Bi,Ti)] le hace correspon

der un homeomorfismo parcial F(<hi>1) 6

8 PO[F(<(a;,0)> 1), F(<(B,,7,)>D].

Podemos suponer que si (A,0), (B,T) son estructuras topold-

gicas y h € Po[(A,U), (B,T)], se tiene que Ahln y Ath. De es

ta manera, evitaremos cualquier ambigiedad en la definicidn de

F(<ni>[).
En adelante, los simbolos (A,G)I, hI denotardn a
<(Ai’°i)>1’ <hi>1, respectivamente.

Implicitamente, el teorema 2.1.5 representa una generalizacidn

o

de la té&cnica de los juegos de Ehrenfeucht a los lenguajes (L°°K

Ye-
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En un movimiento de tipo x de este juego, cada participante esco-
ge una cantidad de elementos menor que K; en un movimiento de tipo
X, cada participante escoge un nimero finito de abiertos. Denoteﬁos
a este juego entre las estructuras (A,¢) y (B,T) por

Ga[(A,U), (B,T)]. Vamos a introducir la nocidn de k-funtor topold
gico local. Se tendrd que cualquier funtor F de este tipo, paralela-
mente a lo que sucede con cualquier K-funtor local de [8] para el
contexto cldsico, permite obtener una estrategia de victoria del ju
gador II en Ga[F«A,O)I), F((B,T)I)], siempre que dicho participan
te disponga de una estrategia de victoria en Ga[(Ai’ai)’ (Bi,ri)]

para todo i 6 I. Tendremos, por tanto, que cualquier k-funtor topoldgico

a

local F : HICi —+ 0 preserva la (LwK

)t—equivalencia. Esto es,
para todo <(Ai’°i)>1’ <(Bi,ri)>I 6 HICi :

t

(A;,00) =4

(B;,t;) (i 6 1) = F((A,0))) = F((B,T) ).

t
a

Sean h € Po[(A,O), (B,T)J y ﬁ, V secuencias finitas no va
cias de abiertos de o, T, respectivamente. Para k=1,2 escribire

k

mos U h'V ei:

1.0 y V tienen el mismo niimero de abiertos.

2. 8i U (Ul""’un) y vV = (Vl,...,Vn), se tiene que
k k
U1 h Vl,...,Un h Vn.
2.1.6. Definicidn.- Sea F : HICi — D un funtor topoldgico. Di

remos que F es un k-funtor topoldgico local, si se cumplen las

siguientes condiciones:

(i) F preserva la relacidén &. Esto es, dados
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<h!>_ 6 I_C con

<(A;,05)>g, <(B T )>p, <hy>, i1 171

hi,h; 6 P°L(a;,0.), (B T )] se tiene:

A . '
h; Chy (i 6 1) == F(h)) € F(hp).

F 1lleva asociada una funcidn universal T, tal que dados

<(Ai’°i)> 6 HICi y (K,E) = F((A.G)I), se sigue que

I

existe una hasgse de 5, que denotaremos por 00, de tal
forma que si Sf(oi) es el conjunto de las secuencias fi

nitas de abiertos de o se tiene que T induce una fun

i!
cidén parcial de HISf(oi) a 50.
Sean <(A;,0.)> 6 IIICJ.L y gA,o) = F((A,0);). Para cual

quier parte A* de A de cardinal < Kk existe una parte

A; de A; de cardinal <k (i 6 1), y para cualquier

~

ﬁo 6 a, existen J& I con J # @ vy Ej secuencia fi-
nita no vacia de abiertos de aj (j 6 J), de tal manera

que:

o
(a) Para todo <h.;> € M, C. con b, 6P [(Ai,ci). (Bi,Ti)]

se tiene:
1. si A} Cdom (hY) (i € I), A* C dom (F(h[)°).

2. Fijado a 6 dom (F(h)%), i U637 y
a 6 ﬁo c U se sigue que si existe para todo j € J
una secuencia finita no wvacia Vj de abiertos de

T, con U, h V

i FELPIAFT podemos concluir:

— ° —
1. <Vj>J 6 dom (T) vy F(hI) (a) 6 T(<Vj>J).

~ 2 —
2. U F(hI) T(<vj>J)‘
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o
(b) Para todo <hi>I 6 HICi con hi -3 [(Ci,ui), (Ai’oi)]

se tiene:

1. si A Crgh)) (i 6 1), A* Crg(F(h)°).

2, Fijado a € rg(F(hI)o), si U € o y a6é6 60 - ]

se sigue que si existe para todo j 6 J una secuen

cia finita no vacia ﬁj de abiertos de uy con
W, h% i., podemos concluir:
ivioir,
— o.-1 —
. <W.,> <W.> .
1. <> 06 dom(T) y (F(h;)") (a) € T( Wy L

— 1 ~
<W.,>
2. T( Wj J)F(hI) u.
Es fdcil observar que si F es un K-funtor topoldgico local
y Ky > mix(w,k), F es un Kl—funtor topoldgico local.

El siguiente lema se puede demostrar por induccidén sobre a.

2.1.7. Lema.~- Sean F : IIICi — D un k-funtor topoldgico local
. . a
y <h;>; 6 nICi' Si para todo i €6 I h, 6 P [(Ai’oi)’ (Bi’Ti)]’

F(h;) 6 P*[F((A,0) ), F((B,T))].

El teorema de preservacidén es un corolario inmediato de 2.1.5

y 2.1.7.
2,1.8. E1 teorema de preservacifn.- Si F : HICi — D es un
k-funtor topoldgico local, F: preserva la (me)t’ (LSK)t—equivg

lencia.

2.2. Aplicaciones.
Cada operacidn F que vamos a considerar podr3d ser expresada

como un K-funtor topoldgico local para algiin K. Las
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comprobaciones, en cada caso, son ficiles de realizar.

2.2.1. La compleccidn para grupos topoldgicos métricos.

pado un grupe métrico (A,0) (en el que suponemos que O
viene dada por una métrica invariante), denotaremos por (K,S) a su
compleccidn standard. Por tanto, F((A,0))= (K,E). Para cualquier
homeomorfismo parcial h 6 Po[(A,O), (B,1)] definimos F(h) de la

siguiente forma:
1. dom (F(h)°) = {r(an)g / 1. (an)w sucesidn de Cauchy.

2. a_ € dom (h°)  (n 6 w).}.
o, I 1 - r o 1
2. F(h)“( (an)m) = (h (an))w-
Como h° es continua, F(h)o estid hien definida. Sean O, T .

o

Oy Tg los conjuntos de esferas abiertas con centro en la unidad

-
de ¢, T, 0, T, respectivamente. Podemos cefiirnos solamente a entor

nos de la unidad de los grupos métricos. Sean ﬁo € 50, 60 6 ;O,

u, = Uof\ Ay Vv, = Vof\ B. Entonces:

~ 1~ . . [} .
u, F(h) Vo D existe Vo [ T, de radio mrnor que el de VO,

tal que U nl v'.
o o

ﬁo F(h)?2 60 4==> existe U; 6 g  de radio menor que el de

t 2
Uo, tal que Uo h Vo.

Congideremos ahora entornos cualesquiera de la unidad U e g,
Ve T. Entonces:

i F(h)! ¥ <= existen U

(=1}
]
[=F]
L-1]
N o
-1
~
[~
3
-~
-
A
-
<
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, Vo 6 To’ tales que

~ ~ ~ ~ 2 ~
uycu, Vo=V y U F( V..

Se tiene que F(h) es un homeomorfismo parcial de (3,8) a (B,T).

Definimos T, cualquiera que sea (A,0), de la siguiente ma-

nera:

1. dom (T) = 0©

2. T(UO) ﬁo’ siendo 60 la esfera abierta de 80 de radio

igual al de Uo'

Se tiene que F es un ml—funtor topoldgico local,

2.2.2. Geometrias de variedades de dimensidn finita.

Vamos a considerar la operacidn que hace corresponder a un
cierto (A,0) espacio vectorial topolégico T2 sobre un cuerpo to
polégico fijado de antemano, su geometria de variedades de dimensién

finita (A',0'). Por tanto, si la dimensién de (A,0) es =, ten

dremos:
(1) A' = ((A;,...,A;,...),<'), donde:

1. A; es el conjunto de las variedades n-dimensionales

de A.

.

' ' '
2. Para todo a, 6 Ap’ a, € Aq con p < g
a! <' a) = ! ta

1 2 a, estd

-

contenida en a

(2) o' = (Ui,...,U;,...), donde 0; viene dada por la base

standard G(A;), la cual estid definida de la siguiente



i
1
g

Escribiremos, entonces, U' = |Ul""’Un|' Si a

por

ay50--58
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L
forma. Para cualquier U' subconjunto de An’ se tiene

que U' € G(A;) si existen abiertos Ul,...,U 6 o ta

n a
les que:
1. si a, € Ul,...,an (4 Un, se sigue que ays...5a,  son
linealmente independientes.
2. Para ¢éualquier a' 6 A; :
a' 6 U' <= existen a; 6 Ul""’an 6 Un’ tales

que a' esti generada por ajye.,a .

' estd generada

escribiremos a' = Ial,...,an|. 8i (A,0) es de

n?

dimensidn finita, la definicidn de (A',0') es andloga. Vamos a

considerar a los elementos del cuerpo fijado de antemano como funcio

nes del tipo de similaridad de partida correspondiente al domimio de

la operacidn. Naturalmente, cualquier espacio vectorial topoldgico

(A,0)

que consideremos cumpliria:

1.

2.

Para todo ays-venay vectores linealmente independientes
existen abiervrtos U1 EY al""’Un E-Y a . taless que para todo
<y 6 Ul""’cn 6 Un se sigue que c¢;,...,c ~ son linealmen

te independientes.

La funcidn consistente en hacer corresponder a vectores
cualesquiera I ERRRRL . linealmente independientes la va

riedad |al,...,an| es continua.

Tenemos, pues, F((A,0)) = (A',0'). Para cualquier

h 6 Po[(A,U), (B,T)], definimos F(h) de la siguiente manera:
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1. dom (F(h)%) = {laj,...oa | /1. aj,...,a  1linealmente in

dependientes.

2. a;,...,a, 6 dom % .}.
2. F(h)o(lal,...,anl) = !ho(al),...,ho(an)l.

Sean U' = |Ul""’un|’ V' = 'Vl,...,V“| abiertos de O(A;),

]
t(Bn), respectivamente. Entonces, para k=1,2:

U F()E v e up h* vi (2=1,...,n).

A

. . . ' .
si u', v' son abiertos cualesquiera de o_, T , respectivamente,

n n

se procede de forma andloga a 2.2.1. Esto mismo ocurrird con el res

to de las aplicaciones.
Definimos T, para cualquier (A,0), de la siguiente manera:
1. dom (T) = {<U1,...,Un> / n>1, Uy»...,U 6 0 y para todo

a; 6 Ul,...,an [+ Un se sigue que

ay1s...,a son linealmente indepen

dientes}.
2. T(<U ..., U >) = lUl""’Unl'

Se tiene que F es un w-funtor topoldgico local.

Las restantes aplicaciones se refierem a los productos genera

lizados topolégicos mids usuales.

2.2.3, E1 producto.

Para cualquier familia <(Ai,oi)>1, tenemos F((A,O)I) =

. .
= (HIAi. HIGi), donde chi es la topologia usual del producto.
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Para cualquier familia <hi>I de homeomorfismos parciales con
h, € Po[(Ai’Gi)’ (Bi’Ti)]’ definimos F(h;) de la siguiente forma:
1. dom (F(hI)o) = {(ai)I / a; € dom (h;)}.
2. F(hy)® (Cap)p) = (h§Ca)) .
Sean U, V abiertos de las bases standard de IN_o,, Il Ti’ respec-
tivamente. Entonces, para k=1,2:

i} F(hI)k vV e 1. Para todo i 6 I:

U(i) # A, &> V(i) ¢ B,.
2. Para todo i 6 I con U(i) # A
u(i) h¥ v,
Definimos T, para cualquiervfamilia <(Ai,wi)>1, de la si

guiente forma:

1. dom (T) = {(Ui ey Y/ n>1, U, € O; s--+sU; 60, ,

1 n - 1 1 Th Ta

v, # Ay 5eensUy # Ay }.
1 1 n n
2. T(Ui ,...,Ui ) = U, con
1 n
Uik. si i= ik y k6 {l,...,n}.
U(i) =
Ai’ en caso contrario.

Se tiene que F es un 2-funtor topoldgico local.

2.2.4. E1 producto con la topologia caja.

Esta operacidn se puede expresar como un 2-funtor topolégico

local. La demostraci8n es similar a la de 2.2.3.
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2.2.5. La suma directa.

Para cualquier familia <(Ai'0i)>1’ tenemos F((A,U)I) =
= (OIAi, OIUi), donde $Ioi es la topologia relativizada de la to

pologia caja del producto. Para cualquier familia <hi> con

I
hiGPo[(Ai’Ui)’ (Bi’Ti)]’ definimos F(hI) de la siguiente manera:

0 = 0 = '
1. dom (F(h)™) {(ai)I / a; € dom (hi) y ay 0 para una

cantidad cofinita de Indices il.
o _ L]
2. F(hy) ((a)y) = (hi(ai))l-

Sean U, V abiertos de las bases standard de éIUi' 6ITi’ respec
tivamente. Sean U', V' abiertos de las bases standard de las topo
logfias caja del producto, tales que U = y'f\ @A, V= v''N ® B, .

Entonces, para k=1,2 :
k Vs K gogs .
U F(hI) V <= U'(i) hi vV'{i) (i 6 1).

Para definir la funeidén T se procede de manera similar a

2.2.3 y 2.2.4.

Se sigue que I es un 2-funtor topoldgico local.

2.2.6. La suma.

Para cualquier familia <(Ai,o'i)>I (podemos suponer que los
universos de las estructuras Ai son disjuntos dos a dos), tenemos
F((A,G)I) = (ZIAi, ZIci), donde Lo, es la topologia suma. Para

cualquier familia <h,> con h, € Po[(Ai,oi), (Bi,Ti)], definimos

I

F(hI) de la siguiente forma:

. dom (F(hI)o) = U dom (h°i).
i61
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. . o o _ .0
2, 8i a ¢ dom (hi)’ F(hI) (a) = hi(a).

* 14
Sean !, V abiertos de las bases standard de X.0., I.T., respec

tivamente. Entonces, para k=1,2:

v F(hI)k V <= existe i 6 I tal que U6 0,;,, V6T,

k
y U hi v.

Definimogs T, para cualquier familia <(Ai,ci)>1, de la si-

guiente forma:

1. dom (T) = L} a..
ier 1t
2. T(U) = U.

F es un 2-funtor topoldgico local.

2.2.7. E1 producto reducido.

Esta operacidn hace corresponder a una familia de estructuraé
topoldgicas <(Ai,0i)>1, la estructura (“IAi/D' hIUiID)’ donde
D es un filtro sobre I fijado de antemano y ﬁIgi/D es la topolo
gia inducida por la topologia caja del producto. Esto es, i p es
la base standard de la topologia caja, la base standard de ﬁloi/D
viene definida por {U/p / U € p}, donde U/p = {a/D / {i 6 1/
a(i) e u(i)} 6 p}. Procediendo como en las aplicaciones anteriores,
se demuestra que esta operacidn puede ser expresada como un 2—funtotv

topoldgico local.

Se sigue que las operaciones tratadas en 2.2.1 - 2.2.7 verifi-~
can los resultados de preservacidn derivados de 2.1.8. Es ficil obser
var que si k < w, F es un k-funtor topoldgico local y existe

n 6 @ tal que todo elemento (igualmente, todo abierto) de F((A,U)I)
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da lugar a menos de n elementos (respectivamente, menos de n
abiertos) en (Ai,ai), se sigue que F preserva la (wa)t—equivg
lencia, en el supuesto de que los tipos de similaridad de partida
s;an finitos. Este hecho se puede aplicar a las operaciones tratadas
en 2.2.3 -~ 2.2.7. Para el producto reducido es posible obtener resul

tados mas fuertes, como vamos a ver ahora.

Sea (wa(Q))t el lenguaje obtenido a partir de (wa)t y

X .
® elementos". Si

del cuantificador Qx, que expresa "existen 2
(A,0) y (B,T) son (me(Q))t-equivalentes, escribiremos

(A,0) Eg (B,t). Un filtro D sobre I es w-regular, si existe

un conjunto de la forma {In / n ¢ w}, tal que 1,60 (n 6 w) vy
f\ I“ = @¢. No es diffcil generalizar al contexto topoldgico las
zggnicas introducidas en ﬁl, teorema 2.7] y [21, teorema 2.7], y ob

tener el siguiente resultado:

(+) Supongamos que el tipo de similaridad de partida es numera
ble. Sean D un filtro w-regular sobre I 'y <(Ai’0i)>1’

<(Bi,‘ri)>I familias de estructuras topoldgicas. Entonces:

(a) (Aj,0) Zo0 (BiLT) (16 1) = Ty(A 00/ =0
Mp(BiT3)/p-

-t . -t

(b) (Al‘.’ci) :(ﬁlﬂ (Bi’Ti) (i 6 1) = HI(Ai’oi)/D )

HI(Bi’Ti)/D'

Sin embargo, este resultado (+) se puede obtener de inmediato, a par

tir de los dos siguientes resultados (1) y (2), que corresponden a



[11, teorema 2.8] y [12, 12

(1) Supongamos que el

ble. Sea

Ai Tww

(A
=t

(2) Sean

(A,0)

D

B.
i

»3T),

un filtro

(ierx

(B,T)

(B,1).

ww

Yy bases

(C,u,y) =

ul!
2
ww

de
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parte, corolario 6.17], regpectivamente.

tipo de similaridad de partida es numera-

w~-regular sobre 1I. Entonces:

) = Fowy (@) M1/

HIAi/D D*

egtructuras topoldgicas con

Existen una estructura topoldgica (C,u)

_2
U, tales que (C,ul) = 0w (A,0) ¥
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CAPITULO 3

Lt—EQUIVALENCIA PARA ESPACIOS T3

A lo largo de este capitulo, vamos a trabajar con espacios topo
légicos Ty, los cuales serin denotados por A,B,... .En este pun-
to cambia, pues, la notacidn con respecto a los dos primeros capitu-

los, en donde tales simbolos representan estructuras algebraicas.

3.1. Propiedades de primer orden de espacios Tsy.

Las nociones y resultados que vamos a citar en este breve sub-

capitulo estdn expuestos en [12, 22 parte].

Para cada n 6 w se define el conjunto de n-tipos para (L )t’

ww
Tn' de la siguiente forma:
T, = {*),
(* es un simbolo fijado).
Si n > 1:
Tn = P(Tn—l)'
(P(Tn_l) es el conjunto de partes de Tn—l)'
T, $ (81, (8,(%)), ((*))
Tl ¢7 {*}
T *
o
Para todo A espacio T3 y a6 A, se define el n-tipo de a

en_ A, t“(a,A), de la siguiente manera:
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to(a,A) = &,
'Si n > 1:
t“(a,A) = {a 6 Tn—l / para todo abierto U ) a existe

c$a con c 66U ¥y tn_l(c,A) = al.

Si a es aislado em A, tenemos que tl(a,A) =@d. Si a es
de acumulacidn en A, tl(a,A) = {*}, Si a es punto de acumulacidn
de puntos aislados y punto de acumulacidn de puntos de acumulacidn,
tz(a,A) = {¢, {*}}. Si a es solamente punto de acumulacién de pun
tos aislados, tz(a,A) = {g}. Ssi a es sqlamente punto de acumula-
cidn de puntos de acumulacién, tz(a,A) = {{*}}. Obsérvese que si a

es aislado, tn(a,A) = ¢ (n 6 w).

Sean m,n 6 W con m<n y a € Tn. Se define el m-tipo de a,

(u)m, de la siguiente forma:

(@, = (), , /B &al.

Vames a citar, a continuacidn, las propiedades mds interesantes

de los tipos para (me)t'

(a) Si A es un espacio Ty, a 6 A y m< n:
(t (a,8)) = ¢t (a,A)

(por tanto, el n-<tipo de a determina el m-tipo de a).

(b) Si A es un espacio T U es un abierto de A y a 6 U,

3,

se tiene para todo n 6 w:



e

-y

i
|

tn(a,A) = tn(a,U),

(c) Si k< m<n, se sigue:

1. Para todo a 6 T = existe B&T, con a-= (8)m .

2. Si asTm(\ L (a) , = a.

3.81 a6 T, (a), = (@) ),

Se deduce de (a) que la .unidn disjunta de los conjuntos Tn tie
ne una estructura de drbol, si consideramos la relacidn <, definida
por:

a_<_5<=>ugT, g eT

n m<n y a-=(B).

n!

Para todo A espacio T3 y n 6 w, se define la funcidn

A
Kn " Th w Y A=} de la siguiente forma:

K:(u) = nimero de elementos de A de n-tipo «a.

Se tiene que KA = L} KA es una funcidén bien definida; esto es, la
néw

expresidn "el tipo de a en A es a"

carece de ambigiiedad. E1 si
guiente resultado es la caracterizacidn de la (me)t—equivalencia
para espacios T3. En la parte md3s importante de la demostracidn, se
prueba que es posible encontrar para todo n € w una estrategia de

victoria del participante II en el juego de Ehrenfeucht de n movi

mientos, a partir de las propiedades (a) y (b).

3.1.1. Teorema (Flum-Ziegler).” Sean A, B espacios T3. Enton-

ces:

>
t
[nd
=]
=~
H
=~

ww
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Para todo A espacio T3 y n 6 w, se define la funcidn
Kﬁ|n+l de la sigui'nte manera:
A . A
Kn(u), si Kn(a) < n+l.

KA1 () =

n+1, si Kﬁ(a) > n+l.
En 3,1.1 se demuesra:

KA|n+1 =<P|n+1 (n 6 w) =—> A = B.
n n

3.1.2. Corolario.~3ea ¢ una sentencia de (L m)t' Podemos encon

trar de manera efediva un cierto n 6 w y ciertas sentencias de
la forma "Kn |n°+l= h", de tal manera que ¢ es equivalente en
o

espacios T3 a la tisyuncidn de dichas sentencias.

El siguiente msultado da lugar a un proceso de decisidn para

la teoria de espacim T,.

3.1.3. Teorema (Flw-Ziegler).- Sea h : Tn — o U{»}. Las dos

siguientes condicimes son equivalentes:

(i) Existe A espacio T3 con Kﬁ = h.

(ii) Existe unarelacién transitiva < sobre V = {a € Ta /

h(a) # 0}, tal que:
l.aeV = a=1{@) _, 786V y ac<B}

2. o no mitimal == h{a) = ow.

Dados A espzxio T3 vy a 6 Tn’ se dice que o es satisfacti-
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ble en A, si existe a 6 A con tn(a,A) = a. Esta nocidn, al igua
que las anteriores, puede ser definida para cualquier espacio topold

gico (no necesariamente T3).

I

Vamos a comprobar que si O es satisfactible en un espacio to-
poldgico, o es satisfactible en un espacipo T3. Supongamos que exis
te un espacio topoldgico A con K:(u) # 0. Procediendo como en la
demostracidn de 3.13, se puede probar la existencia de una relacién
transitiva < sobre V = {a 6 Tn / K:(a) # 0}, de tal manera que
para todo o 6V, se tieme que a = {(B)n—l / Be6V, a< B}. Sea

h: T — o \/ {~»} definida por:

Kﬁ(a), ©osi o es minimal en V 6 a¢ VU,
h(a) =

L R si a6V y o no es minimal.

Se deduce de 3.1.3 que o es satisfactible en algiin espacio T?'
Sea T wun conjunto numerable y < un orden parcial sobre T.
Se dice que (T, <) es un w-3rbol, si para Eualquier a 8T se tie
ne que el conjunto {b / b < a} es finito y estd linealmente ordena
do por <. Para cualquier a 6 T, 1llamaremos cono de a al conjun

to c(a) = {b / a < bl. Denotemos por N(a) al conjunto de los su-

cesores inmediatos de a. Para cualquier A € N(a) finito, se de-
fine UA(a) = {a} U \J c(b). Se tiene que {UA(a) / a6T,
bEN(a)=~A

A € N(a) finito} es base de una topologia T, sobre el conjunto T,
en la cual cada UA(a) es un cerrado. Denotemos a dicha topologia

por o_. El siguiente resultado, al igual que los anteriores, nos

serd de utilidad en este capitulo.



3.1.4. Teorema (Flum-Ziegler)™ Sea A espacio T, wumerable. Existe

t
un  w-&drbol (T,<), tal que A = (T,0).

i (T,<) es un w-drbol, diremos que (T,0<) es un w-arbol

con la topologia inducida.

3.2. Productos de espacios T3-

Suponemos que I es un conjunto de indices no vacio. Para cual

quier familia <Ai> de espacios T3, denotaremos al producto de

I

los espacios A, con la topologia caja por XIAi.

Vamos a definir para todo n 6 w - {0} wuna funcidn producto

x"  sobre Tn’ tal que para cualquier familia <Ai>I de espacios T3

y cualquier (ai)I 6 X, A.:

n
6, ((a) [ KAL) = x

I tn(ai,Ai)

Definiremos para todo n 6 w - {0} wun orden lineal <" sobre el con

. * . . : . s s
junto Tn de n-tipos satisfactibles, tal que para cualquier familia

<ai>1 de tales tipos:

n _n .
< .
o, < xIai . (i 8 1)

- <N PR P .

Se tendra que no sera siempre uUnico con respecto a esta prople-
- . n .

dad. Podremos construir, a través de la fumcidén x , wuna funcidn de

cidible, que cumplird el teorema de Feferman -Vaught para productos

de espacios T, con la topologia caja. E1l teorema 3.1.3 permitiri, ade

3

mis, obtener una funcidn dptima.
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(A). E1 teorema biasico.

3.2.1. Definicidn.- Vamos a definir por induccidn sobre n 6w - {0}
(el caso n=0 no ofrece inter&s) una funcibn x" sobre Tn’ de 1la
siguiente forma. Para cuvalquier familia <ai>I de l-tipos, defini-
mos:

{*}, si a; = {*} para algin i 6 I.

X o, =
i .

@, si a; = ") para todo ie1l,

Si n>2 y (ai> es una familia de n—-tipos,definimos:

1
x;a. = %{ {xﬂml 8. /1. B; 6 o5 (i ¢ J).
7

i J I I i
J I -
2. By = (ap _, (is Nk
Supongamos que card(I).= 2. Tenemos:
x! ¢ {*}
¢ ¢ {*}

{*} | {*} {*}

Obsérvese que si n > 2 y 0,0, 6 Tn’ se sigue que
n n-1 n-1
@y x'a, = {8, x" "B,/ B 6a;, 8, €a,} Ul(ap ,x"7 8,

/8,6 a3\ (8 x" " (@), /8, 6l

Tenemos:
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x? @ (¢} |{a,{*}} ({*}}
¢ ¢ (g} [(a,{*}} {{*})
{#} (8} | {a,{x}}]|{a,(*}) ({1}
{6, {*}} [{8,(x)} [{6,{*}}{{0,(*}} {{*}}
({x)) | (0=} | (1%} | {({*}) {{*)}

Por ejewplo,
(0} <2 19} = (@ x' VU @ <" W) = BV D

= {8,{*}}.

Sin embargo,

2 2

{8} x> (8} = (8 x° @} U {6 x° ({61),} = (@} U {9 x* (0]}
= {a, {8}}.

Por tanto, si n > 2 y o,B 6 Tnf\ Tn+l no es cierto en
general que aan coincida con axn+lB. La razdn es que (a)n pue
de ser distinto de (a)n_l.

Es obvio que " (n > 1) es una operacidén conmutativa. En

P n : .
el siguiente lema, se demuestra que X es asociativa. Cuando haga

mos uso de &1, no haremos mencién explicita de ello.

3.2.2. Lema.- Sea <@ ;>; una familia de n-tipos. Para cualquier

I'Z 1 con 1I' # @ e I'# I, se tiene:

n

L (.m n ..n
xp oo = (xy, agdx (xp_ye o).

Demostracidn: Vamos a probar:

(1) Para cualquier m < n con m > 1 y cualquier familia
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<ui>I de n-tipos, se tiene que

ey o= xT (aL) .

(xl 1'm I i‘m

A partir de (1), se demuestra fdcilmente este lema, procedien

do por induccidn sobre n.

Para probar (1), vamos a proceder por induccidén sobre m. El

caso m = 1 es inmediato. Pues, para todo n > 1, tenemos:

x" a.)
T

D= % = o, =0 (i6€T1) = x(a;), - 0.

Supongamos que m > 2 y que la afirmacifn es cierta para m-l. Sea

n : . n-1 n
B 6 (xI ai)m. Se sigue que existe Xy Bi [+] Xy ai tal que
n-1 . . . . m-1
B (xI‘ Bi)m-l' Por la hipdtesis de induccidn, B8 xg (Bi)m_l.
Tenemos:
1. Existe i 6 I <con Bi [ o, .
2. Para todo i 6 I, Bi 6 a, & By = (ui)n_l.
Por tanto B € x® (o ) En consecuencia (xn «.) X" (a.) .
’ 1 i'm°® ’ I 7i'm =71 i'm
m . m~1 m
Sea B 6 xq (ai)m. Por tanto, existe x; (Bi)m~l 8 xI(ai)m
m-1
con B = 3 (Bi)m—l y tal que:
1. Existe i 6 I con Bi 6 ay -
2. Para todo i 6 I, Bi 6 a; O Bi = oy
Para todo i €6 I, definimos B; por
. Bi » 81 Bi € ai .
Bi = )
@)y g» i By =0y,

. -1 i U . <
Se sigue que f = x? (B;)m_l. Por la hipdtesis de induccidn,
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B = 278D

. n
. En consecuencia, B 6 (x_, a.) . Por tanto, tam-
i I i'm

m-1"

.. m n
bién se cumple que x; (a/) € (xp o) 4

El siguiente lema, que expresa una de las propiedades bési-
cas de la funcidn x“, nos serd de utilidad en esta seccidn 3.2.
Tanto el apartado (a) como el (b) se demuestran sin dificultad por
induccidn sobre n. Para probar (b), téngase en cuenta que para to

do n > 2 sge tiene que ({ ... {*} ...} 1= { ... {*}
. n n n n-1

.o}
n-1 )
3.2.3. Lema.- Sean n > 1 y <o > una familia de n-tipos.

I

(a) Sea J={ie1/ oy # 6}, Si J # @, se tiene que

n _ .n
Xp @y = Xy.04.
(b) Si existe i 6 I con a. = {... {*#} ...}, se tiene que

Teniendo en cuenta que T~ es finito, no es dificil demos-

trar por induccidn sobre n el siguiente resultado.

3.2.4. E1 teorema bidsico. Sean <Ai>I una familia de espacios T3

. : > . i
y (ai)I (4} XIAi Para todo n > 1 se tiene que

n
ta(agd s XpA) = xp ot (ay, AL,

3.2.5. Observaciones:~ (a) El teorema bisico permite obtener la
LAy A.
funciér K a partir de las funciones K '. Para cualquier n-ti

po o, tenemos:
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XIAi A,
K (a) = )X n, K “(a).
<¢.>
I
o, n—-tipo
n
xI (!i = o
Por tanto, si card(I) = 2:
B
AP (o) - k*ap) - kB(a,) ,
(a),a,)

(b) Para cualquier

por HIAi al producto de

Si I &es finito,

sucede si Ai

ta de indices i,

considerar, por tanto,

HIAi
n~tipo o

A
I 1(a)

o,

(¢) Para cualquier

dos a dos, denotemos por

sérvese que si a; € A,

Por tanto, para cualquier

L A,
K Ii

en el supuesto de que

ninguno de estos dos casos.

ays0y n-tipos

4y X A, =@
familia <Ai>i de espacios T3. denotemos
los espacios Ai con la topologia usual.

la topologia caja coincide con la usual. Lo mismo

consta de un finico elemento para una cantidad cofini-

I es8 infinito. No vamos a

Se sigue que en

todos los puntos son de acumulacidn. Por tanto, para cualquier

si o= {... {*} ...}.
n n
si af (... {*) ...},
n
familia <Ai>1 de espacios ’r3 disjuntos
ZIAi a la suma de los espacios Ai' Ob-
se sigue que tn(ai,Ai) tn(ai,XIAi).
n-tipo o:
A,
(@ = } & 'a),

ier
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(B), Algunas consecuencias.

Si para cualquier familia <(Ri,0i)>I de estructuras topold-
gicas para un mismo tipo de similaridad (naturalmente, I ¢ @), de-

notamos por XIRi al producto algebraico de las estructuras Ai y

por XIUi a la base standard de la topologia caja de XIAi, se tie

ne, haciendo uso de la terminologia de [9], que (xlii, XIoi) es

un producto generalizado y relativizado respecto a

r(n,N,U, , &, I). Denotemos por XI(Ki,Ui) al producto de

las estructuras (Ki,oi} con la topologia caja. Llamemos

st : L., —Tuw a la funcidn decidible que es construida en el tepo

rema de Feferman-Vaught (v8ase [9, teorema 6.6.]). Se sigue que pa

ra cualquier sentencia ¢ de (Lm .y cualquier familia

m)t

<(Ri’°i)>1 de estructuras topoldgicas, se cumple:

XI(Ki,Ui) #: § => existe ID < I con card(lo) < st(9),

tal que para tode 1'C I con IO c1',

se tiene que XI'(Ai’oi) F ¢

Para todo n € w, sea T: = {a € Tn / o satisfactible en al

glin espacio T3}.
Para todo n > 1, vamos a definir umn orden lineal <" sobre
T:, tal que para cualquier familia <a;>y de n-tipos satisfactibles

y cualquier J €I con J # @ se cumplird que xg o, < xy a;. Co

mo T: es finito, tendremos que para cualquier familia <ag>yg de

. . . n sy
n~tipos satisfactibles, el producto x; o, se estabilizaria a par-
tir de un cierto subconjunto finito IO de I. Como toda sentencia
¢ de (me)t es equivalente en espacios T3 a una disyuncidn de
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sentencias de la forma "Kn |n0+1 = h'", 1las cuales pueden ser obte
o

nidas de una manera efectiva, podremos construir mediante el teore-~

ma bidsico una funcidn decidible p : (wa)€—+ w que verificari el

teorema de Feferman-Vaught para productos de espacios T3 con la to-

pologia caja.

Sea I un conjunto infinito de indices, y para cada i 6 I
sea Ai un espacio infinito con la topologia discreta. Consideremos
el producto de los espacios A; con la topologia usual, HIAi. Se
sigue que HIAiF:T disc. Sin embargo, para cualquier Io 1 finito,
se tiene que HI Ai b‘gigg. Por tanto, no existe ninguna funcidn que

o

verifique el teorema de Feferman -Vaught para productos de espacios

T, con la topologia usual.

3.2.6. Definicién" Vamos a definir por induccidn sobre

n 6w - {0} una relacidn de orden lineal <" gobre T:, de la

siguiente manera:

6 <1 (x).

Supongamos que n > 2. Sean a,B 6 T: con af#B. Si a=¢ y pB¥ ¢,

definimos a <™ B. Si a = {al,...,az} y B = {Bl""’Bt} con
oy pLig . -t a, ¥y By P ... <l B,» distinguimos dos ca-
sos:
Caso 1
Existe k > 0, tal que Cp_ # Br—k:- Sea m = minimo {k > 0/
. n-1 .. n
/az_k * Br—k}' Si % m < Br-m’ definimos <" B;  en caso con

: o n
trario, definimos B < «qa.
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Caso 2
No existe tal k.~ Entonces, comparamos £ con r. Si [£<r,
. .. n . -
definimos B <" a; si r < £, definimos o < B (si 4£=r, tendria

mos o = B).

. *
Se tiene que <™ es un orden lineal sobre Tn. Obsérvese
que para cualquier o n-~tipo satisfactible, si o # @ ¥y

a ¥ {... {*} ...} se tiene que @ 6 a. Vamos a comprobar que si
n n

estamos en el caso 2, se cumple que a = {... {*} 'ﬁ'} 8
n
B8 =1{... {*} ...}. Si no fuera asi, tendriamos que o) = ¢y By=9-
n n
Supongamos que £ < r (de igual manera se procede, si r < £). Se
seguiria que para algin BP # B, se tendrfa que Bp = ap = ¢, 1lo
cual no es posible. Tenemos:
* 1
LK ¢ < {*}
* 2 2 2 .
) 8 <" {8} <7 {8, [*})<" {{*)}
Si a,Bf © T: v a <" 8 8 o =B, escrihiremos g 5“ e-
>.2.7. Teorema~" Sean n > 1, <a;>; una familia de n-tipos satisfac
tibles y JC I con J # @&. Entonces, X; a; 5“ x? ay-
Demostracidn: Si q; = @ para todo j 6 J, el caso es obvio. Si pa

J

ra algén i € I se tiene que oy = {... {*} ...}, se sigue por
n n

3.2.3 (b) que

Supomgamos que no nos encontramos en ninguno de estos casos. Por
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n

tanto, si oy # @ se tiene que @ 6 o, . Se sigue que ¢ € Xy i

Por tanto:

n
1 . eee {*} ...3.
) xJag # g (%) L)
n-1 n ..
Sea B = X Bj 6 Xy uj. Para todo i 6 I, definimosg:
Bi’ si ié6 J,.
'.—
B; =
¢, si ié J.
. n-1 _v n
Se sigue que xy Bi [ xp a. Por 3.2.3 (a), tenemos que
n-1 t
B Xy Bi' Por tanto:
n n
(2) X5 (!J.ExI o
' n n _n
Se deduce de (1) y (2) que X4 uj < xpoag. 4
Por tanto, para cualquier familia <ai>1 de n-tipos satisfac
tibles se tiene que oy in x; oy (i 6 I). Este hecho contrasta con

1o que sucede en el contexto clisico. Si consideramos, por ejemplo,
lo expuesto en [5, capitulo 6], observamos que los tipos de Hintikka
-Fraissé para sentencias de rango n constituyen el conjunto de dto

mos de un Adlgebra de Boole finita.

Sean n > 1 y <ai>I una familia de n-tipos satisfactibles.
Vamos a comprobar que existe I, <1 finito, tal que x; a, =
= x? a, . Para ello, vamos a proceder por induccibn sobre n. E1l
o

caso n=l1 es inmediato. Supongamos que n > 2. Si ai = ¢§ para
una cantidad cofinite 'de Inrdices i & a, = {'ﬁ' {*} vﬁ.} para

algin i, es suficiente aplicar 3.2.3. Suponganos que no estamos



en estos dos casos. Por tanto, si a, £ @ se sigue que @ 6 a;- Co

mo xII‘ a;, es finito, aplicando la hipbtesis de induccidn, se sigue

que existe Ioé_: I finito y no vacio, tal que xn

n -
I aic_:xI [V AsT,

o 1
pues, xl; o, = x'{ o Por tanto, el siguiente lema se puede obtener
o
inmediatamente de 3.2.7.

3.2.8. Lema.- Sean n > 1 vy <().i>1 una familia de n-tipos satisfac

tibles. Existe Iog 1 finito, tal que para todo I' €I con

1 , . .n _ _n
o < 1', se sigue que Xp ooy Xqv O
3.2.9. Observacidn.- Vamos a comprobar que en general la relacidn de

orden lineal <" no es finica con respecto a la propiedad expresada
en el teorema 3.2.7. Consideremos el conjunto T,. Haciendo uso del
teorema 3.1.3, vamos a comprobar que el conjunto T’; estd formado
por los siguientes elementos:

= @,

= {@}.

= {¢, {8}}.

= {@, {8, {*}}}.

= {8, {8}, {d, {*}}}.

{8, {{*}}}.

= {d, {8}, {{*}}}.

= {@, {8, {*}}, {{*}}}.

= {6, {8}, {&, {*}}, {{*}}}.

= ({{*}}).

oi W o~ el w s Wl N e
]

Para ello, podemos considerar las relaciones transitivas, dadas por
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los siguientes grafos:

Grafo 1

(NI ST 20T

Grafo 3

Es claro que ningiin otro 3-tipo es satisfactible.

Grafo 2

1
’\_\O
I3

Grafo 4
i

Tenemos :
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Ll 1l 3| s s | 5| s | 7| 8|55 | T
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 3 S 5 5 9 9 9 9 10
3 3 5 5 5 5 9 9 9 Q 10
4 4 5 5 4 5 8 9 8 9 10
5| s |35 | 5| s |55 |3s]|35]s |
[3 6 9 9 8 9 8 9 3 9 10
7 7 9. 39 9 9 9 ° o e 1o
B 8 9 9 B 9 8 9 5 ) io
s | | s | s|s| s |3 |s|s]|]5e ]| 10
10 10 10 10 10 10 | 10 10 io 10 10
Se tiene que 1 <3 2 <3 N <3 ; <3 Tﬁ. Definimos sobre T; la re-
lacidn de orden lineal <' por:
T 7<2< D' T SR BT < Tp.
Es claro que <' cumple lo requerido.
Para cualquier A espacio T3 y cualquier n > 1, .definimos:
T,(A) = {a T, / a satisfactible en A}.
K;(A) = {(a, K2|n+1(a)) / a 'n—tipo}.
Para cualquier familia <Ai>I de espacios T3 y cualquier
n > 1, definimos:
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T, (A)) = {x¥ a; /ooy €T (A)) (i 6 )},

n .. _ n
X; Ko(A)) = {(B,m) / (a) B 6 X; T (A)).
(b) Si H = {<(ai’mi)>1 / (ai,mi)
- n
6 KZ(Ay) vy x; o B}
se tiene que
m = mninimo { ) M. m., n+ll},
<(a.,m.)> I i
i*i’ 1
6 H
Obsérvese que por el teorema bisico, tenemos:
-
T (XA = XT T (A)).
- I
K7 (X;A)) X; KL (A)),
En el siguiente resultado, aplicaremos el teorema bdsico sin hacer

mencidén explicita de ello.

Podemos encon-

3.2.10. Teorema.- Sea ¢ una sentencia de (wa)t'

trar de manera efectiva un nfimero natural o, tal que para cualquie

familia <Ai>I de espacios T3, se tiene:

X,A; | ¢ => existe I,&£ 1 con card(I ) < m, tal que

para todo I'C I con I £ 1', se tiene que
= o &
XpAy E ¢
a2, " " " = " o
Demostracidn: Sea Kn°|no+l = hy vV ... V Kn°|n°+1 h la dis
yuncidn de sentencias equivalente a ¢ en espacios T3, dada por
£

3.1.2. Sea r_ = minimo {Ltew/ 2 3'n°+l}. Definimos

= ™
mg card ( no) + .



Por 3.1.3, my puede ser obtenido de manera efectiva. Supongamos que

XA lE ¢. Entonces, para algin k 6 {1,...,r}:

K;O (X;a.) = {(a,hk(u)) / @ n_-tipo}.

Distinguimos dos casos!

Casgo 1

Existe i0 6 I, tal que Ai no tiene puntos aislados.” Se si-
o

gue por 3.2.3 (b) que

Ky (xpag) = (.. {#} .o}, n+D)} UlGe,0) /a6 T
o ﬂo l'l0 (o]
y a # {... {*} ... }}.
n, ng
Sea I = {io}. Si I'€ I con 1, €1', tenemos que

Kn (XIAi) = K (XrAi).

o )
Por tanto,
XA F: ¢
Caso 2
Para todo i 6 I, A, tiene algln punto aislado Como el! con-

1

junto de no-tipos es finito, existe por 3.2.8 y 3.2.3 (a) un subcon

junto Ié de I con card (Ié) < card (T: ), tal que para todo
o
I'S I con 1; C I' se sigue que
Tn (XIAi) = Tn (leﬂiL
o o

Por consiguiente, existe I & I con card (Io) < m, tal que para

todoo I' € I con I, ¢ I' se tiene que

Kn (XIAi) = Kn (X
o o

A



- 60 -

Por tanto, si I' € I con IogI':

XA FE 6. A
En la demostracibn de egte iltimo resultado se puede tomar
m, = card (Tn ) + r,» Yy no hacer uso del teorema 3.1.3. E1 siguien

o
te resultado es un corolario inmediato de 3.2,10.

3.2.11. Corolario.~ Sea ¢ una sentencia de (L )

ww’ t° Podemos encon

trar de manera efectiva un nimero natural m tal que para cualquier

0’
familia <Ai>I de espacios ’l‘3 existe Iog I con card (Io) < m,

tal que para todo I' €I con 1, C1I' se tiene:
X10Ai o o= XA E
Los dos siguientes resultados corresponrden a [9, corolario 6.7
y teorema 6.8], los cuales son dos de las consecuencias mids intere
santes del teorema de Feferman-Vaught. Uno de estos resultados se
cumple, incluso, para productos de espacios T3 con la topologia usual.

3.2.12. Corolario.- (a) Sean <An>w una familia de espacios T3 v

¢ una sentencia de (wa)t' Entonces:
Ay XX A E ¢ (n€w) = XA k¢

(b) Sean ¢ un conjunto de sentencias de (L )

ww y A 1la cla

t
se de todos los espacios T3 que son modelos de &. Si A es cerra-
da respecto de la operacidn de tomar el producto de dos espacios T3,

A es cerrada respecto de la operacifén de tonar el producto de un ni

mero infinito de espacios T, con la topologia caja.

Los apartados (a) y (b) de este {iltimo resultado no son ciertos,
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si consideramos el producto con la topologia usual. Para comprobar

esto, podemos considerar, respectivamente, ¢ = disc y ¢ = {disc}.
3.2.13. Teorema.- Sean I un conjunto de indices po numerable y
<Ai>I una familia de espacios T3. Existe un subconjunto numerable

I1* de I, tal que para cualquier I'C 1 con I* £ 1', se tiene

que

Este iltimo teorema es cierto, si consideramos el producto con
la topologia usual. Para comprobar esto, podemos soslayar el caso
trivial en el que Ai tiene un finico elemento para una cantidad co
finita de Iindices i € I. Sea I* un subconjunto infinito numera-
ble de I, tal que para todo i 6 TI* se tiene que card(Ai) > 2.
Sean I'C 1 con 1*C1I', nE6w y o n-tipo. Tenemos:

n.a M. A » si a = {.'.1. {*} ...}.

R Uiy =« (@) = -
0, si “#{'ﬁ' {*} "'}.

Es suficiente, por tanto, aplicar el teorema 3.1.1.

Vamos a demostrar a continuacidn que es posible optimizar de
una manera efectiva, a partir del teorema 3.1.3, cualquier funcién
decidible que cumpla el teorema de Feferman-Vaught para productos

de espacios T3 con la topologia caja. Sean A espacio T3 y n> 1.,

Si 5 = K;(A) y r > 1, denotaremos por ()j)r al producto

r " & X" 1. Definimos (° = (8,1} U {(a,0) / @ n-tipo,

a # 8l. Si ¢ es una sentencia de (L )

wolt ¥ T2 1, escribiremos

Fv(r,$) si para cualquier familia <Ai>1 de espacios T se tiene:

3’
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XIAi,= ¢ =+ existe I &I con card (I ) < r, tal que

para todo I' €I con I, €1, se tiene

que X A, Ed.

3.2.14, Teorema.- Sea ¢ una sentencia de (me)t' Si podemos encon

trar de manera efectiva un nfimero natural m  con Fv(m°,¢), pode-
mos encontrar de manera efectiva el nimero natural ko = minimo

{n 6 w / FV(n,¢$)}.

Demostracidén: Si ¢ es insatisfactible, el caso es obvio. Suponga-
mos, pues, que ¢ es satisfactible., Sea "Kn |n0+l = hl“ V...V
o
"Kn 'n0+l = hr" la disyuncidn de sentencias equivalente a ¢ en es
o .
pacios T4, dada por 3.1.2. Para cada £ 6 {1,...,r} definimos zh{
por
th = {(a,hl(u)) / @« n_-tipo},
Por 3.1.3, podemos suponer que si A es un espacio T3 y I = K; (A),

n+1}.

se tiene que m_ > minimo {n 6 w/ (H" = (@

Sea C el conjunto formado por todos los elementos de la for-

ma § = [(zf,...,z;, Zl,...,zq), (Sl"°"8p)]’ tales que:

{a) Existen Al""’Ap’ Bl""’Bq espécios T3, de tal forma
que se cumple:
*= = ‘ = =
I Kn (Al) Ly Kn (Bl)
o ]
* -
= K A = K B .
Ih o= Ky @A) I, (3,)
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(b) z*,...,z:, DI

,Zq son distintos dos a dos.

(c) 51""’Sp € w - {0} Y Syse-rss < Mo

* %1 Mo %o *, 5
(@ @)D - x?.ox® oah’
P
€ {):hl, R S
r
. ~ * *
Para cualquier J = [(Zl,...,gp

consideremos:
n(E) = minimo {k 6 w / existen
les que:

(a) £t < s

P o]
n n m

t‘o mO o] o] o
ver X 2
x° () °x (£ )

s LyseeeaE ), (sl,...,sp)] 6 C,

q

tl""’t N rl,...,rq 6 w,

Yok =b)p ek e 4 ry 4l

A
(b) Para todo tl,...,t;, rl,...,r; 6 w con

T
< < m m=1 ...
n STy XMy (m=1 P,

n=1 ,.. q) se sigue que

r
q
cee X (Zq) 6 {Zh »esssl

Sea ko = miximo {n(%) /I ¢ C}.

* ]

* o no * b no o
) " x° ... x (zp)"x () " x % ...

1 hr

Por 3.1.3 podemos obtener

de: una manera efectiva. Es ficil probar que k, = minimo {n 6 w /

[ F v (o, 4

kO
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3.3. ééwlw)t - equivalencia para espacios T,.

Sean A espacio T3, a € A y A* subconjunto de puntos de
A. Si a es punto de acumulaciér de A*, 'diremos que A* conver-

ge contra a, y escribiremos A* —— a,

A partir de la nocidn de conjunto accesible, que introduciremos
en primer lugar, estableceremos una clasificacidn de las formas de
convergencia. A partir de esta clasificacibén, definiremos para todo
n 6 w un conjunto finito Sn de tipos, los cuales geridn definibles

en (L Introduciremos la nocifn de espacio de tipo finito. E1l

), .

w.w't

1
teorema principal es una caracterizacidn, a través de estos nuevos
tipos, de la homeomorfia para la clase de los espacios T3 numerables
de tipo finito. Se deduce, como consecuencia, que cada espacio de es
ta clase tiene sentencia de Scott. Demostraremos, mediante un contra

: ry -'. > I3
ejemplo, que es necesaria en el teorema principal la hipdtesis que
afirma que uno de 1los dos espacios en cuestidn es de tipo finito.
A partir del teorema principal, y haciendo uso del teorema de Lowen
heim-Skolem, obtendremos una caracterizacién de 1la (Lw m)t—equiva—

. 1

lencia para la clase de los espacios T3 de tipo finito. Probaremos,

por filtimo, que dicha clase no coincide con la formada por los espa

cios T3 de tipo finito en el sgsentido Flum-Ziegler.

(A). Una clasificacifn de las formas de convergencia.

Sean A espacio T3 y A* subconjunto de puntos de A. Para

todo n 6 w definimos el juego Jﬁ(A*,A) de n movimientos o ju-

gadas entre los participantes I y II, de la siguiente manera. En

cada movimiento, el jugador I escoge un nifimero natural r y una
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secuencia apse.esal de puntos de A y, a continuacién, el jugador

Il escoge una secuencia Ul 3 81""’U 35%_ de abiertos de A. El1

r
participante I vence en Jn(A*,A) si, en él supuesto de que

Vl,...,Vm son todos los abiertos escogidos por I1 a lo largo de las
n jugadas, se tiene que A* C Vl(} Y | Vm. Diremos que el partici
pante I tiene una estrategia de victoria en Jn(A*,A), si tiene una

estrategia mediante la cual consigue, cualesquiera que sean los movi

mientos de 1II, vencer en Jn(A*,A).

3.3.1. Definicidn.- Sean A espacio T, ¥y A* subconjunto de puntos

de A. Diremos que A* eg accesible, si existe n 6 w tal que 1

tiene una estrategia de victoria en el juego Jn(A*,A).

Es decir, A* es accesible si existe n 6 w tal que: existen

L3} 6 w, a; .. arl € A t.q. para todo U15 a; ... Urlg arl e
existen T 6 w, a; e a; €6 A t.q. para todo
n
vy Al ... Py a' s, se tiene que
1 1 r r
n n
acuv Y ...Uv V ...Uu'V ...Uu’
= 1 r 1 T
1 n

3.3.2. Definicién de los tipos de convergencia.- Sean A espacio
T3, a 6 A y A* subconjunto de puntos de A con A* —— a.

(a) Diremos que esta convergencia es de tipo 1, si A* es ac-
1

cesible. Escribiremos, entonces, A* > a.

(b) Diremos que esta convergencia es de tipc 2, si  A* no es

accesible y existe un abierto U 3N a tal que A*N U es accesible.

iy 2
Escribiremos, A* ——— a.
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(c) Diremos que esta convergencia es de tipo 3, si para todo

abierto U a se tiene que A*;/\ U no es accesible. Escribiremos,
3

A* ———— a,

Es obvio que estos tres tipos de convergencia son exhaustivos
y excluyentes. Obs&rvese que para todo a;.a, 6 A con a, # a, vy

A* subconjunto de puntos de A con AX — a, y A*'“———J-az, se tiene:

A% L, a; > A% 1, a,.

3.3.3. Ejemplos.- (a) Consideremos el esbacio {0} U (1/n /n 6 w-{0}}
con la topologfia generada por los abiertos de la forma {1/n}

(n6w- {0} y {o}U {I/m/ m>n} (n 6 w- {0}). Entonces,
{1/n/n6w- {0}} Lo,

(b) Sea R 1la recta real con la topologia usual y sea r 6 R.
Entonces,

3

R— r .,

(c) Sea E el plano euclideo con la topologia generada por
los abiertos de la topologia usual y por los abiertos de la forma
{(x,y)} siendo x,y niimeros reales con y ¥ 0. Se tiene que para

cualquier niimero real LI

{(x,y) 6 E / (x,y) punto aislado} 3., (xo,O).
{(x,y) 6 E / (x,y) punto de acumulacidn} 3, (xo,O).
(d) Sea Z el conjunto de los niimeros enteros. Congideremos

el espacio Z U {+=,-»} con 1a topologfa generada por los abjertos

de la forma {2z} (z 6 Z) y por los abiertos del tipo
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+ -—
Um’ Um (m ¢ 7Z), donde:

{(+=2} U {2z 6 2 / z > m}.

(=
g +
"

{-e} U {z 62 [ 2z <m}.

(=1
n

. es e e s e svesveess .

- 0 1 +o

Tenemos:
1

Z — 4.

1

Z ——> —o,

(e) Consideremos el espacio Z VU {1/n / n 6 w - {0}} VU [+, -}
cuya topologia viene definida de forma aniloga a la definicidn dada
en (d); en este caso, los conjuntos de la forma {1/n} (n 6 w - {0}
son tambi&n abiertos.

- es o vanace cesseaenne -

-m 01 +oo
Se tiene:

zU {1/n /n6w- {0}}) 2 +o .

zVU{1/on / n6w- {0}}) -2

> - 3

(f) Consideremos el espacio de todos los ce:-dinales < w.w con

la topologia del orden. Se sigue:

:(g

.t {(n > 1) ,

{n < w.w / n punto aislado} 2, s

(g) Consideremos el espacio de todos los ordinales < w.w

con la topologia del orden. Se tiene:

n
{n <w.0 / n punto aislado} L N (n > 1)
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{n < w.w / n punto aisladol} L ww,

n
{w+ .7, +w/ n > 1} 1, p.

(h) Consideremos el espacio de todos los ordinales < w,w+w
con la topologia del orden. Entonces:

{n < w.w+w / n punto aisladol 2w,

fw+24 0w /' n > 1} R N

Sea A espacio T,. Obsérvese:

(i) si A*,A* son subconjuntos de puntos de A con A* ¢ A¥,
1°72 1 2

se tiene:

A; accesible = A: accesible.

(ii) si A:,...,A: son subconjuntos de puntos de Ay

A% = ATU NAPRY ) A:, se tiene:

A* accesible <= A:,....A: accesibles.

El siguiente lema, cuya demostracidn es inmediata, nos serd de
utilidad mds adelante. Cuando hagamos uso de &1, no haremos mencidn

explicita de ello.

3.3.4. Lema.- Sean A espacio Ty» a6 A, n6aow- {0}, me¢ w,

At,m..,A: subconjuntos de puntos de A, Al""’ln e {1,2,3} con

* >‘lic * *

Ak ———+ a (k=1,..n) vy Bl""’nm subconjuntos de puntos de A
con-B:—/——-ba (k=1,..m). Sean A*=A:U...UA:U BIU...UB;

y
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3, si existe i 6 {1,...,n} con AL, = 3.

3, vy existe

>
I

2, si no existe i 6 {1,...,n} con

i e {1,...,n} con li = 2,

2, si A; =1 (i=} ... n), y existe jell,...,m} tal

que B; no es accesible.

1, si A; =1 (i=1l...n) y B; es accesible (j=1...m).

*
Entonces, A — a.

(B). Los tipos para (Lmlw)t'

A partir de los tres tipos de convergencia que hemos introduci
do en el apartado anterior, vamos a definir para todo n 6 w wun con

junto finito Sn de tipos para (L ) La defiaicidn es inducti-

mlw t

va sobre el conjunto de los niimeros naturales. Definimos el conjunto

de los O-tipos, So’ por

S, = {*}.

Para todo n > 1 definimos el conjunto de los n-tipos, Sn’ por

S, =P,/ 65 1}V i(a,2)/e 65 ;1 U {(a,3)/a €5 1.

n-1
Tenemos:

Sl ¢s {(*91)}| {(*,2)}» ((*;3)};----

s *
o

Sean A espacio T3, a 6 A y n6 w. Definimos el n-tipo

de a en A, Sn(a,A), por induccién sobre n, de la siguiente
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forma:
So(anA) = *'

Para todo n > 1, definimos

6a(3:A) = {(a,1) /@ 65, A ——a} U

{@2) /a6s _,, A —2>alV

{(a,3) / o € S,-1° Aa SEEN a},

= ' ' -
donde Aa = { a'e6 A/ sn_l(a LA) al.

Sean A espacio T3, né6€w y o€ Sn' Diremos que ¢ es sa-
tisfactible enA, s8i existe a 6 A con sn(a,A) = . Obsérvese que
los Gnicos l-tipos satisfactibles en algfin espacio T, son e,
{(*,1)}, {(*,2)} y {(*,3)}. El conjunto de los n-tipos satisfacti
bles en A sera denotado por Sn(A). Para cada n 6 w definimos

la funcién Eﬁ

S, w U {=} por

Eﬁ(a) = niimero de elementos de A de n-tipo g.

Llamaremos espectro a cualquier familia E(A) = <En(A)>m, don
de: *
1. A es un espacio T3.

A
2. E (M) = {(a,Eh(a))/a 6 5 (A)}.
Diremos, entonces, que E(A) es el espectro de A.

Sea E(A) = <En(A)>uj un espectro. Seam m,n 6 y con m < n.

Para cualquier o 6 Sn(A), definimos el m-tipo de ¢ Trespecto .a

E(A), (a),» por induccifn sobre m, de la siguiente manera:

((!)D = %
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Sea m> 1. Si a=46, (@ _=@¢. si a={@,2),...,« ,2)},

(a) = {(S,AG’B) / existe J € {1,...,r} con J # @ tal que:
() 1. (a) | = 8 (i3,

2. (o)) # 8B (i ¢ J)

i‘m-1

(b) Au,B estd definida por

r 3, si existe 16 J con A, = 3.,

2, s8i no existe i 6 J con A, = 3,

i
y existe i 6 J con Ai = 2..
AG,B = 4 2, si Ai =1 (i 6 J), 7y existe
] .
a' 6 Sn—l(A) tal que:
' =
L. @', 8.

2. Aa. no es accesible.

1, en otro caso, 1.

Obsérvese:

Aa' no es accesible > E:_l(a') = © y no existe

a" 6 Sn(A) con {(a',l) 6 a".

Por tanto, la definicién de ((x)m s61o depende del espectro de A.

Para todo n > 1 y o € §, Vvamos a introducir la nocidn de
cuando @ contiene *, por induccifn sobre n. Diremos que a 6 S1
contiene *, si o # @. Para n > 1, diremos que a contiene *,

si existe (B,A)6 a tal qué B contiene *,
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En los dos siguientes lemas, vamos a demostrar que varias pro-
piedades de inter&s que cumplen los tipos de Flum-Ziegler para

)

ot SO0 verificadas por nuestros tipos.

3.3.5. Lema.- Sea E(A) un espectro. Seam a 6 A y m,n 6 w cop
m < n. Entonces,

(sn(a,A))m = s,(a,A).

Demostracidén: Procedemos por induccién sobre m. E1l caso m = 0
es inmediato. Supongamos que el resultado es cierto para m-1, sien

do m > 1. Por tanto, para todo n 6 w con m < n y a' 6 A:
' - v
(Sn_l(a ’A))m—l Bm_l(a )A)v

Queremos probar que para todo n 6 W con m < n y a6 A, se tie
ne que

(Sn(a;A))m = Sm(a’A) .

Sea Q = sn(a,A). Sea (B,Xu,s) (4] (sn(a,A))m. Consideremos
todos aquellos elementos (aI,AI),...,(mp,Xp) 2] sn(a,A), y todos
aquellos elementos Bl,...,Bq 6 Sn_l(A) con A8 —+ a (i=1...q),

i
tales que:

(ml)m—l T oaae = (ap)m_l = B.

Bpy = - (Bq)m_1 = g.

Por la hipdtesis de induccin, tenemos que para cualquier a' 6 A:

sm_l(a',A) =B b sn_l(a',A) (4] {al,...,ap,Bl,...,Bq}.

Por tanto,

Bq

Ag = AGIU ..U AapU ABLU ...Ua
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Se sigue que

AB_bLa

) 8 sm(a,A).

Esto es, (B’ka,ﬂ

Sea (B,A) 6 sm(a,A). Consideremos todos aquellos elementos
(al,Al),...,(ap,Ap) 6 sn(a,A), y todos aquellos elementos

Bl""’Bq 6 Sn—l(A) con ABi —+—+ a (i=l ... q), tales que:

gy = -0 = Caphpy

(B = +oo = (B)_ | =B .

q’m-
Se sigue, por la hipdtesis de induccidn, que
Ag = AalU UA%UABIU UABq .

Por tanto, A = X . En consecuencia, (B,A) € (sn(a,A))m._4

a,8
3.3.6. Lema.- Sea E(A)} un espectro. Sean k,m,n 6§ W con
k <m < n. Entonces:
(a) Para todo o € Sm(A) exist; .B [ Sn(A) con o = (B)m.
(b) Para todo a 6 S _(A) N S (A), o= (o),

(c) Para todo a 6 S (A), ((g)m)k = (a)k.

Demostracidn: Los apartados (a) y (c) son corolarios inmediatos de
3.3.5. Comprobemos (b). Se prueba ficilmente por induccién sobre

me w - {0}:
(1) Para todo o 6 Sn(A):
Si o contiene *, (a)m contiene %,

Teniendo en cuenta (1) podemos demostrar, procediendo de nuevo por
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induccidén sobre m 6 w -~ {0)}:

(2) Para todo @ 6 Sn(A):

Si o no contiene * y o ¢ Sm(A), (u)m contiene %,

(3) Para todo o 6 Sm(A){\ Sn(A):

Si a no contiene *, a = (a),.

Supongamos que o 6 Sm(A)(1 Sn(A). Si m=n, se deduce de inmediato
que o = (a)m. Si m ¥ n, se tiene que o no contiene *. Por

tanto, o = (u)m. 4

Por lo demostrado en 3.3,5 y 3.3.6(b), se deduce que la expre-
5idn "a tiene tipo o en A" carece de ambigiiedad. Dado un espec-
tro E(A), podemos dotar a la unidn disjunta de los conjuntos Sn(A)
de una estructura de 4rbol, definiendo sobre dicha unidn una relacidn

<. de orden parcial, de la siguiente manera:

a < B <> a€5(A), B6S5(A), m<n y a = (B, .

Al contrarioc de lo que sucede con los tipos para (Lw )t' no
es cierto en general que dados A espacio T3, U abigtto de
A, a6U y n€w, se tenga que s“(a,U) = sn(a,A). Demostremos
esto. Consideremos el conjunto de todos los ordinales menores que
wtw con la topologia del orden. Por tanto, w U {w} es un abierto

de w+w. Se tiene:
s;w, w U {w}) = {(*,1)}.

s; (@, wtw) = {(*,2)}.
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(C). Una caracterizacidn de la (L':u w)t—equivalencia para esgpacios
1

13 de tipo finito,

Un tipo completo 7Y es una secuencia (an)m con o 6 5,

(n 6 w). El conjunto de los tipos completos serd denotado por 5,-

Sea A espacio T3. Para todo a 6 A definimos el tipo completo de

a en A por s(a,A) = (sn(a,A))w. Para cualquier <y tipo completo,
diremos que Yy es gatisfactible en A, si existe a 6 A con
s(a,A) = y. El conjunto de todos los tipos completos satisfactibles

en A serd denotado por S_(A).

3.3.7. befiniciones.~ Sea A espacio Ty

(a) Diremos que A es de tipo finito, si Sm(A) es finito.

(b) Diremos que A es de tipo numerable, si SQ(A) es nume

rable.

Para cualquier A espacio T, definimos la funcidn

E: r S, w U {«} por
A - .
Em(Y) = niimero de elementos de A de tipo completo Y.
3.3.8. Lema.- Sean A, B espacios T3, con A de tipo numerable.
Entonces:
Azt B —= g% - gB.
wlw o ©

Demostracidn: Para cada n 6 w y cada o € §,» vamos a construir

una fdrmula Og(x) de (Lm m)t' Procederemos para ello por induccidn
1

sobre n. Para todo A' espacio T3, ne6w, o€6 S, ¥ a' 6 A',
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tendremos:

E 0, [a'] == s (a',A") = c.

Para n = 0 definimos Oz(x) por x = X, Sea n > 1. Supon
gamos que para cada o € Sn_1 tenemos construida la férmula
1(x). Sea B € Sn' Queremos definir la férmula Og(x). Para

cualquier o € S -1 definimos:

V V ayl... ﬂy VYO oy, ... WY 3y

kéw T Gm 1 1

] : ]
V i Yy v yrk ¥Y; 3y, .. VYrk3 Y.

¥z (Og'l(z) — "z 8 Y,V ..U Y v ...UYiU LU

1
LT
Yrk ).
"
X, (x) = XAx \/ v Fy oos y ¥Y, A y, ...
“ k6w T 6w in T ! 1

ces Y Dy e \/ Yy ++-1Yy ¥Y, 3 Vy -a
ron 6 I3 n, P71
1
e BY_ D vy vz
LY Ty

((zexa oty — ey, U...Ur U
1

SURHVSRVETS

Es claro que las propiedades "(g,l1) € sn(x)", "(a,2) © sn(x)" y

"(a,3) €6 sn(x)" son expresables en (Lwlw)t' Para A = 1,2,3 sea
¢, ={oc 65 | /[ (a,2) 6 B},

Definimos OE(x) por
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og(x) = Ap "(a,1) € 5 (x)" A {;\@ "(a,2) 6 s (x)" A
ae o
1 2
/\ "(a,3) € s“(x)" A /\ T¥x > x
agd, agd U 2,V 9,
a6 S
n-1

1z (z6 XA z#%x A O;’l(z)),

. n .
Se sigue que OB(x) es una fdrmula de (Lwlm)t'

Sea Y = (an)w un tipo completo satisfactible en A. Sean:

2. ¢¢ = "existen exactamente E:(y) elementos de tipo y'".

Definimos

P, o= ¥x V 0, (x) A A\ ¢$.
yes_(a) 7 ¥Y65,(A)
Tenemos:
1. WA es una sentencia de (Lwlw)t'
2. Para cualquier A' espacio Tyt
, A _ A
AE Y, = E_ =E_ .
[ A =t B se sigue que B [ Por tanto I
omo -mlm , 8se gue q A N o m..4

3.3.9. Corolario.~ Sean A,B espacios T3 con A E; wB' Entonces:
1
(a) Si A es de .tipo finito, B es de tipo finito.
. .x_p.!;liff{i
(b) 8i A es de tipo numerable, B es de tipo numera,

BIBLIOTECA
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3.3.10. Ejemplos.~ (a) En cualquier espacio discreto, el finico tipo

completo satisfactible es (*, ¢, ¢,...).

(b) En cualquief espacio T4 sin buntos aislados, el finico tipo
completo satisfactible es (*, {(*,3)}, {({(*,3)},3)},...). Para
demostrar esto se puede proceder de la siguiente forma. Si el espa-
cio en cuestidn es numerablé, considerando el teorema 3.1.4., Si el
espacio en cuestidn no es numerable, haciendo uso del teorema de LB

wenheim-Skolem.

(c) Sea A el espacio {0} U {l/n / n 6 w - {0}} con la topo
logia generada por los abiertos de la forma {1/n} (n 6 w - {0}) ¥
(03U {1/m / m >n} (n 6 - {0}). Sea Q el conjunto de los niime-
ros racionales. Sea B el espacio [O,I]f]Q con la topologia gene
rada por los abiertos de la forma {q} {(q # 0) ¥y

{0yU {p /70 <p < ql (q#0).

Se observa que A y B son espacios T3 de tipo finito. Para

Y = (%, {(*,D}, {1}, {(B,1)},...) tenemos:
A =1, B2 =0,

Para Y' = (%, {(*,3)}, (8,3}, {(8,3)},...):
EA vy =0, B2y -1,

Para Y" = (%, ¢, 8,...):
EACY = EE(YM) = e,

Cualquier otro tipo completo es insatisfactible tanto en A como en

B.

(d) Sea Z el conjunto de los niimeros enteros. Sea

1.
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a=2zU {+o, -»} con la topologia generada por los abiertos de ti-
po {z} (z 8 Z) y por los abiertos de la forma U;, U; (m € 2),
donde:

U;={+w}U{zSZ/z>m}.

o= {-o} U (z62 / 2z <m},

Sea B el espacio Z U{1/n / n 6w ~ {0}} U {4», -»}, cuya topolo
gia viene definida de manera andloga a la definicién de la topologia
de A; en B, 1los conjuntos de la forma {l/n} (n 6 w - {0}) son

también abiertos.

Es claro que A y B son espacios T3 de tipo finito. Sean:

Yy o= G, (D), (3,0}, ((B,D},... ),
y' o= (x, {(x,2)}, {(d,2)}, {(¢,2)},... ),
y" o= (*, 8, 4,...) ,

Tenemos:
ER(y) = 2, ED(Y) =0 .
Ay =0,  BBan -2

A _ B, _
E_(y") = E_(Y") = =.
Cualquier otro tipo completo es insatisfactible tanto en A como

en B,

Nuestro resultado miAs interesante expresard que el reciproco
del lema 3.3.8 es cierto, si A es de tipo finito. Vamos a compro
bar a continuacién que dicho reciproco no es cierto en el caso mis

general.



- 80 -

3.3.11. Contraejemplo.- Consideremos el ordinal ww con la topolo

gia del orden. Se tiene que w® es el menor erdinal de tipo no fi-
nito. Es fidcil observar que cualquier ordinal < w tieme un golo ti
po completo satisfactible; w UV {w)}, dos; wew L) {w.w}s tres;
ys;en general, mnlJ {mn} tiene exactamente n+l tipos completos
gatisfactibles. Sea Yo’YI’YZ"" la secuencia de todos los tipos

completos satisfactibles en w?. Tenemos:

Yo = (*, 8, 8,...)
Y, = G ((LD)), (.}, ((8,.2)],...),
Y, = (%, {(*,2)}, {(4,2) , ({(*x,2)},2)}, {(8,2) , ({(4,DD},2)},
{((¢,2), ({(8,2)},)},...),
Tenemos:
s (0,0") = Yoo
s (w,w"™) = Y.
s(w.w, o) = Y, .
Si Yk = (uo,al,uz,...), se sigue que Opgl = Opqp = =-° -+

.

Vamos a definir los dos espacios T3 de nuestro contraejemplo
partir de w?. Sea A' el espacio de todos los ordimales < w co
la topologia del orden. Sea A el espacio resultante de sustituir
en A' cada & 6 w por w” con 1la toﬁologia del orden. Sea B
el espacio de todos los ordinales < o¥ con la topologia del orden.

Consideremos la sentencia
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IAx ¥X > x \/ Vy ("el tipo completo de y es Y
ngw

<
]

— y 6 X).

Entonces:

. A = 14,
B b= ¢ .
Por tanto, ‘A i; WP

B . .
Demostremos que E: = E_. Para cualquier tipo completo

Y = (an)m y cualquier n 6 w, sea Y[n] = a . Definimos el tipo

completo Yy* = (*,81,62,...) por

Bosl = {(Yk[n],B) / k 6 w}.
Se sigue:
L, siy = y*,
2oy = By = | = i existe k 6 -
<Y = E_y = s 81 existe w con Y = Yk‘
0, en otro caso.

El drbol de tipos correspondiente a los espectros de A y B

tiene la siguiente forma:
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Obsérvese que para todo A espacio T3, se tiene:
A es de tipo finito <= existe n, 6 w tal que:

(1) Para todo n 6 w con n>n_ ¥y a,a' 6 A:

sn (a,A)
[¢]

sp (218 = s (@A) = s (athA).

Si A es de tipo finmito, el menor n_ que cumpla (1) sera

denominado caracteristica de A y serd denotado por c(A).

Dados A y aps-seray 6 A, denotaremos por [al,...,ﬁ

PRSI

1

...,an} al conjunto {al'""ai~l’ai+!""'an]' El siguiente lema

se prueba fidcilmente a partir del teorema 1.1.190.

3.3.12. Lema.- Sea R una relacién binaria y simétrica entre espa-

cios topoldgicos numerables (A,al e am) con un niimero finito de
elementos distinguidos. Supongamos que en la situacidn (A,al...am)

R (E,bl...bm) se cumplen lag dos siguientes condiciones:

(1) Para todo 6 A - {al,...,am} existe b 6

Am+l m+1

6 B - {bl""’bm} tal que

(A,al.‘.am a ) R (B, b ...bm b )

m+1 1 m+l

(2) rara todo i 6 {1,...,m} y U'2> a; abierto de A,
existen U abierte y cerrado de A y V abierto y cerrado de B,
tales que:

(a) a; € Ue u' - {al,...,ai,...,am},

b, 6 VE B - {bl....,Bi,...,bm},
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(b) (A - U, a a, ... am) R (B -V, bl N bm).

1 o ae i

(U,a;) R (V,bi).
Entonces:

t
(A,al e am) R (B, bl e bm) =y (A,al e am) = (B,bl...bm).

Para cualquier A espacio Ty definimos EA = Lj Eﬁ.
n6w

Por lo demostrado en 3.3.5 y 3.3.6(b), se sigue que EA  estd bien
definida. El1 teorema principal va a expresar que si A, B son espa

cios T3 numerables, con A de tipo finito:

Los tres siguientes lemas, que expresan propiedades sencillas de los
tipos de convergencia y de los conjuntos accesibles, nos serdn de
ayuda para poder construir una relaciém R que cumpla la hipdtesis

del lema 3.3.12. La demostracidn del primero de ellos es inmediata.

3.3.13. Lema.- Sean A espacio T3, U abierto de A, a 6 U,

né6w y o°f Sn(A). Se tiene:

1 N 1
(a) Aa -+ Aaf\ U ——* a.
(b) AOl -2 a y Au[\ U no accesible ==
—_ anu—2 .
(c) A 3 a ANUv -3 a.
a o

3.3.14. Lema.~ Sean A, B espacios ’l‘3 con EA = EB. Sean =n > 1,
a6A, b 6B con sn(a,A) = sn(b,B) y o 6 Sn_1 con

1

Au —_— a y Ba —> b. Entonces, si existe un abierto U 2 a

—
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con Aafﬁ (A-U) infinito, se sigue que existe un abierto V 3 b
con Bd(\ (B~V) infinito.

Demostracidn: Como Aa *-J~** a, s8i Aq{\ (A-U) es infinito se

A

gigue que existe a' 6 A-U tal que a'

es punto de acumulacidn de

Aa(q (A-U). Por tanto,

Como M - EB, existe b' 6 B con b #b' ¥y sn(a',A) = sn(b',B).

Por consiguiente,

B ———L~+b'.
o

Como B es un espacio Hausdorff, existe un abierte V 3 b tal que

Bafﬂ (B-V) es infinito. |

3.3.15. Lema.- Sea A espacio T3 numerable de tipo finito. Sean

n, o= c{(A) y r = card (Sn (A)). Sean a 6 S“ (A) y U abierto y
o o

cerrado de A. Entonces:

Aaf\ U accesible == 1 tiene una estrategia de victoria

en Jr(Aa(ﬂ U,A).

Demostracifén: Sea m = minimo {n 6 w / I tiene una estrategia de

victoria en Jn(Aa{\ U,A)}.

Hemos de probar que m < r. Vamos a proceder por reduccién al
absurdo. Supongamos,pues, que r < m. Por 3.1.4, podemos considerar

a A como un w-arbol con la topologia inducida. Sea < el orden
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de dicho w-3rbol. $e sigue que existen B 6 Sn (A) y un conjunto
o
infinito A* = {ao,al,...,an,...} de puntos de U con

a, < a; < .. < a ¢ ..., tales que:

1. s (a ,A) = 8B (n 6 w).
(o]

2. Au(\ v — a (n 6 w).
Es claro que A* no es accesible. Por tanto, Auf\ U no seria acce

sible, lo cual es falso.

Es sabido, se deduce incluso de 3.1.4, que la topologia de
cualquier espacio '1‘3 numerable tiene una base formada por conjuntos

cerrados. En el siguiente teorema haremos uso de este hecho.

3.3.16. Teorema.- Sean A, B espacios T, numerables, con A de ti

3

po finito. Entonces:

Demostracién: Definimos la relacién binaria R, entre espacios topo-

l6gicos con elementos distinguidos, de 1la siguiente forma:

(A',al...am) R (B',bl...bm) <> (a) A' y B' son espacios T

3
numerables de tipo finito y ai#aj, bi¥bj (i#j, i,3
6 {1,...,m}).

1 1]
) A - B .. .

(c) Sea n = c(A') = c(B'). Entonces, para todo
ie {i,...,m}:

s (ai,A') =g

[
n (bi,B ).

n
o] o

1
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Vamos a demostrar que en la situacidn
A 1
(A ,al...am) R (B ’bl"'bm)

se cumplen las condiciones (1) y (2) del lema 3.3.12, Sea

v .. L.
2 6 A {al,...,am). For las condiciones (b) y (c) de la defini

cidn de R, existe b

[ ty -
mel S B {bl""’bm} tal que sno(am+1,A )

= a (b

L 1
n, m+l'B ). Por tanto, (A »a3y-..a

L]
am+l) R (B ,hl ... b

m m bm+1)'

Comprobemos la condicidén (2). Sean i 6 {1,...,m} y U' 3 a;
abierto de A'., No perdamos de vista en lo que resta de demostra-
cidn que 5. (ai,A') = s, (bi’B.)' Como EA' = EB‘, teniendo en
cuenta 3.3.5? se sigue quz para todo n 6 W sn(ai,A') = sn(bi,B‘).
Nuestro primer objetivo es encontrar entornos U 3 Ags V> bi

abiertos y cerrados suficientemente pequefios. Sea Ué 3 a; abierto

de A', tal que:

1. ' vu'.

L]

o

2. as ¢ u; (5#i, § &6 {1,...,mH.

3. Para todo a 6 U; con a # a, se tiene que
' L]

sno(a,A ) 6 {as6 sno / A, — a;}.

Sea 9% = S, (A') = 5, (B'). En primer lugar, vamos a definir para
o [o]

cada o* € ¢* un abierto Ua* Y a;. Distinguimos cinco situaciones:

Situacidn (a)

v 1 - c
Aa* ————> a; y existe un abierto W 2 a; tal que
A&* A\ (A'-W) es infinito ~ Definimos Uyx = .
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Situacidn (b)

' 1 . .
Aa* — " a; y no existe un abierto W 3 a,; tal que
A;*n (A'-W) es infinito~ Definimos U , = A'.
Situacidn (c)
v 2 - + .
Au* — a,. Sea W a; tal que Aa*f\ W es accesible.
Definimos Ua* = W.
Situacidn (d)
A&* -3 a;” Como la topologia de A'. tiene una base forma

da por conjuntos cerrados, se deduce de 3.3.15 que existe um abierto

' 1 3 ini =
W3 a, tal que Aa*f\ (A'-W) no es accesible. Definimos Ua* Ww.

Situacidn (e)

1 - : > - A
Aa* no converge contra a..” Definimos Ua* = A'.

Consideremos nn entorno U D a abierto v cerrado con
] E’U; NN U,s)- Para cualquier a* 6 ¢* en la situacidn (b),
o* '
definimos

p(ax) = card(A;*f\ (A'-U)).

s L} = A
Teniendo en cuenta 3.3.14 y que sn°+l(ai,A ) sn°+l(bi’B }, pode
mos proceder de manera sgsimilar con bi (tomando para todo oa* 6 &%

el abierto correspondiente V__.) y considerar un entorno suficien-

a*
temente pequefic V D bi abierto y cerradoyy tal que para todo

o* 6 o* en la situacidn (b) se tiene que

p(a%) = card (Bl () (B'-v)).
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Para probar que (U,ai) R (V,bi), vamos a construir una fun-
cién f que a cada n-tipo a le va a hacer corresponder un n-tipo
f(a) (n 6 w), de tal manera que para todo n 6 w, ¢ 6U y d&V,

P
se cumplira:

1}

s,(c,U) = £(s (c,A")).

s _(d,V) = f(sn(d,B')).

.

Para ello, vamos a definir previamente uma funcidn

e U s, x {1,2,3} — (1,2,3}. Sean nGw y a 65 con
n6w
1

A

+ a.. Definimos:
o i

u(a,1) = 1.

1, si A z . a;
w(a,2) = { o
2, si A' 3 r oa, ,
a i
pla,3) = 3.

Para los demds casos es indiferente el valor que tome . Se deduce

a partir del lema 3.3.13 que para todo n 6 w, a € Sn, c 6 U, d 6

V v X6 {1,2,3} se tiene:

() 1.A S SN R . LCTEC
2 B('! A 4 d — B;.n v _p(ﬁ,)\) d .

Definimos f por induccidén sobre n. Si n=0, definimos f(x) = «.
Seamn n >1 y a €5 . Si o=@, f(a) = 0. 5i

a = {(“I’AI)’-~',(U‘_,AI)}9
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f(a) = {(B,Ag) / existe J & {l,...,r} con J # @8 tal que:

(a) 1. fla;) = 8 (i 6 J).
2. f(ay) # 8 (i ¢ 0,

o

(b) )‘B

estd definida por

i 6J con u(ai,xi) = 2,

tal que:

1. f(a') = B .

' 3
2. A, —— a;,

1, en otro caso.} ,

L

3, si existe i 6J con u(ai,xi) = 3,

2, sino existe i 8 J con u(ai,Ai) = 3, y existe

2, si wlagA) =1 (i€J), yexiste a' 65 (A"

Teniendo en cuenta (+), es fiAcil probar por induccifn sgobre

que para todoc n 6 w, c 6 U y d 6 V, se tiene:

s“(c,U) = f(sn(c,A')),
Sn(d,V) = f(Sn(d.B')).

Sean n 6w y B 6 Sn. Se sigue:

—

E"(B) =

A
y Aa —* a;.

0, en otro caso,'

» siexiste a €S con f(a) =8

)
y Aa-——+ a;

, si f(sn(ai,A')) =8 y no existe @ € Sn con

I3

f(a) =

B8
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=, si existe o € 5 con f(@) =B vy B; — bj.

1, si f(sn(bi,B')) =B y no existe o 6 S con f(a) =8B

\" n
E"(R) = { ,
y Ba —_— bi'
0, en otro caso ,
U \Y . .
Por tanto, E = E . Se deduce de inmediato que (U,ai) R (V,bi).
Vamos a demostrar ahora que (A'-U,al...ai...am) R

R (B'-V,bl...gi...bm). Se deduce a partir del lema 3.3.13 que para
todo n 6w, a 65, c6A'-U, d6 B'-v y )6 {1,2,3}, se tie
ne:

1 A;——A—*c = A;n(A'—U)—J*‘”’c.

2. B&—)‘—>d —_— B&f\(B'-V)-—A——*d.

Es ficil probar por induccidn sobre n que para todo n € w,

¢ 6 A'-U y d 6 B'-V, se tiene:

s, (c,A'-U) = 5 (c,A") .

sn(d,B'—V)

sn(d,B').

Sean n 6w y o 6 Sn' Tenemos:
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(a) = ¢
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P

A’ . '
E" (o), si Aa no converge contra a

i*

.t ' ' e .
, si Au-—> a;, y Aaﬂ (A'-U) es infinito

p((!;) +.o..4 p(u;), si se cumple:

1.n<no'

' ' ' .
2.8, —> a; y Ao:n (A'-U) es finito.
3. a*,...,m; 6 o+ |

4. Para todo o% ¢ ¢*:

(u*)n=a <= ot G {at,...,ab

p(a*), si se cumple:

[} '
— |_ . P
2. Aa +a; vy Aan (A'-U) es finito.
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B' ., [
E” (@), si By no converge contra b, ,

N ' ' ' . P
o, si B, —> b, vy Baf\(B -V) es infinito.
* * .
P(Gl) +...+ p(ak), si se cumple:

' —- \ ‘_ 3 -
2. Bu ———-'*bi y Baﬂ(B V) es finito.

'—
2V - 3. af,....a} 6 0%

* %
x e = — ok
4. Para todo a* 6 *: (a)“ a < o* 6 {c{,...,uk}.

lp(a*), si se cumple:

A'-U B'-v ~

Se sigue que F = E . Por tanto, (A'-U, a; ... 5, ... a ) R

i

1 T .
R (B'-V, b ... bi ... b).

Hemos demostrado que R cumple la hipStesis del lema 3.3.12.

Obsérvese que A R B. Por consiguiente, A =t g, -

El siguiente resultado expresa que todo espacio T3 numerable

de tipo finito tiene sentencia de Scott.

3.3.17. Corolario.- Sea A espacio T,3 numerahle de tipo finito. Existe una

sentencia UJA de (L ) tal que para cualquier B espacio T, numerable, se tie

€
mlw
ne:

A="B <= BV,
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Demostracidn: Sea ¢A la sentencia que se construye en la demostra
cidén de 3.3.8. Por tanto, para cualquier B espacio T3:

A = B e— B ¥,

Si B es numerable, tenemos por 3.3.16:

A="B == B |y, o
Queda abierta la interesante cuestidn de si todo espacio T3 nu
mepable tiene sentencia de Scott. Por el contraejemplo 3.3.11, los es
pacios T3 numerables de tipo no finito no tienen en general como sen-

tencia de Scott a la dada por el lema 3.3.8,

El siguiente resultado es mds general que el teorema 3.3.16.

3.3.18, Teorema.- Sean A, B espacios T3, con A de tipo finito.

Entonces:

Demostracidn:- Sea L la sentencia construida en la demostracidn de

.t

3.3.8. Supongamos que A —wlw

B. Se sigue que B [ wA’ Por tanto,

Para demostrar el otro sentido, vamos a proceder por reduccidn

al absurdo. Por comnsiguiente, suponemos que EA = EB y que existe un

sentencia ¢ de (Lw m)t tal que Ak ¢ y Bk 1¢. Tendriamos:
L

AE T3 A ¥, A ¢,
BET, A by AT .

Por el teorema de Ldwenheim-Skolem para (Lw m)t’ existirian A' ¥y
1 Av Bv
E = E s A = ¢

B' espacios T3 numerables de tipo finito con
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y B'lE Té. Esto es contradictorio con lo demostrado en el teorema

3.3.16.

3.3.19. Corolario.- Sea A espacio T, de tipo finito. Existe una sen

tencia wA de (L )

w.wt tal que para cualquier B espacio T3, se

tiene:

A = B d=> B‘::l[JA.

Las definiciones que hemos introducido en esta seccién 3.3 para
espacios T3 pueden ser consideradas para espacios topoldgicos cuales-
quiera. Entonces, es ficil comprobar que los teoremas 3.3.16 y 3.3.18
no son ciertos, si en las respectivas hipdtesis suponemos que los espa

cios A,B en cuestidn son T, en lugar de T,.

(D). Algunas otras consideraciones sobre espacios T3 de tipo finito.

En este {ltimo apartado, para evitar confusifn, los tipos de

Flum-Ziegler serdn denotados por E,E,... y nuestros tipos por
AyByeee Un tipo completo en el sentido Flum-Ziegler es una secuen
cia (un)uj con o 6 Tn (n 6 ). Sea A espacio Ty. Se dice que

A es de tipo finito en el sentido Flum-Ziegler, si el cardinal del

conjunto de los tipos completos en el sentido Flum-Ziegler satisfacti

bles en A es finito.

Vamos a definir por induccidn sobre n 1la siguiente funcidn

g \j Sn — L} Tn' Si n = 0, definimos g{(*) = *, Sean
nSw néw

n>1 y a€s . Si a=¢9¢, gla) =0¢. 5i a= {(a;,2),...

..,(ar,lr)}; gl(a) = {g(ul),...,g(ar)). Se demuestra de inmediato



- 96 -

por induccidn sobre n:
(+) Para todo A espacio T,, a6A y n 6w, se tiene:
3 .

tn(a.A) = g(s (a,A)).

Para cualquier n 6 w y cualquier o 6 T sea

n!
GE = {a 6 S, / &la) = a}. Por (+), se sigue que para cualquier A

espacio T3 y a 6 A:
t“(a,A) = a = sn(a,A) 6 @E ,

Por tanto, todo n-tipo en el sentido Flum-Ziegler se corresponde con

un conjunto de n-tipos en nuestro sentido.

.Se deduce de (+) que cualquiér espacio T3 de tipo finito en

nuestro sentido eg de tipo finito en el sentido Flum-Ziegler. Vamos a

probar a continuacifn, mediante el siguiente contraejemplo, que el re

ciproco no se cumple.

3.3.20. Contraejemplo.~ Para cada n > 1 vamos a construir un w-~3rbo

n

T con una finica raiz, y a considerar en &1 la topologia inducida. F

. n
jemos, pues, un niimero natural =n > 1. Sea a, la rafiz de T . Tod

. . - n .
los conjuntos que consideremos para la construccién de T serdn dis
juntos dos a dos; la raiz ao no pertenecera a ninguno de ellos. Va-

mos a considerar conjuntos infinitos numerables de la forma

Ai(ﬁ,Z)]’ Ai(a’j)}, As (k > 1). Se supone:

y cualquie

AL(8,2))
a

(i) Para cualquier conjunto de la forma

b 6 Ai(¢,2)}‘ el cono de b esti definido de la siguien

te manera:
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1. N(b) = {bl,...,bn,...},

2, Para todo n

{v
-
-
1
~~
=
E]
A
]
A~

(ii) Para cualquier conjunto de la forma
be @D}

y cualquier

AL(8,3))
a

el cono de b estda definido de la siguien-
te manera:

1 1
1. N(b) = {bl,...,bn,...}.

2. Para todo n,k > I:

NGbY) = (pFTy
n n

Se cumplird que cualquier punto de cualquier coniunto de la forma

AL(8,2))
a

tendrsd por tipo completo en T" a (%, {(*,2)}, {(¢,2)},

{(#,2)},...), y que cualquier punto de cualquier conjunto de la for

A1(9,3))
a

n

ma tendrid por tipo completo en T a (*, {(*,3)), {(#,3)},

{(@,3),...).

Definimos:

{(g,3)} 1
t. N(ao) = Aao L) Aao
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2. Para todo k6 {1,...,n~-1}, A:, y a6 A:,:

N(a) = A;{!(w’B)}U A:‘F‘.'

3. Para todo k >n, A, y a6 A:,:

a

N(a) = A{(Q’Z)}k/ A:+1

g« {(B,2)} ~

#« ((9,3)} «

5 a

a
a
o]
Sean a, 6 Al a, 6 A2 a_ ¢ A" Obsérvese que
1 ao’ 2 al""’ n an—l. 1

n n n
T{(¢,3)) —a _, v T{(¢’3)} —f— a . Por tanto, SJ(an-l’T ) #

# SB(an’T“)‘ Se comprueba ficilmente que para todo k 6 {1,...,n}

. n n n .
se tiene que T )yeeess (an_l,T Y, sk+2(an,T ) son dis

Si+2 (3 i k+2

n hay mds de n tipos completos

tintos dos a dos. Por tanto, en T
en nuestro sentido satisfactibles (se puede comprobar que exactamente

hay n+4). Consideremos la suma topoldgica Z " de los espacios
n>1
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. n . . A
™. Sse sigue que Z T no es un espacio de tipo finito en nuestro

n>1

sentido. Sin embargo, ) "

n>1
tido Flum-Ziegler. Los finicos tipos completos en el sentido Flum-Zie-

es un espacio de tipo finito en el sen

gler satisfactibles en I ™ son:
n>1

Y]_ = (*1 G. ¢; a,'..),
Y, = (. 1%, {8}, (8),...),

(*, {*}, {d,{*}}, {6,{8},{8,(*}}},
{6,{8}, {4,{a},{8,{*}}}},...).

-
[~
fl

3.3.21. Observacidn.- En [1] se efectdia la siguiente clasificacién

de las formas de convergencia. Sean A espacio T a6 A y A* sgsub

3 -~
conjunto de puntos de A con A* —— a. Entonces:
1. A* converge infinitamente contra a, si para todo abierto
U2 a existe un abierto V A a con V € U, de tal manera

que A* [\ (U-V) es infinito.

2. A* converge finitamente contra a, si para todo abierto
g P

U > a se tiene que A*(Y} (A-U) es finito.

3. A* converge mixtamente contra a, si existe un abierto
US> a tal que A*(\ (A-U) es infinito y A*{)Y U converge

finitamente contra a.

Se tiene que estos tres tipos de convergencia son exhaustivos y exclu

yentes. Sea A espacio 'I‘3 de tipo finito en el sentido Flum-Ziegler.

Para todo n 6w y a € Tn’ denotaremos A— = {a 6 A/ tn(a,A) = al.

¢ 3
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Para cualquier a 6 A, si AE converge infinitamente contra a, Fi
nitamente contra a, mixtamente contra a, escribiremos Aa - a,

f m : .
AE —* a, Aa ———+ a, respectivamente. Se dice que A es un es-

pacio sin convergencias mixtas, si para todo n 6 w, o 6 Tn y & 8 A::

, i P :
Aa a Aa + a o Aa — a

En [l, teorema 7] se tiene una caracterizacidn de la homeomorfia para
la clase de los espacios T3 numerables de tipo finito en el sentido

Flum-Ziegler sin convergencias mixtas.

Vamos a comprobar que cualquier espacio A de esta clase es

de tipo finito en nuestro sentido. Sean n 6 w, o € Tn y a 6 A.

Es claro que

(1) Ag £ a Ay S N a

.
Supongamos que AE no converge finitamente contra a. Si consideramos

a A como un w-arbol con la topologia inducida (véase teorema 3.1.4),

es facil observar:

Ay . a 8 Az 2 > existe a' 6 A con
A- —0 s
« .
Por tanto:
i — oA 3
(2) Aa a Aa + a.

Vamos a definir por induccidn sobre n 1la siguiente funcidn

f : L) Tn —— L) Sn' Si n =0, f(*) = *, Sean n >1 y
né w n6 w

o 6 Tn' Si a=6¢, f(a) = ¢. Si a = {al,...,ar},

£(@) = ((F(a),A)),..., (£(a )2 )} donde
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1, si Aa converge finitamente contra algin
k
A _ a 6 A,
“k
(k=1...7) 3, en ‘caso contrario,

Obsérvese que f es inyectiva. Teniendo en cuenta (1) y (2), es fiacil

prcbar por induccidn sobre n que para todo n 6 w y a 6 A:

s (a,A) = £(t_(a,A)). '

Por tanto, A es de tipo finito en nuestro sentido. Teniendo en cuen-
ta que los tipos de convergencia infinito, finito y mixto son defini-

bles en (L )

w.wt® ©% posible aplicar el teorema de LOwenheim-Skolem
1

y probar que el anterior resultado es cierto aiin en el caso en el que

A no es numerable.
Para espacios T3 en general, tenemos lo siguiente:
1. Toda convergencia de tipo finito es de tipo 1.
2. Toda convergencia de tipo mixto es de tipo 1 & de tipo 2.

3. Toda convergencia de tipo infinito es de tipo 1, de tipo 2

6 de tipo 3.

Obsérvense los ejemplos mostrados en 3.3.3.
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