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5. En esta lección se estudian los sistemas completos de entornos aptos 
para definir un espacio topológico, deduciendo las dos propiedades esencia­
les de un sistema de esa clase, a saber :

a) Si a y b son dos puntos distintos del espacio E, existe un entorno U 
de a y perteneciente al sistema que no contiene b.

b) Si U y V son dos entornos del punto a, existe un entorno de a y per­
teneciente al sistema j£, sea W, contenido en la intersección de U y V,

A continuación se dedica toda la lección al «Teorema fundamental» si­
guiente (inverso de las dos proposiciones anteriores juntas) :

«Sea £ un sistema de subconjuntos de un conjunto dado E, que satis­
face a las condiciones siguientes : n), para cada dos elementos distintos a 
y b de E, existe un conjunto l’ del sistema tal que, a pertenece a U 
y b no pertenece a U ; 6), para cada dos conjuntos U y V del sistema 
que contienen el elemento a de E, existe un conjunto \V del sistema tal 
que, a pertenece al conjunto W y \V está contenido en la intersección de U 
y V”. Si se define ahora una operación unívoca que haga corresponder a todo 
subconjunto M de E otro subconjunto, denotado con M, mediante la regla 
de que el elemento a pertenezca a M, si y solamente si todo conjunto del 
sistema £ Aue contenga u, interseca a M, entonces tal operación cumple 
ios axiomas de la acumulación y por tanto E es un espacio tapológico y 
es un sistema completo de entornos de E, es decir, constituye una base 
para los conjuntos abiertos de E.»

Se hace observar el carácter de «condición de separación» de la propiedad 
a) y se aprovecha -este momento para indicar los distintos axiomas de se- 
paracióu de uso corriente, y que sirven de pauta para clasificar los espacios 
topológicos vigentes en la Matemática actual. Tales son : el de Kolmo- 
goroff (el más débil, que determina los espacios llamados To ; ej., el es­
pacio de las funciones localmente analíticas de n variables complejas, es­
pacio en el que juegan los funcionales analíticos); el de Fréchet (espacios 
TJ, el de Haüsdorff, ya enunciado (espacios T«), el de Vietoris (espa­
cios T3), y .el de Tietze (espacios TJ ; estos dos últimos conducen a los 
espacios regulares y normales, que juegan un papel principalísimo en el 
problema de la melrización.

IEI teorema demostrado en la lección anterior nos permite definir
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un espacio topológico mediante un sistema de subeonjunlos : el SISTEMA 
DE ENTORNOS GENERADOR. Es preciso plantear ahora la cuestión si­
guiente: ¿Cuándo sucederá que dos sistemas de entornos diferentes pro­
duzcan en E la misma topología? Entonces resultará que la operación de 

.acumulación será la misma, se defina con uno o con el otro de los dos 
sistemas ; asimismo coincidirán los conjuntos abiertos y los cerrados en 
ambos. La respuesta a dicha cuestión viene dada por el Teorema de IIaus- 
dorff, en forma de criterio de equivalencia :

«La condición necesaria y suficiente para que dos sistemas completos de 
entornos Tf y sean equivalentes, es que para todo punto a y cada entorno 
II de a. perteneciente al sistema exista un entorno U’ del sistema 
tal que U’ esté contenido en U, e inversamente, para cada entorno V* de a. 
perteneciente a /?. exista un entorno V de a del tal que* V esté conte­
nido en V'.»

Los dos espacios topológicos son realidad uno mismo. Si los conjuntos 
de partida son diferentes E y IE*. los dos espacios topológicos producidos 
se dicen homeomorfos ; la correspondencia de este modo establecida se llama 
un homeomoríismo y los espacios homeomorfos entre sí, se dice que son 
¡apológicamente equivalentes.

Se aclaran estos conceptos con 
tra cómo una métrica, introducida en

7. El objeto de esta lección es el de relat ivizar los conceptos fundamén­
tale* ya introducidos para un espacio topológico E. Un conjunto NI conté 
nido en E, se puede considerar en si mismo como un espacio topológico, sin 
más que definir la acumulación de un subconjunto C de M. como inter­
sección de C con C (acumulación de C en E). Demuéstrase que tal operación 
cumple los axiomas característicos de la «acumulación». De aquí derivan 
los conceptos de conjuntos cerrados y abiertos «relativos», ;> sea en M. 
contorno y frontera «relativos» (en M), etc. Se demuestran las proposicio­
nes siguientes :

<0 Sea ’E" un subespacio de E. Si E es un conjunto cerrado contenido 
< n E. la intersección de F con E° <‘s un conjunto F° relativamente cerrado 
en E", y recíprocamente, todo conjunto F° relativamente cerrado en E° 
puede obtener como intersección de E° con un conjunto cerrado F de E.

Proposición análoga para los conjuntos abiertos relativos.
Sea X,.’ una base de E ; si denota la totalidad de los conjuntos

varios ejemplos ; especialmente se demues- 
tm espacio dado por medio de una 

definición de la «distancia» permite obtener sistemas completos de entornos 
de gran utilidad en el desarrollo ulterior de la Topología, sobre todo por su 
carácter intuitivo. Así, por cj., en el estudio y manejo de los espacios do 
transformaciones unívocas y continuas, cada vez más empleados como po­
tentísimo instrumento de demostración, de investigación y de sistemati­
zación en la Topología actual.

Se termina esta lección, deduciendo del Teorema fundamental la con­
dición necesaria y suficiente para que un conjunto G sea abierto : que para 
todo punto a de G, exista un entorno U de a, contenido en G (o lo que es 
igual, que todo punto sea interior), así como una condición necesaria y otra 
suficiente para que un punto sea de acumulación. Todo en función de los 
entornos.
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obtenidos por intersección de E° con cada G de entonces constituye 
una base de E°. Proposición análoga localizando en un punto.

lEn suma, un espacio de entornos, mediante relativización da lugar a 
otro espacio de entornos. Una propiedad de un espacio lopológico E, se dirá 
con Hausdorff cogrediente, cuando es válida también para todo espacio 
relativo o subespacio de E. Así, el ser espacio de entornos es una propiedad 
■«cogrediente».

De manera semejante se relativiza la noción de convergencia y también 
la de espacio métrico.

En próximas lecciones al estudiar las transformaciones continuas y nue­
vas clases de conjuntos y de espacios, aplicaremos este proceso de rela­
tivización.

Termina la lección mostrando además mediante algunos ejemplos espe­
cialmente sugestivos, la importancia de este concepto, en 
trivial.

8. Es ya ocasión de definir las transformaciones continuas en un espa­
cio topológico. Previamente, se precisa la terminología, analizando breve­
mente, desde el punto de vista de la teoría de los conjuntos abstractos, las 
nociones de «correspondencia», «transformación, «función» y «operación». 
Para nosotros tienen sobre todo importancia las correspondencias, trans­
formaciones, etc., univocas o uniformes y las biunlvocas. El elemento o con­
junto correspondiente a uno dado se llamará imagen, y aquel del cual es 
imagen, original, contra-imagen o imagen inversa.

Se definen primero los homeomorfismos entre dos espacios
E v E' : son las correspondencias f, l) biunívocas y 2) que conservan la 
acumulación, esto es, para todo conjunto M contenido en E, la imagen de 
la acumulación M es la acumulación de la imagen, o sea /(M) = /(M). 
Estas correspondencias o transformaciones son las fundamentales en To­
pología. cuyo objeto puede ahora decirse que es el estudio de las propieda­
des de los conjuntos y espacios invariantes respecto de ellas ; tales propie­
dades se* dicen topológicas. Como los homeomorfismos o transformaciones 
topológicas forman un grupo, queda así encuadrada la Topología en 
programa de Erlangen de KLEIN, del cual se hace una breve reseña.

Las transformaciones topolé>gicas definen en un espacio E. una rela­
ción de equivalencia, en virtud de la cual, los subconjuntos o figuras del 
espacio considerado se clasifican en clases de conjuntos ¡apológicamente 
equivalentes : caracterizar estos tipos es uno de los problemas capitales de 
la Topología y entre ellos se deben señalar especialmente los de caracterizar 
las «curvas» o «líneas», las ((superficies» y en general, las «variedades 
n-diincnsionales». Ix>s problemas generales aludidos presentan dos aspec­
tos, uno referente a la estructura propia de una figura considerada en sí 
misma, es decir, como un espacio, y otro que muestra la situación en un 
espacio ambiente; para la primera, las transformaciones topológicas base 
de la equivalencia, son las de unos espacios en otros y para lo segundo, lo 
son las del espacio ambiente de las figuras, en sí o ’as de los espacios en 
que están contenidos respectivamente entre sí. Para ambos tipos de cuestio­
nes, es esencial por tanto, resolver problemas de inmersión, esto es, saber
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9.

or-

otro E',

definen los espacios y conjuntos homogéneos.

Y 
pertenecen al mismo <<tipo».

se verifica más que en un solo sentido.

10. En esta lección nos ocupamos 
(«frontera» y «contorno» de un conjunto

X
X y otro B contenido en 
a Y-B.

Finalmente se

Definidas en la precedente lección las transformaciones- topológicas, 
o sea los homeormorfismos, en ésta nos ocuparemos de las transformacio- 

continuas. El concepto de homeomorfismo es el análogo del de isomor- 
Algebra (teorías de los grupos, anillos, cuerpos, álgebras de 

den n, estructuras, etc.) y el de transformación unívoca y continua del de 
homomorfismo.

Una transformación unívoca g de un 
se

ser del mismo tipo y no ser ho- 
importante teorema de Banach : Si 

conjunto A contenido en 
a B y X-A lo es

cuándo un conjunto o figura o espacio se puede sumergir en un espacio 
dado. Se ponen ejemplos que aclaran y resaltan las cuestiones reseñadas, 
dándose además una información bibliográfica suficiente.

espacio lopológico E con
dice continua si para todo conjunto M de E se verifica que g(M) e>tá 

contenido en g(M), es decir, la imagen de la acumulación de M está con­
tenida en la acumulación de la imagen g(M) de M.

Se demuestra que si g es biunívoca y bicontinua, esto es si y g‘l son 
continuas, entonces g es un homeomorfismo. A seguida se demuestran 
también condiciones necesarias y suficientes para que una transformación 
unívoca sea continua : así las siguientes : a) Para que una transformación 
g de E en E' sea continua, es necesario y suficiente que para todo punto u 
de IE y todo entorno U’ del punto imagen a.'=g(a) en E', exista un entorno 
U de a tal que g(U) esté contenido en U'. b) También se prueba que son 
equivalentes las dos siguientes: 1.a Si F' es un conjunto cerrado de. E', su 
original F=^*1(F'), es también cerrado en E. 2.a Si G' es un conjunto abier­
to de E', su original G=g‘1(G'), es también abierto en E.

Es importante probar también y así se hace, que si g es una transfor­
mación unívoca y continua del espacio E en el espacio 17 y / es un í trans­
formación análoga del espacio E' en el espacio E", entonces la transloruia- 
ciór. h(x}=f(g(x)) es también una transformación unívoca y continua del 
primer espacio E en el último 1E".

Todos los conceptos expuestos pueden retal irisarse.
Se introduce el concepto de tifio lopológico : Si X está topo’.ógicamcntc 

contenido en Y e Y en X, diremos que X e Y tienen el misino «tipo 
topológico» o pertenecen al mismo ««tipo». Al contrario, si tal relación 
no se verifica más que en un solo sentido, se dirá que el tipo topológico 
de uno de los espacios es «superior» al del otro. iLos tipos topológicos pue­
den ser incomparables y dos figuras pueden 
meomorfas ; sin embargo, se tiene un

Y tienen el mismo tipo topológico, existe un
Y, tales que A es homeomorfo

nes
fismo en

de los importantes conceptos de 
M situado en un espacio topoló­

gico E. La reunión de todos los conjuntos abiertos contenidos en un con­
junto M, es decir, el mayor conjunto abierto contenido en M, se llama el 
núcleo abierto de M. Sus puntos son los puntos interiores de M ; los puntos



45REVISTA MATEMATICA IIISPANO-AMERICANA

en

11, El objeto de esta lección es el estudio de una importante noción: 
la de «conexión». Se trata de una propiedad de los espacios topológicos o 
de sus subconjuntos de carácter global, admitida por las figuras más impor­
tantes de la Geometría, las variedades «-dimensionales («=1, 2, 3, ... inf.). 
A este propósito se hacen algunas consideraciones interesantes sobre los 
conceptos de origen global, como el que nos ocupa, y los de origen local 
(como por ej., el de número de dimensiones de un espacio o de un conjunto) ; 
ello no impide el que los primeros no sean susceptibles de definición «local»

que no son interiores se llaman puntos del contorno y el conjunto de éstos 
es el contorno de M. La reunión del contorno de M y del contorno del com­
plemento de M, E—M, es la frontera, de M. En virtud de la simetría de la 
relación de complemcntaridad, se deduce que M y E—M tienen la misma 
frontera. Si. se designa el núcleo abierto de M, con n(M), la frontera co­
mún de M y E—M viene representada por E—(„(M)+»i(E—M)). Se deduce 
que la frontera es un conjunto cerrado y que para los conjuntos cerrados, la 
frontera y el contorno coinciden ; en cambio, para los conjuntos abiertos, 
la frontera coincide con ei contorno del complemento, puesto que entre to­
dos los conjuntos, los abiertos están caracterizados por la propiedad de ca­
recer de contorno. Oportunos ejemplos aclaran y precisan estas nociones 
y propiedades. Se demuestra en particular, que si G es un conjunto abierto 
exterior a un conjunto M, esto es, sin puntos comunes con él, también G 
es exterior a M. lEs importante estudiar y así se hace, el comportamiento 
de los conceptos introducidos respecto de las operaciones fundamentales 
de la teoría de los conjuntos : reunión, intersección, diferencia, complemen­
to, inclusión, etc., obteniéndose así proposiciones y reglas de cálculo topo- 
lógico de gran utilidad en lo sucesivo. También se relativizan las nociones 
consideradas.

Como en el curso de estas lecciones han de ser utilizadas de modo pre­
ponderante las fronteras de conjuntos abiertos, nos detonemos algo más 
el estudio de este caso, modificando un poco la definición : La frontera de 
un conjunto abierto, es el conjunto de sus puntos de acumulación y que no 
pertenecen a él. Esto es, er fórmula y designando con /(U) la frontera de 

un conjunto abierto U: /(U)=U—U. Se demuestra entonces que «la fron­
tera de un conjunto abierto es nula o vacía, cuando y sólo cuando el conjun­
to abierto es cerrado». También se demuestra un importante teorema : el 
Teorema de las fronteras relativas, fundamental sobre todo para la teoría 
de la dimensión y cuyo enunciado es : Sea Ai un subconjunto de un espacio 
topológico separable E, y Mv un conjunto abierto en M ; sea W un conjunto 
abierto tai que MO=’M.\V. Entonces existe un conjunto abierto U, tal que : 
l.° U está contenido en W. 2.° MO = M.U y 3.° la frontera de Mo (relativa), 
es la intersección de M con la frontera (absoluta) de U, es decir, en fórmulas 
/(Mo}= M./(U). En el caso que consideramos, se precisa y generaliza el 
comportamiento' de las fronteras respecto de la operación de reunión, ex­
poniendo con el detalle necesario, las finas investigaciones de Menger, de 
gran trascendencia para el estudio general de la teoría de los recubrimien­
tos y también para la de la dimensión.
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a un sub-

y los segundos de definición «global», pero siempre son más fecundas y ma­
nejables las definiciones homónimas, como se muestra analizando una por­
ción de conceptos clásicos y modernos de la Matemática.

Después de exponer brevemente el desarrollo histórico del concepto de 
conexión se fija éste, enunciando que un espacio no vacío se llama conexo, 
cuando no es suma de dos subconjuntos cerrados sin puntos comunes, a me­
nos que uno de ellos sea vacío. Es útil señalar que tal definición también 
se puede enunciar en alguna de las formas siguientes : Se dirá conexo un es­
pacio cuando para toda descomposición de! espacio en dos subconjuntos 
cerrados no vacíos, la intersección de ambos sumandos es no vacia (tam­
bién se suele decir no nula o distinta de cero), o bien, cuando para toda 
descomposición del espacio en dos subconjuntos no vacíos y sin puntos co­
munes Mt y M2, el uno contiene un punto de acumulación del otro, lo cual 
se expresa en fórmulas, así: M, . M„ + M, . M = 3z0. Esta última relación se 
llama de Lennes-Hausdorff.

Se exponen a continuación las propiedades fundamentales de los espa­
cios conexos, extendiendo antes la definición a cualquier conjunto de un 
espacio topológico, mediante la operación ya tantas veces aplicada de re- 
lativización ; la forma que toma entonces la definición de conexión es : El 
conjunto A es conexo cuando no es suma o reunión de dos subconjuntos 
de A, no vacíos y sin puntos comunes, cerrados en A (relativamente a A). 
La exposición de las propiedades citadas exige, para simplificar, utilizar 
el concepto de «recubrimiento» ; se define éste, así como lo que se llama 
«orden de un recubrimiento» y si el espacio es métrico o metrizable, los 
e-recubrimicntos. lEs útil también utilizar el concepto de cadena de conjuntos 
que une dos conjuntos dados, y el de sistema, encadenado de conjuntos, o 
cadena de conjuntos. He aquí ahora las propiedades que para lo sucesivo 
más nos interesan :

1. Para que. un espacio E sea conexo, es necesario y suficiente, que 
todo recubrimiento finito U de E posea la propiedad siguiente, usualmente 
designada por (Z) : Si U y U' son dos conjuntos no vacíos del sistema de 

una cadena de conjuntos.
Si un conjunto conexo A de E, está contenido en la reunión o suma 

de dos conjuntos exteriores H y H', cerrados o abiertos de E, entonces 
está contenido en uno de los dos sumandos.

3. Si dos puntos cualesquiera de un conjunto M pertenecen 
conjunto conexo de M, entonces M es conexo.

4. Si M y M' son dos conjuntos conexos y su intersección es 
entonces la suma de ambos es un conjunto conexo.

5. La reunión de un conjunto cualquiera de conjuntos conexos, 
teriores tomados dos a dos, es conexa.

6. Si M es un conjunto conexo y N un conjunto que contiene a M y 
está contenido en la acumulación M de M, entonces N es conexo.

Como ejercicio de aplicación de las cuestiones explicadas en esta lec­
ción, se analizan diversos ejemplos ; en particular se muestra cómo la recta 
cartesiana R1, es conexa, y en general, los espacios cartesianos Rn. Se 
demuestra que la condición necesaria y suficiente para que un conjunto
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llamará ana región,

que cada dos puntos de (» puedan unirse 
línea poligonal simple dentro de G.

abierto G de Rn, sea conexo, 
mediante una

ienecé
. y ’

Continuando con el tema de la lección anterior, se estudia en-ésta 
concepto derivado del de conexión : el de «componente». Si E es un es- 

espacio, la relación entre dos puntos,

12.
un
pació o un conjunto de puntos de un
definida por ser conexos en E, es decir, estar en un mismo subconjunto 
conexo de E, es una relación de equivalencia, puesto que es simétrica, re­
flexiva y transitiva. Queda así descompuesto E en clases de puntos equi­
valentes y cada subconjunto formado por tales clases, se dice que es una 
componente de E. Cada punto, cada subconjunto conexo de IE está conte­
nido o pertenece a una sola componente, y por tanto, cada una de estas 
es un conjunto conexo y conjunto conexo maximal, o como también se dice, 
saturado respecto de la propiedad de conexión. Las componentes son en cier­
tos casos, que veremos, conjuntos cerrados y abiertos a la vez, de E. Es obvio 
el carácter invariante de Ja nueva noción, respecto de las transformaciones 
continuas.

S i un conjunto abierto es conexo, se llamará una región, o si, pe/v 
a un espacio cartesiano, un recinto. / C

Se demuestran los teoremas siguientes: /. f
1. Si A es un subconjlmto conexo de un espacio conexo E V Ó es* i? 

componente del complemento E—A, entonces E—C es conexq..\ '
2. Si A es un subconjunto conexo de un espacio E y II es\ün conjunto 

abierto y cerrado en E—A, entonces A + H es conexo. Como corolario se 
dixluce, que si F es un conjunto conexo cerrado de un espacio cartesiano 
Rn, o del R" completado con un ypunto del infinito», es decir, la esfera 
o espacio esférico n-dimensional S”,. o del espacio cartesiano de una infi­
nidad numerable de dimensiones (espacio de Fréciiet), o del espacio de 
Hilbert, y G es una suma de componentes del complementoc(F) de F, en­
tonces F+G es conexo.

l’n conjunto conexo y cerrado que contiene más de un punto, se dirá 
continuo en sentido amplio o continuo generalizado (la voz continuo se usa 
de un modo estricto para designar los conjuntos o espacios conexos y com­
pactos, conjuntos de importancia primordial en la topología y que consti­
tuirán uno de los objetos preferentes de este curso de lecciones).

Como en lecciones anteriores, se presentan ejemplos adecuados acla­
ratorios.

13. Antes de restringir una vez más la clase di- los espacios topológi- 
cos que nos han de servir en lo sucesivo, estableceremos algunas propieda­
des que se llaman de «densidad» y otras de «separación», de carácter bas­
tante general y que nos serán útiles.. Sea M un conjunto en un espacio 
y M* un subconjunto de M ; M’ se dice denso en M cuando todo punto de 
M o es punto de M* o es punto de acumulación de M*. Se deduce una propie­
dad importante de los espacios separables, que a menudo se toma como de­
finición de los mismos, a saber : En todo espacio separable E existe un sub­
conjunto numerable denso en E. Es digno de notarse que este subconjunto 
numerable, en el caso de los compactos, puede construirse sin usar el
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15. 'Las lecciones anteriores se han dedicado a estudiar las principales 
propiedades de los espacios topológicos, partiendo de los mas generales 
hasta llegar a los espacios separables regulares (es decir, de base numerable
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Axioma de Zermelo (axioma cuyo empleo es superfino en la mayoría de los 
estudios topológicos. sobre todo en los que se refieren a los conjuntos más 
frecuentes: continuos, conjuntos cerrados, regiones ; por lo contrario, el 
citado axioma deviene indispensable, cuando se examinan clases más 
vastas de conjuntos, por ej., la de los conjuntos conexos, la de los 
semicontinuos, etc.). Se demuestra que la condición necesaria y suficiente 
para que un subconjunto A de B, sea denso en B, es que A = B. Otro con­
cepto importante es el de conjunto tío denso en ninguna parte de M, que con­
duce a distinguir dos clases de conjuntos : los de 1.a categoría que son, sumas 
de una infinidad numerable de conjuntos en ninguna parle de M densos y los 
de 2.a categoría, los demás. También se analizan los conceptos de denso 
en si, en si densos, perfecto, puntos de condensación, conjunto condensado ; 
aquí se presenta oportunidad de estudiar un conjunto notable de la recta car­
tesiana (generalizable al espacio cartesiano n-dimensional), el discontinuo 
de Cantor. Más adelante se demostrará, por ej., que todo compacto es 
una imagen univoca y continua del discontinuo citado, construido en d 
segmento (0,1). Juega un papel de primera importancia en la teoría de 
funciones y sobre todo en la parte de la Topología que se llama «Teoría 

•descriptiva de los conjuntos» (conjuntos borelianos, conjuntos analíticos 
y conjunto proyectivos o de Lusin). También nos ocupamos en esta lec­
ción de los conjuntos fronteras : un conjunto recibe tal denominación, cuan­
do su complementario es denso ; de aquí se deduce una definición de con­
junto no denso, aquel cuya acumulación es un conjunto frontera. Se estu­
dian las principales propiedades de todos estos conjuntos, y se establecen 
las notaciones correspondientes relativizadas y localizadas.

14. Como indicamos en la lección anterior, nos ocupamos en la pre­
sente y antes de pasar al estudio detallado de los espacios compactos o 
compactos, simplemente, de un teorema fundamentalísimo, en especial para 
la teoría de la dimensión : el teorema general de separación de Menger. 
He aquí su enunciado :

Sea un conjunto M del espacio separable E, que es suma de dos conjun­
tos A y B, cerrados en M ; sea además W un conjunto dado que contiene 
a A—A.ÍB. Entonces existe un conjunto abierto U con las dos propiedades 
siguientes: 1. U contiene a A—A. B y está contenido en W. 2. Las inter­
secciones de la acumulación de U con M y con A, coinciden, esto es : U.M = 
= U.A. lEn la demostración del teorema se utiliza una restricción sobre la na­
turaleza de los entornos a la que repetidas veces hemos aludido : la de que 
todo entorno contenga otro, tal que su acumulación esté contenida en el 
primero.

Se deduce como corolario, que si A y B son dos conjuntos exteriores (sin 
puntos comunes), cerrados en su suma, existen dos conjuntos abiertos ex­
teriores U y V, tales que A está contenido en U y B en V.
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un

un sistema

y que cumplen el axioma de Vietoris). Empezamos en esta lección a ocupar­
nos de una nueva clase, quizá la más importante, más restrictiva que las 
anteriores, la de los espacios compactos. Antes se demuestra la posibilidad 
de deducir de todo recubrimiento por conjuntos abiertos de un espacio sepa­
rable, otro recubrimiento pero numerable de dicho espacio. A continuación 
se demuestra la equivalencia de las tres propiedades siguientes, fundamenta- 

un espacio separable : Sea lE un tal espacio, 
C conjunto contenido en él (como ya sabemos, se puede considerar 

espacio separable, con la topología inducida en él por

les en toda la Topología, para 
o un 
C en sí, como 
la de E); entonces son equivalentes las tres propiedades :

1. a El conjunto C, para todo subconjunto infinito contenido en él, con­
tiene al menos, un punto de acumulación de este subconjunto.

2. a Toda sucesión monótona decreciente de subconjuntos no vacíos, ce­
rrados en él y contenidos en C, tiene una intersección no vacía.

3. a De todo recubrimiento abierto de C se puede extraer 
«finito» que recubre igualmente a C.

El método de demostración consiste en probar que la 1.a propiedad im­
plica la 2.a, ésta la tercera, y ésta, a su vez, la 1.a Un espacio separable 
que posee una cualquiera de ellas, y por tanto las otras dos, se dirá com­
pacto.

Se da un sucinta noticia histórica de este importantísimo concepto desde 
ArzelA y luego Fréchet, hasta Alexandroff, Menger y Urysohn. Fréchet 
dice que un espacio os «compacto» cuando en él, todo conjunto de infini­
tos puntos posee por lo menos un punto de acumulación, que, naturalmente, 
pertenece al espacio en cuestión. Se deduce que todo conjunto cerrado de 
un espacio compacto, es a su vez compacto y recíprocamente, todo conjunto 
compacto (compacto como espacio relativo), contenido en un espacio com­
pacto, es cerrado. Es frecuente designar, en la literatura matemática a estos 
conjuntos compactos, con la denominación de «compactos en sí», para 
distinguirlos de aquellos conjuntos contenidos en un espacio compacto, que 
considerados como espacios relativos al espacio ambiente, no lo son, pero 
sí como subconjuntos. Así, por ejemplo : El interior do una esfera del es­
pacio euclideo de tres dimensiones, considerado como un «espacio» indepen­
diente, no es compacto, pero considerado como un «subconjunto» o conjunto 
contenido en el espacio euclideo citado, sí lo es, en virtud del clásico teorema 
de Weierstkass. Nosotros sin embargo, siguiendo la tendencia actual 
(Alexandroff-Hopf), diremos espacios y conjuntos compactos en vez de 
«compactos en sí» y a los conjuntos, como el acabado de citar, que son com­
pactos en cuanto están situados en un espacio topo’.ógico, los llamaremos 
conjuntos compactos en E (E denota el espacio ambiente). Un espacio mé­
trico compacto, se dirá que es un compacto. Se insiste en el papel preponde­
rante que en Jo expuesto hasta ahora tiene la propiedad 1.a y se señala que 
a pesar de ello, la 3.a tiene aún mayor interés, si cabe; tomándola como 
punto de partida se llega a otro importantísimo concepto de la actual Topo­
logía : el de espacio bicompacto. Tal se llama a todo espacio topo’ógico en 
el cual, de todo recubrimiento abierto de él, se puede extraer un recubrimien­
to finito - un espacio compacto puede no ser bicompacto (por ej., el espacio 
formado por todos los números ordinales de Cantor de la 1.a y 2.a clases.
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todas sus coordenadas 0, excepto la fe-ésima.

16
pactos iniciado en

el espacio de Hilbert no ocurre lo mismo:
no tiene porqué ser compacto, como demuestra un ejemplo que se propone : 
el conjunto de los puntos con

ces existe un número natural k, tal que, para todo n 
contenido en G.

Un concepto menos restrictivo que el de compacticidad y de gran inte­
rés y utilidad, es el de compacticidad local : un subconjunto M de un espacio 
topológico IE o mejor un espacio topológico, se dice ¡ocalmente compacto, 
si cada uno de sus puntos posee un entorno cuya acumulación es compacta. 
Análogamente se define la bicompacticidad local. Ilustra la conveniencia 
de introducir este nuevo concepto el hecho bien conocido de que la recta, 
el plano, y en general el espacio euclújeo «-dimensional, que no son bicom- 
pactos (ni compactos), devienen tales sin más que añadirles un punto (el 
llamado «punto del infinito»). Esto plantea el problema de caracterizar to­
cios los espacios topológicos regulares, que mediante la agregación de un 
punto, pueden convertirse en espacios bicompactos, respectivamente com­
pactos. Justamente, la noción citada resuelve el problema. Así, se demuestra 
que : Todo espacio de Hausdorff (o sea, tal que cada dos de sus puntos 
poseen entornos exteriores entro sí) localmente bicompacto (resp. compacto),, 
y sólo tales espacios, deviene espacio bicompacto (resp. compacto), mediante 
la agregación de un punto. Más todavía, en el caso de la bicompacticidad 
local, tal operación sólo es posible de un modo, es decir, la topología del 
nuevo espacio queda unívocamente determinada por la del dado. Se presen­
tan ejemplos que ilustran convenientemente la cuestión tratada y se pro­
ponen algunos problemas sencillos.

En algunas- de las cuestiones tratadas, ha sido preciso realizar una cier­
ta operación de «elección», relacionada, por lo menos aparentemente con 
el célebre axioma de Zermelo de la teoría general de los conjuntos abstrac­
tos. Sin embargo, se demuestra que la mayor parte de la Topología, y en 
especial la teoría de los espacios separables regulares, se construye sin ne­
cesidad de utilizar dicho axioma. Con tal fin, se da un método que permite 
t xtraer de toda sucesión infinita o conjunto infinito, una sucesión conver­
gente determinada y a continuación, otros que permiten elegir de modo- 
«efectivo», un punto en cada conjunto cerrado, un punto en cada recinto,.

topologizado convenientemente). Se demuestra que todo conjunto compacto* 
con base numerable es bicompacto y que todo «compacto» es bicompacto.

Como siempre, se utilizan diversos ejemplos para aclarar y precisar los 
conceptos y propiedades estudiados en la lección. En especial se considera 
el caso de los espacios euclídeos n-dimensionales, mostrando cómo en ellos 
(Rn) la clase de los conjuntos compactos en R.n coinciden con la de los con­
juntos acotados o limitados y la de los conjuntos cerrados y acolados coin­
ciden con la de los compactos y con la de los conjuntos bicompactos. En 

un conjunto cerrado y limitado*

Continúa esta lección el estudio de los espacios y conjuntos com­
ía anterior. Una consecuencia importante de la 2.a pro­

piedad. que caracteriza a los espacios separables compactos, es que, si G 
es un conjunto abierto que contiene a Ja intersección F (no vacía) de una 
sucesión monótona decreciente de conjuntos, no vacíos, cerrados, Fn, enton- 

mayor que k, Fn está
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«L(», converja en el espacio E‘

Congreso Internacional de Matemáticos

La última parte de la lección
de las nociones introducidas respecto de las transformaciones continuas y 
de las topológicas. En primer lugar, se demuestra el teorema: Sea j una 
transformación unívoca y continua de un espacio compacto E 
entonces lE'

se dedica al estudio <lel comportamiento

y en fin, una sucesión de puntos densa en el espacio considerado. Dentro 
del mismo orden de cuestiones, es importante, para muchas construcciones 
de sucesiones convergentes, el llamado «método diagonal», de Cantor. Se 
fórmula mediante el teorema siguiente: Sea El, E2, ..., E‘, ..., una sucesión 
de puntos, tal que pertenece a R*. Entonces es posible elegir una suce­
sión «(l), n(2), ..., «.(fe), ..., de números naturales tal que, para un i fijo, 
determinado, toda sucesión

en otro E' ; 
es también compacto. Si además, la transformación es binnivo- 

ca, y E' es regular, / es topológica. Por tanto, en particular, para los com­
pactos de los espacios euclídeos, una transformación topológica queda ca­
racterizada sólo por ser biunívoca y continua ; para otros espacios en cam­
bio. no basta tal denominación, precisa decir bicontinua. El mismo teorema 
vale sustituyendo la compacticidad por la bicompactícidad.

Del 8 al 12 del mes de noviembre último tuvo lugar en Roma, en el Rea­
te Istituto Nasionale di Alia. Matemática, el anunciado Congreso interna­
cional de Matemáticos Hubo representantes de Bulgaria, Ciudad del Vati­
cano, Croacia, Alemania, Italia, Noruega, Holanda, Rumania, Suecia 
Suiza y Hungría. La Delegación española se vió impedida por las circuns­
tancias de participar en el Congreso, pero envió un caluroso telegrama *dc 
adhesión ; igual aconteció con la belga. El Congreso fué inaugurado en 
Campidoglio y S. IE. F. Severi pronunció el discurso inaugural. Entre las 
conferencias generales y de información, figuraron las de los profesores :

Hasse (Góttingen) : Perspectivas recientes en la teoría aritmética de las 
funciones algebraicas.

Kerékjártó (Budapest) : La topología de los grupos continuos.
Conforto (Roma) : El estado actual de la teoría de los sistemas de 

equivalencia y de las correspondencias entre variedades algebraicas.
Speiser (Zürich) : Problemas actuales de la teoría de los grupos abs­

tractos.
Ricci (Milán) : Problemas antiguos y recientes en el campo de la arit­

mética aditiva.
PoroFF (Sofía) : iLa balística externa y la teoría de las ecuaciones inte­

grales y diferenciales.
Moisil (Bucarest): El Algebra de la lógica.
Sic.norini (Roma) : Recientes progresos en la teoría de las transforma­

ciones termoelásticas finitas.
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