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INTRODUCCION

Aunque los trabajos de Kummer [1847 . 1851] sobre los cuer
pos ciclotdmicos pueden describirse en lenguaje moderno como el es
tudio de las valoraciones del cuerpo Q[CJ ¢siendo [ wuna raiz
p-ésima de la unidad, p wun primo impar), no hay ninguna duda en
situar el origen de la teoria de las valoraciones y lugares en la
memoria de Dedekind y Weber [1882], en la que dan una descripcidn
algebraica de los resultados de Riemann, en particular de su super

ficie S de una curva algebraica.

Brevemente, su método es el siguiente: cada punto z, 6 S
define una aplicacidn v, i K+ Z: f > v, (f) del cuerpo K
o o

de funciones racionales de S en Z, donde v, (f) es el orden
[

de la serie obtenida al desarrollar f en serie de potencias en
el parametro de uniformizacidn de Puiseux de la curva en z . La
superficie de Riemann queda, pues, descrita como el conjunto de
valoraciones discretas del cuerpo K. De este modo, prescindien-
do del contexto geométrico, Dedekind y Weber definen la superficie
de Riemann de un cuerpo dado K, exteqsién finita de €(X), como
el conjunto de valoraciones discretas de K. En su teoria utili-
zan sdlamente la propiedad de que € es algebraicamente cerrado

y de caracteristica cero, pero nunca argumentos topoldgicos, y dan,
entonces, un primer paso hacia la geometria algebraica sobre un
cuerpo arbitrario. También, mediante el uso de valoraciones, intro
ducen la nocidn de divisor, abriendo las puertas a las sucesivas

generalizaciones del teorema de Riemann-Roch.

A1)



Krull en 1931 estudia las valoraciones generales en un
cuerpo arbitrario, introduce la nocidn de anillo de valoracidn en
el sentido actual y establece la relacifn entre la dependencia en
tera y las valoraciones. Pero es Zariski, en sus trabajos sucesi-
vos, quien resalta la importancia geométrica de la normalizacidn

y con ella la de las valoraciones.

Citemos simplemente sus trabajos sobre uniformizacidn lo-
cal [1960] que constituyen la piedra angular de su resolucifn de
singularidades para.dimensiones dos y tres ([1942] y [1944] respec
tivamente) y donde introduce la nocidn de superficie abstracta de
Riemann como el conjunto de todas las valoraciones de un cuerpo,

a la que dota de una topologia, respecto de la cual es compacta y
no TZ’ y que da lugar a la topologia de Zariski para variedades.
Destaca también su teoria de correspondencias birracionales [1950]
que da significado preciso a los métodos italianos y que culmina
con su Teorema principal (Zariski's Main Theorem): "si T es una
correspondencia birracional entre una variedad normal V y una va
riedad V', a un punto P € V 1le corresponde bien un {inico punto
P' € V', o bien una subvariedad W' de V' cuyas componentes

irreducibles son todas de dimensién mayor o igual que uno".

Desde entonces, aunque la resolucidn general de singulari
dades por Hironaka [}96@] no estd basada en las valoraciones, la
teoria de lugares es uno de los capitulos cldsicos tanto en el &l
gebra como en la geometria. Nuestra opinidn es que en el estudio
de la geometria algebraica sobre cuerpos realmente cerrados (lo

que se ha dado en llamar geometria real) las valoraciones (reales)



desempefian un papel mids importante si cabe que en la geometria so-
bre cuerpos algebraicamente cerrados, por las razones que iremos ex

poniendo en esta introduccidn.

Antes de ello recordemos la estrecha relacidn existente en
tre lugares y especializaciones. La nocidén de especializacidn fue
introducida por Van der Waerden [1925, 1927] como una generaliza-
cidn, a cuerpos carentes de topologia, del proceso de paso al 1imi
te: "Sea K una extensidn de k y sean (xi) = (xl,...,xn),

(yi) = (yl,...,yn) dos puntos del espacio afin K", (yi) es una
especializacién de (xi) si para todo polinomio F(xl,...,xn) 6

[ k[Xl,...,Xn] tal que F(xl,...,xn)v= 0 se tiene que
F(yl,...,yn) = 0". Equivalentemente, una especializacidén es un ho
momorfismo mNo trivial de un anillo R (en el caso anterior
k[xl,...,xn]) en un cuerpo K. La conexidén entre lugares y espe-
cializaciones viene dada por el teorema de extensidn de especiali-
zaciones probado primero por Van der Waerden usando teoria de eli-
minacidén y por Weil y Chevalley en la forma actual:"Si A es un
dominio de integridad y K es un cuerpo que contiene a A, toda
especializacién ¢ de A en un cuerpo L se extiende a un lugar

de K en la clausura algebraica de L".

Iniciando nuestras consideraciones sobre geometria real,
surge inmediatamente la necesidad de estudiar un tipo particular

de anillos de valoracidén. Consideremos por ejemplo las curvas en

R2 : Cl = x2+y2—x3 =0 vy C2 = xz—yz-x3 = 0, vy designemos sus

cuerpos de funciones por K1 y Kz respectivamente. ,
Y
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Ambas poseen una especializacidn
$ ‘R[x’)'] R,

$(x) = ¢(y) = 0, y en ambas dicha especializacidn se ex-
tiende a dos lugares de los cuerpos Ki con centro el origen.
;Cémo distinguir algebraicamente la evidencia topoldgica de que en
la primera curva el origen es un punto aislado mientras que en 1la
segunda nn? 1la respuesta estd en los cuerpos residuales de los 1u
gares. Mientras que los lugares de Kl tienen cuerpo residual €,
los de K2 tienen cuerpo residual ®R. Estos reflejan las dos ra-
mas reales a través de (0,0) y aquellos las ramas imaginarias cuya

interseccidn es el punto real (0,0).

Profundizando un poco mds en la situacidn anterior se apre
cia que si k representa cualquiera de los cuerpos € o R, y V
una variedad algebraica sobre k, la contrapartida algebraica al
paso al limite en P = (al,...,an), o que P sea un punto limite,

no es tanto la nocidén de especializacién,
¢ @ k[v] + K, $(x;) = a

como la de lugar ¢ : k(V) > k centrado en P en V. Ahora bien,



ambos conceptos son badsicamente andlogos si k = €, por el teore
ma de extensidn de especializaciones ya citado, mientras que son
radicalmente distintos si k = R. Yendo un poco mis lejos, la di
ferencia esencial estriba en la buena relacifn existente entre 1la
topologia de Zariski y la usual en €, relacidn que desaparece

en R: .

"Sea X una variedad algebraica irreducible de dimensidn
r en € y sea ‘X = un abierto de Zariski de X. Enton
Ny

ces, Xo es denso en X con la topologia usual de ¢

Obsérvese que en el ejemplo anterior,xo=C'\ {(0,0)} es un abierto

1
de Zariski de Cl’ pero io # Cl’ donde io representa la clau-

sura en la topologia usual de R".

Nuestro objeto de estudio en esta memoria son los lugares
o anillos de valoracifn cuyo cuerpo residual es R, o mds general
mente, cuyo cuerpo residual es un cuerpo real, i.e. ordenable. Ta-
les lugares (respect. valoraciones, anillos de valoracidn) reciben

el nombre de reales.

Asi, corroborando lo expuesto en el pirrafo anterior acer-
ca de la idoneidad de los lugares para la explicacidn del paso al
limite, probamos que si ¢ es un lugar real del cuerpo de funcio-
nes de una variedad algebraica V que estd centrado en un punto
P €6 V, el ideal de dicho punto es localmente real (ver la defini-
cidn que sigue), lo que equivale a decir que P es un punto 1imi-

te de puntos regulares de V. Mas generalmente, consideramos 1la

»
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Definicidn (2.1) (*).- Sean A un subanillo de un cuerpo real K

Teorema

y p un ideal de A. Decimos que p es localmente real

en A con respecto a K si p es radical y para cada
n

h,g 6 A, h = ] x?, g = v, x.,y. 6 K tales que
i=1 ? j J 3

h+g 6 p, se tiene h,g € p. Diremos, simplemente que p

He~g
—

es localmente real st K es el cuerpo de fracciones de A.

Demostramos los teoremas siguientes:

(3.13).- Sea A un subanillo de un cuerpo real K y sea

Teorema

P un ideal primo de A. p es centro en A de un lugar
real de K 81 y sélo 8t p es localmente real en A con

respecto a A.

(2.11).- Sea V wuna variedad algebraica real irreducible

de R™ (R un cuerpo realmente cerrado arbitrario). Sea
W una subvariedad de V y q = J(W) su ideal en R[V].
Entonces q es localmente real si y sblo si W[ Vc es

Zarigki-denso en W.

(Recordamos que V. representa el conjunto de puntos cen-

trales de V, i.e. la clausura en la topologia del orden del con-

junto de puntos simples de V).

Queda asi de manifiesto, cémo la existencia de un lugar

real centrado en una subvariedad implica la realidad local de di-

(*) Las definiciones, teoremas, etc. que aparecen en la introduccidn llevan la

numeracién que les corresponde en la memoria.



cha subvariedad, es decir su contacto con la parte central de la

variedad.

A partir del teorema 3.13, los ideales localmente reales
aparecen como la clase de ideales adecuados para describir los ani
llos de valoracidn reales, y toma cuerpo la posibilidad de elabo-
rar una teoria general de valoraciones reales a partir de ellos.
Esto ha sido la columna vertebral del presente trabajo a nivel ge
neral en el primer capitulo y centrindonos en cuerpos de funciones

en los dos siguientes.

El capitulo primero forma la teoria bdsica para el desarro
1lo de los restantes. Para ello se organizan, en la linea general
que acabamos de mencionar, contribuciones nuevas junto a algunos
resultados ya conocidos, aunque las demostraciones que se incluyen

son originales.

Por ejemplo, el enunciado de 2.11 aparece en [Brl], pero
nuestra demostracién, basada en el principio de Tarski, resuelve
el problema planteado en [Br2] sobre la posibilidad de obtener una
demostracidn directa del resultado. (Indiquemos que la finica demog
tracién conocida del mismo es extraordinariamente larga y usa a su
vez anillos de valoracidn. En la nuestra el principio de Tarski
(cf. 2.7) es utilizado para demostrar una desigualdad de Héormander-

Xojasievicz para un cuerpo realmente cerrado arbitrario (cf. 2.9).

El teorema de caracterizacidn de los anillos de valoracidn |,

reales de K, (3.10), como los elementos -maximales, respecto de la



relacidn de dominacidn, del conjunto F de subanillos locales de
K cuyo ideal maximal es localmente real, es nuevo en esta forma
y pone claramente de manifiesto la similitud con la teoria general
de valoraciones, donde el mismo resultado, suprimiendo la condicidn

de la realidad local, caracteriza los anillos de valoracién de K.

Siguiendo el camino clésico caracterizamos en el §4 la in
terseccidn de los anillos de valoracidn reales que contienen a un
subanillo A dado. Dicha interseccidn recibe el nombre de clausu
ra semientera de A en K, término introducido en [hrlj. Sefiala
mos que algunos de los resultados sobre la clausura semientera ex
puestos en este epigrafe han sido obtenidos también, independien-
temente por Robson en [Ro], trébajo del que tuvimos conocimiento
en octubre de 1981, cuando este primer capitulo estaba concluido.
En particular, si A es el anillo Z de los niimeros enteros, la
clausura semientera de Z es la interseccidn de todos los anillos
de valoracidn reales del cuerpo K. Es inmediato comprobar que di
cha clausura coincide con la interseccidn H(K) de los anillos de
valoracidn de los lugares ¢ : K+ R,o que toman valores en R,

y donde ¢ no tiene por qué ser sobreyectivo. Este anillo, que ha
gido estudiado de forma exhaustiva recientemente, recibe el nombre
de anillo de holomorfia de K por las razones que expondremos a

continuacidn y tiene interesantes aplicaciones a la geometria y al

dlgebra (cf. [Sl]’ [Sz], [Bel] y [Bez]).

Si consideramos el conjunto M de lugares de ¢: K * R,

como la transcripcidn real de la superficie de Riemann de K, ca

da elemento a 6 K puede considerarse como una funcidn de M en
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a: M > Ry : A > A(a).

-Diremos que la funcidén a tiene un polo en el punto X € M si
a(l) = », y diremos que a es holomorfa en M si carece de polos.
Con esta notacidén, resulta evidente que H(K) es el conjunto de
funciones de K que son holomorfas en M, lo que justifica el
nombre de anillo de holomorfia. M3s afin, podemos considerar en M
la topologia inicial para la familia de funciones: {a 6 K}. No

es dificil demostrar, que dicha topologia coincide con la topolo
gia inicial para las funciones {a 6 H(K)}. Este es el origen de
la buena relacién existente entre K y H(K), que hace del ani-
llo de holomorfia un instrumento eficaz para el estudio de propie
dades algebraicas de K (ver [Bez]) o geométricas, en el caso par
ticular de tratarse de un cuerpo de funciones (ver [Schl] y [Schz]),
aplicaciones que no explicaremos aqui, y para las que referimos a

las obras mencionadas.

La nocidn de compatibilidad local de Srdenes introducida
en el epigrafe 5 es, también, original y surge de modo natural al
estudiar el comportamiento de las sumas de cuadrados por paso al
cociente. Sefialemos, en este sentido, el siguiente problema plan-
teado por Gondard ([Go], [6-R]) y Recio ([Rei]): Sea V una
variedad algebraica real irreducible de RM y sea W una subva-
riedad de V, p = J(W) el ideal de W en R[V]. Supongamos que
f € R[V] es una funcidén tal que f+p es suma de cuadrados en
R(W). (En qué condiciones, existe g € R[V] que es suma de cua-

drados en R(V) y de forma que f+p = g+p?. Demostramos el si-



guiente resultado:

Proposicidn (5.3).- Con la notacién anterior, st

FoIiNwNv, -9¢

entonces existe g 6 R[V], suma de cuadrados en R(V)

tal que f+p = gtp.

Un resultado similar, pero con la hipdtesis adicional de
que {f < 0} es acotado aparece en [G—R] (teorema 2, pdg. 43). Sin
embargo, un adecuado uso del principio de Tarski permite suprimir
dicha condicidn. Por Gltimo, el capitulo primero termina con aigg
nos resultados de ascenso de jideales localmente reales a extensio
nes semienteras, enunciados en términos de la compatibilidad local
de drdenes, y que gon utilizados, de manera esencial, repetidas ve

ces en la memoria.

Permitaseme, rompiendo la ordenacifn de epigrafes del tra
bajo, hablar del problema del cono tangente real, para enfatizar
al miximo la idea expuesta anteriormente acerca del paso al 1limi-
te. Si definimos el cono tangente: CK(V,p) a una variedad V
de K" (donde K =€ o R) en el punto p = (0,...,0) como el
conjunto de puntos que yacen en rectas limites de rectas del haz
de vértice p y secantes a V, dicho conjunto admite, en el ca
so complejo, una traduccidn algebraica inmediata: CC(F'p) es la
variedad definida por el ideal de las formas iniciales de los ele
mentos de J(V). O, siguiendo a Samuel [Sa}, Cc(V,p) es el con
junto de puntos (yi) = (yl,...,yn) tales que (0,...,0;0;y1,...

...,yn) es una especializacidn de (xl,...,xn;u;yl,...,yn) don-
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de (xl,...,xn) es un punto genérico de V y x. = u.y

(i=1,...,n). .

Ahora bien, si K = R, ya hemos observado, que la nocién
de especializacién no es correcta para la descripcidn del paso al
limite, debiendo ser sustituida por la de lugar real. Esta inadap
tacidn queda sobradamente manifiesta en el cono tangente real. En
§11 definimos tres conos diferentes, asociados a la variedad V
en p en Rn, estudiamos la relacién entre ellos y damos ejemplos
que muestran la nula informacién -ni siquiera en cuanto a la dimen
sidn- que el ideal de las formas iniciales arroja sobre
CR(V,p). Asi por ejemplo, las superficies en m3 definidas por
las ecuaciones

z(x%+y?) - x3 - o y zx2+v2)-x342° = 0

tienen la misma forma inicial, pero sus conos tangentes en el ori
gen (en RS) son diferentes (cf. 11.8). Por otra parte, al usar lu
gares reales, nos vemos siempre situados -a la vista del teorema
2.11- en la parte central de la variedad. Esto obliga a construir
el cono tangente real como una unién finita de sus piezas proce-~
dentes de las variedades V, Sing (V), Sing (Sing (V)),...., pro
ceso que prueba, simultineamente, que cm(v,p) es un conjunto se-
mialgebraico cerrado, en general no aléebraico, como muestran los

ejemplos 11.8.

El capitulo II comienza con el problema de extensifn de lu

gares reales (§6), para pasar inmediatamente después al de su



existencia en cuerpos de funciones, objetivo principal de esta di
sertacidén. Ambos problemas tienen su origen en el célebre trabajo
de Lang en 1953 [E]. Ya hemos comentado anteriormente, que el
teorema de extensidn de especializaciones es falso en el caso real,
es decir, en general, dados un dominio de integridad A, un cuer
po K que contiene a A y una especializaciédn ¢ de A en un
cuerpo real L, no podemos asegurar que ¢ se extienda a un lu
gar de K en la clausura real de L. Lang demuestra (op. cit.)
que si se toma como punto de partida, no una especializacién de
un subanillo de K, sino un lugar de un subcuerpo k de K, la
extensidén si es posible, aunque en un sentido muy restrictivo. De

modo preciso:

Teorema de extensidn de lugares de Lang: Sea K un cuerpo real y

sea ¢ wun lugar real de K con valores en un cuerpo real
mente cerrado L. Entonces & se extiende a un lugar

real, con valores en L, de una clausura real de K.

La demostracidn de Lang estd basada en la teoria de Srde-
nes, en concreto, en la consideracién del conjunto de elementos de
K que son finitos con respecto a un cierto subcuerpo k de K y

un cierto orden B de K:
A(R,k) = {x 6 K : a6k con a+x6 B}

Sin embargo, el teorema anterior resulta extremadamente vago en el
siguiente sentido: (Cudl es la clausura real de K a la que se ex
tiende ¢? (Puede fijarse dicha clausura de antemano, es decir,

puede enunciarse el anterior teorema en un sentido estricto: dados
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K y K <clausura real de K, ¢ se extiende a un lugar de K...?

;De cuantas maneras puede extenderse ¢7?.

Es Knebusch en [K] quien da una respuesta precisa a las
preguntas anteriores: la condicidn que relaciona el lugar ¢ con
un orden B de K que determina uma clausura real a la que ¢ se
extiende es que B y ¢ son compatibles de la manera siguiente:
"si x 6 K es positivo en B entonces ¢(x) >0 en L o
p(x) = o (obsérvese que en L hay un finico orden por ser realmen
te cerrado)". Esta compatibilidad es, de hecho, una condicidn nece
saria para que la extensidn sea posible, como puede comprobarse fi

cilmente: supongamos que ¢ : K - L es una extensidn de ¢ ¢+ K > L.
Puesto que en K y L hay un Gnico orden, la condicién de compa-
tibilidad se verifica automaticamente, y por tanto ¢ es, a su vez,
compatible, con la restriccidn B del orden de K a K. Knebusch
demuestra que dicha condicién es también suficiente, y que ademis,

la extensidén de ¢ a K es {nica.

Es también Knebusch (op. cit.) quien se ocupa del siguien-
te problema: Sea ¢ : K » L,o un lugar real con valores en el
cuerpo realmente cerrado L, y sea F una extensidn finita de K.
(Cudntas extensiones existen de ¢ a lugares de F en L?. Para
ello, denotemos por W(K) el anillo de Witt de K, es decir el
anillo de clases de formas bilineales no degeneradas de K. Pues
to que L es realmente cerrado, la aplicacidn signatura
p : W(L) > Z : (a) 6 W(L) » signatura (a) estd bien definida, y
el lugar ¢ define un homomorfismo aditivo ¢, : W(K) » Z, del

siguiente modo: dado a 6 K, si la clase aK*2 contiene un ele
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mento a' = ab2 tal que ¢(a') # 0 y ¢(a') # © entonces

¢x(a) = p(¢(a')). En otro caso ¢,(a) = 0.

Por otra parte, puesto que FIK es una extensidn finita,

la traza define un homomorfismo aditivo T* : W(F) + W(K)

Te |k
a la clase de la aplicacidn bilineal B de L 1le hace correspon

der la clase de la aplicacidn bilineal (B|K) de K. Con

TFIK
esta notacidn, Knebusch demuestra la siguiente férmula de la tra

za:

pL(T*(x)) = | 9, (x),
v|é

donde el sumatorio se toma sobre todas las extensiones ¢ de ¢
a F con valores en L, y se supone cero si no existe ninguna ex
tensidén. En particular, la férmula anterior aplicada al elemento

(1) € W(F), indica que

P (T*(1)) = 1 =n
vid
donde n es el niimero de extensiones de ¢ a F.

Sin embargo, ningiin estudio habia sido realizado sobre ex
tengsidn de lugares a extensiones puramente transcendentes o a ex-

tensiones arbitrarias (*). En cuanto a estas {iltimas, probamos en

(*) Esta situacidn contrasta fuertemente con la situacidn general, donde es
bien conocido el siguiente teorema (cf. [Z—S], pdg. 26, teor. 1l1): "Sea F
una extensidn de K. Entonces, para cada lugar ¢ de K, existen exten
siones ¢* de ¢ a F con dimK ¢* (= grado de transcendencia de ¢*(F)
sobre ¢(K)) igual a cualquier niimero entero entre 0 y el grado de trans

cendencia de F sobre K".
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§6, el siguiente resultado, mediante la té&cnica de los ideales 1lo

calmente reales desarrollada en el capitulo I:

Proposicidén (6.7).- Sean K y L dos cuerpos ordenados, E una

extensién ordenada de K y sea ¢ : K > L, un lugar

real de K, sobreyectivo y compatible con el orden de K.
Entonces ¢ se extiende a un lugar real compatible con el
orden de E, ¢* : E > L*, o, kdonde L* es una extensidn

ordenada de L.

Obsérvese que no se hace ninguna precisidn sobre la dimen
sién de ¢*, i.e. el grado de transcendencia del cuerpo residual
de ¢* sobre L. Para extensiones puramente transcendentes la

situacidn es mids satisfactoria en este aspecto.
Demostramos la siguiente:

Proposicidén (6.8).- Sea K un cuerpo y ¢ un lugar real de K.

Sea E = K(Tl”"’Tr) yna extensidn puramente transcenden
te de K. Entonces, para cada d, 0 < d £ r, existe un
lugar real by de E, que extiende a ¢ y tiene dimen-

stén d sobre é1.

Podria pensarse que con los resultados de extensidn 6.8 pa
ra las extensiones puramente transcendentes y el teorema de Knebusch
para extensiones algebraicas, el problema de extensiones arbitrarias
en el sentido antes citado queda resuéito. Sin embargo esto no es
cierto por la necesidad de exigir la compatibilidad entre &rdenes »

y lugares y para que la extensidn en el caso algebraico sea posible.
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Asi, es fdcil dar ejemplos de extensiones FlK con grado de trans
cendencia >1 y lugares reales ¢ de K que no admiten extensio-

nes a F con dimensidn relativa 1 sobre ¢.

Centrindonos de ahora en adelante en cuerpos de funciones
de variedades algebraicas reales, es también Lang (op. cit.) quien
abre el estudio de la existencia de lugares reales sobre los mis-
mos. En efecto, motivado por un problema de especializaciones rea

les, Lang demuestra el:

Teorema de existencia de lugares reales racionales (Lang).-

Sea K un cuerpo real o de funciones sobre un cuerpo real
mente cerrado R. Entonces existe un lugar racional sobre

R, ¢ : K > R,o,

A partir de este teorema, se demuestra el famoso teorema

de inmersién de Lang:

Teorema (Lang's Embedding theorem).- Sea K un cuerpo

real de funciones de grado de transcendeneia n sobre un

cuerpo realmente cerrado R. Sea E un cuerpo realmente
cerrado, extensién de R y con grado de transcendencia
n. Entonces existe un monomorfismo de K en E que es

la identidad sobre R.

No obstante, ambos resultados parecen caer en el olvido ge
neral en que el articulo de Lang se ve sumido hasta que de nuevo

Knebusch en 1972 [Kl] redescubre el problema y unifica ambos resul
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tados en el siguiente:

Teorema (Knebusch [Kl])’- Sea K un cuerpo real de funciones sobre
un cuerpo realmente cerrado R Yy sea gl,...,gn una base
de transcendencia de K sobre R, n > 1. Sea E un cuer

po realmente cerrado que contiene a R. Entonces, existen

ai’bi 6 R, a, < bi (i=1,...,n) tales que para cada n-tu
pla (el,...,en) de elemertos en E con a; < e, < bi’
existe un lugar gobre R, ¢ : K » E,» con ¢(£i) = e,

i=l,...,n.

Resaltemos un aspecto muy interesante de este teorema. Para
mayor claridad, supongamos E = R. Consideremos un modelo V de
la variedad con cuerpo de funciones K, supongamos que el anillo
de coordenadas de V sea una extensidn algebraica de R[&l,...,En],
y sea T la proyeccidn de V sobre el espacio afin R™ de coor-
denadas El,...,En. Entonces el teorema anterior puede ser inter-

. - . n
pretado como sigue: existe un abierto U en R

de modo que para
todo punto e = (el,...,ei) 6 U, existe un punto P € V que se
proyecta sobre e, y un lugar ¢ : K + R, centrado em P en V.
De este modo, aunque ni en el trabajo de Lang, ni en el del propio
Knebusch se especifica nada acerca de los centros de los lugares
encontrados, surge por primera vez la idea de que hay un abierto de

puntos de la variedad V en los que se puede centrar un lugar ra-

cional.

Esta idea habia sido demostrada ya parcialmente po Dubois

en 1970, [Dul] (aunque este trabajo era desconocido por Knebusch

»
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pues el resultado de Dubois no es publicado hsta 1979 [Duzl) quien
prueba que un punto P € V es centro de un lugar real de R(V)

si y 88lo si es un punto central. Sin embargo nada se dice acerca
del cuerpo residual de dicho lugar, salvo para el caso R = R.
Por fin, Brumfiel [Brl] en los teoremas ya mencionad;s, detalla

la situacidn demostrando que para todo punto central P 6 V (resp.
para todo ideal primo localmente real p de R[V]) existe un lu-
gar real racional (resp. de dimensidn igual a la dimensién de Krull
de p) centrado en P (resp. en p). En este sentido, el teore-
ma de Knebusch puede ser considerado como un caso particular del
teorema de Brumfiel, donde el caso E # R se obtiene considerando

la variedad algebraica sobre el cuerpo E, el lugar de sobre R.

Sin embargo nada habia sido dicho hasta el presente acerca
de la posibilidad de encontrar lugares con diferentes rangos y di-
mensiones y centrados en un ideal dado. Este es el objetivo funda-
mental del capitulo II: siguiendo la idea general expuesto al ini-
cio de esta introduccidn, deberia ser posible establecer un teore-
ma general sobre existencia de lugares reales con centro, rango y
dimensién dados de antemano, andlogo al que existe en caso general
(cf. [Z—S] pdg. 106). Tal teorema es, en efecto, posible y es el

resultado principal del capitulo:

Teorema (10.8).- Sea K un cuerpo real de funciones de grado de
transcendencia r gobre un cuerpo realmente cerrado R.

Sea A un dominio cuyo cuerpo de fracciones es K. Enton



que

ces para cada ideal primo localmente real p de A, para
cada par de enteros m y s tales que s > dim p y

stm < r, existe un lugar real de K sobre R, finito so
bre A, discreto, de rango wm, dimensién s Yy centro p

en A.

La demostracidn del teorema se realiza en varias etapas

constituyen las diversas secciones del capitulo y que resu

mimos en el siguiente esquema:

»
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I.
Curvas
Zariski-
densas
[
1I. III
m=1 m=1
dim p = dim p = s
s =0 s >0
!
1v. VII.
m=1 cono
dimp =0 Stk d tangente
s >0 real.
v. l
m=1
dim p = t
s > t
|
VI.
Teorema 10.8
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Los pasos II » III y IV + V son faciles por un proceso
de extensidn del cuerpo base que permite reducir el caso de dimp
arbitraria al de dim p = 0. Citemos que es este proceso, por otra
parte clidsico, el que obliga a trabajar sobre cuerpos base real-
mente cerrados arbitrarios. La etapa V + VI se realiza mediante
la composicidn de lugares de rango 1 para la produccién de luga-

res de rango arbitrario.

Para la demostracidn de II, planteamos el problema en tér
minos geomé@tricos: encontrar un lugar racional, de rango 1, discre
to con centro en un ideal maximal 'p de A, equivale a encontrar
una curva formal contenida en la variedad real V correspondiente
a A, que pasa por el punto ceritral P del ideal maximal p, vy
que es Zariski-densa en V, es decir si un polinomio se anula so
bre ella es cero sobre toda la variedad. La existencia de tales
curvas constituye la etapa I en el anterior croquis y es estudia
da en el §8. Para ello son necesarios los teoremas de estructura
de los conjuntos semialgebraicos de Lojasiewicz y Delzell ([Lo],
[Dé]), asi como la introduccidén de un tipo especial de cuerpo,
los llamados cuerpos de Cantor, que aparecen por vez primera en
[Dul]’ y que son, hablando '"grosso modo", aquellos cuerpos donde

tiene sentido la nocidn de convergencia de series de potencias.

La demostracidn de IV (§10) refleja de modo intimo la geo
metria de las variedades reales. Asi, en el caso de lugares arbi-
trarios, IV es una consecuencia directa del proceso de explosidn
de la variedad con centro en un punto dado, pues, sobre un cuerpo 0

algebraicamente cerrado en la transformada por dicha explosidn, se



obtiene una hipersuperficie que yace sobre el punto. Sin embargo,
esto no es cierto en geometria real: al estallar una variedad real
con centro un punto P, no siempre se obtiene una hipersuperficie
real sobre P, y menos aiin, tal que su ideal sea localmente real.
Por ejemplo, si se explota la superficie de R3 : X3+Y2—Za =0

con centro el origen 0, se obtiene un punto real en la transfor-
mada que yace sobre 0, pero no una subvariedad real de codimen-
sidn I (cf. §11). Por otra parte, la anomalia desaparece si P

es un punto simple de V. El camino para probar IV aparece, enton
ces, claro: consideramos un lugar discreto de rango 1 y dimensién
cero con centro en P (esto es la etapa II). Por una versidn ele
mental del teorema de uniformizacidn local de Zariski encontramos
una variedad real V', birracionalmente equivalente a V, con
R[v'] D R[V] 1y tal que ¢ tiene centro un punto simple P' en
V. La explosién de V con centro en P' permite obtener una va
riedad de dimensidn s (s = dimensién del lugar buscado) que ya
ce sobre P' y por tanto sobre P. Ahora estamos en la gituacidn
de III con lo que IV queda concluido. Citemos, por {ltimo que IV
incluye, en particular, la existencia de divisores primos reales
sobre ideales dados, proporcionando una demostracidn nueva y auto
contenida de este hecho, cuya inica prueba conocida (cf. [Brz])

se basa en el teorema de desingularizacidn de Hironaka. Al mismo
tiempo demostramos que tal divisor primo puede ser obtenido siem-
pre mediante un niimero finito de explosiones, resolviendo afirma

tivamente la conjetura planteada por Brumfiel en [Brzl.



El andlisis de las explosiones de variedades reales condu
ce al estudio del cono tangente real que ya comentamos anteriormen

te.

El teorema 10.8 muestra que las opciones para encontrar lu
. . PN
gares reales con centro, rango y dimensidon dados son optimas, y co
rrobora la idea de que es posible desarrollar una teoria de valora
ciones reales similar a la teoria general cuando se usan los elemen
tos caracteristicos del lenguaje real: los ideales localmente rea-

les.

Abundando mids en esta linea, el siguiente paso hacia 1la
elaboracidén de un estudio general de existencia de valoraciones
reales, es el anidlisis de las cadenas de especializaciones de luga
res reales. Recordemos que una familia de lugares ¢°,...,¢m 1 es
una cadena de especializaciones si cada ¢i se obtiene por compo-

. s
sicidon de I

con un lugar 91 del cuerpo residual I, de

i+l i+l

Tenemos asi una composicidén de lugares:

$i41°
K_l.-l_..,z w_em__zﬁ,, o > .._B_l_gz oo—?—o—->2w
m-1"° m-2’ . 1’ o’
de forma que ¢i = ei o"'oem-l'
Si denotamos por Bi al anillo de valoracién de ¢i y
por p., su centro en un dominio A K, se tienen las siguientes

relaciones bien conocidas:

BOC Bl(__....(:}}m_1 y Po D Py D v DPpy

donde las inclusiones entre los ideales pueden ser igualdades. Por s
2

otra parte es sabido que un lugar ¢ de rango m se factoriza co
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mo composicidn de m lugares de rango 1 produciendo una cadena de
especializaciones ¢m—l""’¢l’¢o = ¢ donde ¢i tiene rango i.
El teorema 10.8 asegura la existencia de un lugar real ¢ de ran-
go m con centro en un ideal p. Ahora bien, es evidente que 1la
factorizacidn de ¢ en lugares de rango 1l proporciona importante
informacidn geom@trica: ¢ puede factorizarse dando lugar a una
cadena estricta de ideales Po =PPP P - 2 Pn_1» due en suma
da lugar a una cadena de subvariedades sobre W = V(p), o puede
factorizarse -y&ndonos al otro extremo- de forma que todos los cen
tros pi coincidan con po. En este caso ¢ proporciona un mode
lo birracional de la variedad V en el que W se corresponde a
variedades wi de distintas dimensiones, determinadas por las di

mensiones de los lugares ¢i.

Puede plantearse, entonces, el siguiente refinamiento de
10.8 dado un ideal primo p localmente real y dados enteros m y
s adecuados, (puede encontrarse un lugar real ¢ con centro en
p, rango m y dimensidn s de forma que factorice en m lugares
de rango 1,2,...,m y cuyos centros y dimensiones sean fijados de
antemano?. Enuncidndolo de un modo preciso, sea A un dominio
real con cuerpo de fracciones K finitamente generado sobre un
cuerpo realmente cerrado R y de grado de transcendencia r so-
bre R. Sea p D p; D ...Dp, (donde los contenidos pueden
ser igualdades) una cadena de ideales primos localmente reales y

sea 0 < 8, < 8 < «.. <8 < r una cadena de enteros de forma

m-1

que s; » dim p.. Planteamos el problema siguiente, que constitu

ye el objetivo del capitulo III de la memoria:
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(Esp) {Existe una cadena de especializaciones de lugares reales,
N I tales que by tiene rango m-i, dimen-

sién i y centro p; en Al

Seflalemos que el problema andlogo para lugares arbitra-
rios (también los ideales primos son arbitrarios) tiene respuesta

afirmativa en un precioso teorema de Zariski (cf. [Z-{] pdg. 106).

Antes de seguir adelante con las respuestas obtenidas a
la cuestidn anterior comentaremos algunas aplicaciones mds de las
cadenas de especializaciones de lugares. Coste y Roy introducen
en [C-ﬁ] la nocidn de espectro primo real de un anillo: dado un do
minio real A, un punto del espectro primo real de A (SpecRA)
es un par (p,Bp) formado por un ideal primo real p de A y
un orden Bp del anillo cociente A/p. En el mismo trabajo de-
muestran que.el conjunto SpecRA asi definido y con una topolo-
gia adecuada es en efecto isomorfo al espectro primo de un cierto
anillo, y prueban que SpecRA es una poderosa herramienta para
el estudio de la geometria real. En este contexto, debido a la in
tima relacidn entre &rdenes y lugares reales, las cadenas de espe
cializacidn pueden ser usadas para definir el concepto de dimen-
sidn. Supongamos para mayor simplicidad, que A es un dominio fi
nitamente generado de grado de transcendencia r sobre un cuerpo
realmente cerrado R y que A es ellanillo de coordenadas de una
variedad no singular V. Entonces la dimensidén de un punto
(p,Bp) < SpecRA se define como la longitud mixima de una cadena

»
de especializaciones de lugares reales del cuerpo de fracciones
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K de A, ¢ "¢l'¢o’ tal que ¢o tiene centro p en A.

m-1’""
Con esta definicidn, es evidente que el teorema de Brumfiel ya
mencionado que prueba la existencia de un lugar de rango r cen
trado en un punto central puede enunciarse de la forma "un punto
es central si y s6lo si tiene dimensién maxima". Por Gltimo las
cadenas de especializacidn han sido usadas por Brumfiel en [Brl]
para la descripcidn de los Srdenes de R(X,Y) <centrados en un

punto dado. Un proceso similar conduciria a lo anflogo para

R(X,Y,2), o variedades algebraicas de dimensiones 2 y 3.

Hay dos dificultades principales para el estudio de las
cadenas de especializaciones de lugares reales. Por una parte el
siguiente resultado, bdsico para la golucidén del problema en el
caso de lugares arbitrarios, falla en la situacidn real: "si
p,C Py son dos jideales primos de A y ¢l es un lugar de K
con centro p, en A, entonces existe un lugar ¢° de K, es
pecializacién de ¢1, con centro p_  en KA. Un contraejemplo
de este resultado en la gituacidn real es dado en §13. Citemos,

simplemente aqui, el motivo de esta deficiencia: supongamos que

el lugar dado ¢1 tiene por cuerpo residual Zl es decir
¢1 : K » ZI,M.

Entonces A/p, se sumerge en IL;, y polpl es un ideal primo del

subanillo A/p1 de Zl. Encontrar ¢ = es equivalente a encontrar

un lugar real 6  de I; centrado en pO/p1 en A/p;. Ahora

bien, sabemos que entonces el ideal po/pl debe ser localmente

real en A/pl con respecto a Zl. Esto obliga a ejercer un con-
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trol sobre los drdenes que existen en Zl, relaciondndolos con

los drdenes de A/p1 heredados de A. Este control es realizado
en la memoria en el lema 13.6, que muestra que en las condiciones
anteriores el lugar ¢1 puede ser modificado de forma que polpl,

sea localmente real en A/p1 con‘respecto a El.

La segunda dificultad bidsica estriba en que, en general,
los cuerpos residuales de lugafés arbitrarios no son cuerpos de
funciones, con lo que nos vemos privados de los resultados desarro
llados en el capitulo II. Esta dificultad impide que obtengamos

una respuesta completa para (ESP).

Bisicamente el capitulo III se organiza como sigue: en
§12 damos una demostracidn original de un teorema de Brumfiel (teo
rema 12.6) del que se obtienen como corolario geométrico las bue-
nas propiedades de los ideales localmente reales respecto de 1la

dimensidn de Krull. Este teorema es el siguiente:

Teorema (12.6).~ Sea p; C Py lC: cee C:pilc: pi
t o

< i una cadena fuerte de ideales lo

i < i ,..., < i
1o 1’ 4 LTe-t t

calmente reales tales que ij = dim p; » 3 =0,...,¢t
Entonces existe una cadena de especializaciones de luga-
res reales de K sobre R, ¢0,¢1,...,¢r_l, tales que
para cada j = 0,...,r-1, el lugar ¢j : K =+ Zj,w

es finito en A, tiene rango r-j, dimensibn j y los
lugares ¢ij tienen centro p; ~en A. Mds ain, los

J
ideales ¢j forman una cadena fuerte y estricta de idea »
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les localmente reales de A,
Pea1 & - & Pr S Pr-1G% &P GPia% G
[ew ...g; p; -
o
En los epigrafes 13 y 14 se demuestran dos respuestas par
ciales de (ESP). En el primero, teorema 13.9, son necesarias algu-
nas condiciones restrictivas sobre las dimensiones 55 de los lu-

gares obtenidos, mientras que los centros son arbitrarios. Concre-

tamente:

Teorema (13.9).- Con la notacién de (ESP), st s; = r-m +1i
1 £i € m, (sO arbitrario) entonces (ESP) tiene respues

ta afitrmativa.

En el segundo, teorema 14.4, las restricciones aparecen
en la cadena de ideales, que debe ser estricta, y la relacidn en

tre ellos y las dimensiones 8;°

Teorema (14.4).- S7 dim p; = 8;» 0 < i< m, entonces (ESP) tie

ne respuesta afirmativa.

Obsérvese que 12.6 es un caso particular de 14.4. Por {l-
timo, en el §15 se dan algunas aplicaciones de los resultados ante
riores. En particular demostramos (proposiciones 15.4 y 15.5) que
para variedades algebraicas de dimensiones 2 y 3 (ESP) tiene res-

puesta afirmativa sin ningfin tipo de cortapisas.
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Como comentario general al capitulo III diré que las de-
mostraciones (por lo comiin engorrosas y complicadas) se hacen por
induccidén y utilizan los resultados sobre la clausura semientera

y extensidn de lugares desarrollados en §4 y §6.

Para finalizar digamos que aunque nuestra respuesta a
(ESP) es s8lo parcial, creemos que efectivamente, el problema tie
ne una respuesta afirmativa con toda generalidad. Esta es la con-

jetura con la que acabamos la memoria y esta introduccidn.






CAPITULO I: ANILLOS DE VALORACION REALES.

.
En este capitulo se estudian los anillos de valoracién rea-

les en cuerpos arbitrarios, introduciendo las nociones y resultados

generales que usaremos en los capitulos II y III, como los ideales 1o

calmente reales y la dependencia semientera.

§1. Cuerpos y anillos ordenados: terminologia y notaciones.

Fijamos en este primer epigrafe las notaciones y definicio-

nes bdsicas que usaremos en la memoria.

1.1. Dado un cuerpo K, un orden en K es un subconjunto B K

tal que: (i) B + BCC B

(ii) B . BC B

(iii) g N (-B) {0}

n
bl

(iv) 8 U (-8B)

Un cuerpo ordenado es un par (K,B) donde K es un cuerpo

y B es un orden de K. Diremos que K es ordenable si admite un
orden §. Después de los trabajos de Artin y Schreier [A—S], es
bien sabido que un cuerpo K es ordenable si y s6lo si verifica.la

siguiente condicidn algebraica:

"si x; 6 K, 1l ¢igsn, ¥ X +...+ x = 0, entonces
= = = "
Xy cee= X o".
Usaremos indistintamente los términos "K es un cuerpo real"”
"K es formalmente real", y "K es ordenable".

-1 -



1.2. Un subconjunto o de K que verifica sSlamente las condi-

ciones (i), (ii) y (iii) recibe el nombre de orden parcial de K. Co

mo en el caso anterior, un cuerpo parcialmente ordenado es un par

(K,a) formado por un cuerpo K y un orden parcial o de K. En par
ticular todo orden de K es un orden parcial de K. Fijado un orden

parcial de o de K, escribiremos a b si b-a 6 a.

<
o
1.3. Todos los anillos considerados en esta memoria scn dominios
de integridad, conmutativos y con elemento unidad, pues scn siempre
subanillos de algiin cuerpo. Un anillo A diremos que es crdenable o

real si verifica la condicidn:
si ay +...+ a” =0, a; 6 A, 1 £ i< n, entorces
"
a, =...= a_ = .
1 0

Andlogamente al caso de cuerpos, un orden en A es un subcon

junto B(C A que satisface (i), (ii), (iii) y la condicién
(iv)' 8 U (-8) = A,

y un orden parcial de A es un subconjunto o de A que cumple (i),

(ii) y (iii). Evidentemente, A es real si y sélo si su cuerpo de

fracciones lo es.

1.4. Sea (A,a) un anillo parcialmente ordenado. Un subconjunto

MC A se dice nque esconvexo con _respecto a d, O oa-convexo. si para

cada a,b 6 o tales que at+b 6 M, se tiene que a 6 M Y b 6 M.

De modo equivalente, s8i cuando 0 é a <b y b6 M, entences a 6 M.

a
1.5. Un ideal q de A es real si el anillo cociente A/q es
real, i.e. 'si aZ ...+ al €6 q, a., 6A, 1 ¢ ig n, eitonces

1 - n i



En otras palabras, ¢ es real si es convexo con respecto al

orden parcial de las sumas de cuadrados de A.

1.6. Dados dos cuerpos ordenados (Ll’Bl) y (LZ’BZ)’ diremos

que (L2,62) es una extensidn ordenada de (Ll’Bl) si LIC: L2 y

82 n L, = B). La condicién 8, N L, = 81 equivale a BIC: BZ' Dire
mos que la extensidn es arquimediana, o que (LZ’BZ) es arquimediano
sobre (Ll’Bl) (o simplemente que L, es arquimediano sobre L, si
no hay ambigliedad en cuanto a los Srdenes considerados), si para todo

x 6 Ly, existe a 6 Ll de modo que -a é X é a.
2 2

1.7. Sea R un cuerpo realmente cerrado. Por una variedad alge-

. . . n .
braica real irreducible, V, de R entenderemos una variedad alge

braica irreducible de Rn, cuyo cuerpo de funciones, R(xl,...,xn),
es real. Ademds de la topologia de Zariski en V, consideraremos la
topologia inducida por la topologia producto en Rn, de la topologia

del orden en R. Esta topologia sera llamada la topologia fuerte o

euclidea de V.

1.8. " Una funcién £ : R™ > R se dice que es semialgebraica si es

continua para la topologia fuerte y su grafo es un conjunto semialge-

braico de Rn+l.

§2. Ideales localmente reales. Caracterizacidn de los ideales

localmente reales en cuerpos de funciones

»
Introducimos, a continuacidn, la clase de ideales que van a



jugar el papel central en la teoria de valoraciones reales, como se
demostrarid en §3. Después, damos una caracterizacidn geométrica de
dichos ideales en cuerpos de funciones, que muestra, en particular,
que para variedades algebraicas reales no singulares estos ideales

coinciden con las ideales reales.

2.1. Definicidn.- Sean A wun subanillo deuncuerpo real K y p un
ideal de A. Decimos que p es localmente real en A con
razspecto a K, 81 es radical, y para cada h,g € A,

T2
h = X., g = Zl yj, xi

’yj €6 K, tales que h+g € p,
i

se tienme h,g 6 p.

2.2. Notas. (a) Diremos que p es localmente real em A cuando sea

localmente real con respecto al cuerpo de fracciones de A.

(b) Sea ZK el orden parcial en K de sumas de cuadrados
de elementos de K. EK(] A es un orden parcial en A, formado por
los elementos de A que son totalmente positivos. Entonces p es

localmente real en A con respecto a K, s8i y s8lo si p es radi-

cal y (ZK N A)-convexo.

(¢) Si un ideal p es localmente real entonces es real, pe

ro el reciproco no es cierto, (ver, por ejemplo, teorema 2.2).

Dado un ideal p de A, 1le asociamos el minimo ideal lo-

calmente real que contiene a p de la forma siguiente:

2.3. Definicidn.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K y p

’

un ideal de A. Definimos el radical local real de p en A



con respecto a K como el conjunto:

z/EK = {x 6 A : existen yys»+--»¥, 6 K, r 6N, con
n
2
T+ ] ygep}
i=1

Obsérvese que la diferencia entre la definicién anterior y
la del radical real estriba, en que en éste, los elementos y; per
tenecen al anillo A, mientras que en el radical local real, son

. £ x
elementos del cuerpo K. En este sentido, resaltamos que /ﬁ depen
de de K. Escribiremos /P siempre que nos refiramos al cuerpo de

fracciones de A. La siguiente proposicidn se prueba de forma total

mente andloga al caso del radical real (c.f. por ejemplo [Rez]).

2.4, Proposicibn.- (a) z/ﬁk es un ideal de A.

(b) p es localmente real con respecto a K si y sblo stz

t/EK = p.
£'/EK

(c) es el minimo ideal localmente real con respecto a

K que contiene a p.

(d) L/EK eg la interseccidn de todos los ideales primos lo
calmente reales de A con respecto a K que contienen
a p.

(e) ST p es radical, p es localmente real con respecto a
K 87 y 8élo si sus asociados primos son localmente reales

con respecto a K.

Para la caracterizacién de los ideales localmente reales en

»

cuerpos de funciones, necesitamos introducir algunas nociones adicio



nales. Sea V wuna variedad algebraica real irreducible de R“, sea

A

R[xl,...,xn]/p = R[xl,...,xn] su anillo de coordenadas, donde

p Jw)y y X, = Xi+p, y sea K = R(xl,...,xn) el cuerpo de fun-
ciones de V. Representamos por Reg(V) el conjunto de puntos regu

lares de V.

2.5. Definicién [Du,|.- Un punto p € V ege dice que es central st
Delinicion 1 14 q cenirrac
p 6 Reg(V), donde la adherencia se toma en la topologia
n

fuerte de R . Denotamos por v, el conjunto de puntos cen

trales de V.

Existe una intima relacidn entre el conjunto Vc de puntos
centrales de V y las funciones regulares de V que son totalmente
positivas en K. En efecto, la siguiente proposicidn es bien conoci

da (ver [D-R], [sen], [R]):

2.6. Proposicidn.~ Una funcién f 6 A es guma de cuadrados en ¥ &1

y 88lo st f£(x) » 0 para todo x 6 V..

Finalmente, la demostracidn de los resultados 2.8 y 2.11 se
apoya en el principio de Tarski ([Ta]). Una frase polinomial elemen
tal A(Xl,...,xn) es una relacidén en la que intervienen un niimero
finito de polinomios con coeficientes enteros, igualdades, desigual-
dades, los cuantificadores "existe" y "para todo", y las conectivas
"y", "o", "no" e "implica". Una frase polinomial elemental se dice
que es cerrada si no tiene variables libres, i.e., todas las varia-

bles Xi aparecen cuantificadas por "existe" o "para todo". El enun

ciado del principio de Tarski que usaremos es el siguiente:



-7 -

2.7. Principio de Tarski.- Sea A(Xl,...,xn) una frase cerrada ele
mental. Entonces A(Xl,...,xn) se verifica en un cuerpo real
mente cerrado R 81 y sblo si se verifica en todo cuerpo

realmente cerrado.

Existe una amplia polémica sobre el uso del principio de
Tarski en Geometria Algebraica Real. Nosotros nos regiremos, en este
sentido, por un punto de vista practico: si el principio de Tarski per
mite simplificar y acortar una demostracidn, ;por qué evitarlo?, {por
qué repetir paso a paso lo hecho sobre R, comprobando que es cierto

en nuestro cuerpo particular,si ello no es estrictamente necesario?.

Volviendo a nuestro problema inicial, empezamos con la carac

terizacidn de los puntos cuyo ideal maximal es localmente real.

2.8. Proposicibn.- Sea P wun punto de una variedad algebraica real
irreducible V C:Rn, Yy sea ﬁp el ideal de P en A, el
anillo de coordenadas de V. Entonces ﬁp es localmente

real st y sblo si P es un punto central de V.

Demostracién.- Sea A = R[Xl,-..,Xn]/ p, p = J(V). Supon-

gamos que P es un punto central de V y que hl’h 6 A son dos

2

funciones regulares totalmente positivas en R(V) tales que

hy+h, 6 m, = m,/p, e = {f 6 R[X\,...,X ] : £(P) = 0}. Se tiene:
h, = 5 Zi 2 =1,2 b.,a.,, €A, b.#0 en A
I R i?ik R € '

1

ik’ B. vy ‘Hi pollngmLOS en R[Xl,...,xn] tales que

Ay ktP T a5 o Bytp = by Hidp = by, i=lL2.



Tenemos B, € p y la condicidn h +h2 (4] mp/p implica que existe

M6 mp tal que

Supongamos que Hi(P) < 0. Entonces, existe un entorno Q
de P en R" tal que Hi(Q) < 0 para todo Q 6 Q. Por la forma de
hi’ se sigue que para todo Q € Q(]Vc, Bi(Q) = 0, es decir Bi se
anula en un entorno de un punto central de V. Entonces, ([D“l])’

Bi € p, contradiccidn. Por tanto HI(P) >0 vy HZ(P) > 0. Sustitu-

yendo en la ecuacidén de arriba obtenemos
HI(P) + HZ(P) = 0,

de donde HI(P) = HZ(P) = 0. Pero esto significa que hl,h2 6 ﬁp, lo

que prueba que es localmente real.

Mp
Reciprocamente, supongamos que P @ Vc. Entonces existe una
bola abierta BE(P) = {x 6 rR" : (xl-pl)2 +.. .4 (xn—pn)2 - e < 0} tal
_ - .2 2 2
que BE(P) N VC = @¢. Asi pues, la funcién h(x1 pl) ...t (xn pn) €
es no negativa sobre Vc y en consecuencia suma de cuadrados en R(V),
Ahora,
e+h = (x;-p )2 4.0+ (x -p )2 6 M
1 71 Tt n “n P
y ambas funciones € y h son totalmente positivas. Como ¢ € ﬁp’
se gigue que ﬁp no es localmente real, lo que concluye la proposi-
cidn.
Para la demostracidén del caso general probamos primero un le

ma que en los niimeros reales es un caso particular de la desigualdad

de Hormander-Lojasiewicz.



2.9. Lema.- Sea S un conjunto semialgebraico, cerrado y acotado de
R". Sean F y G dos polinomios no negativos sobre S

y tales que:
Zg(F) = {x 6 5 : F(x) =0} C 24(6) = {x 6 5 : G(x) = 0}.

Entonces existen una constante positiva A 6 R y un nimero

natural N tal que rG(x)IN & AF(x) para todo x € S.

Demostracidn.- Para cada elemento positivo r € R conside
ramos

S, = G-l(r) = {x 68 : G6(x) =r}.

Por ser S semialgebraico, cerrado y acotado el polinomio G(x) al-

canza un miaximo en S. En efecto, la frase:

"existe y 6 S tal que ¥x 6 S, G(x) < G(y)"
es elemental y es cierta en los niimeros reales. Por tanto, tambié&n 1lo
es sobre cualquier cuerpo realmente cerrado R en virtud del princi-

pio de Tarski.

Sea b = max {G(x) : x 6 S}. Entonces S = U S_. Ani
r a
r6[0,b]
logamente, para cada Sr # ¢, F(X) alcanza un minimo en Sr' Defi~

nimos la funcidn:

bz [0,b] > R, h(r) = min {F(x) : x 6 5}
De nuevo por el principio de Tarski, la funcidén h es semialgebraica,
i.e., h es continua y su grafo es un conjunto semialgebraico de Rz.
Por otra parte, la hipdtesis ZS(F)C: ZS(G) implica que ¥r € [O,b],

h(r) > 0 y, por tanto, la funcién g(r) = FT%T es semialgebraica.

Sea
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1

U(T,2) = a (MZ" + z,(Dz" " +...+ a (1) 6 R[T,Z]

un polinomio irreducible tal que U(r,g(r)) = 0 ¥r € [O,b]. Multipli
cando U(T,Z) por ao(T)m—l, tenemos

m-1

(ao(t)g(r))m + al(r)(ao(r)g(r)) +...4+ am(r).(ao(r))m—1 =0,

m~-1i

mLr bi(r)z , con

y ao(r)g(r) es raiz del polinomio ménico Z
bi(t) = ai(r)(ao(r))i_l. Por tanto, para cada r € [O,b],
Iao(r).g(t)l <1+ I (bi(r))z.

1+ I(b,(rN?
de donde, g(r) ¢ —m—m—mm——

lag ()|
Si ao(X) = TN ao(f), bO(O) # 0, se sigue:
la_(o)] fo_(r)]
h(r) > —2— = 2 5 T,
1 +Z(bi(r)) 1 +X(bi(t))
v, (0]
donde ) = min re lo,b|}.

1 +2(b, ()7
Pero h(r) > XrN gignifica F(x) > XlG(x)lN para todo

x 6 S, y el lema queda demostrado.

El siguiente resultado caracteriza las subvariedades de V
cuyos ideales son localmente reales, como aquellas‘que contiene sufi

cientes puntos centrales de V. Mas concretamente,

2.10. Definicidn.- Una subvariedad W de V decimos que es central

st W[} v, es Zariski-dengo en W, Z.e. J(W() v = Jwy.

Recordemos que la condicidn J(W ) vc) = J(W) es equivalen
‘te a decir que Vc'] Reg(W) tiene interior no vacio en Reg(W) con

la topologia fuerte de W (cf. [Re]).



2.11. Teorema.- Sea V

R" y sean W

R[V].

en

es una subvariedad central de

Demostracidn.- Sean h;,h, € R[V] = R[Xl,.“,xn]/p, p =

dos funciones totalmente positivas tales que h1+h2 6 q-.

una subvariedad de V y

Entonces ¢
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g = JMW) su

.

V.

es localmente real si y sélo st

una variedad algebraica real irreducible de

ideal

W

Jv)

Fijemos

1 s 2
hy(x) = ———  ( 1 |aik(x)| ), bi(x), a;, (x) € R[V],
EMCI S
b. # 0, i=1,2.
i
Por ser W central en V, existe un abierto § en V tal que
Q) W C Reg(W) n Ver Afirmamos que para todo y 6 Q N W se tiene

hi(y) > 0, i=1,2. En efecto, supongamos, por ejemplo, hl(yo) < 0,

Yo 6 Q) W. Entonces existe un entorno abierto Q'CI Q de Yo tal
que hl(z) < 0 ¥z 6 Q'. Por la forma de h, esto significa que
bl(z) =0 ¥z 6 Q' y por tanto b1 se anula en un entorno de un pun
to central Yor ©s decir bl(x) =0 en FR[V], contradiccidn. Asi
pues hl(y) >0 y hz(y) >0 ¥y 6 Q] W. Puesto que hl+h2 6 ¢

se tiene que hl(y)+h2(y) =0 ¥y 6 Q ﬂAw, de donde hl(y) = hz(y)=0.
Por consiguiente, h1 y h2 se anulan en un abierto de Reg(W), 1o
que implica hl,h2 6 Q. Como q es radical, @ es localmente real.

Reciprocamente, sea @ = (fl,...,fr)R[V]

Jw N V) # J(W). sea g

gamos f = ff +...+ fi.

Zy (f) = {x 6 v,
(o

€ R[V] tal que g 6 J(W n Vc)\~J(w)

Se tiene:

f(x)

0} C Zvc(q) ={xev, :

g(x) = 0}.

y supongamos que

y ponr

b1}
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Sean F,

i G 6 R[Xl,...,xn] tales que Fi+p = fi y G+p = g. Dis

tinguimos dos casos:

(a) Vc es acotado. Entonces, por el lema 2.9 existen N 6 N

y X 6 R, A > 0, tales que lG(x)lZN

< AF(x), ¥x € Vc. En otras
palabras, ¥x 6 Vc, AF(x) - G(x)2N > 0 y por tanto, la funcién

h(x) = Af(x) - g(x)2N [ R[V] es suma de cuadrados en R(V). Pero,
g2 4 h(x) = AE(x) € q,

y tanto g(x)2N como h(x) son sumas de cuadrados en R(V). Como
por construccidn g(x)ZN ¢ q (pues ¢q es radical), g no es lo-

calmente real.

(b) Vc no es acotado. Después de un cambio de coordenadas

podemos suponer Vc(: {x 6 R" : |x| > 1}. Consideramos la transforma

X,
cién ¢, ¢(xi) =z, = 12 (inversidn respecto a la circunferen-
x
cia unidad). El1l conjunto S = ¢(Vc)\J {(0,...,0)} es un semialgebrai

co cerrado y acotado de Rn, y los polinomios

2z

F'(z) = |2]%° F(—L5 ..., =05
2| Iz|

z

%1 n
5 acr 5
z zl

donde s y t son los grados de F(x) y G(x) respectivamente, veri

2
6'(z) = |z1°% 6 ),
fican que ZS(F')C: ZS(G'). Sustituyendo G por una potencia conve-
niente podemos suponer t > s. Como en (a), existem XA, N, tales
que
AF'(z) - ') | >0  w¥zes.

Para un M suficientemente alto (exactamente M > Nt-s), tenemos

)\le2M F(x) - |G(x)|2N >0 ¥x 6V .
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La demostracidn concluye ahora, como en (a), es decir, la funcién

2M

) = A xf2M f0) - g2

es suma de cuadrados en R(V), pero
2N 2
g(x) + h(x) = Alx{ M f(x) 6 q.

Como g(x)2N ¢ @, Qq mno es localmente real, lo que completa el teore

ma.

2.12. Observaciones.- (a) La demostracidn anterior resuelve el proble
ma planteado por Brumfiel (cf. [BrZ]) &e encontrar una caracteriza-
cidn de los ideales localmente reales por métodos elementales. La mig
ma demostracidn se extiende palabra por palabra para caracterizar las
subvariedades W de V cuyo ideal es convexo con respecto al orden
parcial derivado de un orden parcial finitamente generado
Bw[gl,...,gt] en R[V] (cE. [Brl] para la notacién y nociones nece
sarias): son aquellas que verifican que la interseccidén W [} Vcij

N (g, > 0,..0,8, > 0} es Zariski denso en V.

(b) T. Recio (cf. [D—R]) ha conjeturado que el conjunto de
puntos centrales de una variedad algebraica real es un conjunto semi-~

algebraico cerrado bidsico, i.e. puede ser expresado como:

n
ve = {x 6 R : hy(x) > 0,...,h,(x) >0}, h o6 R[X;,....x],

1 i ¢ s.
Dicha conjetura ha sido probada por J. Ruiz ([Ru]) para superficies.
Suponiendo demostrada la conjetura, el teorema 2.9 es una consecuencia

facil del teorema de los ceros de Stengle (cf. [St]): en efecto, si ™
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f, 8, F y G son escogidos como en la segunda parte de la demostra-
cidn del teorema, la condicién Zvc(f)C: Zvc(g) significa que

g € J(ch1 {f = 0}) <y por el resultado de Stengle, existem N € N
y a6 S[hl,...,hs} -es decir, a es un polinomio en hl,...,hs

con coeficientes en el semianillo S de las sumas de cuadrados de

R[xl,...,x“]— tales que

G2N + a 6 (F).
Pero a es no negativo sobre V. y por tanto totalmente positivo en
R(V). Tomando cocientes médulo p, resulta:
2N
I3 + a6 (£)C ¢q.
2N
Como g ¢ ¢, @ no es localmente real.

(c) Obsérvese que una condicidn suficiente para que q sea
localmente real es que exista un punto Q 6 W que sea simultineamen
te regular en V y W. No obstante, esta condicidn no es necesaria,

como muestra el ejemplo 2.13(b).

2.13. Ejemplos.- (a) El1 ideal m = (x,y)A, en el anillo

3

A = R[X,Y]/(Y2+X2-X ) no es localmente real, pues el origen no es

un punto central en la cibica Y2+X2-x3 = 0. No obstante, m si

es un ideal real de A.

(b) Sea V = V(XZ-ZYZ) (paraguas de Whitney) y W el eje Z.
W es una subvariedad central de V, pues W) V., es el semieje po-
sitivo, que es Zariski-denso en W. Por consiguiente q = (x,y)R| V]
es localmente real en R[V], aunque W y V no tienen ninglin punto

regular en comin.
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(c) Sea V = V(Z(Y2+X2)—X3)(: R3 (paraguas de Cartan). V
es un cono sobre la ciibica X2+Y2—X3 = 0 situada en el plano Z =1
y con vértice en el origen. Por tanto el eje Z corta al conjunto
de puntos centrales sdlo en el origen. En consecuencia, el ideal

q = (x,y)m[v] no es localmente real. Esto puede ser comprobado direc

tamente como sigue: tenemos

z(x2+y2) - x3 = 0,

de donde
X - z = zyz/xz,
y finalmente, zx-22 = 22y%/x2,
Asi pues 2x-22 es un cuadrado en R(V). Ahora

22 & (2x-2%) = zx ¢ (x)Cq.

Pero 22 ¢ q, luego q no es localmente real.

Fig.l: Paraguas de Whitney

Fig. 2: Paraguas de Cartan

Finalizamos el epigrafe con unas aplicaciones del teorema

2.10.

3
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2.14., Corolario.-~ Sea V wuna variedad algebraica, real, irreducible,
no singular de R". Entonces, los ideales reales de r{v]
coinciden con los ideales localmente rea'mente reales de

R[v]. En particular, cualquier ideal real de R[X;,....x ]

es localmente real.

2.15. Corolario.- Sea A wun dominio de integridad real y finitamente
generado sobre R. Entonces cualquier ideal maximal entre

los ideales localmente reales de A es naximal.

Demostracidn.- Sea m un ideal de A que es maximal en el
conjunto de ideales localmente reales. Sea V una variedad cuyo ani
llo de coordenadas es A. Entonces M define una subvariedad cen-
tral W de V. Sea x 6 W) VC y congsideremos el ideal maximal
J({x})y D m. J({x}) ‘es localmente real por 2.5 y por tanto

m = J({x}).

§3. Anillos de valoracidn reales. Caracterizacidn.

Tomando los ideales localmente reales como punto de partida,
se puede desarrollar una teoria de anillos de valoracidn reales simi-
lar al caso general, caracterizando dichos anillos como los ideales
maximales entre los ideales locales cuyo ideal maximal es localmente

real.

3.1. Definicidn.~- Sean K wun cuerpo real y A wur anillo de valora
eién de K.

Diremos que A es un antllo de valoracién real si su cuerpo
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restdual es real (o, equivalentemente, si su ideal maximal

m, es real).

Es inmediato comprobar que si un cuerpo K tiene umn anillo
de valoracidn real entonces K es real. Para aspectos técnicos, ex-

tendemos la clase de ideales localmente reales como sigue:

3.2. Definicidn.- Sean A un subanillo de un cuerpo real K y p

un ideal de A. Decimos que p es totalmente real con res

pecto a K si para cada X s...,% 6 K tales que

2 . .
X7 +...+ xn 6 p se tiene x5 6 p, l ¢ i ¢ n.

3.3. Observaciones.- (a) La diferencia entre la definicidn anterior
y la de ideal real, estd, en que aqui los elementos x, se toman en
K, mientras que en la de ideal real ban de pertenecer al anillo A.

Es inmediato que

totalmente real =— localmente real = real.

(b) La definicidén 3.2 es altamente restrictiva. En efecto,
en particular, implica que todo elemento de A que es suma de cuadra
dos en K 1o es en el cuerpo de fracciones de A. MAas precisamente,

sea b 6 p y denotemos por b—lp el conjunto
b 'p={a/b : a6 plCK

Entonces todo elemento de A que es suma de cuadrados en K

lo es en L = N b_lp. En efecto, sea f = fz +...+ fz, f. 6 K
bEp 1 T i
y sea b € p arbitrario. Multiplicado por b2 resulta:



- 18 -

b2t = wep? 4o+ e € p,

luego bf, 6 p 1 <i<r, dedonde f, 6 p! p.

Por supuesto, cualquier elemento f 6 A que sea suma de cua
drados f = fl +...04 fi, con algin 'fi ¢ A, genera un ideal que no
es localmente real. Asi pues, la definicién 3.2 no parece interesan-
te en si misma, y s8lo la usaremos para enfatizar el fuerte comporta

miento de los ideales de los anillos de valoracién reales.
El siguiente resultado motiva la definicién 3.2.

3.3. Proposicidn.- Sean K un cuerpo real y A un anillo de valora

eién de K. Entonces,son equivalentes:

(a) A es un anillo de valoracién real.

(b) EL ideal maximal m, de A es localmente real.

(c) ELl ideal maximal n, de A esg totalmente real.

Demostracidn.- (c) = (b) => (a) es inmediato. Probaremos,

2 2
pues, (a) = (c). Sean Kyseers X 6 K tales que Xy +...4 x 4 m,.

Sea v 1la valoracidn candénica asociada a A, y sea

v(xs) = min {v(xl),...,v(x“)}. Entonces, si v(xs) > 0 se tiene que
para todo i, 1 € i ¢ n, v(xi) > 0 y por tanto X, 6 m, - Suponga
mos v(xs) < 0. Entonces xs_l 6 A y
-1,2,.2 2 -1 2
(xs ) (x1 +...+ xn) =1 + ; (xs xi) [ m,-
its
Pero, por construccidn x;l.xi 6 A y m, es real por hipStesis. Se

sigue, pues, que 1 €6 m contradiccidn.

A’

Paralelamente al caso cldsico se tiene:
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3.4. Proposicibén.- Sea A un anillo de valoracidén real de un cuerpo

K. Entonces:

(a) Cada subanillo B tal que AC BC K es un anillo de

valoracidn real.

(b) El ideal maximal me de un anillo B en las condiciones

de (a) es un ideal primo de A totalmente real.

(¢) La aplicacidén p + Ap es una biyeccidn, que invierte el
orden, entre el conjunto de ideales primos de A y el
conjunto de anillos B, AC BC K. La aplicacidén inver
sa es B > mg.

Demostracidén.- (a) Que B es un anillo de valoracidn es co
nocido. Sea mB su ideal maximal. Se tiene mBC: mA’ y Mg es un
ideal primo de A. Vamos a ver que B es real. Supongamos

EREREE 6 B tales que xf +...+ xi € myg vy, digamos, X, g m

-1

Entonces, puesto que B es un anillo de valoracidn, L3 6 B vy

X

-1,2,.2 2, _ -1 .2 -1 .2
(xl ) (xl +...+ xn) =1 + (xl x2) +...4+ (x1 x“) 6 chj my-

Pero, por 3.3(c), m es totalmente real y seria 1 6 m contradic

A A’

cién. Asi pues, X; € my, 1 ¢ i <n, 1lo que prueba que m; es real

y sU consecuencia que B es un anillo de valoracidn real.
(b) es inmediato después de (a) y 3.3 (c).

(c) es conocido por la teoria general de anillos de valora-

cidn (cf. [Bo]).

»
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3.5. Corolario.- Sea A un anillo de valoracién real de K. Enton-
ces todos los ideales primos de A son totalmente reales (y

'a fortiori' localmente reales).

3.6. Nota.- El corolario 3.5, en su segundo enunciado, es un caso par
ticular de una situacién mds general que estudiaremos mids adelante

(ver 4.6.).

Siguiendo el desarrollo cldsico hacia el teorema de caracteri
zacidn, necesitamos ahora un andlogo real al lema de Chevalley sobre
extensidn de ideales. Dicho resultado aparece por primera vez en
[Brl] subsumido en una demostracifn mids general. Por completitud, es
tablecemos separadamente y damos aqui una prueba detallada del mismo.
Precisamos de un lema que enunciamos sin demostracifn, que usaremos en

varias ocasiones en lo sucesivo, y cuya prueba puede encontrarse en

[Brl].

3.7. Lema([Br], ).~ Sea A un subanillo de un cuerpo real K. Sea
B la restriceién a A de un orden parcial de K, y sea p
un ideal primo de A que es B-convexo. Entonces existe un
orden total R en K que extiende a B tal que p es con

o
vexo con respecto a B (1 A.

La demostracidn se hace aplicando el lema de Zorn.

3.8. Lema (Lema de Chevalley real, [Brlj).~ Sea A un subanillo de
un cuerpo real K. Sean, B un orden total en K, m un

ideal de A que es (B ) A)-convexo y x 6K, x ¢ 0. En
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tonces o existe un ideal m' en A[x] que es (B [} A[x])-
-convexo y m'Om A[x], o existe un ideal m" en A[x-l]

que es (B N A[x_l])—convexo y m"> mA[x_l].

Demostracién.- Cambiando x por -x si es preciso, pode-

mos suponer que x > 0 (todas las desigualdades son con respecto al

orden B). Si no existe un ideal propio m' en A[x] que es

B8N A[x])—convexo y tal que m'—ym A[x], existen a see-s8y 6 m,

tales que:

1 g aoxm + alxm—l to.ootoag (*)

En efecto, el conjunto H = {f 6 A[x] : f2r € a x"

+...+ .
o a,, a; 6 m},

es un ideal de A[x], contiene a mA[x] y es (B[ A[x])-convexo.

Por tanto, H es propio si y sdlo si 1 ¢ H.

Andlogamente, si no existe un ideal propio m" en A[x_lj
" -1 -1 .
tal que m" O m A[x ] y es B n A[x ]—convexo, existen bo""
...,bn € m tales que
-n ~n+1
* %
1 g box + blx +...+ bn. (%*)

Tanto m como n son positivos, pues supongamos, por ejem
plo, m = 0. Entonces 1 < ag, a, 6 m, y puesto que m es
(8 N A)-convexo, seria ! 6 m, contradiccidn. Tomemos m y n mini

mos entre los enteros que verifican ecuaciones del tipo (*) y (¥*),

y, supongamos m > n. Entonces, a_> 0 y b_> 0, pues si no,

Multiplicando (**) por xm, resulta:
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xm(l—bn) < boxm_n +...+ Db xm"1 (Hrk)

Pero l-bn > 0 (pues si 1 g bn, como bn €m seria 1 6 m, absur

do), y multiplicando (*) por I~bn, obtenemos:
1-b, € a x"(1-b ) +...+ a (1-b ),

y sustituyendo el valor de xm(l~bn) de (**%),

-n

m m-1
I-bn < ao(box +...+ b x )

...+ em(l-bn),

que proporciona una ecuacidn de tipo (*) con exponente estrictamente
mds bajo que m, contradiccidn. Por consiguiente el lema queda de-

mostrado.

3.9. Corolario.- Sean, A un subanillo de un cuerpo real K, m un
ideal de A que es localmente real con respecto a K, y
x 6 K, x # 0. Entonces, o t/mA[x]K es un ideal propio

. £ -19K -1
en A[x], o /mA[x ] es un ideal propio em A[x ].

Demostracidn.- Es suficiente demostrar el corolario cuando
m es primo. Entonces, por el lema 3.7, existe un orden total 8
en K tal que m es (Bf) A)-convexo. Pero, por el lema 3.8, pode

mos suponer que existe un ideal m' en A[x] tal que m'>D mAle

y m es (g N A[x])—convexo. En particular, m'

es localmente

real y, en virtud de 2.4(c), z/mA[x]Kc: m'.

Para enunciar el teorema de caracterizacifn, recordamos, que
dados dos anillos locales A(C B, se dice que B domina sobre A

si mew A = My donde m, vy my representan los ideales maximales

de A y B respectivamente.
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3.10. Teorema.- Sean K un cuerpo real y A un subanillo de K. En

tonces, las condiciones siguientesson equivalentes:
(a) A es un anillo de valoracidn real.

(b) K es el cuerpo de fracciones de A en K, el conjunto
de ideales de A estd totalmente ordenado por la relacidn
de inclusidén y todos los ideales primos de A son localmen

te reales con respecto a K.

(c) A es un elemento maximal en el conjunto F de subani-
llos locales de K cuyo ideal maximal es localmente real

con respecto a K, ordenado por la relacién de dominacién.

Demostracidn.- (a) = (b). Las 'dos primeras afirmaciones
de (b) son conocidas por la teoria general de valoraciones, y la rea

lidad local de los ideales primos de A se sigue de 3.5.

(b) = (c). Puesto que el conjunto de ideales de A esti
totalmente ordenado por inclusién, A tiene un {nico ideal maximal
mys ¥ en consecuencia, A es local. Mds aiin, por ser m, localmen
te real con respecto a K, A 6 F. Supongamos que B 6 F, AC B

y que B domina sobre A. Sea b 6 B; en particular b 6 K y

por (b), es b = E, m,n 6 V. Pero, mAC nA, o mA D nA. En el
primer caso, b 6 A, y en el segundo, b-l 6 A. En éste, como

b6 B y B domina sobre A, b-l é m, y por tanto b_l es una
unidad en A. Consecuentemente b 6 A, 1luego, en cualquier caso

b 6 A lo que prueba B (C A.

(c) = (a) Sea A maximal de F, vy supongamos x 6 K

tal que x € A vy x~1 ¢ A. Como el ideal maximal m, de A

»
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es localmente real con respecto a K, wuno de log ideales
£ k £ sy

/mAA|x| , /mAA[x ] es propio en el respectivo anillo A[x] 5
A[x_l].

Tomemos, por ejemplo, el primero, y sea p un ideal primo
£

de A[x], localmente real y tal que p D) /mA'xl. Entonces

B = A[x]p 6 F en virtud del lema siguiente 3.11, BC A y B domi

na sobre A, 1lo que contradice la eleccién A.

3.11. Lema.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K y sea p un
tdeal primo de A que es localmente real con respecto a K.
Entonces pAp es un ideal primo de Ap que es localmente

real con respecto a K.

Demostracidn.~- Sean h;.h, 6 Ap elementos totalmente positi

vos en K tales que hl+h2 6 pAp. Fijemos hi = ai/bi’ ai’bi 6 A,

bi ¢ p, i=1,2. Entonces bza + b

1 a

122 6 p, y multiplicando por

blb2 obtenemos

2 2
bzbla1 + blbzaz € p.

2 Ti
Como biai = bi bi

p es localmente real, se sigue b%bia' € p y bsza2 6 p y por

N biai es totalmente positivo en K. Puesto que

ser p primo, a;,a, € p. En consecuencia h

3.12. Observacidn.- La misma demostracidn sirve para probar que, si
B es un orden (parcial o total) em K y p es (B N A)-convexo,

entonces pAp es (B Ap)—convexo.
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Terminamos el epigrafe con una aplicacién del teorema 3.10
. que constituye uno de los resultados fundamentales en la teoria de
valoraciones reales. En ella, los ideales primos localmente reales
de un anillo, aparecen como centros de dichas valoraciones, confir
mando que &stos, deben tomarse como la clase de ideales apropiada

para la elaboracidén de una teoria de valoraciones reales.

3.13. ‘Teorema (Teorema de existencia de valoraciones reales, [}rl]).-
Sea A un subanillo de un cuerpo real, y sea p un ideal
primo de‘ A, localmente real con respecto a K. Entonces
existe un anillo de valoracién real B de K tal que

AC B y mej A = p, donde my representa el tdeal maxi-

mal de B.

Demostracidn.- En virtud del lema 3.11, pAp es localmente
real en A con respecto a K. Por el teorema 3.10 (c), si B es
un elemento maximal de §Q dominando sobre Ap, B es el anillo de

valoracidn real que buscamos.

3.14. Observacidn.- Habida cuenta de que en la demostracidn anterior
s6lo se usan los lemas 3.8 y 3.11, se sigue de la observacién 3.12

que el teorema 3.13 también es vdlido en la situacidn siguiente:

"Si B es un orden total en K y p es (B l A)~convexo,
entonces existe un anillo de valoraciém B de K, B Ay

my Na-= p, tal que mp es (BN B)-convexo".

Este es el enunciado con el que aparece por primer vez en

[Brlj. Para una demostracidn diferente y simple del mismo resulta

»
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do, haciendo uso de la interrelacidn entre Srdenes y anillos de valo

racidn convexos para dichos d6rdenes, véase [Brzj, pag. 9.

§4. Interseccidn de los anillos de valoracidn reales. Claugura

semientera.

Computamos en esta seccidn la interseccidn de los anillos de
valoracidn reales que contienen a un anillo dado A. Motivados por
la caracterizacidn de la dependencia entera en té&rminos de los ani-
llos de valoracidn, se define la nocién de dependencia semientera y

estudiamos algunas propiedades de la misma.

Sea B un anillo real. Definimos los conjuntos:

S(B) = {1 + Zyzi ty; 6 B}, ¥y s(B)’l = {1/s : s 6 S(B)}

Sea A un subanillo de un cuerpo real K, y denotemos por A el

conjunto de elementos de K que verifican una ecuacidn

sx + a;x +...4 a = 0, 8 6 S(K), aps..esay 6 A.

Obsérvese que A~ contiene a los elementos enteros sobre A, sin
mds que poner s = 1 6 S(K). El siguiente resultado es una aplica-

cidn del teorema 3.10.

4.1. Teorema.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K. Denotemos
por A[S(K)—l] el subanillo generado por A y S(K)_l, Yy

por A[S(K)_IJ su clausura entera. Entonces,
-1 ~
Als(®)™] = A~ =N v,

donde la interseccidén estd tomada sobre todos los antllos

de valoracién reales que contienen a A.
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Demostracifn.- Probaremos que A[S(K)-l] (s r]vic: K; y pues

tc que, por la propia definicién de A, AKC A[S(K)-l], se tendri la

igualdad. Sea V un anillo de valoracidn real que contieme a A. En
tonces, si s 6 S(K), s € V o s_l 6 V. Veremos que en cualquier ca-
so s”l 6 V. En efecto, si s = 1+ Zyi 6 Vv, Yi 6 K, s tiene que

. - 2
ser una unidad en V, pues de otro modo seria l+Zyi e m y como

v?

v es localmente real, 1 é6m contradiccidén. Por tanto, para todo

v’
.s 6 S(K), 1/s € V, de donde A[S—I(K)]C: V. Como V es integramen

te cerrado, esto prueba A[S_I(K)] C []Vi.

7K
Sea, ahora, x @ A. Afirmamos que /x—lA[x_l] es un ideal
propio de A[x_lll En efecto, si no, tendriamos:
2 -1 -1 -1 -1
1L+ Iy; = x E(xT ), y; € K, f£(x77) 6 A[x ].
-1 ., . n+l :
Sea n el grado de f(x ") y multipliquemos por =x . Se tiene
+1 2
xn (1 + Zyl) = g(x), g(x) € A[X],
con g(x) de grado n. Pero si s =1 + Zyi, la ecuacidén anterior,
+1 ~ <
sx" - g(x) = 0, indica que x 6 A", absurdo. Asi pues,

K/;:l A[x-le es un ideal propio de A[x_l]. Consideremos un ideal
primo p de A[x-l], localmente real con respecto a K tal que

p :)t/x_ A[x""] . Por 3.10, existe un anillo de valoracidn real V
domimundo sobre A[x-l]p. En particular e pC my y por tamto

x ¢ V, 1lo que prueba el contenido r]ViC: A

4.2. Observaciones.~ (a) Otras caracterizaciones de la interseccidn

de los anillos de valoracidén reales que contienena A aparecen en

[Brl] y [Brzj.
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(b) un primer vistazo al conjunto A[S(K)_l] pone de mani-

fiesto el pequefio niimero de valoraciones reales existentes:

to, el conjunto A[S(K)_IJ es mucho mayor que la clausura entera

A de A en K. Los resultados posteriores de esta seccidn

ridn con mis detalle el tamafio de A~ .
El teorema 4.1 sugiere la siguiente definicidn:

4.3. Definicidn.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K.

mento x € K decimos que es semientero sobre A si

mostra

Un ele

X

(]

El anillo A~ vrecibe el nombre de clausura semientera de

en K. Un anillo B(C K decimoe que es semientero sobre

st BC A”, y A es gemifntegramente cerrado en K

A = A". Diremos que A es semiintegramente cerrado st lo

es en su cuerpo de fracciones.

st

en efec

A

4.4. Observaciones.- (a) La nocidn anterior ha sido desarrollada en

[Brl] para anillos reales cualesquiera A y B. Nosotros aqui,

mos interesados s6lo en su aplicacidén a la teoria de valoraciones

reales, por lo que nos restringimos a la presente situacidn.

(b) La clausura semientera de Z en un cuerpo real

be el nombre de anillo de funciones holomorfas de K, y ha sido es-

tudiado en [SChl] y [Schz]. En efecto, alli, Schulting prueba que

K

reci

esta

Z" coincide con la interseccidn de todos los anillos de valoracidn

de K correspondientes a lugares con cuerpo residual R.

En este sentido, 8i K es un cuerpo de funciones en una va-

riable sobre R, el conjunto de lugares ¢ : K > R,», es el andlo-
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go real a la superficie de Riemann de un cuerpo de funciones en una
variable sobre €. Entonces, Z~ es el conjunto de funciones f 6K
tales que para todo punto ¢ : K » R,o de dicha superficie, £(¢) =
= ¢(f) 6 R, es decir f es "holomorfa" em ¢. Esto justifica el

nombre de 2~ como el anillo de funciones holomorfas de K.

El anillo Z~ puede ser aplicado en el problema decimosexto
de Hilbert, para el estudio de las componentes conexas de una varie-

dad algebraica sobre el cuerpo de los niimeros reales (ver op. cit.).

Establecemos ahora una serie de propiedades del anillo A~

que usaremos en lo sucesivo.

4.5. Proposicidén.- ST A es semifintegramente cerrado y q es un
ideal primo de A Llocalmente real, entonces Aq es semiin

tegramente cerrado.

Demostracidn.- Sea K el cuerpo de fracciones de A y sea
X 6 K. semientero sobre Aq. Entonces, existen elementos

Yys--esY¥g 6 K vy ai = ai/ti (] Aq, a; 6 A, ti 6 A g tales que:

£ 2, .n n-1
a + izl yPx +oogx +...4a, =0

n
Pongamos t = I ti y multipliquemos por t" en la ecuacién ante

rior. Resulta,
2 n n-1
(1 + Eyi)(tx) + bl(tx) +...+ bn =0

donde bi = t” 6 A. Por ser A semiintegramente cerrado,

tx 6 A, y por tanto x = (tx)/t 6 Aq.

»
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4.6. Proposicidn.- Si A es semiintegramente cerrado, entonces cual

quier ideal radical de A es localmente real.

Demostracidén.- Por el teorema 4.1, si K es el cuerpo de
fracciones de A, A = A~ A[S(K)7!]. sea q un ideal radical de

A y supongamos x 6 A tal que

2r 2
X + Eyi € q, v; 6 K
Entonces xzr(l + Z(yix-r)z) 6 q. Pero (1 + )_'I(yix"r)z)_l 6
6 S(K)-lC: A, 1luego deducimos xZr 6 ¢ y en consecuencia x 6 ¢q.

El siguiente resultado muestra la relacidén entre los anillos
locales que son semiintegramente cerrados y los anillos de valora-

.
cidén reales:

4.7. Proposicidn.- Un anillo de valoracién de un cuerpo real K, es
real, st y sélo si es semifntegramente cerrado. Mds ain, to-
do subanillo local semifntegramente cerradn en K es un ani

1lo de valoracién real.

Demostracidn.- Por el teorema 4.1, todo anillo de valoracién
real es semiintegramente cerrado. Reciprocamente, si A es un ani-
11o de valoracidn que es semiintegramente cerrado y mA es su ideal
maximal, entonces m, es real por 4.6, luego A es real. Para pro
bar la Gltima parte de la proposicidn, es suficiente ver, que si A
es un anillo local que es semiintegramente cerrado en K, entonces
A es un anillo de valoracidn de K.

Sea x 6 K y x-l 6 K. Por ser A semiintegramente cerra
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1

do, se tiene (l+x2)— € A y por tanto 1-(1+x2)—1

= xz/(l+x2) 6 A.

-1
Por otra parte (l+x2) es una unidad en A, pues si

(l+x2)-1 € m, entonces 1—(1+x2)_l

A y tendriamos -(l+x2)/x2 = 1+(1/x)2 6 A, de donde (l/x)2 € A y

= XZ/(l+x2) seria una unidad en

-1 3 .
por tanto x 6 A puesto que A es, en particular, integramente
cerrado. Contradiccién. Asi pues, (l+x2) 6 A, luego x2 6 A y

X 6 A.

4.8. Corolario.- Sea A un subanillo semiintegramente cerrado en
un cuerpo K. Entonces, para cada ideal primo p de A,

Ap es un anillo de valoracidén real de K.

4.9. Corolario.~ Sea A un subanillo de un cuerpo real K. La fami
lia de anillos de valoracidn reales de K que contienen a
A es la familia de anillos locales (A~)p, donde p reco
rre todos los ideales primos de A~

4.10. Corolario.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K. Enton-

ces, K es el cuerpo de fracciones de A~.

Demostracidn.- Basta observar que si g es un ideal primo
(distinto de cero) de A~ entonces (A~)q es un anillo de valora
cién de K. Consiguientemente el cuerpo de fracciones de A~ coin

cide con el cuerpo de fracciones de (A~)q y éste con K.

Los @iltimos corolarios muestran el enorme tamafio de A”: in

cluso si A = Z, el cuerpo de fracciones de Z es K. Esto pro-

voca qﬁe la clausura semiéntera A~ no sea un elemento Otil desde
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el punto de vista geométrico. En efecto, A~ no es, en general, fi
nitamente generado, ni noetheriano, aunque A 1o sea (*), A pesar
de todo, en algunas ocasiones, es la herramienta necesaria para re-
solver problemas de valoraciones reales, por venir caracterizado co

mo la interseccidn de todas ellas. Por otra parte, el tamaifio de A",
en comparacidn con el de la clausura entera A de A, muestra la

escasez de valoraciones reales dentro del conjunto de todas las va-
loraciones de K, 1o que auspicia las grandes dificultades que apa

recen (y encontraremos) a la hora de describir aquellas, midxime si

se impone alguna condicidn sobre las mismas.

§5. Compatibilidad local de Grdenes. Teoremas de ascenso

Estudiamos aqui el comportamiento, por paso al cociente, de
las sumas de cuadrados en el cuerpo. Esto conduce a unas ecuaciones
de compatibilidad de Srdenes con las cuales enunciamos teoremas de

ascenso de ideales en extensiones semienteras.

Sea A un subanillo de un cuerpo real K y sea p un ideal
primo de A 1localmente real. Designemos por A el cuerpo de frac-
ciones de A/p y por I(K) y ZI(A) el conjunto de sumas de cuadra
dados de K y A respectivamente. Podemos considerar los siguien-

tes drdenes parciales en A/p:

(*) En efecto, Becker demuestra en [hezj, proposicidén 1.22, que si K es un
cuerpo de funciones sobre un cuerpo realmente cerrado R, y A =R, en-

tonces, si K tiene grado de transcendencia >2, A~ no es notheriano.
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wm
1]

L= G N A)/p = {x+tp 6 A/p : x 6 Z(K)) A
(*)
B

[}

2 I N (a/p).
{Cuidl es la relacidn entre By v B,? La respuesta es: en general
Bl y BZ no son comparables.

En efecto, sean: A = R[X,Y,Z]/(XZ—ZYZ), K el cuerpo de

fracciones de A y p = (X,Y)/(X2~ZY2

). En virtud de 2.11 (ver
también el ejemplo 2.13 (b)) p es localmente real y A/p = R[Z].

Sean x, y, z las clases de X, Y, Z en A respectivamente. En-

tonces, en A, tenemos =z = (x/y)2 6 I(K) A y por tanto

z+p 6 B1 en R[z]. Pero, claramente z+p ¢ BZ’ puesto que Bz es
tad formado por los elementos de R[z] que son no negativos en R.
En consecuencia qu: 82.

Por otra parte, sean, A = R[X,Y,Z], K = R(X,Y,2) vy
p = (XZ-ZYZ)A. De nuevo por 2.11, p es localmente real en A. Se

tiene Z+p = [(x+p)/(Y+p)]2 6 L(A) y por tanto Z+p 6 B,. Sin em-
bargo, Z+p & Bl : supongamos Z+p € Bl’ Entonces tendriamos una

ecuacidn:

z = £(X,Y,z) + g(X,Y,2), f(X,¥,2) 6 R{X,¥,2], sg(X,¥,2) € p,

y £(x,1,2) = ———— z[a,(x,v,2)]%,  g(x,¥,2),
b(X,Y,2)

a;(X,Y,2) € rR[X,Y,2].

Sustituyendo la ecuacidn anterior en el punto (0,0,-1), re-
sultari:

-1 = £(0,0,-1),
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y, por ser f(X,Y,Z) wun polimomio, es negativo en un entorno U(C R3

de (0,0,-1). Pero esto significa que b(X,Y,Z) se anula en todo pun
to de U y por tanto b(X,Y,Z) = 0 en R[X,Y,Z], contradiccidn.

En consecuencia 824: B -

Los ejemplos anteriores ilustran claramente cuales son las

condiciones necesarias para la compatibilidad de B] y 82 cuando

se trata con cuerpos de funciones. En efecto, tenemos:

5.1. Proposicidn.- Sean V una variedad algebraica irreducible de

rR", A = R[Xl,...,X“]/q su anillo de coordenadas, ¢q = J(V),

Yy K el cuerpo de funciones de V. Sean p un tdeal primo

de A localmente real, W = VU(p), y B [ los brdenes

1’
parciales (*) en A/p. FEnlonces B,C B, =#t y s6lo st

2
v .C v, .

Demosgtracidén.- Sea f+p 6 Bl. Entonces f 6 L(K)[1 A, y
por 2.6 f(x) > 0 para todo x 6 V- Como WCC: V. entonces
f(x) >0 V¥x 6 Wc y, de nuevo por 2.6, f+p es suma de cuadrados
en A. Por tanto f+p 6 82. Reciprocamente, supongamos wcd: Ve
y sea a = (al....,an) 6 wc\ V.- Existe un £ > 0 tal que

2

{x 6 v : (xl—a )2 +.. .+ (xn—an) - e < 0}lN v, = 9.

1

2

La funcidén g(x) = (xl—al) +...+ (xn—an)z—e es no negativa en V

C

y por consiguiente g(x) 6 Z(K) y g(x)+p 6 By- Pero g(x)+p ¢ 82

pues existe un punto central de W en el que g(x)+p es negativa.
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5.2. Proposicidn.- Con la notacidn de 5.1, st BZC: Bl entonces

WAW C VNV, .

Demostracidén.- Supongamos a 6 w-\wc, a 6 Vc' Entonces

existe un € > 0 tal que si
_ 2 2
g(x) = (xl-al) +...4 (xn-an) -€,

{x 6 V:g(x) <0l wc = @. Por tanto g(x)+p es totalmente posi
tiva en A/p, i.e. g(x)+p € Bz. Pero g(x) es negativa en el pun

to central a de V, luego g(x) & IZ(K) y por tanto g(x)+p ¢ B;.

El reciproco de 5.2 es un problema mucho mids dificil, que
aparece expuesto em [G-g] y [REJJ: dada una funcidén regular f de
v, tal que f es suma de cuadrados en R(W) (equivalentemente, f
es no negativa en Wc), iexiste una funcidén regular g de V, que

es suma de cuadrados en R(V), tal que f+p = g+p?.

Tenemos el siguiente resultado

5.3. Proposicién.- Sea f 6 A una funcidn no negativa en W, En-

tonces, st
T <ol Nv.Nw=9,

existe una funcidn g 6 A, no negativa en Vs tal que

f+p = gip.

Demostracidén.- Pasando al anillo de polinomios, sea

F € R[E] tal que F+p = f y supongamos J(W) = (Hl,...,HS)R[KJ.

Consideremos H = Hf +...4 Hz, e Y = {Fr(x) <0}l N V. Y es un

conjunto semialgebraico, cerrado, y por hipdtesis H(x) # 0 para

»
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todo x 6 Y. Por consiguiente la funcidén F/H esti definida en Y,

es continua y semialgebraica en Y.
Por cada r > 0, r € R, definimos

Yo=Y Ni{xer": |x| =r}.

Yr es semialgebraico, cerrado y acotado, y por tanto la funcién
F/H alcanza un minimo en él1 (ndtese que F/H es negativa en Y).
En efecto, al igual que la demostracién del lema 2.9, puesto que to
dos los conjuntos y funciones que intervienen son semialgebraicos,
la existencia‘de dicho minimo se expresa mediante una frase cerrada
elemental. Como es cierta para los nimeros reales, lo es para cual-

quier cuerpo realmente cerrado R. Definimos

€ R+ + R, e(r) = min {F(x)/H(x) : x 6 Yr}'

En virtud del principio de Tarski, la funcidn €(r) es con
tinua y semialgebraica. Sea

u(r,z) = ao(T)Zm + al('r).z'“’l F

+

a (1) & r[1,7]

un polinomio irreducible tal que U(r,e(r)) 0 ¥r 6 R. Multipli
cando por ao('l')m_l y operando como en 2.9 obtenemos
14+£(b; (r))?

lag ()]

s bi(r) = ai(r).(ao(r))i_l, 1 i ¢ m.

le(r)| <

Sea b 6 R, b >0 tal que ¥r ¢(-b,b), a”(r) # 0. Enton

ces, existen’ Al 6 R, N 6N tales que

EG (0t .
———— ¢ Al r para todo r ¢ (-b,b), y existe X, 6 R
[ag(r)] 2

tal que [e(r)]| < A, si r € [—b,b], por la continuidad de €(r).

+
Por consiguiente si A = max {Al,kz}, se sigue que para todo r 6R
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le(o)| < A+,
de donde, para todo x 6 Vc
IF(x) | < ac + |x| 2y
. 2N
Definamos, G(x) = F(x) + A(l+ |x] ) H(x).

Se tiene G + J(W) = F + J(W), y, si x 6 Y, G(x) > 0. Por otra

parte, si x 6 Vc\ Y entonces F(x) > 0 y por tanto G(x) > 0 tam

bién. En consecuencia g = G+¢ es suma de cuadrados en R(V), lo

que concluye la proposicién.

Dada f €6 A, designemos por Y el semialgebraico

f
Ye = {x 6V : f(x) <0}V,
y sea Y = U Yeo donde la unidn se toma sobre todos los f 6 A

fGBz

tales que f+p 6 B Entonces, tenemos el siguiente corolario de

2
5.3.

S.4. Corolario.- 57 Y[\ W =¢ entonces BZC: 81.

5.5. Observacidn.~ Sefialamos que, en general, no toda funcidn no ne
gativa sobre W es restriccidén de una funcidn no negativa sobre V.
Por ejemplo (cf. [G-R]), si V = R> y W = V(x°-Y%), 1la funcién
X + (X3—Y2)R[X,Y] es no negativa en W, pero no existe ningiin po-
linomio F(X,Y), no negativo en Rz tal que F(X+Y) +

+ (x3-yHr[x,Y] = x + (xX3-vH)r[x,¥].

Por otra parte, la condicidén de 5.3 no es necesaria. Por

ejemplo, si V = RZ y W = V(Y-XZ), si tomamos F(X,Y) =Y, en-
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2

tonces Y. W # 6, pero Y + (r-x% r[x,Y] = x% + (v-xHr[X,¥]

X2 es no negativa sobre RZ.

'

Volvemos, ahora, a nuestra situacidn inicial, es decir, A
un subanillo cualquiera de un cuerpo real K, p un ideal primo de
A localmente:real y los Srdenes parciales en A/p, B, v By. En
general, como hemos visto, Bld: 82 y qujBl. Esto provoca difi-
cultades del tipo siguiente: si p y ¢q son ideales primos de A,
localmente reales, p( ¢, no podemos asegurar que q/p sea un
jdeal localmente real en A/p; reciprocamente, si ¢q es un ideal
primo localmente real de A/p, 1la imagen inversa ¢-l(q) median-
te la proyeccidn candnica A & A/p no tiene por qué ser localmente

real en A.

Hay una clase de anillos para los que Bl = BZ' En efecto,
sean B un anillo de valoracidén real de K, m su ideal maximal.
Entonces A = B/mB y se tiene, directamente,

B, = L(A) B, = (Z(K)N B)/my

Por otra parte, 5L(K) 1 B = £(B). En efecto, si x 6 B} Z(K),

m
y x = Z xi, L 6 K, sea, por ejemplo, v(xl) = min {v(xl),...
i=1
.. ,v(xm)}, donde v es la valoracidén definida por B. Si
v(xl) > 0 entonces Xy €B, 1 <3ig<m y x 6 X(B). Si V(xl) <0
-1 -2 ¥ -1,2 ,
entonces X, 6B y x = Xy (1 + Z (xi.x] )°) 6 L(B). Consecuen

temente Bl = Bz.

Esto motiva la introduccidn de un tercer orden parcial en
A/p, de la siguiente forma: sea B un anillo de valoracidn real

de K con centro p en A, i.e. ACB y p = mB[1 A. Designe
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mos por R(B) el cuerpo residual de B. Entonces A/pC AC R(B)

y definimos

By = I(R(B)) N (a/p).

Trivialmente BZC:B3’ y, en virtud del pirrafo anterior,

B, = CRIN A /pC [(ZRIN B)/mp] N (A/p) C B4.
Asi pues, 83 es una extensidn de Bl y Bz. En general Bl # 83,

por lo que damos la siguiente definicién:

5.6. Definicidén.- Sean A un subanillo de un cuerpo real K y p
un tideal primo, localmente real, de A. Sea B un anillo

de valoracién real de K. Decimos que B es localmente com-

patible con A en p, si B estd centrado en p en A y
B, = By, donde B, = (X(K)) A)/p y B, = x(B/my N (A/p).

Diremos que en p hay compatibilidad local si existe un ani

llo de valoracidn real de K que es localmente compatible

con A en' p.

La compatibilidad local permite establecer algunos resulta-
dos sobre ascenso de ideales que tendremos oportunidad de usar mis

adelante.

5.7. Proposicidén.- Sean A, C dos subanillos de un cuerpo real K.
Supongamos que AC B y que B ¢es8 semientero sobre A. En
tonces, st p es un ideal de A localmente real con respec

to a K, existe un ideal primo q de B, localmente real

con respecto a K tal que q [V A = p. »
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Demostracidn.- Por el teorema de existencia de lugares rea-

les (3.13), existe un anillo de valoracidén real B de K <con cen-
<o

tro p en A. Puesto que C es semientero sobre A, C(C B. Bas

ta tomar @q = me] c.

5.8. Corolario.- Si C es entero sobre A y p es un ideal de A
localmente real con respecto a K, existe un ideal primo
¢ de A localmente real con respecto a K tal que

qN A = p.

5.9. Proposicién.- Sea A un subanillo de urn cucrpo real K y sean
P Py dos ideales primos de A, localmente reales con
respecto a K, p,C p,. Supongamos que B, es un anillo
de valoracién de K localmente compatible ~on A en p,.
Entonces, existe un anitllo de valoracidén real B, de X

tal que AC B, C Bl Yy B, tiene centro p, en A.

.

Demostracifén.- Se tiene el siguiente diagrama conmutativo y

que conserva los &rdenes:

(A, TN A) ——— — B,z 8)
™

(A/ply Bl) e — (Bl/m s Z(Bl/mB ))
1 1

La condicidn de compatibilidad local de B1 implica que
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p2/pl es un ideal primo de A/pl localmente real con respecte a

Bl/mB . Por 3.13, existe un anillo de valoracidn real B' de

_l(B') es

[}
B

Bl/mBl centrado en p,/p; en A/p,. El anillo B

el anillo de valoracidén real buscado.

2

5.10. Corolario.- Sean A y C dos subanillos de un cuerpo real
K, AC C y C semientero sobre A. Sean pl, pZ dos
ideales primos de A localmente reales con respecto a K,
P, C py-
(a) 87 en Py hay compatibilidad local, entonces existen
,C qys tdeales primos de C localmente compatibles con
respecto a K, tales que N Nna-= Py ¥ quj A= p,.

(b) Supongamos que q; es un ideal primo de C localmente
real con respecto a K, que yace sobre Pys ¥y en el que
hay compatibilidad loeal. Entonces existe un ideal primo

q, de C localmente real con respecto a K tal que

0, C 4y ¥y q,N A= p,.

Demostracidn.- (a) Sea B, un anillo de valoracidn real

de K localmente compatible con A en p,;. Por 5.9 existe un ani

2

Por ser C semientero sobre A, es C C:BZC: Bl' Basta tomar

110 de valoracidn real B de K tal que BZC: B, y my N a-= py-
2

a, = man cC vy qp = mnlﬂ c.

(b) Anilogo tomando Bl anillo de valoracidn real de K

localmente compatible con C en . g¢q,. “
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El problema es, pues, encontrar condiciones para que haya
compatibilidad local. Sea B un anillo de valoracidn real de K

centrado en p eun A.

Una condicidén suficiente para que B sea localmente compati

ble con A en p es que el ideal maximal me de B 'sea convexo

con respecto a todos los Srdenes de K. En efecto, si f 6 A veri
fica que f+p 6 83 entonces

- L2 2 .
£ = x) +...+ X (mod mB), Xy 6 B, 1 ¢ i < m.

Por tanto f es positivo en todos los Srdenes del cuerpo residual

B/mB. Supongamos que existe un orden f en K tal que ~f 6 B.
Como m, es B-convexo entonces B/mB es un orden en B/mB y ten
driamos -f 6 B/mB, contradiccidn. Asi pues, f es positivo en
todos los Srdenes de K, es decir, f es totalmente positivo en K
y se sigue f € Bl’

En particular, por 3.7, tenemos
5.11. Corolarjo.- SZ K es un cuerpo con un orden tinico entonces,

para cualquier subanillo A y cualquier anillo de valora-
citén real B de A, B es localmente compatible con A

en mBIW A.

Aunque la condicién del orden {inico es muy fuerte, puede ser
aplicada pasando a las clausuras reales de los cuerpos, como en la

siguiente:

5.12, Proposicidn.- Sea A un subanillo de un cuerpo real K y

sean p, y p, dos ideales primos de A localmente reales
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con respecto a K. Supongamos que pﬁ: Py y que existe un
orden B en K tal que P, ¥ b, son (B N A)-convexos.
Entonces, st C(C A es una extensidn semientera de A,
exristen ideales primos ,C q, de C, localmente reales
con respecto a K tales que qlfj A = Py ¥ q2 N a-= Py-

Mds ain, @, y 4q, son (B N c)-convexos.

Demostraciém.- Sea R la clausura real de K con respecto
a B. Sea €~ la clausura semientera de C en R. Entonces C’
es semientero sobre A y Py, ¥y P, son convexos con respecto al
inico orden, R+, de R. En particular, pl y pz son locamen-
te reales con respecto a R y por 5400y 5.11 existen qi y q;,
ideales primos de C  locamente reales tales que q;c:q;,
Q; N A= P,y Q; Nna-= p,. Basta tomar ¢q; = qi Nc y
7, = ¢, c.

Por otra parte, qi y q; sog (R+ N €7)-convexos, de don

de @, y ¢, son (BN C)-convexos.

5.13. Proposicidn.- Sea A un subanillo de cuerpo real K y sean
P ... Cp, una familia de ideales primos de A local-
mente reales con respecto a K. Supongamos que existe un
orden B en K tal que todos los p; s8on (e N A)-conve
xos. Entonces, existe una fami;ia de antllos de valoracién

reales de K,

AC B, CB_,C ...C B

tales que B, estd centrado en p; en A.



| - 44 -

Demostracidén.- Sea R la clausura real de (K,8). Enton-

si Bi es un anillo de valoracidn real de R con centro P,
1

en A, en virtud de 5.9, existe Bé tal que A B;C: B{ y B2

ces,

tiene centro p, en A. Aplicando reiteradamente 5.9 a pZC: P,
y Bé, eétc..., encontramos una cadena de anillos de valoracidn rea
les de R, AC B;C: ... C B;, tales que B; tiene centro p; en

A. Basgta tomar Bi = B;’j K.

5.l4. Corolario.- En las condiciones de 5.12, st piC: ..Cp, es
una familia de ideales primos de A localmente reales y B
es un orden en K de modo que todos los pi son (B A)-

convexos, entonces extigte una familia de ideales primos de

¢, ¢,C ...Caq, tales que son (B () C)-convexos (y por

lo tanto localmente reales con respecto a K) y

g;NA=p;, 1L$dsr,

{
i
i
|

5.14. Observacidn.- Pudiera parecer que la condicién en 5.12, 5.13
y 5.14 de que exista un orden que haga convexos simultaneamente a

los ideales es muy fuerte. Sin embargo tenemos el siguiente recipro

co de 5.11:

Proposicidn.- Sea Py ¥ oP, dos tdeales primeos de un sub-
anitllo A de un cuerpo real K, pIC; P, Supongamos que
existen ideales primos 1, ¥ q, en la clausura semiente
ra, A~ de A en K, tales que 9, C 2, ¥, N A= P,

k]

¥y a, NaA-= Py- Entonces existe un orden B en K tal

que p;, y P, son (8 N A)-convezxor.



Demostracidén.- En vir

llos de valoracidn reales. Ad

(z-s],

G
P ARG |
(S

®,

te, cf.
2]

hay una cade

K

4§,
A”
( )ql

jemos un orden arbitrario en

cidén de y es el

un orden en K; tal que 6,

a » 0, entonces Ol(a) > 0,

un orden en K tal que 62

mos el orden que acabamos de

nido verifica que ql y q2

cia p; y p, son B8N ay-

tales que
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(A )q2

Por consiguien

tud de 4.8, (A7) son ani

(A7)

emis

na de lugares reales (cf. §6)

(A™)
;
anillo de valoracién de 91 ° 82.

Demostraremos en 6.4 que existe

es el anillo de valora-
Fi-
.

conserva 6rdenes, es decir si a € Kl‘

o Ol(a) = o, Andlogamente, existe

conserva Ordenes (donde en K; considera

obtener). El1 orden B de K asi obte

son. (B [} AT)-convexos. En consecuen-

convexos.

3



CAPITULO II: EXISTENCIA DE LUGARES REALES EN CUERPOS |

REALES DE FUNCIONES.

En este capitulo iniciamos el estudio de lugares reales en
cuerpos de funciones. No obstante, el epigrafe §6 se dedica al estu
dio general de existencia y extensidn de lugares sobre un cuerpo ar
bitrario. A lo largo de todo el capitulo, R serd un cuerpo real-
mente cerrado arbitrario (salvo mencidén explicita de lo contrario
como en §8), y V serid una variedad algebraica real irreducible de
R". Todo el capitulo estd destinado a demostrar la existencia de
lugares reales con centro en V, rango y dimensidn dados arbitra-

riamente de antemano. Para ello se inicia por la situacién mds sen

cilla, para concluir en el teorema general, tcorema 10.8.

Aunque el estudio intenta ser lo mads algebraico posible, se
utilizan argumentos geométricos cuando son necesarios, como en el
§8. Finalmente, el capitulo concluye con un epigrafe dedicado al

cono tangente real (§11),.

§6. Existencia y extensidn de lugares reales.

Recordemos que dados dos cuerpos K y L, un lugar
é : K+ L,», que suponemos sobr;yectivo, es real, si L esun cuer
po real. Es inmediato, que en estas circunstancias, K es real tam
bién. Por supuesto, la definicién anterior es equivalente a decir
que ¢ es real si su anillo de valoracién B, = {x 6 K : ¢(x) 6 L},

o

es real (cf. 3.1). Designamos por m¢ el ideal maximal de B¢,

- 46 -



- 47 -

m¢ = {x 6 K : ¢(x) = 0}. Dos lugares (reales o no) ¢ y ¢ de

K, ¢ : K +-L¢,m, P Ko Lw,m, son _equivalentes si verifican una de las siguien

tes condiciones ~a su vez equivalentes- (cf. [Z—S]):
(a) existe un isomorfismo f : L¢ + LW tal que P = fo¢,
(b) los anillos de valoracidn B¢ y Bw coinciden.

Decimos que un lugar ¢ de K, es finito en un subanillo
A de K, si AC B¢. Si ¢ es finito en A, el ideal primo
p=my f1 A se llama centro de ¢ en A. Por Gltimo, si K y L son

cuerpos ordenados y ¢ : K > L, es un lugar real decimos que ¢

preserva el orden si para todo x €6 K, tal que x » 0, ¢(x) > 0,

o ¢(x) = . Es inmediato comprobar, que si ¢ preserva el orden

entonces B y m

¢ ¢

en K. Reciprocamente si B es un anillo de valoracidn cuyo ideal

son convexos con respecto al orden B fijado

maximal m (o equivalentemente, el mismo B) es convexo con res-

B
pecto a un orden total g de K, entonces, el lugar candnico
bp * K> (B/my), donde en B/mB se fija el orden cociente

BN B)/my = [x+mB | x 6 8 B}, preserva el orden.

Asi, el teorema 3.13 puede ser enunciado en términos de 1lu

gares del siguiente modo:

6.1. Teorema (de existencia de lugares reales, [Brl]).- Sean A un
subanillo de un cuerpo real y p un ideal primo de A lo-
calmente real con respecto a K. Entonces, existe un lugar

real ¢ de K, finito en A y con centro p en A.

De ls misma manera, la observacidn 3.14 permite la siguien

te formulacidn de 6.1:
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6.2. Teorema [Brl].— Con la notacidén de 6.1, si P es un orden
total de K tal que p es (B[] A)-convexo, entonces exis

te un lugar ¢ de K que preserva el orden, con centro p

en A.

El teorema 6.2, junto con los resultados 2.8 y 2.11, condu
cen al prdximo resultado para cuerpos de funciones, cuya versidn pa
ra el caso de puntos aparece ya, en [DUI]’ Recordamos, que si V
es una variedad algebraica irreducible en un cuerpo Kn, y W es
una subvariedad irreducible de V, un lugar ¢ de K(V) se dice
que estd centrado en W en V (o que tiene centro W en V) si

k(vl]C B, ¥y md)ﬂ k{v] = Jw0). .

¢

6.3. Teorema.- Sea V una variedad algebraica real e irreducible
de R", donde R es un cuerpo realmente cerrado cualquie
ra. Sea WC V una subvariedad irreducible de V. Enton-
ces W es centro de un lugar real de R(V) si y sblo sis

W es una subvariedad central de V.

Entre los resultados cldsicos que no son ciertos para las
valoraciones reales, destaca, por su importancia, el teorema de ex
tensidén. MAs concretamente, no es cierto que si h : A +> L es un
homomorfismo de un subanillo de un cuerpo real K, con valores en
un cuerpo real L, h se extienda a un lugar real de K. El teo-
rema 6.3 proporciona mGltiples ejemplos. Sirva, como botdn de mues

- 2,,2 .3 .
tra A = R[X,Y]/(X +Y“-X"), K el cuerpo de fracciones de A y

h : A> R el homomorfismo de sustitucién en (0,0). Si h se exten

diera a un lugar real ¢ de K, el centro de ¢ en
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vV = V(X2+Y2—X3)(: RZ seria el origen, que no es una subvariedad

central de V.

Surge asi, uno de los problemas mds cldsicos y dificiles en
la teoria de lugares reales: la extensidn de lugares reales. El pro
blema es atacado por primer vez por Lang en su célebre "The theory
of real places" ([L]). Alli, Lang demuestra, que tomando como pun
to de partida un cuerpo y un lugar, en vez de,un anillo y un homo-
morfismo, la extensién es posible en algunas ocasiones. Damos aqui
una nueva demostracidén de este resultado, que sirve de ejemplo de
utilizacién de las té&cnicas desarrolladas en el capitulo 1. Necesi

tamos, primero, un lema que parece remontarse hasta Baer y Krull:

6.4. Lema.- Sea ¢ : K » L, wun lugar real de K, y supongamos que
fijamos un orden B en L. Entonces, existe un orden B

en K tal que ¢ : (K,B) ~ (L,E),w preserva el orden.

Demostracidn.- Consideramos

F = {6rdenes parciales a de K : ¢ : (K,B) + (L,B)

preserva el orden}.

F es distinto del vacio pues I(K) 6 F. Es inmediato comprobar
que F es inductivo, con respecto a la relacién de inclusién. Sea
B un elemento maximal de F. Afirmamos que B es un orden total
de K. Pues, supongamos que existe x 6 K tal que x ¢ B y

-x 6 B. Entonces, también 1/x ¢ B y -1/x ¢ B, pues, si, por
ejemplo, 1/x 6 B, se tiene xz(llx) = x 6 B, absurdo. Sustituyen

do x por I/x si es necesario, podemos suponer ¢(x) 6 L, es de

3
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cir, finito. Pero, los conjuntos
B[X] = {a+bx : a,b 6 B}, y B[—x] = {a_bx : a,b € 6}

son drdenes parciales de K. - Entonces, si ¢(x) & B, B[x] 6 F, vy
si ¢(x) 6 (-B), B[-x] 6 F, 1luego en cualquier caso, 1legamos a

una contradiccidn con la maximalidad de B8.

6.5. Teorema (Lang [L]).- Sea ¢ : K » L,» un lugar real de ¢
tomando valores en un cuerpo L realmente cerrado. Enton-
ces existe una clausura real X de K, y un lugar real

$ t K> L,o que exrtiende ¢.

Demostracidn.- Sea A = $(K) y consideremos en A el or-
den inducido por el orden de L. Por 6.4, existe un orden f en
K tal que ¢ preserva el orden. Sean B el anillo de valoracién

¢
de ¢ y m¢ su ideal maximal. El1 ideal m¢
y si consideramos en A¢ = B¢/m¢ el orden cociente B8 =(8 BB)/m¢

tenemos un isomorfismo f : (A¢,§) > A que preserva el orden (ver

es (RN B¢)—convexo,

diagrama).

Consideremos la clausura real K de K —con respecto al or
den B vy denotemos también por B' el finico orden de "'K. Enton-
ces m¢ es (B'N B¢)—convexo. Por el teorema 6.2, existe un ani-

1lo de valoracidn real B' de K tal que B'( B y su ideal ma

¢’
ximal m' es (B'[() B')-convexo y m'[) B¢ = my- Por ser B¢ ani
11lo de valoracién, es B'[) K = B¢. con lo que la restriccién a K
del lugar candnico 7' : K > A" = B'/m' es el lugar cgnGnico

m: K > A¢. Se tiene, asi, el siguiente diagrama conmutativo y que
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preserva O6rdenes:

[ e—— |
/
/
/
/
/
7
/
/"'"|

Finalmente, A' es una extensidn algebraica de A¢ y por
tanto el isomorfismo f se extiende a un monomorfismo f : A' > L
que preserva el orden. La composicidn ¢ = fon' es el lugar real

buscado.

Obsérvese, que si K estd ordenado desde el principio
con un orden B tal que el lugar ¢ : K + L, preserva el orden,
entonces la clausura real a la que es posible la extensidén puede
ser fijada de antemano. En este caso, como ademids el cuerpo resi-
dual de la extensidn es algebraico sobre A, el anillo de valora-

-

cién B' de ¢ viene caracterizado por ser el minimo anillo de

valoracidén real de K «con centro en B y con ideal maximal

™6 )

m' (B'[) B')-convexo. Por tanto la extensidn $ estia univocamente

determinada y tenemos

6.6. Teorema (Knebusch [K]).- Sea K un cuerpo ordenado y ¢ un
lugar real de K, ¢ : K + L,w, que preserva el orden y
que toma valores en un cuerpo realmente cerrado L. Sea
K la clausura real de K y sea F un cuerpo cualquiera,
KC FC K. Entonces, existe una dnica extensién

¢ : F> L,», de ¢, tal que ¢ preserva el orden.
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Si prescindimos de la restriccidén de que la extensidn I
tome valores en L, podemos generalizar el teorema anterior come

sigue:

6.7. Proposicidn.- Sea K y L dos cuerpos ordenados, E una ex
tensidn ordenada de K (no necesariamente algebrateal, y
sea ¢ : K + L,» un lugar real de X, que suponemos sobre
yectivo y que preserva el orden. Entonces ¢ se extiende a
un lugar ¢* de E con valores en una extcnsidén ordenada

L* de L, ¢* : E = L* oy tal que ¢* preserva el orden.

Demostracidn.- La demostracidn es similar a la del teorema

6.5. Puesto que ¢ ©preserva el orden, si denotamos por B el orden

en K, m¢ es (8N B¢)—convexo. Sea B' el orden de FE. Como
R' es extensidén de B, m¢ es, tambi&n, (B8' N B )-convexo. Enton
ces, existe un anillo de valoracién real, B', de E, tal que
B'C B y M']W B = m, . En consecuencia B'[] K = B,, vy la res-
¢ ¢ ¢ ¢
triccibén del lugar candnico ¢' : E » B'/m' = A' es el lugar cand-
nico w¢ : K » B¢/m¢ = A¢. Tenemos pues el siguiente diagrama con
mutativo y que preserva &rdenes (formado por las flechas continuas):
_ ' £ —_
K ———— —+ A’ mmeee- » L
~ ~
~. H
~ |
Fee
. -
. . .
1
K — LN by !
N\: E
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donde f es el isomorfismo candnico, que preserva 6rdenes, tal que

¢ = fom, .

3 ]
Sea {xi}iGI una base de transcendencia de A sobre A¢,

y consideremos el cuerpo L' = L({xi : 1 6 1I}) y el isomorfismo
L} o . i . ~
£' A¢({xi :+ i e 1}) » L({xi : i 6 1})

definido por: f' = f, y f£'(x.) = x,. Denotemos por a el
A¢ i i

orden imagen por f' del orden B'() A¢({xi : i 6 I}). Entonces

f' es un isomorfismo que preserva el orden, y por consiguiente ex

tiende a un monomorfismo, f*, de A' en la clausura real, L*,

de L', que preserva Grdenes. La composicidn ¢* = f*on' produce

el lugar real buscado.

El resultado anterior muestra una de las dificultades fun-
damentales al tratar con lugares reales: la falta de informacidn sgo
bre el cuerpo residual. Esto provoca multitud de problemas y, en
efecto, podra comprobarse en las piginas sucesivas, que uno de los
principales esfuerzos se realiza con el fin de tener algiin tipo de
control sobre el mismo. Por citar un ejemplo, es bien conocido, que
si ¢ : K > L,» es un lugar de un cuerpo K, y E es una exten
sién de grado de transcendencia r sobre K, entonces existen ex
tensiones ¢* de ¢, ¢* : E > L*, o, de dimensidén s sobre ¢,
es decir, L* tiene grado de transcendencia s sobre L, para
cualquier s, 0 ¢ s ¢ r. El enunciado andlogo para lugares entre
cuerpos ordenados es falso, como muestra el siguiente simple ejem-
plo: sea K = L.= Q v ¢ =1 : Q> Q. Sea E 1la clausura real

Q

contenida en R de Q(m). Entonces no existe ningiin lugar real



- 54 -

de E, que extienda ¢ y sea de dimensidn cero sobre él. En efec
to, la proposicidn 6.10, que demostraremos mads adelante, asegura
que tal lugar no existe por ser E una extensidn arquimediana de

Por otra parte, la extensién FE de K factoriza en
KC K[x;,...,x ] = FC E,

donde F es una extensidn puramente transcendente de K y E es
una extensidn algebraica de F. Si denotamos por R* el orden en
E, B' = 8%V F, y B =pg*[)1 K, y suponemos que podemos extender
el lugar. ¢ YR - L,®» a un lugar real ¢' de F que teunga dimen
sién s sobre ¢ y preserve el orden, el teorema 6.6 garantiza
la extensiﬁnﬂde ¢' a un lugar ¢* de E, que seria de dimensidn
s sobre ¢.  Por tanto, la dificultad aparece, no en las exXtensio
nes algebraiﬁas, sino en las extensiones puramente transcendentes.
Mis concretamente, estriba en el hecho de que las extensgiones de
los lugares tienen que preservar un orden dado de antemano. Por

otra parte, si suprimimos esta condicidn de conservar el orden tene
)

mos:

6.8. Proposicidn.- Sean K un cuerpo real y ¢ un lugar real de
K. Sea E = K(T,,...,T_ ) una extensidn puramente transcen
1 T =z

dente de K. Entonces, para cada d, 0 < d < r, existe

un lugar real ¥y de E, que es extensibén de ¢ Yy tiene

dimensién d sobre é1.

Demostracidn.- Sean B el anillo de valoracidn de ¢ y

—

m¢ su ideal maximal. Consideremos el anillo C = B¢[T1,...,Tr] y
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los ideales pi = (m¢, Tl""’Ti)c’ 1< ixgr, Py = m¢c. Puesto

que Tl""’Tr son algebraicamente independieﬁtes sobre B¢, los

ideales Psis 0 < i< r son primos y yacen sobre m¢, i.e.

pi[w B¢ = m¢, (a posteriori, esta demostracidén prueba que también
son localmente reales en C). Afirmamos que Cpo es un anillo de
valoracidén real de E. En efecto,

(a) E es el cuerpo de fracciones de C (y a fortiori de

c, )

Po

(b) Sea x 6 E. Veremos que x 6 C o 1l/x 6 cC En

Po Po”
efecto, por (a), x se escribe:
Efi m.
x=m, f.,ngB
> il ir
y donde m., nj son distintos monomios de la forma T1 "'Tr .

¢« Si Zgj n. ¢ p entonces x G:Cp

J o

© Si If, m, ¢ po entonces 1/% € Cpo

* Supongamos Zfi m, Gpo y Ig. n. 6 Po- Entonces

1 1
fi’gj 6 m ¥i,j. si v(g,) = min {v(fi),v(gj)} entonces,
L(f./g, Im,
x=_1._k._igcp,
Z(gj/gk)nj °

y si v(fk) = min (v(fi), v(gj)} entonces
1 Z(g./gk)n. .

x ‘p.’

Z(fi/fk)mi °

donde Vv representa la valoracidn definida por B En consecuen

.
cia Cp es un anillo de valoracién de E. n
o



(c) Veamos que es real. Por la independencia algebraica de

P tiene
Ty ,Tr se tie

c J/pC = c.fr.(C/p ) = c.fr. (B, /m,(t;,...,t =
P, PoCp, P o/me(tys »t.))
v- =A¢(tlp-°-)tr)
donde tl,...,tr son los po-residuos de Tl""’Tr y son alge-
braicamente independientes sobre A¢, el cuerpo residual de ¢.
Como ¢ es real, A¢ es real y por tanto también lo es
A¢(tl"”’tr)’ cuerpo residual de C o
Sea @ el lugar real definido por C_ - & es una exten
o Po [ -

sién de ¢ de dimensidn r sobre &l. Consideremos la restriccién

de ¢ a C
o

o, 1 C > A¢[c1....,tr].

Tenemos, & (p.) = p.;/p, = (p »T;s...,T )V/p = (tl"“’ti)A¢[tl"'
"tr]' Ahora, dado el anillo de polinomios A¢[tl""’tr] y la
cadena de ideales (tl)C(tl,tz)c ... C (tl,...,tr), tomamos el lu

gar real
b, ¢ A¢(t2,...,tr)(tl) - Aw(tz,...,tr)
definido por el anillo de valoracidn A¢(t2""’tr)[tl](tlA (t,,..

¢ 27"

“‘tr)Bl])' A continuacidn sea 92 el lugar real de A¢(t2,...,tr),

92 : A¢(t3,..,,tr)(t2) > A¢(t3,...,tr)

definido por el anillo de valoracién A¢(t3’”"tr)[tﬂ(t2A¢Uj,.n,tr)[tﬂ

y tomemos ¢, = by ° @l. Por recurrencia obtenemos una cadena de lu
gares reales ¢,,...,% , cada uno compuesto del anterior
1 r

A¢(tl,...,tr) > A¢(t2,...,tr) > ... > A¢(tr) > A¢
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cuyos respectivos centros en A¢[tl""’tr] son (tl)’ (tl,tz), ..
ceey (tl,...,tr).

Por iltimo las composiciones wd = @d ° Oo, 1 €£d<gr,
Y = & , proporcionan una cadena de lugares reales de E, que ex

o []

tienden ¢ y wd tiene dimensién d sobre ¢, lo que concluye
la demostracién. Obsérvese que wd tiene centro Py en C, 1o

que prueba que Py es localmente real, 0 < d < r.

Para concluir hay un caso de extensidn de lugares que es
particularmente importante: cuando el lugar base, ¢, es trivial,
es decir, dado un cuerpo real K y una extensidn real suya, E,

icuando existe un lugar real Y de E tal que V¥ K= lK?.

6.9. Definicibén.- Sea E una extensién de un cuerpo K. Un lugar

v de E se dice que es un lugar de E sobre K si

¢lg = 1g- St ¥ es un lugar de E sobre K (brevemente,

un lugar de E|K) definimos la dimensidén de ¢ (dim )

como el grado de transcendencia del cuerpo residual de W
sobre K.
Por supuesto, dim {y § grado trans [E : KJ. Recordemos el

siguiente resultado:

6.10. Proposicidén.- Sea E wuna extensidén real de un cuerpo real K.
Entonces, existen lugares reales, no triviales, de E sobre
K st y s8blo st existe un orden B en E tal que (E,B) no

es arquimediano sobre (K, B8 n K).
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Demostracifn.- Supongamos que para todo orden B de E,
(E,B) es arquimediano sobre (K, BN K), y sea ¢ : E » L, un
lugar real de E sobhre K. Fijemos un orden arbitrario o en L.
Por 6.4, existe un orden 80 en E tal que ¢ preserva el orden
BO. Entonces el anillo de valoracidn B¢ de ¢ es Bo—convexo y

B, D K. Como (E’Bo) es arquimediano sobre K, resulta B¢ = E

¢

y por tanto ¢ es trivial.

Reciprocamente si B es un orden de E tal que (E,B) no
es arquimediano sobre (K, B N K), el lugar de Krull definido por

K y B, es decir, el lugar de anillo de valoracién
B={x6E : existe a 6 K, -a 8% g al,

y cuyo ideal maximal es
m={x 6 E: para tedo a 6 K, -a E X é a}l,

es un lugar real de E sobre K, que no es trivial.

6.11. Definicidn.- Con la notacidn de la definicidén 6.9, un lugar
de E sobre K de dimensién cero recibe el nombre de lu-
gar _algebraico sobre K. Cuando el cuerpo residual es el

propio K el lugar se dice que es ractional.

§7. Existencia de lugares reales racionales, discretos, de rango

1, en cuerpos reales de funciones

Empezamos el estudio especifico de lugares reales en cuer-
pos de funciones, dedicando este epigrafe a probar un {inico resul-

tado, que serviri de motivacidn para aquellos, mucho mds exigentes,
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que seguirdn en las proximas secciones. Por otra parte, la técnica
usada aqui es diferente a las que utilizaremos en el futuro: se tra

ta de una aplicacidn del teorema de inmersién de Lang (Lang's embed

ding theorem, [L]). En todo lo que sigue R es un cuerpo realmen-

te cerrado arbitrario.

7.1. Proposicidn.- Sea K = R(xl,...,xn) un cuerpo real de funectio-
nes de grado de transcendencia r sobre R. Sea
A = R[xl,...,xn]. Entonces, existe un lugar real de K 8o

bre R, & : K > R,w, que es finito en A, de rango uno

y discreto.

Demostracidn.- La demostracidm es como sigue: consideramos -
el anillo de series con exponentes fraccionarios R((t))*, que es
realmente cerrado, y definimos una inmersidén de K en R((t))*.

En R((t))* tenemos la valoracidn canfnica de rango 1:

v @ R((t))* > @
z(t) > 0(z(v)),
donde 0(z(t)) representa el orden de la serie z(t). La composi

cidn de 1la inmersidn obtenida con v produce una valoracidn de

rango 1 en K. Hay un punto de fundamental importancia: la inmer-
sién ha de ser escogida de modo que para cada i=l,...,n, 1la ima-
gen zi(t) de X; sea tal que O(Zi(t)) > 0, para obtener la fi

nitud de ¢ en A.

Por el lema de normalizacidén de Noether podemos suponer que

{xl,...,xr} es una base de transcedencia de K sobre R y que A
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es entero sobre R[xl,...,xr]. Sea { un elemento primitivo de

s

K sobre R(xl,...,xr) = R(x'), y sea f(T,x') =T + as_l(x')T

+.o..+ ao(x') el polinomio minimo de & sobre R(x'). Sea

s—l+

Gv(ai(x')) una sucesidn de Sturm para f y consideremos la familia

finita de funciones racionales de R(x'), (gv}, formada por X
1 < igr, los coeficientes de f, ai(x‘), y las fumnciones
Gv(ai(x')). Fijemos un orden arbitrario em K y consideremos las
funciones g, con su respectivo signo en dicho orden. Por [L],
existe una especializacidén q = (al,...,ar) de x' en R" tal

que gv(a) tiene el mismo signo (en R) que gv(x') (en K), para

cada wv.

Ahora, R CR((t))* y considerando las funciones gv(x')
como funciones sobre (R((t))*)t, son continuas en o 6 (R((t))*)r,
y por lo tanto conservan el signo en un entorno de o. Sea
A= (Al,...,kr) una r-~tupla de elementos algebraicamente indepen-
dientes de R((t))* sobre R, suficientemente pequefios para que,

para cada v, el signo de gv(a+A) sea el mismo que el de gv(a).

Afirmamos que O(Ai(t)) > 0. En efecto, tomemos A tal que
Ili-al < 1 (en el Gnico ordem de R((t))*). Si
%1
Ai(c) =t (°i+di +...) a; 6 Q, < 4 0,

El elemento Ci+dit +..., es finito con respecto a R (i.e. estd
acotado por elementos de R en el orden de R((t))*) 'y por tanto,
Ai es infinito o finito con respecto a R segin s, sea o no ne-

gativo respectivamente. Como lki-al < 1 entonces s, » 0. :

Puesto que f(T,x') tiene una raiz real en K, f(T,a+})

1
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tiene una raiz real n en R((t))*, y K = R(x‘,...,x »E)  es iso

morfo a R(al+Al,...,ur+Xr,n) C R((t))*, mediante el isomorfismo:

X, > zi(t) = ai+Xi(t), £ » n(t). Por consiguiente, si i=1l,...,r,
O(Zi(t)) 2 0. Si 4 > r, tenemos una ecuacién de dependencia ente
ra

m N 'y '
X + bl(x )xi +.. .+ bm(x ) =0, bi(x ) 6 R[xl,...,xr].

Aplicando el isomorfismo anterior, como O(bi(zl(t),...,zr(t))) > 0,
si fuera 0(z;(t)) < 0 (donde z,(t) es la imagen de x;), toman
do 6rdenes en la ecuacidn anterior seria

O(Zi(t)m + bl(zl(t),...,zr(t))zi(t)m_l +.o..F

+ bz (), 0,z (£))) = 0(2 ()™ < o0,

contradiccidn. Por tanto O(Zi(t)) > 0 para todo i=l,...,n. Fi-
nalmente, supongamos zi(t) € R[[T]/di]] y sea d el minimo comiin
miltiplo de los di' El isomorfismo de sustitucién

h : R((t))* > R((e))*, h(z(t)) = z(td), compuesto con el isomor-
fismo inicial proporciona una inmersidn de K en el cuerpo de se-
ries de Laurent, R((t)). Sea v : R((t)) = 2 1la valoracidn cand
nica de R((t)), v(z(t)) = 0(z(t)). La composicibén de la inmer-
sién K -+ R((t)), con v produce una valoracidén real, discreta y
de rango uno cuyo cuerpo residual es R. El lugar asociado con di

cha valoracidn concluye la demostracidn de 7.1.

7.2. Observacidn.- NStese que la proposicién 7.1 no dice nada acer
ca del centro en A del lugar que construimos. Dicho centro tie-

ne que ser un ideal maximal, localmente real de A. La pregunta
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natural es, (puede €ste ser fijado "a ériori"?. Por ejemplo, su-
pongamos que el ideal m = (xl,...,xn)A es localmente real. (Exis
te un lugar real ¢ de ‘K sobre R tal que es discreto, racio-
nal, tiene rango uno y centro m en A?. Un primer modo de ata-
car el problema es intentar escoger la inmersidn de la proposicién
7.1 de forma que verifique las condiciones apropiadas, a saber, que
0(zi(t)) >0, i=1,...,n. De cualquier manera, esto no parece na-
da claro, y nos vemos obligados a afrontar el problema desde un pun

to de vista geométrico, que es el objeto de la siguiente seccidn.
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§8, Lemas de seleccidén de curvas Zariski-densas. Cuetpos de Cantor.

El problema final que queremos resolver, es, como indicamos
al final del epigrafe anterior, la existencia de lugares reales dis
cretos de rango ! y dimensién cero, con centro dado de antemano. Geo
‘métricamente, si V es una variedad algebraica irreducible cuyo
cuerpo de funciones es K y cuyo anillo de cootrdenadas es
A = R[xl,...,xn] = R[Xl,...,xn]/J(V), tales lugares se corresponden

con evaluaciones a lo largo de curvas formales, X; = Zi(t) 6 R[[t]]

A

1 € i n, contenidas en V y que son densas en la topologia de
Zariski de V, es decir si un polinomio se anula sobre ellas enton

ces el polinomio es idénticamente cero en A. El centro del lugar

en V es, entonces, el punto (zl(O),...,zn(O)).

8.1. Definicidn.- Sea V wuna variedad algebraica real irreducible
de R". Sea IJ(V) C R[XI""’Xn] el ideal de v. Conside
remos que el origen 0 = (0,...,0) € V.- Una curva analiti-

cqa en V pasando por el origen es un homomorfismo

y o+ R[xp...0x ] > R[[£]]
tal que O(Y(Xi)) >0, 1 <ig<n, y ker y D J(V). Deect

mos que Y eg Zariski densa en V si ker Y = J(V). Sea

s ={x8v: f(x)> 0, ven £ (x) > o}, £, ¢ Rr[v], 1<icp,

un conjunto semialgebraico, abierto, de V, tal que 0 6 s

Decimos que Y estd contenida en S st Y(fl) > 0,...

...,Y(fp) > 0 en el orden de R[[t]] que hace t > 0.

Asi pues, nuestro propdsito es encontrar curvas analiticas,

o
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Zariski-densas, en V, a través del origen. Para ello utilizaremos
el siguiente resultado de MacLane y Schilling que asegura la existen
cia de suficientes elementos en R[[t]] que son algebraicamente in
dependientes sobre R(t), y proporciona un método para construir-

los:

8.2. Lema ([Mac-Sch]).- Sea K((t)) el cuerpo de series formales
con coeficientes en el cuerpo K de caracteristica cero.
Entonces, para cada n 6 N, existen n series de poten-
cias Yyseees¥y € K((t)) que son algebraicamente indepen
dientes sobre K(t). Mds ain, Yys-eea¥y pueden ser toma

das en ef[[t]] y con érdenes tan altos como queramos.

Demostracidn.- El primer aserto es el que aparece en [Mac-
Sch], Lema 1, pdg. 509. Las puntualizaciones sobre las posibilida
des de eleccidn de Yys-++sYy, son consecuencia directa de la demos

tracidn que alli se da. En efecto, alli prueban que si

2. (k)
2, (1) 1
= + . A
YT e g BT et A a0t *
£ (D £ (k)
y = a + a t +...+ a t *+...,
n n, nt (1) ng (k)
donde a.,. 6 § - {0}, y los exponentes verifican las condiciones:

1)

ZI(K+1) 2 (k+l) ll(k), Kl(l) > 1
(*)

Cott) > £, [lrlee 2. (0], £;(1) 21, i=2,...,n,

entonces las series Yyr+-+s¥, son algebraicamente independientes
U cll ' a
sobre K(t). Consiguientemente las series Yy =t Ypeeeesy, =ty
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son, también, algebraicamente independientes sobre K(t).

8.3. Observaciones.- (a) De la demostracidn anterior se deduce, que
una condicidn suficiente para la independencia algebraica es dejar
lagunas de gran tamafio en los exponentes de t: 1las dadas por la
condicién (*). Observamos también, que construidas n series alge
brajcamente independientes sobre K(t) por el método anterior, siem
pre podemos afiadir q nuevas series, sin modificar las anteriores
para obtener n+q series algebraicamente independientes, sin mis

que usar las inecuaciones (%*).

(b) Si L es una extensidn ordenada de K, e Yyse-a¥y
son n series algebraicamente independientes sobre K(t), cons-
truidas como en 8.4, entonces LAERREES A% son, tambi&n, algebraica
mente independientes sobre L(t), puesto que la inecuaciones (*)

s6lo afectan a los exponentes.

(c) EYl mismo hecho de poder elegir libremente los coeficien
tes de las sgeries LATERERS A hace que, si trabajamos en un cuerpo
en el que podamos hablar de convergencia (piénsese, por ahora,en R),

las series YyreeesY, pueden tomarse en R{t}.

Si el origen 0 es un punto simple de V, el lema de exis
tencia de curvas Zariski-densas en V por 0 es una aplicacidn fi

cil del teorema de la funcidn implicitas para series formales.

8.4. Lema.- Sea V una variedad algebraica irreducible de R", y

supongamos que 0 es un punto simple de V. Fntonces,
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existe una curva analitica vy en V, a través de 0, que

es Zariski-densa en V.

Demostracidn.- Sea r = dim V = dimov. Puesto que 0 es

un punto simple, existen polinomios ...,fn, con diferencia

fr+l’

les linealmente independientes en 0, y tales que en un entorno

U de 0 se tiene que

v v=1{xe6Rr": £ (X)) == £ (x) = 0}

(cf. [Re], [ [Bréj). Después de un cambio de coordenadas podemos
f PP i
r+l  (0,0)) # 0. Por 8.2, sean

suponer que det (
3xr+l""’xn

zl(t),...,zr(t) r series de potencias en R[[t]], algebraicamen
te independientes sobre R(t) y tales que zl(O) =,..= zr(O) = 0.

El sistema ft+1(zl(t)’""zr(t)’xr+l"'"Xn) =0

fn(zl(t),...,zr(t),xr .,xn) = 0,

+1°°°
fr+k(z(t);x") [ R[[t,xr+l,...,xn]], verifica que

af
9x

r+l""’fn L .
(0,0)) # 0. Por consiguiente, en virtud del teo

det ( "
r+1’°°"°"*"n

rema de la funcidn implicita para series formales {To], existen

series formales zr+l(t),...,zn(t) tales que

fr+l(zl(t),...,zn(t)) == Fo(z (), 0,z (8)) = 0,

y zr+1(0) =...= z“(O) = 0.

Definimos Yy : R[Xl,...,xn] > R[[t]], y(X) = z (),

1 £ i € n. Por construccién, tenemos J(V) C ker y, y por consi
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guiente, dim (ker y) € dim (J(V)) = r. Por otra parte,

ker yr)R[Xl,...,Xr] = {0}, puesto que zl(t),...,zr(t) son algebrai
camente independientes sobre R. Por tanto, tenemos una inclusién
R[Xl,...,xr] - R[Xl,...,xn]/ker Y y dim (ker Y) > r. En consecuen

cia ker vy = J(V), 1lo que completa la prueba.

8.5. Observacidn.- Si el cuerpo base son los niimeros reales (u otros
.
cuerpos que definiremos mads adelante) el argumento anterior es el

siguiente: después de un cambio de coordenadas podemos suponer

uv

{(xl,...,xr,¢1(xl,...,xr),...,¢n_r(x1,...,xr) :
t(xy,.e,% ) 60" C r"}

donde U' es un entorno abierto del origen en R" y ¢1""’¢n—r

son funciones analiticas-algebrai
- cas. Escogemos zl(t),...,zr(t),
series convergentes a través del
origen y algebraicamente indepen-

2}

dientes sobre R y definimos

por Xi = zi(t), 1 ¢<igr,

xr+j = ¢j(z,(t),...,zr(t)).
Para la demostracidén del caso general, es decir, cuando el
origen es un punto central de V necesitamos introducir los cuerpos
de Cantor. Dichos cuerpos son definidos por primera vez por Dubois
[Dul] y Bukowski [Bu], como aquellos cuerpos reales donde tiene sen

tido hablar de convergencia de series.
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8.6. Definicidn.- Un cuerpo ordenado se dice que es un cuerpo de
Cantor si existe un elemento p 6 K\ tal que 1lim u™ = 0,
R n
. n

i.e. ¥e € K, € > 0, existe n 6 N tal que 0 < u" < €.

El elemento u se dice que es un microbio.

Por ejemplo, en R, 1/2 es un microbio. Anilogamente, si
K(t) es ordenado de forma que t es infinitesimal y positivo, en
tonces t es un microbio en K(t), pero 1/2 no lo es, pues

£ < (1/2)n para todo n.

Los siguientes resultados aparecen en [Dui] (cf. tambié&n

[p-8]):

8.7. Proposicidn.- Cualquier extensidn finitamente generada de un
subcuerpo de los nimeros reales es un cuerpe de Cantor, con

respecto a todos sus drdenes.

8.8. Proposicién.- Si K es un cuerpo de Cantor y K es su clausu

ra real, entonces K es de Cantor.

Dado un cuerpo K ordenado, podemos definir su compleccidn
K~ wusando el valor absoluto definido por dicho orden, de manera to
talmente andloga a la construccidén de R a partir de €, i.e. una
sucesidn {an}C: K se dice que es de Cauchy si ¥e > 0, 3 n tal
| < e, donde todas las desigualdades se re-

q L]
fieren al orden fijado en K. Se considera el conjunto de sucesio-

que ¥p,q > no, Iap—a

nes de Cauchy, etc... (cf. [VdW]). Ademis, si K es realmente cerrado
tamhién lo es K~ (cf. |Bul).

Dado un cuerpo ordenado K, definimos la nocidn de conver-
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gencia de una serie usando la topologia del orden.

a de elementos de K es con-

~18

8.9. Definicidn.- Una serie
n=o

k
vergente si la sucesidn (Sk}k>0’ S, = nzo a  es de Cau-

chy.

En consecuencia, una serie convergente de K converge a un

elemento de K. Si K es un cuerpo de Cantor vy W es un micro-
oo

bio, es inmediato comprobar que la serie z r" converge a Tl_
n=o T

cuando 0 < r < u., Igualmente tenemos el siguiente hecho inmediato.

8.10. Lema.- Sean r_ > 0, M > 0, tales que ¥n > 0,
— o
la lrn < M. Entonces, ¥r € K, 0 < r < r , la serie de
n' o ’ o
potencias ) ant“ converge normalmente en el disco cerra

n>0

do Dur = {x 6 K : |x]| < ur}.

Asi pues, en cuerpos de Cantor tiene sentido considerar el
anillo de series convergentes K{t} <con coeficientes en K. Resal
temos que seglin nuestra definicidn de convergencia, una serie

z(t) 6 k{t}, define una funcién en el disco de convergencia, con

valores en K.

Por Gltimo, digamos que las mismas demostraciones que para
el caso de los niimeros reales conducen a los siguientes resultados

sobre cuerpos de Cantor (cf. [Ch]):

8.11. Proposicifn (teorema de la funcibén implicita para cuerpos de

Cantor).- Sea K wun cuerpo de Cantor, y f 6 v{X,Y} wuna
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serie convergente tal que £(0,0) = 0 y %5 (0,0) #0. En-—

tonces existe una unica ¢(x) 6 K{x} tal que ¢(0) = 0 y

f(x, ¢$(x)) = 0.

8.12. Proposicidn.~ Sea f 6 K{X}[Y] ¢tal que £(0,0) = 0, y sea
¢ 6 K[[x]]* (anillo de series de exponentes fraccionarios)
tal que ¢(0) = 0 y £(X,9(x)) =0 en K[[X]]*. Entonces

¢ 6 K{x}*.
Estamos ya en condiciones de establecer la siguiente

8.13. Proposicidn.- Sea V una variedad algebraica real irreduci-
ble de R™, donde R es un cuerpo realmente cerrado y de
Cantor. Sea S un semialgebraico abierto de Reg V, Yy su
pongamos que 0 = (0,...,0) € S. Entonces, existe una eur

n

va analitica Yy en R, a través de 0, que estd conte-

nida en S y es Zariski-densa en V.

8.14. Observacién.- Aqui la curva Y va a ser ademds "analitica"
en el sentido de que sus ecuaciones van a ser series convergentes
de R{t}. Entonces Y define una funcidén Yy : R > (RH™. Por
tanto, para valores de t suficientemente pequefios, Y represen
ta una curva analitica-(en sentido cojuntista), y si s” repre-
senta el conjunto semialgebraico definido por las ecuaciones de §
entonces, para valores de t suficientemente pequefios, Y esti
contenido conjuntistamente en S”. Por otra parte es inmediato

comprobar que en esta situacidn es equivalente decir f(y(t)) > 0

en R si 0 < ¢t < e, a decir que Y(f) > 0 en R[[CJ], doude
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Y : R[Xl,...,Xn] > R[[t]] es el homomorfismo definido por Y.

Demostracidn de 8.13.- Sea r = dim V = dim S. Por hipdte
sis tenemos J(S) = J(V). Por el teorema de estratificacidn topo-
}gréfica de los conjuntos semialgebraicos (cf. [Lo] para el caso
R=1R vy fDe] para cuerpos realmente cerrados arbhitrarios), exis
te un cambio lineal de coordenadas de forma que nos podemos redu-

. . . . r .
cir a la siguiente situacidn: w : S » R es la proyeccidn sobre

las r primeras coordenadas, dim(mw(S)) = dim S = r, 0 6 w(S) y
existen funciones semialgebraicas (analitica a trozos),

£r+k : m(8) » R, 1 <K < n-r, tales que

S = {(x',£r+l(x‘),...,gn(x')) : x' = (xl,...,xr) 6 n(s)}.

Para cada k, 1 < k < n-r, sea Pk(X ’Xr+k) 6

6 R[xl,...,xr,xr+k] un polinomio irreducible tal que
Pk(x',€r+k(x')) = 0. Entonces existe una particién de R' en un
niimero finito de semialgebraicos TT,...,T? (cf. [Lo], [D—K])
k
k ' k ' .

tales que en cada Ti’ para cada x' 6 Ti’ Pk(x 'Xr+k) tiene un
niimero constante at de raices que vienen dadas por funciones se-
mialgebraicas nk (x') < ... < nk (x'), x' 6 TE.

Yy .k i

ia;

Intersecando T7(S) convenientemente con otros semialge-
braicos, podemos suponer que T(S) tiene la propiedad de que para

todo x' € ®(S), para todo k = 1,...,n-r PK(x',X tiene un

r+l)

niimero constante a de raices, dadas por funciones semialgebrai-~

k
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cas ordenadas crecientemente nt(x‘) < ... < n: (x'), wuna de las

k
cuales coincide con §

r+k(x')'

A continuacién necesitamos el siguiente lema, que demostra

remos mids adelante:

8.15. Lema.- Sea S un conjunto semialgebraico abierto de dimensidn
t de R, donde R es un cuerpo de Cantor realmente cerra
do. Supongamos que 0 € S. Entonces existe una curva anali-
tica a(t) a través de 0, tal que oa(t) = (zl(t),...

...,zr(t)) € S si t 6 (0,e) y zl(t),...,zr(t) 6 R{t}

son algebraicamente independientes sobre R(t).

Aplicando 8.15 al semialgebraico w(S) existe una curva
analitica a(t) = (zl(t),...,zr(t)) tal que a(0) = 0,
a(t) 6 m(S)" si t 6 (0,e) vy Z,(t),...,2 (t) 6 R{t} son alge-

braicamente independientes sobre R(t).

Para cada k

l,...,n-r consideramos

PCe,X ) = Pz (o), ..,z (e0),x ) 6 R[[e]]*[x T,

* k -
y sean ul(t),...,usk(t) [ R[[t]]* las raices de Pk(t’xr+k) (ob

sérvese que R((t))* es realmente cerrado). Por 8.12 se tiene que
u?(t),...,u: (t) 6 R{t}*, y por consiguiente, para t 6 (O,Gk),
k

Gk convenientemente pequeiias definen funciones continuas con valo
~ k k
res en R y que podemos ordenar ul(t) < ... < Hg (t).
k

Ahora bien, una inmediata aplicacidn del teorema de Tarski-
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Seidemberg muestra que para todo x' € W(S)", Pk(x',X ) tiene

r+k

exactamente a raices y que estas vienen dadas sobre w(S)" por

k
. . . Ky~ oy k ooy
las funciones semialgebraicas (nl) (x') < ... < (na Y(x'), don-
k
de (n?)" representa la extensién ({inica), por continuidad, de

1

k - . . .
ni a m(S)" con valores en R". Se sigue pues, inmediatamente

_ KA L

que s, = a,, ¥y que cada (ni) (Zl(t)""’zr(t)) coincide con al
zin u?(t) para t 6 (O,Sk). Denotemos por uk(t) aquella raiz
de Pk(t’xr+k) que coincide con £r+k(zl(t),...,zr(t)).

Después de una sustitucidén adecuada t > te, podemos supo
ner que k=1,...,n-r, uk(t) 6 R{t}. oObservamos que las series
Zl(te),...,zr(te) siguen siendo algebraicamente independientes so

bre R, (de hecho lo son sobre R(te)), y designamos, de nuevo,

a estas series por Zl(t)""’zr(t)‘

Finalmente, definimos Y(t) por las ecuaciones

A
-

X; = z,;(0) 1 <r

(*)

X uk(t) 1

A
P

= < -
r+k = nok.

Y(t) 6 8 si t 6 (0,8) donde & = min {5,6',.‘.,6;_r} y

Y (0) = 0. Por tanto en el homomorfismo

v @ R[xp,..x ]+ R[[e]]
definido por Y, se tiene Y(fi) >0, 1 <i4i<p, si
S = (fl > 0,...,f > 0} (cf. observacidn 8.14) y por consiguien

p

te Y estd contenida emn S. Por otra parte Yy < V", 1luego
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Ker Yy DJ(V). Adem3s Ker Y{]R[Xl,...,xr] = (0), puesto que
Zl(t),...,Zr(t) son algebraicamente independientes sobre R. Por
tanto dim(ker Y) > r y como dim J(V) = r, se sigue que

ker v = J(V), 1o que finaliza la prueba de 8.13.

Demostracidén de 8.15.- Damos, ahora, dos demostraciones del

lema 8.15. La primera estd basada en la estructura de los conjuntos
semialgebraicos dada por Lojasiewicz ([Lo]). La segunda en un resul
tado de Bloom y Risler [Bl-R] sobre aproximacidn de curvas analiti-

cas.

8.15.1. Primera demostracidn.- Claramente es suficiente demostrar

el caso:
s = {x 6 R : £,(x) > 0,...,f (x) > 0},

y suponemos, también, que S es conexo. Haremos la demostracidn
por induccidn sobre r. El caso r=l es trivial. Supongamos
r > 1. Usando la descripcidn de Lojasiewicz [Lo], S es una unidn

de conjuntos semialgebraicos de la forma
{(xl""’xr-l;xr : Ei(xl""’xr—l) < x o< £i+l(x1,...,xr_1)}

donde las funciones Ei son semialgebraicas y analiticas a trozos
(cf. [D—K] para una demostracidn de dicha descripcidén sobre cuerpos
realmente cerrados arbitrarios). Podemos suponer (si no, el proble-

ma se reduce fiacilmente a este caso):
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S = {(xl,...,xr_l,xr) : El(xl,...,x ) < x, < Ez(xl,.”,xr_lﬂ,

[

H L] - 5 ' = 1 - 1
con l:m El(x ) = 13m Ez(x ) 0, x (xl""’xr—l) 6 S',
X *o X *o

S' abierto semialgebraico de di-
mensidn r-1 tal que el origen

‘06RT, es 063",

1=}

En las condiciones anteriores, sean:

Pl(xl""’xt—l’xr) y _

PQ(XI""’Xr-I’xr) polinomios

irreducibles tales que
' ' = ’ v ' -
Py (x", £, (x")) =0, P, (x ,Ez(x )) = 0.

Por la hipdtesis de induccidn existe un arco analitico

0(t) = (Zl(t),...,7 (t)) tal que 6(0) = (0,...,0), @(t) 6 S'

‘r-1

si t 6 (0,&), vy Zl(t),...,Z (t) son algebraicamente indepen

r-1

dientes sobre R(t).

Consideramos los polinomios Pi(t,Xr) = Pi(Zl(t),...
cesz ey [x ] 8 RC(e)*[x ], i=1,2. Puesto que P, (t,X ) 6
6 R{t)[Xr] las raices n%(t) [ R[[t]]* de Pi(t’xr) pertenecen a
R{t}*. Sea ni(t) la raiz de Pi(t,Xr) correspondiente a

Ei(zl(t),...,zr_l(t)), es decir nl(t) = EI(Zl(t),...,Z () vy

r-1

“2(t) = gz(zl(t),...,z (t)) para t 6 (0,52) (cf. pag. 72).

r-1

. . 2 e
Haciendo una sustitucidn adecuada t > t podemos suponer

n](t), nz(t) 6 R{t}. ©Por otra parte las series Zl(te),...,Zr_l(te)

siguen siendo algebhraicamente independientes sobre R(t) : en efec-
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to, lo son sobre R(tS) y R(t) es algebraico sobre R(t®). Deno

(t).

tamos a estas series de nuevo por Zl(t:),...,Zr_l

Por nuestras hipdtesis tenemos nl(O) =0 vy n2(0) = 0.

Sea, ahora, Z;(t) 6 R{t} wuna serie tal que Zl(t),...,Zr_l(t),
Z;(t) son algebraicamente independientes sobre R(t) (ver observa
cién 8.3 (a)). Para t € (0,83), es |Z;(t)| < 1. Entonces, dado
t 6 (0,83), se tiene

2, (£) = -A(t) + (1 - A(£)),
con A(t) € R{t} y O < A(t) < 1. Definimos

z (e) = A(e)n, (£) + (I - A(e))In,(v)
(es decir, para cada t hacemos una transformacién del intervalo
(-1,1) en el intervalo (nl(t),nz(t)). Tenemos Zr(O) =0,
z (t) 6 R{t}, y puesto que n () y n,(t) son algebraicos sobre
R(t,Zl(t),...,Zr_l(t)), Zr(t) es transcendente, con lo que
Zl(t),...,Zr(t) son algebraicamente independientes sobre R(t).

Es evidente que la curva a(t) = (Zl(t)""’zr(t)) cumple las con

diciones del lema 8.15, lo que concluye la demostracidn.

8.15.2. Segunda demostracidn.- Esta demostracidn se apoya en el si

guiente lema, que aparece en [BI—R] para conjuntos semianaliticos,
trabajando sobre el cuerpo base de los niimeros reales. Aqui traba
jamos sobre un cuerpo de Cantor, realmente cerrado, arbitrario.
Creemos que el lema tiene interés en si mismo, lo que motiva esta

segunda demostracidon de 8.15.
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8.16. Lema.- Sea S un conjunto semialgebraico abierto, S C RF
con 0 6 S. Sea C una curva semialgebraica a través de
0 tal que € - {0} C 8. Entonces, existe un entero v

tal que toda curva analitica C' de RT

a través de 0
que tiene un orden de contacto v con C verifica que

c' - {0}lC s.

Demostracifn.- Por una curva semialgebraica C, entendemos
una parametrizacién C(t) = (hl(t),...,hr(t)), hi € R{t} tal que
la funcidn C : [0,6] + 8§, t > C(t) tiene grafo semialgebraico, y
consideramos C = C([O,e]). Dividimos la demostracidn en dos par-
tes: primero demostramos un\anﬁlogo a la desigualdad de Lojasiewicz

en nuestra situacidn, que aplicaremos en el segundo.

A.- Los conjuntos C y W = R* NS son semialgebraicos ce
t-ados de R, y por nuestras hipdtesis se tiene C ()W = {0}.
Sea K = {x 6 R" : |x| < 8}. K
¢ es un semialgebraico cerrado y

S acotado. Observamos primero que,

dado x 6 K, 1los niimeros

W d(x,C) y d(x,W)
Qﬁ‘ estdn bien definidos en R. En
Fig. 5 efecto, la frase:
"¥ semialgebraico cerrado C C_Rr, ¥x 6 RY, db6cCc tal
que ¥a 6 G, d(x,a) » d(x,b)" es una frase polinomial cerrada pues

to que C es semialgebraico, y es cierta en [R, luego también lo
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es en R, y definimos d(x,C) = d(x,b).
A continuacidn definimos la funcién h : (0,8) + R,
h(s) = min {d(x,Cc [} K) + d(x,W (] K) : |x| = s}.

Un razonamiento andlogo al anterior muestra que la funcidén h(s)
estd bien definida y és, por supuesto, semialgebraica. Ademds, por
nuestras hipdtesis sobre C y W, h(s) > 0 ¥s 6 (0,8). Ahora, el
mismo razonamiento desarrollado en 2.9 prueba que existen A 6 R,
A>0, y o 6N, tales que ¥s 6 (0,8), es h(s) > Asa, lo que

significa que ¥x 6 K, se tiene:
A (x,00% ¢ d(x,¢ N K) + d(x,W K) (*)
B.- 8i C(t) = (h;(t),...,h (£)), hj(t) 6 R{t} es una pa

rametrizacién de C, y ®w es el minimo de los Srdenes de las se-

ries hi(t), las siguientes acotaciones aparecen en [Bl—R], y su

validez sobre nuestro cuerpo base R es inmediata y rutinaria, pues

dependen sélo del orden y la continuidad:

Existe Al 6 R, Al > 0 tal que

[e]® < Ay lecor],
para t 6 (0,61), €y 6 R, suficientemente pequefio.

.
Sea C' wuna curva analitica C'(t) = (h{(t),...,h;(t)),
h;(t) 6 R{t}, tal que tiene un orden de contacto Vv > w(a+l) con
C, es decir, para todo i=1l,...,r,
hi(6) = hiCE)  (mod m"),

donde m representa el ideal maximal de R{t}.



Se tiene, ¥x 6 C'[) K, ¥t suficientemente pequefio:

d0x,0) € A lel¥ < A x|V < ag x| M

s

3
donde Xz y X3 son constantes apropiadas. Por tanto, si x 6 C'[1K

(restringiendo K si es preciso), por (*), tenemos:
ax,w) » A|x|® - d(x,c) » A4|x|" ,

lo que implica que C' - {0} C S (donde C' = C'([O,e']) con €'

suficientemente pequeiio), y el lema 8.16 queda demostrado.

Volvamos a la demostracidén de 8.15. Por el lema de seleccién
de curva (cf. [D-K] o [Ro]) existe una curva semialgebraica C(t),
a través del origencon C - {0} contenida en S. Sea C(t) =
= (hl(t),...,hr(t)) una parametrizacidén de G, hi(t) 6 R[[t]]. Por

8.12, hi(t) 6 R{t}, y estamos en las condiciones de 8.16.

Apliquemos el lema 8.2 para obtener yl(t),...,yr(t) 6 R{t},
algebraicamente independientes sobre R(t). Sea Vv el entero deter
minado por 8.16 para la curva C(t), vy consideremos:

z,(0) = wreey + My (o

z_(v) !

* v+
hr(t) + t yr(t),

donde h:(t) representa el polinomio de grado v de la serie

hi(t), es decir, si

0o

hi(t)= Z aiy tk, entonces h:(t) =

k=1 k

k
aik t.

<

1
Afirmamos que Zl(t),...,Zr(t) son algebraicamente indepen

dientes sobre R(t). En efecto, R(t)(yl,...,yr) = R(t)(Zl,...,Zr).
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Adem3s, por construccidn, el orden de contacto de a(t) =
(Zl(t),...,Zr(t)) con C(t) es mayor o igual que Vv, por lo que

a(t) - {0} C S, y el lema 8.15 estid completo.

8.17. Observacidn.- E1 lema 8.16 también es cierto si S es un semi
algebraico abierto, S (_ Reg V, donde V es una variedad algebrai-
ca real. La conclusidn es, ahora, que si C'(t) es una curva anali-
tica contenida emn V, cuyo orden de contacto con C(t) es 2V,
entonces C'(t) - {0} C S. La demostracidn es la misma, definiendo

W por W = VXS,

Vamos ahora a demostrar el teorema de seleccidn de Curvas
Zariski-densas sobre un cuerpo base realmente cerrado cualquiera. El
método consiste en considerar un subcuerpo de Cantor contenido en
nuestro cuerpo base, usar en éste la proposicién 8.13 y por Gltimo
comprobar que la curva asi definida es Zariski-demsa también sobre

el cuerpo inicial.

8.18. Teorema (Teorema de seleccidén de curvas Zariski-demsas).- Sea
V  una variedad algebraica real irreducible de R", donde
R es un cuerpo realmente cerrado arbitrario. Sea S un se

mialgebraico abierto de Reg V,
s={x6V: £ (x)>0,...,f (x) >0}, fiGR[V],

y supongamos 0 = (0,...,0) 6 S. Entonces existe una curva

Yy de R", a través de 0, contenida en S y que es Zaris

ki-densa en V.
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Demostracidn.~- Consideremos el subcuerpo K' de R formado
por la extensidn de @ con los coeficientes de un sistema de genera
dores de J(V) y de un sistema de un polinomios que definen S.

Sea K 1la clausura real de K', contenida em R. Por 8.7 y 8.8 K
es un cuerpo de Cantor. Representemos'por VK y SK la variedad al

gebraica y conjunto semialgebraico definidos por los mismos polino-

mios anteriores, pero sobre el cuerpo base K. Aplicando la proposi

cidén 8.13 a Vg Y Sg» encontramos una curva Y, de ecuaciones
Xi = Zi(t), 1 i g n, Z!(t),...,Zr(t) son algebraicamente inde
pendientes sobre K, r = dim V, y Yy estid contenida en S En

K

particular, la curva Yy tiene coeficientes en R y por tanto defi

ne un homomorfismo

vy o R[xp,oo,x ] R[[ED],  v(xp) = z,(0) 1<

‘A
-
n
=

Veremos que, en efecto, Y es una curva contenida y Zariski-

densa en V. Primero, puesto que K contiene a los coeficientes de
un sistema de generadores de J(V), ker y D J(V). Por otra parte,
Zl(t),...,zr(t) han sido construido segin 8.2, y por tanto, (ver

observacidn 8.3(b)) son algebraicamente independientes sobre R.
Entonces ker y [) R[Xl,...,Xr] = {0} vy en consecuencia
dim (ker y) > r, 1lo que prueba la iguvaldad ker y = J(V).
Finalmente, si consideramos el homomorfismo
K K .

yoor K[Xp, e x ] k[[e]], 0 v = zu(0), L <di<on,
la condicidn "YK(: SK" equivale a ”YK(fi) > 0 en K[[t]],
1 < i < s". Como YK(fi) = Y(fi), y el orden de R[[t]] extiende

el orden de K[[t]], resulta Y(fi) > 0 1 ¢ i £ s, es decir
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Y estd contenida en S, con lo que el teorema queda demostrado.

§9. Existencia de lugares reales, de rango 1, con centro dado y

cuya dimensidon coincide con la dimensidn del centro.

En nuestro proceso de construccidén de lugares con rango, cen
tro y dimensidén dados, empezamos por el caso de rango 1, y dentro de
€ste con la igualdad entre las dimensiones del centro y del lugar.
En esta situacidn, los resultados son aplicacién de los lemas de se

leccién de curvas obtenidas en el parrafo anterior.

Estudiamos primero el caso dim ¢ = 0. En §7, demostramos,
que si K = R(xl,...,xn) es un cuerpo real de funciones, existe un
lugar real de K sobre R, que es discreto, racional y de rango 1.
La siguiente proposicidén muestra que el centro de un lugar con esas

caracteristicas puede ser fijado de antemano.

9.1. Proposicidn.- Sea K = R(xl,..;,xn) un cuerpo real de funcio-
nes de grado de transcedencia r sobre R. Sean,
A = R[xl,...,xn] y p un ideal primo, localmente real de
A de dimensidén cero. Entonces, existe un lugar real, ¢, de
K sobre R, que es finito en A, discreto, racional, tiene

centro p en A y rango 1.

Demostracifn.- Sea V una variedad algebraica real irreduci
ble de R" cuyo anillo de coordenadas es A. El ideal p define
en V un punto, que en virtud de 2.8 es central en V. Salvo una

traslacién podemos suponer que dicho punto es el origen 0 6 rR".

Por 8.18, existe una curva Y a través de 0 que estd con
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tenida y es Zariski-densa en V. Tal curva y define una inmersidn
J : kK > R((E)).

Designemos por v 1la valoracidn canénica de R((t)), v(z((t)) =

= 0o(z(t)), que a cada serie le hace corresponder su orden. La compo
‘sicién v o y define una valoracidn real de K, que es finita en A
puesto que ?(A)C: R[[t]]. Es discreta, racional y de rango 1 (en
efecto, el grupo de valores es Z). Adémés el centro m de v o ?
en A es p, puesto que si Y(Xi) = Zi(t), tenemos que Zi(O) = 0,

y por tanto (v o y)(Xi) =0, 1 i ¢ n. Asi pues, m D> p vy como

/A

p es maximal se tiene la igualdad. E1 lugar ¢ buscado, es el aso-

k3 3 A
ciado a la valoracidén v o Y.

9.2. Observacidén.~ Notese, que el resultado anterior puede enunciar
se, también, del siguiente modo:

+ "Sean V una variedad algebra real irreducible, de R" y

0= (0,...,0) un punto central de V. Seo h:R[V] + R
el homomorfismo de especializacidn en 0, es decir h(f(xl,...,xn))=
= £(0,...,0). Entonces h extiende a un lugar ¢ : R(V) » R dis-

ereto y de rango 1".

Questro siguiente paso serd la ampliacidén de la dimensién
del ideal p. En concreto trataremos el caso dim p = dim ¢ = s.
Esta etapa se reduce a la anterior mediante el proceso de extensidn
del cuerpo base. Este método serd usado continuamente en lo que si-

gue, por lo que loestablecemos por separado.
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9.3. Método de extensifn del cuerpo base. Consideremos K y A co

mo antes. Sea p un ideal primo de A, localmente real y de di-

mensidén s. Si denotamos x, = xi+p, entonces A/p = R[;

1,...,xn]
y el cuerpo de fracciones de A/p, A = R(;l"'°’;n)' tiene grado
de transcendencia s sobre R. Reordenando los generadores si

es preciso, podemos suponer que {xl,...,xs} es una base de trans

cendencia de A sobre R.

Sea B un orden total en K = R(xl,...,xn) tal que p

es (B N A)-convexo (cf. 3.7), y sea T 1la clausura real de K

con respecto a f. Consideremos, ahora, la clausura real, E, de
R(xl,...,xs) contenida en T, y pongamos
C=E[x_,1s-muux ],y F o= B(X_ psenenX).

Tenemos AC CC FC I'. Designemos por B' el orden en F indu
cido por el {nico orden en [. Entonces 8' es una extensidén de
B y por tanto p es (' 1 A)-convexo. Aplicando el teorema de
existencia de lugares (3.13) existe un anillo de valoracidn real,
B, de F, tal que B DA y B tiene centro p en A. En parti

cular, se tiene

B D R[xl,....xs]p N R[xj""’xs] = R(xl,...,xs),

puesto que por nuestra eleccidn de Xys+..>X_  como base de trans-

cendencia de A sobre R, p) R[xl,...,xs] = {0}.
Mis ain, como E es la clausura real de R(xl,...,xs), E
es entero sobre R(x

l,...,xs) y se sigue que B D E, ya que B

es integramente cerrado. Por dltimo, como x s X 6 A, tam-

s+1°°°°
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bhién pertenecen a B, vy, en definitiva, tenemos, B ) C.

Sea @ el centro de B en C, q es un ideal localmente
real de C y gl c =p, es decir q vyace sobre p. (Obsérve-
se, que si B es un anillo de valoracién B' convexo, entonces
g es (B'[] C)-convexo). Afirmamos que dim ¢ = 0 (dimensién de

Krull como ideal de C€). En efecto,
dim q¢ = gr.transc. [(E(xs+l,...,xn]/q) : E]

y por nuestra eleccidn de Xys-+-sX_, para cada j > s, existe
un polinomio fi(T) (4 R[xl,...,xs][T] tal que fj(xi) 6 p C gq.
Por lo tanto, xj+q es algebraico sobre E, s < j £ n, luego

dim ¢ = 0.

Concluyendo, hemos probado:

Lema.- Con la notacién anterior, si p es un ideal primo, local-

mente real, de A de dimensidén s, existe un dominio real
C = E[ks+l""’xn]’ finitamente generado sobre un cuerpo

realmente cerrado E, y existe un ideal primo q, de di-
menstidén cero (i.e. maximal), localmente real, de C, tales
que AC C y q A =p. Mis aiin, st¢ B es un orden to-
tal en K, tal que p es (B[ A)-convexo, entonces exis
te un orden B' en el cuerpo cociente F de C, que ex-—

tiende a B y tal que ¢ es (B'(1 c)-convexo.

Siguiendo con la notacidén anterior, profundicemos un poco
mas en la relacidn entre los &rdenes de E, K y A. Tenemos el

siguiente diagrama conmutativo:
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c —t
q
Ilcq = lE o 1
-n-|
* C ——————————+>  C C
(*) q p/p
Ji
L
A ————— A /pA_ = A
P p'P%p
donde 7' y n son los epimorfismos candnicos. Denotemos por B'

y B 1los érdenes cocientes en E y A respectivamente, inducidos
por B' y B. Puesto que B' es una extensién de B, el cuadra-
do inferior del diagrama anterior también preserva los frdenes, y

como E es realmente cerrado y algebraico sobre A, puede conside
rarse, mediante la inyeccién 6, que E es la clausura real de A

con respecto al orden B  inducido por B.

En particular, si ahora consideramos otro orden 8" en F,
tal que ¢ es (B"[) C)-convexo, el orden cociente 8" en Cq/ch
coincide con B', puesto que E es realmente cerrado y por consi
guiente tiene un {inico orden. Este hecho, de naturaleza trivial,
permitird puntualizar la existencia de determinados &8rdenes en los

cuerpos residuales.

Pasemos, por fin, a la anunciada generalizacidn de 9.1.

9.4. Proposicidn.- Con la notacidn de 9.1, si p es un ideal primo
de A, localmente real y de dimensién s, 0 < s < r-1,
entonces existe un lugar real ¢ de K sobre R, que es

finito en A, discreto, de rango 1, tiene centro p en A



y dimensidén s.

Demostracién.- El caso s = 0 es la proposicidn 9.1. Si
s > 0, por el lema 9.3, consideramos un cuerpo real de funciones

F = E( ..,xn), E realmente cerrado, y un ideal maximal g,

Xs+1”"

localmente real de C = E[x .,xn] tal que AC C y ¢ Na =p.

s+l’ "’

Ahora aplicamos 9.1 a F, C y ¢q, y obtenemos un lugar real ¢’
LY
¢ E(xs+l,...,xn) + E

de F sobre FE tal que es finito en C, discreto, de rango ! y

con centro @ en C.

Sea ¢ la restriccién de ¢' a K, y sea I = ¢(K).
Puesto que F es algebraico sobre K, ¢ es discreto y de rango

1. Por otra parte, como ¢' =1

E g» Se tiene R(xl,...,xs)C: I CE,

y, en consecuencia, I es 81gebiaico sobre R(xl,...,xs). con lo
que ¢ tiene dimensifn s. Finalmente, como ¢q [JA = p, o tie

ne centro p en A, y 9.4 queda concluido.

9.5. Corolario.- Con la notacidén de 9.4, si A = Ap/pAp y L es
el cuerpo residual de ¢, entonces, para cada orden
en K tal que p es (B [VA)-convexo, si B representa
el orden cociente inducido por B en A, ¢ puede ser es
cogido tal que existe un orden ﬁ en I de modo que

(£,8) es una extensidén ordenada de (A,B) (via la in-

clusidn candénica A > I).

Demostracifén.- Usamos en la demostracidén, las observacio-

nes finales sobre los &érdenes hechos en 9.3. Sea j : A > L
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la inclusi6n candnica tal que el diagrama:

A=Ap/pAp

sea conmutativo, donde T es el epimorfismo candénico.

Si s=0, entonces I = A = R y no hay nada que demostrar.
Si s > 0, aplicamos el método 9.2 utilizando el orden B para la

construccion de I' y E. Construimos ¢ como en 9.4, es decir es

la restriccidén a K de un lugar ¢' : F - E. Entonces, I 3 E, vy
se tiene que la aplicacién i e j : A >E coincide con la aplica-
cién 6 del diagrama (*) en 9.3. Sea E+ el Ginico orden de E, y
tomamos @ = E+ nz:z. @ es un orden en I verificando la condi-

cidén pedida, pues por la commutatividad (conservando los &rdenes)
de (*), se tiene j-l(g) = B. (Ver el siguiente diagrama en forma

de cubo del cual (*) son las caras anterior y superior).

\\\<\\
feeeaoy

C ;
q '

K

. X

i, 7

7

7
7
w
A
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La proposicidn 9.4 puede ser interpretada geométricamente,
aunque imprecisamente, como sigue: hacemos un cambio de coordenadas
de modo que la subvariedad W de V definida por p -donde V es
una variedad algebraica, real, irreducible cuyo anillo de coordena-
das es A- se proyecta sobre el espacio afin de las s-primeras coor

s : : s e
denadas A en un semialgebraico que es Zariski-denso en A°, es

decir
r N R[xl,...,xs] = {0}.
Consideremos ahora nuestra variedad tomando R(xl,...,xs)
como cuerpo base. Mediante especializaciones (al,...,as) de
(xl,...,xs), donde tengan sentido, obtenemos una subvariedad alge

brajca real Z, r-s dimensional sobre R, y el lugar ¢ cons-
truido es de dimensidn cero sobre esta subvariedad y define, por
tanto una curva sobre ella, centrada en un punto de W []Z. 1la
coleccidn de todas estas curvas define una "variedad formal" C

de dimensidn s+l contenida en V y Zariski-densa en ella. La va
loracidn se realiza evaluando las variables Rogpro-ooX, @ lo lar

go de C en funcidn de KysooosX o

§10. Existencia de lugares reales, de rango l, con centro dado y

cuya dimensidén es superior a la dimensidn del centro.

En este epigrafe eliminamos la igualdad entre la dimensién
del lugar ¢ y la dimensidn de su centro. Este paso, de apariencia
inocente debido a su sencillez en el caso clisico, resulta complica

do en el caso real, principalmente por la dificultad de saber cuan-
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do la extensidén de un‘ideal localmente real a un anillo mayor si-
gue siendo localmente real. Como corolario de nuestros resultados
obtenemos una demostracién nueva de la existencia de divisores pri
mos reales centrados en un ideal dado, que no precisa del teorema

de desingularizacién de Hironaka.

Mantenemos la misma notacidén que en 89 (ver 9.1), y comen
zamos, como alli, por el caso dimp = 0, es decir p es un ideal
maximal de A. Siguiendo a Zariski [Zal] reducimos el problema a

hipersuperficies, y para estas tenemos el siguiente resultado:

10.1. Lema.- Sea V una hipersuperficie real, irreducible, de R",
Yy supongamos que 0 = (0,...,0) es un punto central de V.
Sea ¢ un lugar real de R(V), finito en R[v], de ran-
go 1, discreto, ractonal y centrado en el origen en V. En
tonces existe una hipersuperficie real v, birracionalmen
te equivalente a V, tal que R[V}:D R[V], ¢ es finito

en R[V] y estd centrado en un punto simple de V.

10.2. Observacidén.- El1 lema anterior, para un lugar ¢ arbitra-
rio es el teorema de uniformizacidn local de Zariski [ZaZ]. No
obstante para nuestro ¢ particular (jcuya existencia ha sido de

mostrada en 9.1!) 1la demostracidn es totalmente elemental.

Demostracidn.- gupongamos que V estd definida por
f(Xl,...,Xn) = 0, donde f es un polinomio irreducible. Sea
A = R[V] = R[Xl""’xn]/(f)’ y representemos x, = Xi+(f),

1 £ i< n. Sea v 1la valoracidn candnica asociada a ¢ y supon
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gamos:

0 < v(xl) < v(xz) € ... € v(xn).

Si el origen 0 6 V es un punto simple, hemos terminado. Asi pues,
supongamos que 0 es miltiple. Entonces f(xl,...,Xn) se escribe

en la forma:

donde fi(Xl,...,Xn) es una forma de grado i, y v > 1.

Puesto que ¢ es racional, para cada i=2,...,n, existen

constantes c, 6 R (univocamente determinadas) tales que
- > < i
v(xi <5 xl) v(xl) 2 < 1i<g n.

Consideramos la transformacidén cuadrdtica definida por

Xi - cixi
(*) Y, o= xy, ¥, = S——— 2 < i< n.
1

Es decir consideramcs el anillo C = R[yl,...,yn]jj A, y cuyo cuer
po de fracciones sigue siendo R(V), pues x; = Yl(yi+ci)’
2 £ i < n. Tenemos:

r .1
(*%) f(xl,....xn) Yl f (Yl,...,Yn),

donde

1
f (Yl,...,Yn) = fr(l’YZ""’Yn) +

m

+ Y 1

-r
lfr+l(l,Y2,...,Yn) +...+ Y fm(l,Yz,...,Yn).

C es el anillo de coordenadas de la hipersuperficie Vl
de ecuacidn fl(Yl,...,Yn) = 0. Puesto que ¢ es racional, el

centro de en V es un punto como or construccién
1 P 4 s P ’

v(yi) >0 1 £ i < n (donde y; = Yi+(f!))’ ¢ estd centrado en
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el origen en Vl.
De la ecuacidn (**), por derivacidén, obtenemos (las ecua-

ciones tienen lugar en B)

1 n 1
of r-1 3f af
- =y (y, 5— - 1 (y.+c.) +—
axj 1 1 9y1 i=2 i 8y1
1
f r-1 2Jf .
5%, - Y1 By, Zsicn
i i
donde AL - 3E L (o) ael _ael
Ix.  oX. Y By, T 9y, :
i i i i
De aqui, resulta,
af af!
min {v(g;—), 1 < i< n} > (e-1)v(y;) + min (v(ay ), 1 <i <n}
i i
y como v(yl) = v(xl) > 0 y r > 1, concluimos que
ar! of
min {v( ), 1 £ i< n} < min {v(z=) !l < i < n}.
ayi axi

De este modo, repitiendo transformaciones del tipo (*), en

9f
) N Bxi
nemos una hipersuperficie V definida por f(Tl,...,Tn)

un nimero finito de pasos (menor o igual que min {v(

)}) obte-

n

0, tal
que R[G]f) A = R[V], ¢ estd centrado en el origen en V, ¥y

Af

min {V(EF—), 1
i

i < n} =0,

A

lo que significa que el origen es un punto simple de v.

Ahora tenemos el siguiente resultado, que prueba, en parti
cular, la existencia de divisores primos reales sobre puntos sim-

ples.

10.2. Lema.- Sean K y A como en 9.1. Supongamos que el ideal

maximal p = (xl,...,xn)A es localmente real y que Ap
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. x x
es un anillo local regular. Entonces, st Ai =A[;l,...,;£],
i i

1l < i< n, al menos para un i, se tiene pAifW A =p,

y pA; = x,A, es un tdeal primo localmente real de A,.

i
Demostracidn.- p define una valoracidn discreta del si-

guiente modo:
t+l

"si f 6 A, v(f) = t, siy sBlo si f € pt y £ ¢ép ,
y dado h 6 K, s8i h = f/g entonces v(h) = v(f) - v(g)"

Dicha valoracidn recibe el nombre de divisor primo candni-

co definido por p, y Zariski, demuestra [cf. Zaa] que si

v(xi) = min (v(xl),...,v(xn)} entonces la valoracién v tiene cen
.3 x

tro x.,A. en A. = Al— ,..., —{. En consecuencia, para concluir
iti i X x;

i
el resultado basta probar que la valoracidén v es real.

Para ello usaremos el siguiente criterio (que se prueba in
mediatamente que es equivalente a la realidad local del ideal maxi

mal del anillo de valoracidn de v):

"Si a,B 6 A son sumas de cuadrados de K, entonces
v(a4B) = min (v(a),v(B))". Sean a,B 6 A, o = L (Eai), ai,b 6 A,
b
b#()yy
B = —% (Zc?), c.,d 6 A, d £ 0.
a j j

Supongamos v(a) =t y v(B) = s. Entonces a = at+at+l+...
y B = BS+BS+1 +..., donde LI Bk representan formas homogéneas

en unos parametros de uniformizacidn ZyseeesZy de m. Resulta
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2 2
b"a = Eai, y
2 2
d = Zc.
8 ]
Escribiendo ai,b,d y cj como polinomio en zl,...,zr, e igua-

lando las formas iniciales, resulta

b o, = Zal’u R
y
2, _ .2
dBs = ey w

donde v(b) = p, v(d) = q, u * min {v(ai)}, w = min {v(cj)} y
las sumas se toman sobre los a, vy Cj que alcanzan los valores
u y ® respectivamente. Supongamos que v(a+B) > min (v(a),v(B)).
Entonces at+Bs = 0. Pero, de las ecuaciones anteriores resulta

0 - di bi(at+88) - Gy, dq)2 + Z(Cj,w.bp)z,
lo que contradice la realidad del anillo A. Por consiguiente, el

divisor primo candénico es, en efecto, real, lo que concluye el lema.

Antes de enunciar el resultado que andamos buscando, recor
damos el siguiente, cuya demostracidn puede verse en [Brl]. Afirma
que la altura y la dimensidn de un ideal primo localmente real de
A, pueden ser medidas utilizando cadenas de ideales primos local-
mente reales. Mas ailin, estas cadenas son "fuertes" en el sentido de
que existe un orden total B de K tal que todos los ideales de

la cadena son simultineamente convexos para B M A.

10.3. Proposicién [Brl].— Sea K = R(x;,...,x ) un cuerpo de fun

ciones de grado de transcendencia r sobre S y sea
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A = R[xl,....xn]. Supongamos que p es un ideal primo de
A, localmente real y de dimensidn s. Entonces, existe

una cadena de ideales primos de A, localmente reales,

Og pr—l(:; ...gps= pg__ ps_lg g: pog: A.
y tales que exigte un orden B en K de modo que para todo

0<igr-l, p, es (B {) A)-convezxo.

Ahora tenemos:

10.4. Proposicidn.~ Sean K = R(xl,...,xn) un cuerpo real de fun-

bre R,

ciones de grado de transcendencia r sobre R y sgea

A = R[xl,...,xn]. Sea s un entero, 0 < s £ r-1, y su-
pongamos que el ideal maximal p = (xy5...,% )A es local-
mente real. Entonces, existe un lugar real de K sobre R,
finitto en A, discreto, que tiene rango 1, dimensidén s y

centro p en A.

Demostracidén.- Por 9.1, existe un lugar real ¢ de K so

discreto, de rango 1, racional y con centro p en A.

También, por el lema de Normalizacidén de Noether, existen elementos

yl,...,yt 6 A, que son combinaciones lineales de xl,...,xn, ta-
les que A es entero sobre R[yl"“’yr]' Sea Yr+1 6 A un ele-
mento primitivo de K sobre R(yl""’yr) y sea f(yl,...,yr,T) 6
6 R[yl,...,yt,T] el polinomio minimo de Yr+l sobre R(yl,...,yﬁ
(ndtese que f(yl""’yr’T) 6 R[yl,...,yr,T] por ser Yr+l entero
sobre R[yl""’yr]’ y R[yl,...,yr] integramente cerrado).

Consideremos la hipersuperficie de ecuacidn f(yl,.”,yr,T)=0,



cuyo anillo de coordenadas es A% = R[yl""’yr’yr+l] C A. Sea p*
el centro de ¢ en A*, es decir, p* =p N A*. Aplicando el le-
ma 10.1 al lugar ¢, K, A* y p*, existe un dominio finitamente

generado sobre R, A', tal que K &es el cuerpo de fracciones de

A', vy | estd centrado en un ideal p' en A' tal que Aé, es
regular. Sean A' = R[?l""’zm]’ p' = (z;,...,2z )A" (en realidad,
sabemos, por 10.1 que m = r+l).

Apliquemos ahora el lema 10.2 a A' y p'. Sabemos que pa

ra algin i=l,...,m, digamos, por ejemplo, i=1l, el ideal

p'A; =z Ai es primo, localmente real; y p'Ai Y A" = p', donde

1
z z z z
' 2 2 n
el By 2 ]
1 z, z, 1 z, z,
Puesto que Ai es un dominio finitamente generado, Yy p'AI

es principal, por el teorema de Krull, p'A; tiene dimensién r-1.
Consideremos, por @Gltimo, un ideal primo q de A;, localmente
real, de dimensién s y tal que ¢ :)p'A;. Tal ideal existe en
virtud de 10.3. Ahora estamos en las condiciones de la proposicién
9.4: A

A} : . -
1 ©€s un dominio finalmente generado, K es su cuerpo de

fracciones, y ¢ es un ideal de A localmente real y de dimensidn

1’
s. Entonces, existe un lugar real ¢ de K sobre R, que es fi-

. ' - . .
nito en A discreto, de rango 1, dimensién s y con centro ¢

1

L]
en A

E Para concluir la proposicién, falta probar que ¢ es fi-

nito sobre A y que tiene centro P en A.
Pero, A; DA, vy

¢NA'DpaNA =p.
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Como p' es maximal, resulta q () A' = p', 1luego ¢ tiene cen-
tro p' en A'. Por otra parte, por construccidn, tenemos:

A¥, C A’ ') Ax = px.

p* p' y 4 p

Ademis, Aé. es integramente cerrado, por ser un anillo local re

gular. Puesto que Ap:) A;*, y A es entero sobre A;*, resul

p
ta ApC: Ah., y en consecuencia ¢ es finito en Ap' Mas ain,
Al n A = A
P Ap p = Pl

puesto que ambos son centro del lugar Y inicial, luego, ¢ tiene

centro p en A, y la demostracidn estd completa.

El método 9.3 de extensidn del cuerpo base, permite genera
lizar la situacidn al caso en que dim p > 0, andlogamente a lo

que se hizo para pasar de 9.1 a 9.4. Asi, tenemos:

10.5. Teorema.- Sean K y A como en 10.4, y supongamos que p
es un ideal primo de A, Llocalmente real y de dimensidn
t, 0 g t < r-1. Entonces, dado un entero s, t < s < r-1,
existe un lugar real de K sobre R, finito en A, dis

creto, de rango 1, dimensién s y centro p en A.

Demostracidn.- Usando 9.3, con un orden de K que haga a
p (B () A)-convexo, reducimos el problema al caso de dim p = 0,
donde 5 es ahora un ideal primo, localmente real de
C = E[xt+1""’xn]’ 5 Na-= p, E es la clausura real de
R(xl""’xc) con respecto al orden 8 () R(xl,...,xt), y
Xys.--»X  son tales que {xl+p,...,xt+p} es una base de transcen

dencia de A/p sobre R.
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Apliquemos 10.4, para obtener un lugar real sobre E,
Yo E(xt+1,...,xn) > E,»
finito en C, discreto, de rango 1, centrado en p y de dimensidn

s' = s-t. Ahora, es inmediato que la rstriccién ¢ = ¥ Kk ©s el

lugar buscado.

10.6. Corolario (Existencia de divisores primos).- Sean K y A
como en 10.49. Sea p un tdeal primo de A, localmente

real. Entonces, existe un divisor primo de K centrado en

p en A.
Demostracidn.- Basta aplicar 10.5 con s = r-1.
10.7. Observacidn.- (a) La demostracidn de 10.4, muestra, como da

do un punto central en una hipersuperficie real, después de un nime
ro finito de explosiones, obtenemos como transformado del punto una
subvariedad real de codimensidn 1, que da lugar a un divisor primo
centrado en el punto. Esto resuelve el problema planteado por Brum-
fiel en [BrZ]. No obstante, el hecho de basarse la demostracidn en
la obtencidén de un punto simple, hace que el niimero de explosiones
utilizado, no sea, en general, el minimo necesario para ello. Por

ejemplo en

Si ¢ es un lugar discreto, racional, centrado en (0,0,0) y tal

que v¢(x) < V¢(y) < v¢(z), entonces, haciendo la explosién

X
x' = S v o= X, z' = z, resulta

N+ (g0t = (2n?
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y el transformado real de (0,0,0) es (0,0,0). Ahora, sbdlo una

explosidn mds es necesaria para obtener un transformado de codimen
sién 1 de (0,0,0), concretamente x" = 57, y" = XT y z" = z',
mientras que en el proceso de 10.4, hacen falta dos: en la primera

alcanzamos un punto simple sobre (0,0,0) y finalmente explotamos

con centro ese punto.

(b) E1 teorema 10.5 muestra que, en cuanto a lugares de
rango 1, la situacidn es Sptima, es decir, siempre que se den las
condiciones necesarias para la existencia de lugares reales de ran

go 1, con centro p vy dimensién s, tales lugares existen.

10.7. Corolario.- Con la notacidén de 10.5, si B es un orden total
en K de forma que p es (B() A)-convexo, y st B deno-
ta el orden cociente inducido por B en A = Ap/pAp, en-—
tonces el lugar ¢ puede ser tomado tal que su cuerpo re-

sidual I tiene un orden R que extiende el orden B me

mediante la inclusidn candénica A + I.

Demostracidn.- Es idéntica a la del corolario 9.5.

Finalmente, l1a composicidén de lugares de rango 1 permite
obtener lugares de rango arbitrario, como muestra el siguiente teo

rema:

10.8. Teorema (Teorema de existencia de lugares reales con centro
y dimensidn dados).- Sea p un ideal primo de A, local-

mente real y de dimensién t. Sean m y s dos enteros
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1 ¢mgr, t < s, 7 s+tm < r.

Entonces, existe un lugar real de K sobre R, finito en

A, discreto, de rango m, dimensién s y centro p en A.

Demostracidn.- Resolvemos primero el caso t = 0. La demos
tracidn es por induccidén sobre m = rango (¢). Si m =1 el resul
tado es el teorema 10.5. Supongamos que m > 1. Tomemos, por 10.5,
un lugar sobreyectivo, ¢1 :t K » Kl, de K sobre R, de rango 1,
dimensidén r-1 y centro p en A. ¢l es un divisor primo, y por
consiguiente, el cuerpo residual K1 es un cuerpo real de funciones

de grado transcendencia r-1 sobre R (cf. [2-5] pdg. 89). Por

nuestra hipétesis en t, tenemos A = Ap/pAp = R.

Si r =1, hemos terminado. Supongamos, pues, r > 1, y
sean y ...,y 6 Kl tales que l(1 = R(yl,...,yd). Pongamos
B = R[yl,...,ydl. Puesto que B es un dominio, real, finitamente

generado, existen cadenas de ideales primos localmente reales de
longitud mdximo, i.e. de todas las dimensiones O0,l,...,r-2. Consi
deremos @ wun ideal primo de PR, 1localmente real y de dimensidn
t' ¢ s. Por la hipdtesis de induccidn, aplicada a ¢, B, Ky m-1,

s y r-1, existe un lugar real ¢2 de K1 sobre R, de rango

m-1, dimensidén s y centro ¢ en B.

Tomemos ¢ = ¢, °¢,- Entonces, ¢ es un lugar real de K
sobre R, finito en A, de rango m y dimensidén s. Ademis, p
estd contenido en el centro de ¢ en A, y como p es maximal,

resulta que ¢ estd centrado en [ lo que concluye el caso t=0.
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Supongamos t > 0. Usando el método 9.3 de extensidn del
cuerpo base, pasamos a un ideal primo 5, localmente real de
C = E[xt+l,...,xn], donde E es la clausura real de R(xl,...,x )
respecto a un orden B que hace (B [) A)-convexo al ideal p. En

tonces, por la primera parte de éste teorema, existe un lugar real

Py : E(x .,x“) - ZW

41

de E( ,xn) sobre E, centrado en 5, de rango m y di

Xeppoeee
mensidn (sobre E) s' = s-t. La restricecidn ¢ = ¢ "L el lugar

buscado, pues, como E(x ,xn) es algebraico sobre K, el

[ 3 A

rango de ¢ coincide con el de .

10.9. Corolario.- Con la notacién de 10.8, si B es un orden total
en K, de forma que p es (B[} A)-convexo, y si B deno
ta el orden cociente inducido por B en A = Ap/pAp, en-
tonces el lugar ¢ puede tomarse tal que su cuerpo resi-—

dual I tiene un orden B que extiende el orden B me-

diante la inclusién candénica A + L.

Demostracidon.- Idéntica a la de 9.5.

§11. Como tangente real

En el epigrafe anterior hemos observado las dificultades
existentes para encontrar divisores primos reales sobre puntos sin
gulares de una variedad. El origen de tales contratiempos estd en

el lema 10.2. En efecto, trabajando sobre un cuerpo base cualquiera,
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siempre es cierto que al menos uno de las extensiones mAi = xiAi
(donde Ai y m tienen el mismo significado que en 10.2), se con
trae a m. Si el cuerpo base es algebraicamente cerrado, dicho
ideal define una subvariedad de codimensidn 1, que produce un divi
sor primo sobre m. Sin embargo, si el cuerpo base es realmente ce
rrado, para que xiAi defina una subvariedad real de codimensién 1,
uno de sus primos asociados debe ser real, y si, ademis, queremos
que defina un divisor primo real, dicha subvariedad debe ser cen-
tral (cf. 2.10), i.e. su ideal debe ser localmente real. Ninguna

de estas cosas es cierta, en general, si el punto es singular, co-

mo muestra el siguiente:

B
i

. ~ - 2 2 4
11.1. Ejemplo.~ Sea A = R[xl,xz,x3j, donde X} + x; = x;. Sea

m = (xl,xz,x3)A. Entonces, ninguna de

%3
las tres extensiones mAi es real, ni
tiene asociados primos reales. En efec
x b3
t A, = R{x 2 3 e tie-
o, mA, Xy 1’ %, . % y s ie
X ne
K <
N N T
X Xy 1
b 2N
*2
Por tanto 1 + (;—) 6 xlAl lo que prue
1
ba que R/xlAl = Al (R/x1Kl = radical
real de x,A;, cf. [Du3] o [Ri] para
Fig. 6 su definicidn y propiedades).
El caso mA2 es idéntico. En cuanto a mA3, tenemos
mA, = x,R fl fg X donde
3 3 X4 ’ xq > T3 °
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x, 2 x, 2
1 2 _ .2
G ) = x,
3
*1 R *2 R
En consecuencia, (;—) 6 ¢x3A3 y (;-) 6 ¢x3A3, de donde resul
3 3
ta
x, x,
V(x,A,) =V((— , =) A.) = {(0,0,0)}, que tiene codimen-
373 X4 L 3

gidn 2 en V3.

Por otra parte, el ejemplo 11.1 pone de manifiesto, el
auténtico problema detra§ del planteamiento: es sabido, que, si el
cuerpo base es algebraicamente cerrado, para cada i, la variedad
definida por xiAi coincide con la i-&sima parte afin del cono tan
gente proyectivo de la variedad V en el origen. Andlogamente,

x. A, definird una subvariedad real de codimensidén 1 si el cono tan
gente de V en 0 = V(m) contiene suficientes tangentes reales en
el abierto afin L #0 de R". Asi, en el ejemplo anterior, sélo
existe una recta tangente, real, a la variedad en el origen: el eje

z, lo que provoca que ninguna de las extensiones de lugar a una

subvariedad real de codimensidn 1.

Se plantea, entonces, de modo natural, el estudio del cono
tangente real a una variedad real en un punto. Sea V una varie-
dad algebraica real y sea p = (0,...,0) 6 V. Representamos R(V)
por R(xl,...,xn) = R(x), vy R[V] por R[xl,...,xﬁ] = R[&]. De-

PR : : n :
finimos los siguientes conos de R, con vértice en p:

11.2. Definicidn.- C;(V,p) es el conjunto de puntos

a = (al,...,a“) 6 R" tales que la especializacidn de

R[x,u,t] en el punto (0;0,a) 6 R2n+l, t.e. el homomor

fismo:
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¢ : R[xl,...,xn;u;tl,...,tn] -+ R,

definido por ¢(E(xl,...,xn;u;t1,...,tn)) = £(0,...,0;0;
al""’an)’ se extiende a un lugar racional, del cuerpo

R(x;u3t), donde u es un elemento transcedente sobre

R(x) y wut;, =x;, 1l <i<n.
11.3. Definicién.- Definimos el cono tangente real de V en p

como el conjunto C;(V,p) = CR(V,p) de puntos pertenecien
tes a rectas que son limites de rectas del haz de vértice
p, secantes a la variedad V, <Z.e. "(al,...,an) 6 CR(V,p)
®) _ (k) (k)
{a = (al seeendl )}

. 3 . . . n
st Y sélo si existen sucesiones kQJCR N

Yy N Jen © R tales que {a®y o a, A} >0 ypara ca

da k 6 N, x(k) = (Aka:k),...,kkaﬁk)) 6 V",

11.4. Definicidn.- Definimos el conjunto ci(v,p) como la variedad
definida en R" por el ideal homogéneo de las formas ini-

ciales de los polinomios de J(V).

11.5. Observaciones.- (a) Si el cuerpo base R es algebraicamente
cerrado, por el teorema de extensidn de especializaciones, la defi
nicidén 11.2 coincide con el conjunto de puntos a 6 R™ tales que

(0,;0,a) es especializacidn de R[E;“’E]! i.e. estd definido el

homomorfismo de sustitucidn
¢ : R[xl,...,xn;u,tl,...,tn] -+ R,
¢(f(xl,...,xn;u;tl,...,t“)) = f(O,...,O;O;al,...,an).

Es bien conocido, que si R es algebraicamente cerrado,
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2 : : :
Cg(V,P) = QR(V,P) = CR(V,p). Sin embargo, en nuestras hipdtesis
de¢ que R es realmente cerrado, los tres conjuntos son en general

distintos, como muestran los ejemplos que damos mds adelante.

(b) Representamos vR(i) la variedad definida por
JwmcC R[Xl,...,Xn] en el cuerpo algebraicamente cerrado R(i),

se verifica que
c2(v,p) = Cpoiy (Y p) N &"
R’ R(i) " R(i)’

donde en

CR(i)(vR(i)’p)
en [R(i)]n.

representa el cono tangente de vR(i)

(e) Cp(v,p) # {p} si y s6lo si p no es un punto aislado

de V.

La siguiente proposicién muestra la relacidn entre los tres

conos definidos. Usamos la siguiente notacidn: ve = v y por recu

rrencia, definimos V1+l = Sing v,

11.6. Proposicién.- (a) C;(V,p) es un cono semialgebraico cerra

do de R". Ademds C;(V,p) # {0} iy sélosi p6V_.

(b) CR(V,p) = U C:(Vl,p). En particular CR(V'P)
i>o |
din V'>o
es semialgebraico y cerrado.
o 2
(e) Cp(V,p) C Cp(V,p) C Cp(V,p).
Demostracidn.- (a) Probaremos primero que C;(V,p) es se
= n+1

mialgebraico y cerrado. Sea V 1la variedad algebraica de R

cuyo anillo de coordenadas es B = R[xl,...,xn;u;tl,...,tn] =
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= R[u;tl,...,t“]. Puesto que uti = xi, V es la imagen en la car

ta afin u # 0, por la explosidn del origen, del cilindro V' de

Rn+1 construido sobre V. Asi, un punto (z,xl,..,xn) €V si y
sdlo si (le,...,zxn) 6V, ysi z 40, vy (xl,...,xn) #

# (0,...,0), (z,xl,...,xn) es regular en V si y s8dlo si

(le,...,zxn) es regular en V.

La condicidn de que la especializacidn en (O,al,...,an)
se extienda a un lugar racional ¢ : R(u,tl,...,tn) + R, equivale,
después de los resultados de este capitulo (cf. 9.1) a que el punto
(O,al,...,an) sea central en V. Por consiguiente, identificando
n

R con el subespacio {(0,xl,...,xn) Poxy 6 R, 1 <ig<nCR

n+l
obtenemos

° -

cx(Vop) = VvV N {u =0},

lo que demuestra que C;(V,p) es semialgebraico y cerrado. Por
otra parte, si (al,...,an) 6 Cg(v,p), entonces (O’al""’an) s Vv,

y existe una sucesidén de puntos regulares de V

{(Ak,a{k),...,aik))}kew, Ak # 0 para todo k, vy [Ak} + 0, tal
que {(Xk,afk),.,.,ask))} *(O,al,...,an). Por tanto,
(k) (k)

(A, a .y, a ) 6 Reg V y para cualquier p 6 R~ {0}
k 1 » » k n E ] R »

(e a0 el -

= (Akafk),...,kkaik)) € Reg V,

lo que prueba que (Akp_l,pafk),...,pask)) 6 Reg V. Pero

{(Akp-l,pafk),...,paék))} +(0, ajyeeny al)

(k) (k) b
pa

y se sigue que el punto (O,Qa1 yooes ) 6 Vc, es decir
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(pal,..., an) 6 C;(V,p), lo que demuestra que C;(V,p) es un co

no. Finalmente, es evidente que C;(V,p) # {0} y sBlo si p 6 V.-

(b) Sea a = (al,...,an) 6 CR(V,p). Entonces, existen su-

(a0 .

cesiones (a;k),...,aik))} tales que

s {(x1}
k6N k’ k6N
(k)
{a } > a, (Xk} + 0 y para cada k €N,
(k) _ (k)
x = (Xkal .

..,Akagk)) € V. Puesto que V se descompone en una

unidn finita:
v = (v°~vhH (8] wvisv? U ...
existen subsucesiones, que denotamos también por {Xk} y {a(k)},

y existe i > o, tales que para cada k, x(k) 6 (Aka;k),...,kkaik)L

Se sigue que x(k) 6 Reg (Vi). Pero entonces, para cada k, se tie
ne (Xk,a:k),...,azk)) 6 Reg ((61)), de donde (0,31,...,an)

~1 i
6 (Vl)c, y a = (al,...,an) 6 C;(V ,p). Esto prueba CR(V,p) C

C U cCui,p.

i>q
. s
dlmv-zsﬁeciprocamente, sea a 6 C;(Vi,p). Entonces (0;a) 6 (V%)
. .- (k) (k) gi
y existe una sucesidn {(Xk,al yeoeaB )}kGNc: Reg (V',p),

(k) R a(k))} N
>“n

Ak ¥ 0 para todo k 6 N, tal que {(Ak,al e

+ (0,a;,...,a ). En particular, {Xk} + 0,

{(a;k),...,aik))} + a y para cada k, x(k) =(Aka§k),...

..,Xkask)) [ Vi(: V, es decir a 6 CR(V,p), lo que concluye (b).

(c) C;(V,p)(: CR(V,p) ha sido probado en (b). Por otra

parte CR(V,p)C: CR(i)(VR(i)’p) N rR" = C;(V,p) (observacién

11.5(b)).
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11.7. Comentario.- El cono C;(V,p) produce las rectas tangentes
que provienen de la parte central de V, i.e. que son limite de
rectas secantes a V en puntos centrales. Cg(v,p) constituye,
pues, la parte de CR(V,p) de dimensién mdxima. Por otra parte
Cﬁ(v,p), al ser la parte real del cono tangente de la variedad
complexificada, contiene también las rectas reales tangentes a
puntos no reales, y es en general mayor que CR(V’P) (cf. Ejem-

plo 11.8).

Por @iltimo, la proposicidn 11.6 reduce el problema del c3il
culo de CR(V,p) a un problema de cdlculo de puntos centrales de
una determinada variedad. Dicho cdlculo es constructible, en el

sentido de que existe un algoritmo que lo lleva a cabo.

Resaltamos que el cono tangente real no es, en general al-
gebraico. Esto hace que no exista ninguna caractevrizacidn algebraij
ca en términos de ideales o anillos graduados, exceptuando la dada

en 11.6 usando lugares reales. En particular, es significativo que

i

el ideal de las formas iniciales no determina el cono tangente
real, en el sentido de que dos variedades pueden tener el mismo

ideal de formas iniciales y su cono real diferente.

11.8. Ejemplos.- En todos los ejemplos, el punto p representa el
origen de coordenados.

11.8.1.- Sea V1 la variedad de R2 definida por y(x2+y4) = x3.

Se tiene:

signo y = sgigno x,
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y reescribiendo la ecuacidn en.la

forma xz(x—y) = ys, resulta
gsigno (x-y) = signo y.

En consecuencia la curva estd con
tenida entre las rectas y=x e y=o
(zona sombreada en la figura). Se
tiene ~c§(vl,p) = {(x,y) : xz(x—y)=0},
mientras C;(Vl,p) = Cp(vy,p)

= {(x,y) : x~y = 0}, pues evidente-

mente la recta x = 0 no es limite
Fig. 7 de tangentes reales.
11.8.2.- Sea V2(: R3, definida por x2+y2 = zb (ver figura 6,
A o = 2 =
pdg. 101). En este caso CR(Vz'p) cR(vz,p) cR(vz,p)

= {(0,0,z) : z € R}. Por tanto, resulta dim CR(VZ'p) < dimp V2.

11.8.3.- Sea V,C R’ definida por z(x’+y?) = x> (fig. 8). Re-
sulta, CA(V5,p) = {(x,y,2) : z(x*+y?) = 0} = {z = 0} U

U {(0,0,2) : z € R}.

~ 4
Calculemos C;(V3,p), la variedad (V3)c: R viene defi-
nida por la ecuacidn

(*) z(x2+y2) = ulx’.

Entonces C;(V3,p) = (;73)C N {u =0} = {(0,x,y,2) : (x2+y2)z =0}N
n (63)6. Ahora bien, los puntos (0,x,y,0) # (0,0,0,0) son regu

lares de 63 y por tanto {z = 0} C cg(vj,p). Por otra parte, los
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puntos del eje 2z, (0,0,0,2z) no son centrales en (63), pues -

(k) (k) (k)

si {(A x(k),y(k),z(k))} +~ (0,0,0,1) vy (Ak,x Y 'z ) € (63)

k’
para k >> 0, z(k) > 0, vy por consiguiente x(k) > 0. De la ecua

cidén (*) resulta

02 = 22w 02 s ()3

(k)’y(k)

de donde si (x )y = (0,0), (Ak) + o, contradiccién.

En consecuencia

CE(V3,p) = {z = 0}, y

Ce(Vy,p) = Co(V4,p) U €(v3,p) = {z = 0} U {(0,0,2)

: z 6 R}.

2 3

11.8.4.- Sea Va(: R3 definida por z(x2+y +za) = x°. Tenemos

ci(va,p) = {(x,y,2z) : z(x2+y2) = %3} (fig. 2, pag. 15)

Sin embargo, tenemos:

signo (z) = signo (x)
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y reescribiendo la ecuacidén en la forma

z(y2+zb) = xz(x—z),
resulta,

signo (z) = signo (x-2z).

Por tanto, la superficie esti comprendida entre los planos 2z=0
y x-z = 0, con lo que es evidente que el eje z no es limite de

secantes a la variedad. En conclusidn, tenemos
2, 2 3
C;(V,‘,p) = Cp(V,sp) = 8, = {(x,y,2) : z(x"+y") = x7}
N{(0,0,z) : z 6 R\ {0}]}.

Observamos que CR(Va,p) es semialgebraico. Ademids, v,
y 2(X2+y2) = x3, tienen la misma forma inicial, pero sus conos

tangentes reales en el origen son distintos.

1.8.5.- Damos, finalmente, otro ejemplo de una variedad algebraica

real, irreducible, cuyo cono tangente es semialgebraico. Sea VSC:RA

definida por

Resulta,
Ci(VS:P) = {(X)Y9z’t) : tX2“Zy2 = O}

Ahora bien, reescribiendo la ecuacién de V obtenemos

S'
t(x2+t4) = zy2 . de donde
signo (t) = signo (z), siempre que t # 0. Por tanto, resulta in

mediato que las rectas (0,0,)a,Ab) C C;(Vs,p), donde ab < 0 no

son limite de rectas secantes a VS' En consecuencia.
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COV ,p) = CpVg,p) = CA(Vg,p) N 1(0,0,2,6) : 2t < 0} =

=5, = {(x,y,z,t) : txz-zy2 =0} ~ {(x,y,z,t) : zt < 0},

11.9. Corolario.~ Con la notacidén de 11.6, se tiene:
. o . . 2
dim CR(V’p) = dim CR(V,p) g dim CR(V,p).

Ademds, en general, la desigualdad dim CR(V,p) <

< dim C;(V,p) es estricta.

Demostracidén.- Puesto que si S y T son semialgebraicos
y S T, se tiene que dim S g dim T (ecf. [Rel]), el corolario
es consecuencia inmediata de la proposicidn 11.6. Para probar que
la dimensidn de C;(V,p) es, en general, mayor que la de CR(V,pL
2

basta dar un ejemplo: Sea W 1la curva de R definida por la

ecuacién

y(x2 + yé) = xb (*)

(ver fig. 9,a), y sea p = (0,0). Se tiene C;(W,p) = Rx U R

/)

(a)
Fig. 9

De (*), resulta, signo (y) > 0 y reescribiendo (*) en la
2, 2
y° 4 x2(x? - y),

= signo (xz-y). Por tanto, vy« x2 y es evidente que la

TIDLIQTESA
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recta Ry no pertenece a CR(W,p). Es decir, CR(W,p) = Rx. Con

sideremos la variedad V6 obtenida al girar W tomando Rx como

eje de giro. Es inmediato que C;(Vﬁ,p) = Ryz U Rx’ mientras que

CR(Vs,p) = R_.

Resumimos los resultados de los ejemplos dados, en el si-
guiente cuadro, donde Rx, Ry, Rz representan los ejes x, y, z

respectivamente, ny el plano =z = 0, etc...

ca(V,p) Cp (V,P) C:(V,p)
v, Reey Ry Ry U Ry
V2 Rz Rz Rz
v, Ryy Ryy UR, Rey UR,
v, 5 S, 2 (x24y2)=x>
v5 52 82 txz—zx2 =0
Ve R, R, R, URy

Concluimos la seccidn mostrando, como usando los resultados
de lugares reales demostrados en el capitulo, pueden probarse inme-
diatamente dos resultados que aparecen por vez primera en Efroymson
[E]. El primero afirma que dada una variedad real, irreducible,
vVC R" en 1la que 0 = (0,...,0) es un punto central de V, si
consideramos la explosidn con centro el origen, siempre existe un
punto real (central en la transformada de V) en el divisor excep

cional sobre 0.
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En efecto, sea A = R[xl,...,xn] el anillo de coordenadas
de V y sea ¢ un lugar real de R(V) con centro 0O en V. Su
pongamos que v¢(x1) = min [v¢(xl),...,v¢(xn)}, donde v¢ repre-

senta la valoracidn candénica asociada a ¢. Entonces

x x
A, = A[—z yeees ~E] B, donde B es el anillo de valoracién
Xy ¢ ¢

de ¢. Sea p el centro de ¢ en A;. Se tiene

4 A = (xl,...,xn)A. Por Gltimo, sea m,  un ideal maximal de

A, resulta ml Na= (x .,xn)A. El ideal m, define un punto

1"

central en V la transformada de V, en la carta afin X, 40,

1’

de V, que yace sobre 0.

El segundo afirma, que si V' es la normalizacidn de V,
entonces existe en V' un punto central que yace sobre 0. En

efecto, si ¢ es un lugar real de R(V) con centro 0 en v,

entonces V' B puesto que V' es entero sobre V. Sea m'

¢
el centro de ¢ en R[V']. Como m'N R[V] = (xl,...,xn)R[V],

1

m es maximal en R[V'], y es localmente real por ser centro de

un lugar real. En consecuencia m define un punto central O0'

de V' que yace sobre 0.

Observamos que ambos resultados son falsos =i se prescin
de de la hipdtesis de que el punto 0 sea central. Por ejemplo,
2

si V es la curva en R7,

2ay? = 3,

no existe ninglin punto real sobre el origen en la transformada de

V por la explosidn de centro el origen. Del mismo modo, la super
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ficie de ecuacidn

xleyZez? = X3 (fig. 10, pig. 118)

es normal, pero el origen es un punto aislado.



CAPITULO III: CADENAS DE ESPECIALIZACIONES.

En este capitulo aplicamos los resultados obtenidos en el
capitulo II para la obtencidén de cadenas de especializaciones de
lugares reales con centro, rangos y dimensiones fijados a priori,
cuando éstos estdn sujetos a ciertas restricciones. En particular,
los resultados obtenidos permiten demostrar que para variedades
algebraicas de dimensiones 2 y 3 tales restricciones son superfluas.
El teorema de Brumfiel (§12) se aplica de manera fundamental para

refinar cadenas de ideales localmentes reales, y se usa en §13.

§12. Composicidn de lugares, notacidn y el teorema de Brumfiel.

A lo largo de todo el capitulo, K es un cuerpo real de
funciones de grado de transcendencia r sobre R,
K = R(xl,...,xn), y ponemos A = R[xl,...,xn]. Decimos que una
sucesidén de lugares reales de K sobre R, ¢o’¢1""’¢m—l es

una cadena de especializacioneg de lugares reales de K sobre R,

si existe una cadena de lugares

em-l em-2 em-]
K Too1? Lo-20”
01 0
. _ Zl,oo -2 Eo’m

donde Bi es un lugar real no trivial de rango 1 de con

Zi+1

cuerpo residual Zi’ de modo que:

- 115 -
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¢m-l . em—I
O Ok et Oy 0 By
¢o = ao ° el Seeet 6m-l'

Entonces, para cada i=0,...,m-1, ¢i : K+ Zi,w es un lu

gar real de K sobre R, de rango m-i. Si designamos por Bi
el anillo de valoracidn de ¢i, y por m, su ideal maximal, tenge

mos:

BoC By C -  C By pC By

me1Cm ,C ..c.CmCm

Supongamos que 8; = dim ¢i y que todos los lugares ¢i son fini
tos en A. Denotemos por p; < mifw A, el centro de ¢i en A.

Asi, tenemos

Pp-1C Pp2C ---C PyC Py»
donde las inclusiones pueden ser impropias.

Al igual que en el capitulo II, queremos ver en qué ocasip
nes podemos fijar a priori los ideales Pi» los entéros sy Y el
rango m. Al igual que entonces, algunas condiciones son necesa-
rias. Para fijarlas, damos la siguiente definicidn, siguiendo a

Brumfiel [Brl]:
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12.1. Definicién.- Decimos que una familia de ideales primos local
mente reales de A,
pm_IC Pm_ZC e C plc po’
es una familia fuerte de ideales localmente reales, si

existe un orden total B en K tal que para todo

i=0,1,...,m-1, p; es (B N A)-convexo.

12.2. Condiciones necesarias.

(1) Los ideales pm_ICj Pae2 © - C Py C Py forman una

cadena fuerte de ideales localmente reales. En efecto, sea Bo

un orden en Zo, y construyamos un orden Xl en Zl tal que eo
preserva los 6rdenes (dicho orden existe en virtud del lema 6.4).

Ahora, construimos un orden 82 en 22 tal que 8 preserve Jr-

1
= B,

denes, etc.... De este modo obtenemos drdenes ao’Bl""’Bm—l
donde B es un orden en K, de forma que todos los Bi preservan
drdenes, y en consecuéncia también lo hacen bgsecesby_y- Enton-

ces, todos los ideales m, son 8 N Bi)—convexos, y en particu

lar p; es (8 {1 A)-convexo para todo 1i=0,1,...,m-1.

Observamos, que, por tanto, para cada i, si ponemos
Ai = Api/piApi y B; es el orden cociente en Ai inducido por
B, entonces los ideales pj/pi son (Eirw (A/pi))-convexos en

A/pi, para cada j < i. Asi, por ejemplo, los ideales
2,.2
Po = (X 2%, X)DR[X LXK, ] v py = (Xo+xi+x3-

pueden ser los centros de una cadena de especializaciones de luga

3
xl)R[xl,xz,x3] no

res ¢ , ¢l de R(XI,XZ,X3), pues pO/p1 no es localmente real

o

en R[XI,XZ,X3]/p1. (p; es el ideal de una superficie normal con
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un punto aislado en el origen. Por el teorema 2.11, tanto p0 como
Py son ideales localmente rea-
les de m[xl,xz,x3], pero
pO/pl no lo es en

R[xl,xz,x3]/pl).

Fig. 10
(2) Los enteros 8, verifican las condiciones:
(a) 0< s <8 < ... <8 <r
b . 2> di .
(b) s; > dim pj
(¢) dim ¢j + rango (¢j) < r, es decir 85 + (m-j) < r.
Nuestro siguiente paso serd la generalizacidn del método
9.3 para cadenas de ideales. Como alli, nuestra intencidn es lograr

un proceso, mediante la extensién del cuerpv base, que permita la

reduccidn al caso en el que el GGiltimo ideal de la cadena es maximal.

12.3. Método de extensifn del cuerpo base para cadenasg fuertes de

ideales.- Sea P.C P, C ---CP;C p, una cadena fuerte

de ideales localmente reales de A = R[xl,...,xn]. Supongamos que
dim Py, = s- Reordenando los generadores, podemos suponer que

(xl,...,xs} es una base de transcendencia de

yX )

A=A I R R L

po/poApo = R(xl,...,x

sobre R, donde X, = xi+po, 1 ¢1i g n.
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Sea B un orden total en K tal que todos los pi son,
simultidneamente, (B[] A)-convexos,y consideremos la clausura real,
I'' de K con respecto a B. Sea E 1la clausura real de

R(xl,...,xs) contenida en TI. Tenemos:
A = R[xl,...,xn] C C = E[xs+l,...,x;]C: F = E(xl,...,xn)CjP.

Denotemos por B' el orden en F inducido por el finico orden en
I'. Como B' extiende a B, se sigue que para cada i=0,1,...,t,
p; es (B'N A)-convexo. Entonces, por 5.12, existe una cadena de

anillos de valoracidén reales de F, que son B' convexos,
ACBOC Blc"'CBt
y tales que Bi tiene centro p; en A.

Puesto que B_ = estd centrado en P,> tenemos
B, D R[xl,...,xs]pon ROxpeeeenn,] = R(xp,...,x)

por nuestra eleccidn de preoosX . Por ser E 1la clausura real
de R(xl,...,xs) resulta EC Bo. Finalmente, como
xs+l,...,xn € A, se sigue que BOZD C. En consecuencia, para to
do i=1,...,t, Bi:)BODC.

Sea q@ el centro de Ei en C. Obtenemos asi una cadena
de ideales

9,C ¢,_,C ---C q,C q_

tales que ¢, es (B’ M C)-convexo y Qy Na-= p; para todo i.

Por @ltimo, el mismo argumento que en 9.3 muestra que a, tiene

dimensidn cero en C: para cada j > s, xj es algebraico sobre

R[;l""’;;]’ es decir, existe un polinomio fi(T) (] R[xl,“.,x;]ﬁ]
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tal que fj(xj) € p,C q,- Por tanto x es algebraico sobre E.

h]

Resumiendo, para las futuras aplicaciones, hemos probado:

Lema.- S17 P.CP._4= ---CpC P, €8 una cadena fuerte de idea
les localmente reales de A, y dim P, = s entonces,
exigten un cuerpo realmente cerrado E R, un dominio real,
finitamente generado C = B[xé+l,...,xn] A, y una cadena
fuerte de idealee localmente reales de C,

3, C9._;C -..C q,C ¢q,» que yace gobre la dada y tal

que dim q, = 0. Mds aiin, 81 B es un orden en K tal
que para cada i, p; es (B [} A)-convexo, entonces exis
te un orden RB' en E(x3+l,...,xn) que extiende a B y

tal que q; es (B'N c)-convexo, 1 < i < n.

Sefialamos por Gltimo que las observaciones hechas en 9.3
relacionando los Srdenes de K, E, F y el cuerpo residual

A=A /p

° p siguen siendo vdlidas en la actual situacidn.
o

oAp°
El siguiente resultado constituye, al menos en cuanto nues
tro conocimiento alcanza, el primer resultado sobre cadenas de es-
pecializacidn en el cual los centros estdn fijados de antemano. EI’
resultado es debido a Brumfiel, y su demostracién usa técnicas di-
ferentes de las nuestras: &1 busca Grdenes apropiados y define a
partir de ellos los lugares de Krull asociados. Nuestra demostra-
cidn usa técnicas propias de valoraciones, y es un buen ejemplo
del uso de los sucesivos corolarios que hemos ido afiadiendo a 1los

teoremas de existencia de lugares, y en los que se relacionan los

drdenes del cuerpo residual con los Srdenes cocientes B en A.
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(Corolarios 9.5, 10.7 y 10.9).

Nuestra demostracidn es por induccidn sobre el niimero de

ideales, y estd basada en los correspondientes resultado y corola

rio para un fGnico ideal, que aparecentambién [Brlj, y queson un

caso particular de nuestro teorema 10.8.

12.4. Proposicién.- Sea p un ideal primo de A, localmente

12.5.

real y de dimensidén s. Entonces existe un lugar real ¢
de K sobre R,. finito en A, discreto, de rango r-s,
dimensién s y centro p en A, tal que su factoriza-
cidén en lugares de rango 1 produce una cadena estricta

de ideales de A

0C P 1T P C -2 C Py CPg = P

Corolario.- En las condiciones de 12.4, si B es un orden

en K y p es (B[ A)-convexo, entonces ¢ puede ser
escogido tal que su cuerpo residual I posee una orden

que extiende el orden B de A = Ap/pAp inducido por B.

El teorema anunciado es:

12.6. Teorema [Brl].- Con la notacidén anterior, sea

C pit_l(: e C pi1C: pio, 0L io < il < ... <

*

una cadena fuerte de ideales localmente reales. Suponga-

mos que ij = dim pi.s j=0,1,...,t. Entonces, existe
j
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una cadena de especializaciones de lugares reales de K,

gobre R, ¢o’¢l""’¢r-l’

K>z N —b..-»}:_’oo-)z__,z-v > T ,° >
r-1 i, i, 1 i,
> r’irl’” > ... > zo,m
tal que para cada 3j=0,...,r-1, el lugar ¢j : K » Zj,w

es finito en A, tiene rango r-j, dimensidn j y los

lugares ¢i tienen centro p; en A.

. s

Mds aiin, los centros de los ideales ¢j forman una cadena

fuerte y estricta de ideales localmente reales de A,

P, C ...Cpitc pit_l(: ...Cpilc pil—lc <o C py -

o

Demogtracidn.~- La demostracidén es por induccidn sobre el
nlimero t. Exactamente, nuestra hipdtesis de induccidn se compone

de los asertos Hl y H2 siguientes:

Hy = "Si A es un dominio real de funciones y
pi C ...C pi son ideales en las condiciones de
12.6, entonces existe una cadena de especializaciones
de lugares reales ¢l""’¢r-1 en las condicio-

nes de 12.6", y

H, = "Si B es un orden en K tal que todos los P son
R j
(B ) A)-convexos, entonces existe un orden Bi en
1
Ei que extiende al orden cociente Bl inducido por
1

B en A, = A /p
* Pi,

"

i Ap
LR

Observamos primero, que en nuestras condiciones todos los
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cuerpos residuales Zj son cuerpos reales de funciones, que son
algebraicos sobre Aj’ pues para cada j=0,...,r-1, se tiene

rang(¢j) + dim ¢j = r,

Si t =0, el teorema es la proposicidn 12.4 y H2 es el

corolario 12.5.

Supongamos t > 0O, y consideremos, inicialmente, que p;
es maximal. Aplicamos la hipbtesis de induccidén a K, A, 1la cadena

fuerte de ideales

y un orden B que hace todos los P incluyendo P; > BN A)-
j o
convexos (hipbtesis de HZ). Entonces, existe una cadena de expe-

cializaciones de lugares reales,

K + Zr_l,w > ... > Ei o > Ei 10 e Zi y®
t t 1
tal que para cada j, il € j £ r-1, el lugar ¢j : K » Zj,m tie
ne rango r-~j, dimensidén j y los lugares ¢i tienen centro
j
P en A, 1< j gt
j
Por H,, existe un orden é. en L, que extiende el or-
2 i, i,
den B, de A, . E1 ideal p, /p, =p;, es (B, N (A/p; ))-
1 1 o 1 o 1 1
convexo, y es maximalien A/pi , puesto que estamos suponiendo
pi maximal en A. Como éi es extensidén de Ei tenemos que
o 1 1

P
(o]

lugares reales (cf. 3.13), existe un anillo de valoracidn B de

es (éi n (A/pi ))-convexo. Por el teorema de existencia de
1 1

., tal que B D A/p. y B tiene centro E, en Alp. .
i i i i,
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Por otra parte, si X, = % +p. , entonces
i i i,
1\/;7]._l = RLxl,...,xn] y Zil es una extensidn finita de Ail. Sea
§ un elemento primitvo de Ei sobre Ai , Qque suponemos entero
1 1
sobre A/pi . Pongamos
1

¢ = R[X;,....x,v].
C es entero sobre A/pi y por tanto C(C B. Sea @, el cen
1

o
s lo que implica

tro de B en C. Se tiene ¢, () (A/pi ) = Ei
1o 1 o
que qi es maximal en C.

o

Por 12.4 existe una cadena de especializaciones de lugares

realss de Zil sobre R, ¢o,...,wil_ls
I > I, R R N
il 11-1 i,
tal que para cada £, io <L < il, el lugar WL: Zi > Zl,w es

1
finito en €, tiene rango i,-£, dimensifén £, ¢ tiene centro
1 o

qi en C y sus centros forman una cadena fuerte de ideales lo-

o
calmente reales de C estrictamente ascendente qi _IC: ...C:Qi ’
1 [

y de longitud maxima. Sea El = qLﬂ(A/pi ). Tenemos
1

. C Cﬁi , por ser C entero sobre A/;’Z’i .
o

M1 1
Finalmente, definamos ¢£ = wl ° ¢il, i < £ < i,- De la
commctatividad del diagrama:
¢il|A l’JI;IB
A -+ B -+ El
3]
b
A/Pi
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donde 7 es el epimorfismo candnico y & es la inclusién

Ai - Zi . se desprende que los lugares ¢£ tienen centro
1 1
Pe = w—l(pl) en A, y por tanto forman una cadena estricta, y el

centro de ¢i es Pp.,, Las asercionmes sobre los rangos y dimensio
i o
o o

nes son inmediatas, lo que prueba H Por otra parte, Hz, el este

1
caso, es trivial, pues como estamos suponiendo pi maximal, resulta

o

A. = R.
i
o

Para completar el teorema, falta considerar el caso
dim pi = io > 0. En esta situacidn, por el método 12.3 extende-
o

mos el cuerpo base y nos reducimos al caso anterior. La dnica cosa

no trivial a comprobar es que si

qr—lc qr-Zc .. C qi , qi maximal,

[o] o

es una cadena estricta de ideales primos en C = E[xi +1,...,xn],
o

sus restricciones p; = qifw A forman una cadena estricta. Pero
del diagrama siguiente, donde los enteros representan los grados
de transcendencia, se deduce que dim pi = dim qi, y la demostra

cidn queda completa.

E[xio+l,...,xg]/qi

0

E R[x;,...ox J/p;=Ap;
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El teorema 12.6 muestra que las cadenas fuertes de ideales
se comportan bien. con respecto a la dimensidn de Krull. En efecto,
como consecuencia inmediata tenemos el siguiente corolario, que usa

remos en lo sucesivo:

12.7. Corolario.- Sea p y q dos ideales primos de A tales
que pC q Yy forman una cadena fuerte (i.e. son simultd-
neamente convexos para un cierto orden g de K). Supon
gamos que s = dim p y t = dim q. Entonces, existe una
cadena fuerte de ideales de A, de longitud mdxima que

conecta p y q:

P=P,CPC - CP_ ) TP =4

12.8. Observacidn.- Dubois y Efroymson [D-ﬁ] han demostrado que si
pC @ son dos ideales primos reales de A, entonces p y ¢
pueden conectarse por una cadena de ideales primos reales de longi
tud mixima. E1 corolario 12.7 muestra el andlogo para cadenas fuer
tes. Queda planteado el problema anilogo para ideales localmente
reales: si pC q son dos ideales localmente reales, lpueden conec
tarse por una cadena de longitud mdxima de ideales localmente rea-
les?. Aunque 12.7 parece mids fuerte, este Gltimo problema es mis
complicado de demostrar por una simple razén: tanto el caso de idea
les como en el de cadenas fuertes, el ideal cociente ¢q/p es real
(resp. convexo respecto al orden cociente), y se puede trabajar en
el cociente. Sin embargo, si p y q son localmente reales, g¢/p
puede no ser localmente real como observamos en §5. Esto obliga a

trabajar directamente. Creemos, no obstante, que el resultado es
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cierto a la vista de la caracterizacién 2.11. La clave estaria en
cortar por secciones algebraicas con suficientes puntos centrales
de la variedad inicial. De cualquier forma, este resultado no es

necesario para lo que sigue.

§13. Primera generalizacidn.

Pretendemos, aqui, generalizar el teorema 12.6 en dos aspec
tos: los centros y las dimensiones. ObséFvese, que en 12.6 los cen-
tros de los lugares son distintos, forman una cadena estricta. Sin
embargo esto no tiene por qué ser asi como muestra el siguiente
ejemplo:

Consideremos en R(X,Y) 1la cadena de especializacién de 1lu

: ¢l N 4jo Y
gares reales ¢ _,¢;, R(X,Y) = R(X,T) R(T) R, T =13

¢0 = 60 ° ¢l donde:

(a) ¢l viene definido por el anillo de valoracién
R(T)[X](X)R(T)[X]’ es decir el lugar de Krull definido por el cuer
po R(T) vy el orden em R(X,Y) en el que X y T son positivos,

T es infinitesimal con respecto a R y X es infinitesimal con res
pecto a R(T), vy

(b) eo viene definido por el anillo de valoracidn R[TJ(T)'

Sea A = R[X,Y]. Entonces p_ = p, = (X,Y)A.

Por otra parte, en 12.6 las dimensiones verificaban que

rango (¢) + dim ¢ = r

de modo que todos los cuerpos residuales eran cuerpos de funciones.
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Una generalizacidén que rompa esta igualdad tienme el inconveniente
fundamental de que los cuerpos residuales no son, en general, cuer
pos de funciones, y carecemos de todos los resultados del capitulo
anterior, quedindonos reducidos a los teoremas de existencia y ex-
tensidn de lugares del 56, en los que no existe ningiin tipo de

control sobre el rango o dimensidn.

Como muestra de las dificultades que pueden surgir, y como

motivacién del proximo lema, consideremos el siguiente ejemplo:

13.1. Ejemplo.~ Es bien conocido, en la teoria cldsica de lugares
el siguiente resultado (cf. [Zaa]):“ Sea V es una variedad alge
braica y sean WIC: WZ dos subvariedades de V. Sea ¢2 un lu-
gar de R(V) con centro Wz en V., Entoncgs existe un lugar ¢l
de R(V) que es compuesto de ¢2 y tiene centro Wl en VY Pues

bien, el andlogo real es falso:

Sea V = 83, y sean wl y Nz correspondientes a los
ideales Py = (X+1,Y,2) vy py, = (Y,2). Los ideales pZC: Py for

man una cadena fuerte de ideales.

Sea ¢2 el lugar de R(X,Y,Z) definido de la siguiente

forma: Consideramos R(X) como cuerpo base y sumergimos

R(X)(Y,Z) en R(X)(Y,Z), donde ®R(X) es la clausura real de
R(X) respecto del orden que hace X > 0 e infinitesimal respec
to de R. Sea P el lugar de R(X)(Y,Z) en R(X) definido eva

luando en la rama:
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Z =¥ +/% ¥2 4. 4"V Y 4L,

Definimos Entonces, (cf. [Z—S] pig. 105) el

%2 = ¥|r(x,v,2)°
cuerpe residual de ¢, es R(/Y,a/—, 4/?,....) y ¢, esunlu

gar real con centro p2 en lR[X,Y,Z].

Sin embargo, no existe ningiin lugar real que sea compues
to de ¢2 y tenga centro p, en m[x,Y,z]. En efecto, si lo hu
biera, existiria un lugar real, 61, del cuerpo residual
R(/X, 3/_, 4/i,...) cuyo centro en R[X,Y,Z]/(Y,Z) = R[X] seria
el ideal El = (X+1,Y,2)/(Y,Z2) = (X+1)R[}]. Ahora bien, entonces
(X+1) tendria que ser localmente real en R[X] con respecto a

R(VX, 3/;, 4/?,...). Pero

x+1 = (/D% + 1 6 (x+1) R[x]

y 1 ¢ (X+1)R[X], lo que implica que (X+1) no es localmente

real con respecto a R(VX, 3/2,...) (dicho de otro modo A

R(VX, 3/—, a/i,...) deberia que tener un orden en el que (X+1)R[X]
fuera convexo, pero entonces X = -1, i.e. X deberia ser negati

vo en dicho orden, absurdo pues X es un cuadrado.

No obstante, demostraremos mis adelante que efectivamente
existe una cadena de especializaciones de lugares reales wl’ wz
de R(X,Y,Z), cuyos centros en R[x,Y,Z] son (X+1,Y,z) e (Y,2),
pero, evidentemente, wl # ¢l. Es decir, la dificultad aparece
cuando el primer lugar viene fijado de antemano, no cuando ambos
lugares pueden ser construidos simultineamente. Mis precisamente,
hemos de asegurar que los cuerpos residuales que obtenemos tienen

6rdenes compatibles con los ideales cocientes, para que permitan
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seguir adelante en las composiciones sucesivas. Esto es lo que ase
guran los corolarios 9.5, 10.7 y 10.9 que hemos establecido des-

pués de cada teorema de existencia de lugares.

El lema 13.6 puntualizard mucho mis esta situacidn en cuan
to a qué drdenes son posibles en el cuerpo residual del teorema
10.5. Antes necesitamos introducir algunas nociones que aparecen

originalmente en [Duzl.

13.2. Definicidn [Duz].- Sea L una extensidn ordenada de K y
sean x,y € L. Escribiremos x <1y 8t x es itnfinitesi

mal (en el orden de L} con respecto a K(y).

13.3. Definicidn [D“Z]" Llamamos rango de Gleyzal de L sobre

K, y notamos rang Gl(L|K), al supremo de las longitu-
des de cadenas de la forma 0< x<q ... <1x%x 6J, donde
la cadena mostrada tiene longitud s, y J es el conjun

to de elementos de L infinitesimales con respecto a K.

Los dos siguientes resultados aparecen también en [Dui].

13.4. Proposicidn.- Sea L wuna extensidn no arquimediana de K,

y supongamos 0 < x, <d...<l x, 6 J. Entonces

t 1

(a) {xl""’xt) gon algebraicamente independientes

sobre K.
(b) rang GI(L|K) < grad trans [L : K]

(c) st L' es una extensidn ordenada de L, entonces

rang Gl(L'lL) + rang GI(L‘K) < rang(L'lK)
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(d) st L' es algebraico sobre L entonces
rang Gl(L'lK) = rang Gl(LlK).

En particular, si L es algebraico sobre K, se tiene

rang GL(L|K) = 0.

13.5. Proposicidn.- Sea ¢ : L + L,» un lugar real de L sobre

K que preserva el orden. Entonces,

rango (¢) + rang Gl(Z|K) = rang Gl(L|K).

Estamos ya en condiciones de enunciar nuestro resultado.
Recordemos el teorema 10.5: Seanmn K = R(xl,...,xn), A = R[ﬁl,.:,xn]
y p un ideal primo de A, 1localmente real y de dimensién t. Pa
ra cada s, t £ 8 £ r-1, existe un lugar ¢ de K sobre R, fi

nito en A, discreto, de rango 1, dimensién 8 y centro p en A.

13.6. Lema.- Con la notacidén del teorema 10.5 (ver pdrrafo anterior),
st B es un orden (arbitrario) de K y p es (B n A)-con
vexo, y si B representa el orden inducido por B en

A= Ap/pA B entonces ¢ puede ser escogido tal que su

[4
cuerpo residual I tiene un orden 8 que extiende B
(via la inclusidn A& 3 %) y (£,B) tiene rango de Gley-

zal s-dim p sobre A.

Demostracidn.- Si dim p = dim ¢, entonces I es alge-
braico sobre A, por lo que, en virtud de 13.4(d), el lema se re
duce a probar que ¢ puede ser tomado tal que en I existe un

N —
orden B, extensidn de PB. Pero esto es precisamente el corola-
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rio 10.7.

Asi pues, supongamos s > dim p. Consideramos primero el
caso dim p = 0. Entonces, el lugar ¢ estd construido segiin la
proposicién 10.4. En este caso, A = R y por tanto todo orden en
I extiende B. Todo se reduce a probar que ¢ puede ser tomado
tal que I admite un orden con rango de Gleyzal s (ver observa
cidn 13.7(b)), vy obs@rvese que el orden B no juega, por tanto,
ningiin papel en este caso. Para la demostracidn, repasamos breve-

mente las etapas de construccidn del lugar ¢ segiin 10.4.

Partimos de p y A. Después de algunas operaciones obte
nemos un dominio finitamente generado C cuyo cuerpo de fraccio-
nes es K, y un ideal primo ¢q de A, principal y localmente
real, tales que

ACC c NA=np.
Q Y ©q P

A continuacidn consideribamos un ideal primo de ¢ PsD Q- lo~
calmente real y de dimensién s, y usidbamos este ideal para la
construccidn de un lugar real de K con centro en p, en cC vy
dimensidn s. En esta eleccidn de pg es donde actuamos como si
gue:

Consideremos una cadena fuerte de ideales primos de C em

pezando en ¢q (posible por 10.3):
=P, 1C P C---C P C---C PIC Py
donde p; tiene dimensién i, 0 € i g r-1l.

Sea a un orden en K haciendo todos los p; (a N c)-

convexos, y consideremos elementos gi 6 B 0 < i r-1 tales que
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Ei 6 Pi~Piyre En el orden © estos elementos verifican

Er-l< Er_zq <£o< R.
En efecto, en [Duz] se demuestra que X <]y es equivalente a
X < yn para todo n € N. Por consiguiente, si fuera Ei+l4h Ei

tendriamos

n -
Ei < £i+1 para algin n € N,
y como pi+1 es all A convexo, seria 52 6 pi+l’ luego

gi 4] pi+l por ser pi+l primo, contradiccidén. Asi pues, tenemos,
rang G1((K,a) : R) = r, y por 13.4 (a) {Eo""'gr-l} es una ba
se de transcendencia de K sobre R. Consideremos

Cc = R[Eo"'"gr—l’gr""’gm]‘ Vamos a construir, usando 9.4 un
lugar real de K sobre R, finito en C, discreto, de rango 1,
dimensién s y centrado en Pg- Sabemos que un lugar de estas ca
racteristicas tiene cuerpo residual I, wuna extensién algebraica
de R(Eo,...,is_l), donde £i= Ei + pgs Ppuesto que

{ED,...,ES_I} es una base de transcendecia de As = Cp /pst so

8 s
bre R (cf. 9.4.).

Ademds, por el cprolprio 9.5 aplicado al orden a en K,

PN

2 -
existe un orden o en I tal que o es una extensidn del orden

— ~
a en As inducido por a. Afirmamos que & es el orden buscado

en L. En efecto, I es algebraico sobre R(EO,...,E ), 1luego,

s-1
por 13.4(d),

rangG1((Z,®| R) = rang GL([R(E_,...,E_ ), an
NRE ..., _N]IR) = rang 61((R(E_,...,E ), aN

NRE ..., _ N Ir)
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Pero,

(R, E ) NR(E .., B 1)) 5 (R ,...,E _}),al)

OR(E . eesE D)

s-1
y en éste
E,1QE <9 ...k

0,

luego, en virtud de 13.4(b):
rang GLO(C R(E_,...,E__ ), a NRE ,...,E _DIR) = s
lo que concluye el caso dim p = 0.

Pasemos al caso general, dim p =t > 0. Sea B un orden
cualquiera en K tal que p es (B{) A)-convexo. Usamos el m8to-

do 9.3 con este orden, y obtenemos

AC E[x, ys--0Hx ] = CCE(x

t+l"“’xn)’

donde E es la clausura real de R(xl,...,x ) con respecto a

t
g N R(xl,...,xt), y en E[xt+l""’xn] tenemos un ideal localmen
te real g, que yace sobre p y de dimensidn cero. El punto cla
ve es: A = Ap/pAp estd contenido en E, y ademids E es la clau

sura real de (A,B) via la inclusifn candnica A 3 E del diagra-

ma (ver 9.3):

c — 4+ ¢ /qc =E
%q

i i

A — T . A /pA_ = A
P2p

Por la parte ya demostrada de este lema, existe ¢', lugar
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real de F sobre E, finito en C,. discreto, de rango l, dimen-
sidén s-t, centro ¢ en C y su cuerpo residual I tiene un or
den & de modo que (i,&)' tiene rango de Gleyzal s-t sobre E.
Sea ¢ 1la restriccién de ¢' a K. Tenemos el siguiente diagrama

commutativo: ¢
> T

-
B
ﬂ—
) \

del que nos interesa especialmente la carc lateral derecha. Como
en E = Cq/qu hay un orden @inico, que extiende el orden B de
A = Ap/pAp, y todo orden de I' extiende el orden de E, resul

ta que cualquier orden en I,, restriccidn de un orden de L' ex

L
tiende al orden B en A. En particular, el orden é =all
extiende el orden B y afirmamos que el rango de Gleyzal de

(Z,ﬁ) sobre (A,B) es s-t. En efecto, como L' es algebraico

sobre I, por 13.4(d) tenemos:
rang GI(Z|A) = rang Gl(Z'lA) = rang Gl(Z'IE) = g-t,

y el lema queda demostrado.
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13.7. Lema.- El lema 13.6 también es ctierto en las condiciones del

teoiema 10.8.

Demostracidn.- Es suficiente probar el caso dimp = 0,
pues el otro>se sigue de éste como en 13.6. Pero, la demostracidn
de 10.8 es por induccidn sobre el rango m del lugar ¢. Si m=1
el resultado es 13.6. Si m > 1, entoncés, consideramos
¢l : K » 21' lugar real de rango 1, dimensién r-1 y centro p
en A. Sea q un ideal maximal en C = R[yl,...,yt], donde
Zl = R(yl,...,yt). Por la hipbtesis de induccién, exis;e v, 1lu
gar real de dimensidn s, rango m-1, centrado en g en C y
tal que su cuerpo residual [ tiene rango de Gleyzal s sobre

Cq/‘ﬁq =R =4 la composicin ¢ = § ° ¢, es el lugar buscado.

13.8. Observaciones.- (a) En particular, si dim ¢ > dim p, el or
den é del cuerpo residual construido en 13.6 y 13.7 es una exten

sidén no arquimediana de (A,B).

(b) En 13.6 y 13.7 se trata de buscar un orden en un cuerpo
I de grado de transcendencia s sobre R, de forma que el rango
de Gleyzal sea precisamente s. Si el cuerpo I &es finitamente ge-
nerado, esto puede hacerse directamente como sigue. Sea REIV"”TS]
un anillo de polinomios en s indeterminadas. Consideramos en
R(Tl""’Ts) el orden definido por 0 < Tl < T2<d e <]Ts<d R, vy
sea F 1la clausura real de R(Tl""’Ts) con respecto a este or-
den. F tiene rango de Gleyzal s. Por el teorema de inmergidn

de Ling, existe un monomorfismo L + F. Es claro que el orden in

ducildo por F en I tiene rango de Gleyzal s sobre s.
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Después del engorroso lema anterior, damos la primera gene
ralizacidn del teorema 12.6: aqui los centros pueden ser arbitra-
rios, aunqu ¢ los enteros s; que dan las dimensiones estdn sujetos
a condiciones restrictivas; todos excepto s, debe ir disminuyendo

unidad por unidad y verificando (excepto Bo)

rango ¢ + dim ¢ = r.

13.9. Teorema.- Sea P11 - C p T p, una cadena fuerte de

ideales de A, donde las inclusiones pueden ser igualda-

des. Sean 0 < 8, <8 < ... <8 < enteros tales

que s, = r-m+j 1 < j ¢ m (s puede ser arbitrario), y

j° 0 ¢ j < m. Entonces existe una

cadena de especializaciones de lugares reales de K sobre

tales que dim P; < s

R, ¢o’¢l"""¢m-l’

> ... 27 o > § o

K > L 1° o’

T
tales que para cada j=0,...,m-1, el lugar ¢j : K » Zj,w
es finito en A, tiene rango wm-j, dimensidn 85 Yy centro

. en A,
pJ
Demostracidn.- Por induccidén sobre m. Si m=1, el resul
tado es el teorema 10.8. Supongamos m > 1. Construimos un lugar

real de K sobre R, de dimensidn r-1, rango l y con centro

en A (de nuevo usando 10.8). Sea

P

m-1

d>1'r1-1 L Em—l’m'

Zm | ©s un cuerpo de funciones de grado de transcendencia r-1.

Mds aiin, sabemos por el lema 13.6 (véase observacidn 13.8(a)) que
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podemos suponer ¢m—1 tal que en Zm-l existe un orden Bm que

-1

extiende el orden cociente B en A = A /

indu
m-1 Pa-1 -

p__A
m-1 m-1 pm—l

cido por un orden B en K tal que todos los pi son (B A)-con

vexos. Mds todavia, si dim ¢m 1= r-1 > dim Pp_y = t entonces

(z, ;.8

- l) tiene rango de Gleyzal r-l-t sobre (Am—l’Bm-l)'

Usando 12.6, refinamos la cadena fuerte p_ _,C Pnoa C +--C

...Cfpl(: p, @ una cadena fuerte de longitud miaxima sobre Po-1

- * * L I * *
Pu-1 ptg"‘gplgpu»pog Pu-1 & G Py
donde t = dimp_, y dim p: =k, 0<k¢g¢t.

Para cada j tenemos Py = p: para algin k 6 {0,...,t}.

~
Tomanos como orden B para la construccidn de log Srdenes Bm 1’

y Bn—l mencionados arriba, un orden que haga todos los p: (en

particular todos los pj) (BN A)-convexos. Sean

— —% *
Ap-1 = A/'om—l’ P; = pj/pm-l’ y Pr = pk/pm—l'
Por #ltimo, sea A’ la clausura semientera de A en I
m-1 m-1 m-1
(cf. §4). Por 4.10, Zm_l es el cuerpo de fracciones de A;_l. Dis

tinguimos dos casos:

(1) dim ¢m-l = r-1 > dim Pu-1 = t (obs@rvese que este caso

se produce, por ejemplo, siempre que Pp_2 = Pp.y> Pues,

t = dim Pp-1 = BT tranms [Am-l : R] = gr. trans [Am—z : R] <

< 8.9 < Sm-1 r - 1).
Consideremos el lugar de Krull, h, definido por Am-l y gm—l
en Im—l' Dicho lugar tiene rango r-l-t, por ser r-l-t el ran

go de Gleyzal de Zm_l sobre Am—l' Sean El,...,EP [4 Am—l tales
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que

zm-l = R(xl,...,xn,gl,...,gp), X, = x; + p

y de forma que en C = R[;l,...,xn,él,...,gé] el lugar h produce
una cadena estricta de r-1-t ideales (ém_1r1 C)-convexos (véase
observacidn 13.10)

) * . *
U2 G 3G - G O
(i.e. los ideales q: surgen como centros en C de la factoriza-

cidén de h en lugares de rango 1. En particular qt es el centro

de h). Apliquemos el teorema de ascenso (cf. 5.13) al ideal q:,

la cadena

— —% —%
pcg pt-lg C;Z Pos
J

y los anillos A y C en (obsérvese que q: N Am—l =

m-1 m-1

—% -~
= (0) = P, Y que C es semientero sobre A pues CC Am- ).

~
Obtenemos asi una cadena de ideales (Bm_lfw C)-convexos

* * *
“t@‘f:qg "‘gkqo

%
donde q: Nna = Py 0 < k< t, y que junto con (*) produce una

m-1

cadena de ideales (@m_lr} C)—convexos

* E * * * * *

G299 36 GGG 8 G G WEW1GF - &9
Como C tiene dimensidn de Krull r-1 resulta que, para cada
k=0,...,r-2, dim q = k.

— —*
Si pj = P> llamemos qj = q;, de forma que tenemos una

cadena fuerte de ideales en C, Qp? T g3 C --- Ciqo, que yace

] —k
si p, = Py

sobre la cadena Fm_zc: ﬁm_3 cC...C ﬁo en A, 3

Adenmis,
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dim ¢, = dim q; = dim p; =k = dimp, <8, 0< < mo2

Aplicamos, finalmente, la hip8tesis de induccidn al cuerpo

I el anillo C, los ideales

m-1’
Q-2 C Qm_3C---CQ

y los enteros m-1 y

Obtenemos asi, una cadena de especializaciones de lugares reales

de £m~l sobre R, wo’wl""’wm—z’
Zm—l > zm-Z’m R Zl,oo +£o,co
tal que para cada j=0,...,m-2, el lugar ¢j : Zm-l + Zj,m es fi

nito en C, tiene rango w-j, dimensidn sj y centro qj en C.

De la commutatividad del diagrama

o, L2
A m-1'A + B m-2 N

m-1

donde m es el epimorfismo candnico, se sigue.que si ¢j = wj°¢m-l'
0 € j £ m-2 1la cadena de especializaciones ¢°,¢1,...,¢m_1 cumple

las condiciones del enunciado.

(I1) dim bpoy = ¥l =dimp_ , = t. En este caso I es

m-1

una extensidn algebraica de Am-l = R(xl,...,xn), X, = xi+pm—l'

Sea y 6 zm—l un elemento primitivo de zm-l sobre Am—l que su-
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ponemos entero sobre A y pongamos

m-1"
C = [xl,...,xn,y],
C es entero sobre Am 1> Y en particular es semientero sobre

. Por el teorema del ascenso, la cadena fuerte de ideales pri

mos de A
mn-

PoogC Pz C -+ C P, C P,

se eleva a una cadena fuerte de ideales primos de C

Uz Tp3 C -+ C ¢ C Q-

Y puesto que C es entero sobre Am tenemos, para cada

-1
j=0,...,m-2,

dim qj = dim p. = dim p. £ s..

La demostracidn acaba ahora como en el caso I: aplicamos

la hipbtesis de induccidén a & C, los ideales

m-17

Ip-2 T p3 € .- C q, Cq,

y los enteros m-! y Sy <8 < ev <isL 4y Y obtenemos una cade
na de especializaciones de lugares reales de zm—l sobre R,
wo’wl""’¢m-2' La cadena de especializaciones de lugares reales
de K sobre R, ¢o’¢l""’¢m-l’ donde

by =¥ o b s 0 < § < me2
cumple las condiciones del enunciado.
13.10. Observacidén.- En el curso de la demostracién, hemos afirmado,
que existen El,...,Ep 6 Am—l tales que

Em-l = R(xl,....,xn,il,...,ip)
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y el lugar h, de rango w produce una cadena estricta de w idea

les en
c = R[?l,...,in,al,...,gp].

En efecto, por ser Zm-l el cuerpo de fracciones de A; (cf.

-1

4.10) y por ser Em-l finitamente generado sobre R, existen

El""’gq en Am-l tales que

Em-l = R(xl,...,xn,E!,...,Eq).

Por otra parte, como el rango de h es w, el anillo de
valoracidn Bo de H tiene dimensidén de Krull w, y tenemos una

cadena de ideales primos de longitud w en Bo:

mw-lg mw-2g '(:—t mlc-;mo
donde m, es el ideal maximal de Bo. Para cada k=0,...,w-1, el
ideal me. es el ideal maximal del anillo de valoracidn real
Bk = (Bo)m . Tenemos

k

~ c
Ar ,CBC B C...CB_,

Afirmamos que las restricciones de los ideales m, @ Am—l son

distintas, es decir, si pk = mkfj A;-l entonces

Pui1 G Pu2 & F P1G PG Apore
En efecto, en virtud de 4.8, (A;_l)p es un anillo de valoracién
k

real, y por consiguiente (A;_l)p = Bk'
k

p." Como los anillos Bk son diferentes, tambié&n lo son los

k

ideales pk. Tomemos Eq+k+l 6 Am-l’ £q+k+l 6 Py~ pk+1,

pues Bk domina sobre

(GO

m-1

Entonces, basta tomar

C = R[xl""’xn’gl""’gq’£q+1""’gq+w]'

k=0,...,w-1.
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13.11. Corolario.- Con la notacién del teorema 13.9, si m=r, pa
ra cualquier cadena de r tideales primos de A y cual-
quier sucesidén de enteros SgprreraS, verificando las con
dictones 12.2, existe una cadena de especializaciones de
lugares reales de K sobre R, ¢o’¢1""’¢r—1’ tales que

dim ¢k = s,, rang ¢k = r-k y ¢ estd centrado en pk.

Demostracidn.- Si msr, las condiciones 12.2 implican
S ~ k, para todo k=0,...,r-1. Por tanto estamos en las condi-

ciones de 13.9, y el corolario se sigue del teorema. Obsérvese que

el corolario puede enunciarse de la siguiente manera:

13.11. (bis) Corolario.- Sea p,.,C P ._,C ... Cp, una cadena
fuerte de ideales de A, tales que, para cada k=0,...,r-1,
dim p, <€ k. Entonces, existe una cadena de especializacio-
nes de lugares reales de K sobre R, ¢0,¢1,...,¢r_1 ta-
les que para cada k=0,...,r-1, rango (¢k) = r-k,

dim ¢k =k y ¢k tiene centro pk en A.

14. Segunda generalizacidn.

Brumfiel estudia, en su libro [Bri], el problema de cuan
do dado un orden total E en A/p, donde A es, como siempre,
un dominio real finitamente generado sobre R, y p un ideal pri
mo de A, dicho orden puede levantarse a un orden total B en A,

de modo que el orden cociente B/p coincida con 8. Por supuesto,

como un orden total B en un dominio se extiende de modo dnico a
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un orden total en su cuerpo de fracciones, tenemos un orden B en

K (cuerpo de fracciones de A) cuyo orden cociente inducido en

A = A /pA es B.
p'Pp 6
Sea V una varjiedad algebraica real de R" tal que
A = R[V], y sea p un jdeal primo real de R[y]. Sea WC V 1a

sutvarjedad definida por p, y denotemos por WC y VC los pun-
tos centrales de W y V respectivamente. Brumfiel prueba los si-

guientes resultados:

14.1. Proposicidn [Bt!, pig. 238].- Sea B unorden total en
A/p, entonces extste un orden total B de A tal que
8/p = B, 8i y sblo s8i para cada familia finita de funeio-
nes regulares £15...,f € AP, tales que £.4p 6 B,

1 < i <m, el conjunto
{x 6 W : £,(x) >0,...,£ (x) >0} N W AV,

tiene interior no vacio en Wc.

14,2. Corolario.- S7 V =V entonces, cualquier orden total B

C’
en A/p s8e eleva a un orden total B en A tal que

B/p = B.

En este parrafo damos un teorema de existencia de cadenas,
de especializaciones de valoraciones reales de un cuerpo de funcio
nes, cuyos centros son ideales con la propiedad de que sus &rdenes
pueden ser levantados. Mis precisamente, sea pm—l(: Pu-2 cC...C
CpC p, una cadena fuerte de ideales de A, con la propiedad

siguiente:
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14.3. "Para cada j=0,...,m, ¥y para cada orden total Bj en

A/pj = (A/pj+l)/(pj/pj+l) existe un orden B en

j+l
A/pj+1 tal que Bj = Bj+l/(pj/pj+l)’ donde  p_ = (0.

En este epigrafe denotaremos por Aj el anillo

.= Alp. = Alp. .
AJ A/pJ /pJ“/(pJ/ij)

y por Aj el cuerpo de fracciones de Aj. Obsérvese por filtimo,
que a la vista de 14.2, si A es el anillo de coordenadas de una
variedad no singular V, una cadena de subvariedades no singulares

de V da lugar a una cadena fuerte de ideales con la propiedad

14.3.

14.4. Teorema.- Sea p ,C P, ,C . Cp C p, una cadena fuer
te de ideales primos de A con la propiedad 14.3. Sean

0 <s <8, <...<s ,<r enteros tales que para cada

j=0,1,...,m-1, dim pj = sj. Entonces existe una cadena

de especializaciones de lugares reales K sobre R,

Gsbyseesb

R> I v > oo > E 0§ o
tales que rango (¢j) = m-j, dim (¢j) = sj y pj tiene
]
centro pj en A, 0 < j £ m-1.
Demostracidén.- La demostracidon consiste, bdsicamente en una

"caza de Srdenes" en los diagramas que se muestran. Vamos construyen
do los lugares sucesivos sobre los ideales dados, pero en cada paso

es necesario modificar todos los anteriores. Damos, simplemente, la
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construccidn para los casos m=1,2, y 3, evitando, asi, una demos
tracién excesivamente engorrosa por los simbolos. Las herramientas
que usamos son, bidsicamente, los lemas 6.4 y 13.6, y los teoremas

6.6 y 10.8.

Fijemos en K un orden Bl tal que para cada j=0,...,m-1.

pj es (8l N A)-convexo. Por el teorema 10.8 y el lema 13.6, existe

un lugar real, ¢;_1, de K sobre R, de rango 1l y dimensién

Sn-1* c¢on centro Pp-1 ©7 A,
1 1
¢m-l PR z:m-l’m’
y tal que existe un orden Y;-l en el cuerpo residual, Z;_l, de
1 . 1 _ ol _
¢m—l que extiende el orden @y = B Ipm_1 en Am-l = A/pm—l'

Los ideales pj,pm~l’ 0 < j €« m-2, son (a;_lf} A ) -

m-1

convexos. Consideremos ahora (ver diagrama, donde para simplificar

m representa los epimorfismos candnicos (Aj)(pj_llpj) > Aj-l)
an lugar real wi_z del cuerpo de funciones Am_2 sobre R, de
rango 1, dimensién s,_p Y con centro pm-Z/pm—l en A,
¢l
1 m-1 1 1
(KQB ) R— (EM—I’YII!-!)
\."\\ I 2
\(K by Y22y
mgﬂ’am-l m-2°Ym-2

\
(diagrama 1)

y tal que existe un orden Yi en su cuerpo residual, Qi-Z’ que

-2
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. . 2 1
extiende el orden cociente a = a
m-2 m-1

/(p y = 8l/p

m—Z/pm-l m-2 €M

Am_z. Los ideales (pj/pm_l)/(pm_z/pm_l) = pj/pm_z, 0 < k € m-3
son (a:l_2 N Am_z)-convexos.
Sea a un orden en A tal que el lugar

m-1 m-1

2 2 2 2

wm-Z ; (Am—l’am-l) > (Qm—2’ Ym-2)

preserve 6rdenes (tal orden existe en virtud de 6.4). Puesto que

2 . 2 A .
Y es una extensién de a el orden « verifica también

m-2 m-2"’ m-1
2
na _p-

que todos los ideales pj/pm-l’ 0 < j <€ m-2, son (am-l

convexos.

Usamos, ahora, la propiedad de que la familia {pi} tiene

la propiedad 14.3 para obtener un orden 82 en K tal que
lepm_l = ui_l. El orden 82 es tal que para todo j=0,...,m-1,
pj es (82 N A)-convexo. Por el lema 13.6, existe un lugar, ¢;-l’
de K sobre R, de rango 1, dimensién s,_1°® centro Po.1 ©n

A y cuyo cuerpo residual, Zi_l tiene orden Yi-l que es una ex

tensidn de ai—l (ver diagrama 2).

. 2 2
Como dim p s resulta que (Zm-l’ym-l) es una

m-1 m-1"°

extensidn algebraica y ordenada de (Am-l’ai—l)' Por otra parte,

2 2 2 2
wm—Z(Am-l’am-l) > (Qm—Z’Ym~1)

es un lugar que preserva los 6rdenes, luego, por el teorema 6.6,
2
_p aun lugar, 6 2 de

m—-
.. 2 2 2
) en una extensidn ordenada Em-z de (Qm—Z’Ym-l)’ cu

. . . 2
existe una extensidn (dnica) de wm

2 2

(Zm-l’Ym—l

/ 2 Py
yo orden representamos, todavia por Ym y que conserva los or-

-2

denes.
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2
¢
2, " m-1 2 2 m-2 2 2
(KB87) — Z 1°Ym 1) (Zm_z.Ym 2)
\\}b\\\\k ] wz I
2 m-2 2 2
(Am—l’am—l) (nm—Z’Ym 2)
\] ll’3
2 m-3 3 3
B2y p) 7" AT ANEY
(diagrama 2) K \~\*(A J 3,
n-3"%m-3

2

resulta que Om_z
- - 2

me2" Ademds por ser extensidn de wm_z,

8i m = 2, 1los lugares ¢i~l y

2 s
Como Zm—l es algebraico sobre Am-l’

tiene rango 1 y dimensién s

tiene centro en A

2 2 2 .z
¢m_2 = Gm_z ° ¢m—l acaban la demostracidn.

Pn-2 m-1"
Supongamos m=3 y veamos como construir el siguiente paso.

De nuevo por 10.8 y 13.6, existe un lugar real wz del cuerpo de

-3
funciones Am-Z sobre R, que tiene rango 1, dimensién Sn-3 Y
. 3 :
centro pm_3/pm_2 en Am-2’ y cuyo cuerpo residual Qm_3 tiene
un orden Y3 que extiende el orden cociente 03 =
m-3 m-3

= ai_zl(pm_J/pm_Z) = BZ/pm-3' El orden ai—B tiene la propiedad
3
de que (pj/pm—Z)/(pm—3/pm—2) = pj/pm_3 es (um_3 N Am_3)-convexo,

para todo j=0,...,m-4.

Consideremos un orden a3 en A tal que el lugar
m-2 m-2

3 3 3 3
wm—3 : (Am—Z’am-Z) M (Qm-B’Ym-3)
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preserve Ordenes (cf. lema 6.4). En particular, como Yi—3 es una

. 3
extensidén de a3 s i O
m-3’: Tm

0 <j < m3 son (uz_

_9 verifica que todos los ideales pj/pm_z,

2 n Am_z)-convexos. Usardo la propiedad 14.3,

el orden a3 se eleva a un orden a3 de A tal que
m-2 m-1 m-1
a3 = a3 /(p /p ) De nuevo todos los ideales p./p son
m-2 m-1 m-2""m-1""° i "m-1

(a;_l n Am_l)-convexos, 0 < j € m2.

Ahora, el lema 13.6 garantiza la existencia de un lugar
3

real, wm—z’ de Am-l sobre R, de rango 1, dimensién s, ¥
. 3 .
centro pm—Z/pm—l en Am—l’ y cuyo cuerpo residual Qm-2 tiene
3 c . 3
un orden Y,.p due es extensidn del orden o de Am-2'
S u3 d A tal 11
ea m—] un orden en m—1 al que e ugar
3 3 3 3
wm-Z (Am—l’um-l) M (Qm—Z’Ym-Z)
conserve ordenes. Para cada j=0,...,m-2, los ideales pj/pm—l

3 3 . 2
son (am_lfw Am_l)-convexos, puesto que Y  , es extensidn de

u:_z. Levantemos el orden “3-1 a un orden 83 de K tal que
ai_l = 83/pm_l. De nuevo, el lema 13.6 asegura la existencia de un
lugar real ¢i—l de K sobre R, de rango 1, dimensién Sa-1 Y
centro pm_l en A, y cuyo cuerpo residual Zi_l posee un orden

Y3 y due extiende el orden ai Ahora bien, como

m- -1
3 3 3 3
ll}1'(1-2 ) (Am-l’am-l) > (Qm-Z'Ym-Z)
conserva d6rdenes, vy (Zi_l,Yi_l) es una extensidn algebraica y or
3 3 .
denada de (Am—l’am—l)’ ¢m_2 se extiende (teorema 6.6) a un lu-

gar
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9;-2 ; (Ei-l’Y;-l) > (Zi-Z’Yi-z)
que conserva drdenes, donde Z;_Z es una extensidn ordenada de
(Q;_Z,Yi_z) cuyo orden denotamos también por Yi_z. E1 lugar
93_2 tiene rango 1, dimensidn S22 ¥ centro pm-Z/pm-l en
Am-l’ puesto que 83_1 es algebraico sobre Am-l y Bi_z ex-

tiende a w; 3

. 3
En consecuencia, (I ,,Y  ,

-2°

. 3
denada y algebraica de (Am_z,am_z). Como el lugar

3 . 3 3 3
wm—3 ' (Am-Z’ O‘m-Z) > (Qm-B'Ym-B)
preserva drdenes, hay una extensidn (teorema 6.6) de w;_3, a un
lugar 93 de 23 en una extensidn ordenada 23 de
m-3 m-2 m-3
(93 Y3 ) cuyo orden denotamos, de nuevo, por Y3 .
m-3’"n-3 ’ ’ m~3
3 . .
Como zm—2 es algebraico sobre Am—2' em_3 tiene rango 1,
dimensidn Sne3 Y centro pm_3/pm_2 en Am~2’ Los lugares
3 3 .3 3 3 _ .3 3, 43
Sno1 ®moz2 T Cmop v bniye Y bng 7 Oy 0 8y o ¢ s Tesuelven
el caso m = 3.

Es claro que el mismo proceso sirve para m arbitrario,

0 <m< r, lo que concluye la demostracidén de 14.4.

§15. Aplicaciones: valoraciones reales en variedades algebraicas

reales de dimensiones 2 y 3.

Finalizamos con algunos corolarios y aplicaciones de los
resultados anteriores. En particular, demostramos, que para varie
dades algebraicas reales de dimensiones 2 y 3, 1la situacidn es

6ptima en el sentido de que para cualesquiera m, S ,...,s

) es una extensién or
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ye ey verificando las condiciones necesarias 12.2, existen
Fo Pp-1
cadenas de especializaciones de lugares reales sobre R con los

rangosg, dimensiones y centros dados.

Empezamos con algunas aplicaciones del teorema 13.9. Para

el caso m=2 tenemos:

15.1. Proposicidn.- Sea p,C p, una cadena fuerte de ideales de
A. Sean m, s, ¥ 8 enteros tales que 0 <mgor,

0 < 8, < 8y <1, r;s1 <m y dim q; € 855 i=0,1.
Entonces exigte una cadena de espectalizaciones de lugares
reales de K sobre R, ¢°,¢l, K » z],w > Zo.w,

tales que ramgo (¢l) = r-s,, rango (¢°) =m, dim ¢, = s
i=0,1, vy ¢i tiene centro p; en A, 1i=0,1.
Demostracidn.- Completamos la sucesidn s, < 8 interca-

lardo enteros ti hasta tener una sucesidn de m enteros en las

cordiciones de 13.9. Para ello, sean

. = r4i- 1 i< = .
t1 r+1-m £ 1 m, y to so
Puesto que, por hipdtesis, r-sl < m, tenemos tk = 5
para k = m—(r—sl), y como s £ r-m < r+l-m, resulta
< < < ... < = .o -
0 < s, ty tk sy < tk+l < < tm-l r-1,

dorde todos los pasos difieren en una unidad, salvo, posiblemente,
tl y Sg°
Ahora completamos b, C P, hasta tener una cadena de m

ideales, con sucesivas repeticiones de p y pp;- Exactamente,

o
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consideramos

w1C o C Q=P Caq =P, C...Cq =P

es deClr’ q. = po si 0 <€ j < k,

q: = Py si k<j < m, donde k = m—(r—sl).

Tenemos,

dim qj = dim Py < s, < tj si 03 <k, vy
dim qj dim Py € 8y < tj si k< j<m,

Por tanto, la cadena de ideales

q C...CQICQO

m-1

y la sucesifn de enteros 0 ¢ to < tl < ... < tm 1 < r, estdn en

las condiciones del teorema 13.9. En consecuencia, existe una cade

na de especializaciones de lugares reales de K sobre R,

wo’wl""’wm—l’ en las condiciones alli establecidas. Tomamos

¢° b wo y ¢l = wk' Entonces,

L}

rango (¢0) m, dim ¢0 =t =5, centro de ¢o en

o o
A=4q,=p, v
rango (¢l) = m-k = m—(m-(r—sl)) = r-sj, dim ¢1 = tk'= 81>

y centro de ¢l en A = 9 = Py

La misma técnica usada en la demostracidén de 15.1 permite

establecer el siguiente resultado:
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15.2. Proposicidn.- Dada una sucesidén de enteros 0 < S, < 8y < ...

< 84 < T, Y una cadena fuerte de ideales primos,

Pg_1C P32 C ---CPyC P, > tales que dim p; € 8,
(de nuevo las inclusiones pueden ser igualdades) existe una
cadena de especializaciones de lugares reales de K sobre
R’ ¢o’¢1)""¢d_l’

K > Ed-l’w > L. > Zl,m > zo,m

tal que para cada j=0,...,d-1, ¢. : K » Zj,m tiene cen-

A]
tro p; en A y dimensién s;-

Demostracidn.- Obsérvese, primero, que ahora los enteros 55
pueden ser arbitrarios, pero no podemos hacer ninguna precisidén so-

bre los rangos.

Completamos la sucesién de enteros hasta formar una cadena

consecutiva, empezando en sy hasta r-1. Asi, tenemos
Dgs =t <t =38 < t,< .<t, =38, < < t, =
o o 1 1 2 i, 2 i3
R B e S O L AL
d-1
donde tj =ty + (j-1), 1 g j < m, donde m=r—tl+l.

A continuacidn completamos la sucesidn de ideales p;» con

sucesivas repeticiones hasta obtener una cadena de m ideales

pd‘laqm—lc -..de_l=qid_lc pd_2=q lc___cp =

d-1 2

T, C P T OGP T C 4 T R

es decir,
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.

J .
Pg-1 st gop £33 <r
Por construccidn, para cada j=0,...,m-1, dim qj < tj. Ade
mas,
m+so < m-H:l = r—-tl +1 + tl = r+l,

luego m+so £ r. En consecuencia, para m, la sucesidn {ti} y
la cadena q;, estamos en las condiciones del teorema 13.9. Sea

wo’wl""’wm—l la cadena de especializaciones de lugares reales

con las condiciones alli garantizadas. Definimos ¢0 = wo’

¢l = ¢1, ¢j = wi.’ 2 &3 ? d, los lugares ¢i tienen centro

p; en Ay dimeisién ;-

15.3. Observacidén.- N&tese que podemos hacer la siguiente precisidn
sobre el rango: m puede ser cualquier entero tal que

r—sl+1 £ mg or-s . En efecto, el lugar ¢0 construido en 15.2
tiene rango r-sl+l. Completando la sucesidn de enteros entre s,

y sps ¥ repitiendo el ideal p, para ellos, el mismo argumento

sirve para encontrar lugares con todos los rangos m descritos.

Analizamos a continuacidn los lugares reales de variedades
algebraicas reales de dimensiones dos y tres. Para el caso bidimen

sional, el resultado es una consecuencia inmediata de 15.1.
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15.4. Proposicién.- Sea V una variedad algebraica de dimensién
dos sobre un cuerpo realmente cerrado R. Entonces, para
cualesquiera enteros m, s, ¥ 8, e ideales pys b, de
R[V], verificando las condiciones necesarias 12.2, exis
te una cadena de espectalizaciones de lugares reales de

R(V) sobre R, finitos en R[V], con los rangos, dimen-

siones y centros dados.

Demostracidn.- Enumeramos todas las posibilidades:

(a) m = 1. Entonces hay un sdlo ideal y el teorema 10.8

resuelve el problema.

(b) m = 2, Entonces s, = 0, sy = 1, y estamos en las
condiciones de la proposicidén 15.1 (o el corolario 13.11), 1lo que

concluye el resultado.

Para el caso tridimensional, la situacidn es, tambié&n, &p

15.5. Proposicidn.- Sea V wuna variedad algebraica de dimensgidn
tres sobre un cuerpo realmente cerrado R. Entonces, para

cualesquiera enteros m y (s e ideales r) de

i)0$i52
R[V] verificando lae condiciones necesarias 12.2, existe
una cadena de especializaciones de lugares reales de K

sobre R, finitos en R[v], con los rangos, dimensiones

y centros dados.
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Demostracifn.~ Como en 15.4, enumeramos todas las posibilij
dades:

(a) m = 1 queda resuelta por el teorema 10.8.

(b) m = 3 queda resuelta .por el corolario 13.11.

(c) m = 2. Entonces tenemos pl(: Py ¥ 0 g 8, < 8 < 3,
con dim P, < 8,5 dim Py < 8y Pueden presentarse los siguientes
casos:

(i) sy = 2, 5, = 1. El resultado se sigue de 13.9.

(ii) sy = 2, s, = 0. De nuevo el resultado se sigue de 13.9.
(iii) s, = 1, Sy = 0. Entonces, consideramos un lugar real

de R(V) sobre R, ¢1, finito en R[V], con centro en p, en

R[V], rango 1 y dimensidn 1:

¢y * ROV ~ Ips

Sean A, = Afp, y Ay = Apl/plApl + L;. Por el lema 13.6, sabemos
quesi B es un orden en K tal que p, ¥ p; son (BN A)-con-
vexos, entonces existe un orden é en Zl tal que (El,é) es una

extensidn ordenada de (AI,E).

Ahora, el ideal po/p1 es (8 N Al)—convexo, y por consi-
guiente es (é n Al) convexo. Por el teorema de existencia de luga
res reales, existe un lugar real y de Zl finito en Al y con
centro po/pl en A, Dicho lugar es sobre R, pues extiende el
epimorfismo candnico m, : A > A, /(p_ /p;) = A/p = R. Adenmis,

Zl tiene grado de transcendencia ! sobre R, y el lugar ¢ no es
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trivial, luego ¢ tiene rango | y dimensidn cero sobre R, 1i.e.
su cuerpo residual es algebraico sobre R, y real, por ser ¢

real. Como R es realmente cerrado, resulta que § es racional.

Resumiendo, tenemos un lugar real, ¢ L, * R,», de rango 1l y con

1
ceatro po/pl en Al. Definimos ¢o =9y o ¢1. Es evidente que

los lugares ¢ y ¢ cumplen las condiciones exigidas.
g o 1

Aunque nuestros resultados sobre la existencia de cadenas
de especializaciones de lugares reales son s3lo parciales, conclui
mos esta memoria conjeturando que un resultado positivo completa-

mente general debe ser cierto.
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