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INTRODUCCION

'La matemética interviene de un modo
cada vez m4s directo e intenso en las mds
diversas especulaciones intelectuales y en

las mds variadas técnicas actuales, Como .

consecuencia de ello, aumenta cada dia
‘]a necesidad - de progreso de -esta ciencia
en todas direcciones. Las demandas pro-
vienen de problemas -concretos de tipo
técnico, econdmico o social. Esto plantea
un conjunto de cuestiones que estimamos
de interés analizar, tales como las siguien-
~tes: ¢Por qué es ttil la matemética para

" la resolucién de tan variados problemas? .

¢ Es tarea propia del matemdtico ocuparse
de cuestiones alejadas de su propia cien-
~cia? gNo seri perjudicial para la mate-
matica, 'y como consecuencia para las
otras ciencias y técnicas a las que sirve,
- el acoger dentro de sus dominios cuestio-
nes tan heterogéneas? ¢Debe existir al-
guna colaboracién entre la investigacién

matemiética 'y la de tipo experimental? .

{Cémo deben de influir todas estas cues-
tiones en la ensefianza de la matemdtica
en sus diversos grados? El poder formar

juicio sobre todas estas cuestiones, y otras
de andlogo interés, exige tener una idea
clara de en qué consiste el quehacer del
matemitico, lo que ofrece ciertas dificul-
tades por hallarse relacionado con el con-
cepto de matemdtica y haber sufrido este
titimo sustanciales variaciones en el wlti-
mo siglo.

I

LA EVOLUCION DEL CONCEPTO
DE MATEMATICA

Es bien conocido que en la matem4tica
prehelénica, especialmente en la cultura
babil6nica, se llegaron- a manejar los mi-
meros enteros y racionales positivos me-
diante el uso de un nimero superabuu-

dante de reglas de cdleulo, llegdndose a

la resolucién de tipos particulares de
ecuaciones de primero y segundo grado.
Esta matemdtica se caracteriza por ¢l ca-
ricter empirico de todos sus resultados,
que en ninglin momento se trata de justifi-
car, lo que indica que la matemdtica era,
durante esta €poca, una- ciencia experi-
mental, caricter que queda bien patente
en los métodos empleados para la medida
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e magnitudes. El paso de esta matemd-
tica a la matemdtica griega ha sido poco

‘estudiado; posiblemente, por no dispo- -

nerse de una informacién documental
completa. No obstante, la comparacién
de los conocimientos mateméticos babils-
nicos y egipcios con la matemdtica griega
-y, de modo particular, con los Elementos
de Euclides, permite extraer importantes

consecuencias, especialmente en lo que al

método de trabajo del matemdtico se re-
fiere. Todos los libros de los Elementos
comienzan por un conjunto de definicio-
nes y, en el primero de ellos, siguen un
“grupo de postulados de cardcter matema-
tico unos y l4gicos otros. No se tiene no-
ticia de que con anterioridad a la mate-
mdtica griega se haya sentido la necesidad
de definir los conceptos que se emplea-
ban, y esta es la diferencia esencial entre
ambas. Analicemos brevemente esta afir-
macién. Se puede tener el concepto de

dngulo recto habiendo visto varios 4dngu-

los rectos en cuerpos materiales. Quien
posea un concepto de dngulo recto asf for-
mado puede entender la siguiente propo-
sicién : los bordes de esta cuartilla forman
dngulos rectos, Este modo de formacién
de conceptos por observacién directa de
_objetos o fenédmenos permite entender

ciertas proposiciones e incluso establecer

ciertas relaciones entre los conceptos asi
formados. Sin embargo, quien solo posea
el anterior concepto de dngulo recto no
podrd demostrar que la mediana relativa
a la base de un tridngulo isésceles es tam-
bién altura. Esto indica que el mecanis-
mo de la 16gica vinicamente puede actuar
cuando los conceptos se encuentren con-
venientemente elaborados. Andlogamente,
un profano en Derecho puede entender la
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proposicién: “A y B han firmado un
contrato”, pero sobre tal concepto no se
podria construir una teorfa juridica con-
sistente sobre los contratos. Pues bien, los
conceptos que se usaban en la matemi-
tica prehelénica se formaban por observa-
cién directa, por ello no se sentfa la
necesidad de definirlos y, como consscuen-

cia, tampoco se podfa usar un método

deductivo. Un' concepto es siempre una
clase de seres o de entes de razén. Esta
clase se puede formar por observacién
directa y conservacién en la memoria de
los objetos observados; a la formacién
de conceptos de ese modo la designaremos
con el nombre de formacién inmediata de
los conceptos. Pero, también se puede de-
finir la clase correspondiente a un concep-
to mediante una (o varias) propiedades
caracteristicas de los elementos de la cla-
se; esto es, una propiedad que sea unifi-
cada por todos los elementos de la claszs
y solo por ellos. Este segundo modo de
definir los conceptos lo designaremos con
e. nombre- de abstracto. Podemos ahora
precisar que la diferencia esencial entre |
la matemdtica prehelénica y la matem4-
tica griega se halla en que en aquella se
usaba la defini¢ién inmediata de los con-

- ceptos, mientras que en ésta se emplea la
" definicién abstracta. Como consecuencia

de ello, a la matemdtica griega se le puede
aplicar el método 16gico, que no podria
utilizarse en la matemdtica babildnica.
Parece, por -otra parte, natural suponer -
que se pasara gradualmente de un modo
al otro de la definicién de los conceptos,
y que simultidneamente con esta evolucién
del proceso de formacién de conceptos se
fueron hallando las leyes de la 16gica que
permiten relacionar las proposiciones re-
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lativas a conceptos abstractos. Estas leyes |

légicas  permitirian ordenar las proposi-
ciones y conducirfan a la necesidad de
‘reconocer el cardcter de proposiciones
primitivas, o postulados, -de algunas de
- ellas. El paso de la definicién inmediata
a la definicién abstracta de los conceptos
ofrece grandes dificultades; por ello un
buen nimero de las definiciones abstractas
del primer libro- de Euclides son todavia
defectuosas. .
En virtud de las observaciones anterio-
res, se puede decir que la matemdtica co-
menzé siendo una c’encia expsrimental.
Cuando el ntimero de proposiciones cono-
cidas llegé a ser suficientemente grande
- s& pudieron observar relaciones entre re-
sultados de distinto origen. Este anélisis
de conocimientos previos permitiria lle-
gar a la obtencién de las propiedades ca-
-racteristicas que conducirian a la defini-
cién abstracta de los conceptos'y a la
aplicacién a los mismos del mecanismo
légico que se habria ido desarrollando si-
multdneamente. El resultado final de este
proceso seria la monumental obra de los
Elementos de Buclides. Se presenta esta
"obra, contemplada desde este punto de

" vista, como una ordenacién genial de re-

sultados previamente conocidos por via
experimental. Como consecuencia de ello,
las proposiciones de 1a matemdtica griega
expresaban de modo sistemético las pro-
piedades fundamentales que se habian po-
dido observar en. el Universo con los
-elementales métodos de observacién dis-
ponibles. Esta es la razén de que la mate-
mitica griega haya podido servir de so-
porte a las ciencias éxperimentales hasta
. que los instrumentos de observacién y de
medida no alcanzaron un grado de perfec-
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cionamiento -sustancial respecto de los
empleados en aquella época. ,
La matemética griega volvié a adquirir

" vitalidad a partir del Renacimiento. Afor-

tunadamente, el eclipse sufrido por el
pensamiento cientifico durante los siglos
que van de una época a otra permitié que
los algebristas italianos del siglo xvr des-
arrollaran de un modo directo, y sin'co-
nexion con las -ideas griegas, el estudio
algoritmico del 4lgebra, que habia qusda-
do fuera del cuadro de ideas propias del
pensamiento griego, lo que vivific los
métodos geométricos cldsicos. Durante
més de tres siglos pudieron acoplarse to-
dos los conocimientos matemdticos y ex-
perimentales que se iban obteniendo a la
estructura formada por la matemdtica grie-
ga y la que, sobre ella, se iba construyen-

.do. Esto tuvo como comsecunecia que se

llegase a pensar que el espacio estudiado
en los Elementos fuese una transcripcién

~ fiel del Universo. Esta creencia estuvo vi-

gente hasta la aparicién de los espacios
no euclideos en la primera mitad del siglo

‘pasado. A partir de este momento fueron

perdiendo las proposiciones de la mate-
mética. el cardcter de verdades absolutas

que habfan tenido hasta entonces y surgié

1a necesidad de ocuparse en su fundamen-
tacién. La fundamentacién de la matema-
tica se polarizé en dos direcciones princi-
pales, correspondientes a las escuelas in-
tuicionista y formalista, La escuela intui-
cionista partfa de la afirmacién de -que
los conceptos mateméticos se presentaban
directamente a la mente humana, que era
capaz de expresarlos de modo univoco. A

" partir de este principio se vieron obliga-

dos los intuicionistas a no admitir el axio-
ma légico del tertium non datur y a




3

. [173]

emplear tinicamente demostraciones cons-
tructivas, con lo que dejaban fuera del
. edificio matemdtico una gran parte del
mismo. La escuela formalista, por su
parte, partia del principio de que la dnica
justificacién posible de una teoria matema-
tica consistfa en no ser contradictor:a. Esto
implicaba la necesidad de demostrar la
no contradiccién de una teorfa como cues-
tion previa a su desarrollo ulterior. Hil-
bert comenzé por ocuparse dsl problema
de la po contradiccién de la aritmética.
Para ello, construyé una formalizacién de
. esta teoria empleando un nimero limit:
de signos y de leyes para manipular con
ellos. Se trataba de probar que dentro de
un tal sistema formal no podian obtenerse
una proposicién y su contraria. A pesar de
los esfuerzos realizados por Hilbert y sus
discipulos en este sentido, no se consignié
tal demostracién. Fue Godel* quien re-
solvié negativarhente esta cuestion demos-
~ trando la imposibilidad de probar la no
contradiccién, mediante procesos finitos,
en un sistema formalizado. Se ha conti-
nuado estudiando estos problemas pres-
_ cindiendo de la condicién de finitud del
proceso, pero el teorema de G&del habia
inutilizado la idea de Hilbert de buscar
como punto de apoyo de la matemitica la
consistencia a priori de los sistemas for-
males.

A partir del siglo pasado, la matemitica
ha ido cediendo posiciones. De ser un
conjunto de verdades desde las cuales se
podia llzgar a explicar todo €l Universo,
habia pasado a ser un conjunto de verda-
des que se presentaban de modo unfvoco
¢ igualmente claro a cada una de las men-

1. K. GOpeL, Uber formal unentscheidbare
Sitze der Principia Mathematica und verdwand-
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tes humanas, o bien, un sistema de pro-
posiciones y de leyes légicas que las re-
lIncionaban dentro del cual no podia
presentarse la contradiccién, hasta llegar,
finalmente, a ser un sistema de proposi-
ciones y de reglas para pasar de una a
otra en el que no se estd seguro, a priori,
de no llegar a obtener en algin momento
una contradiccién. Es curioso, sin embar-
go, que durante este tltimo siglo, en el
que el concepto vigente de matemdtica ha
sufrido golpes tan duros, el crecimiento
de la matematica ha adquirido proporcio-
nes, y se ha efectuado con una rapidez,
que no admite comparacién con el desa-
rrollo. en épocas anteriores. Es igualmen-
te notable que, sus métodos se han intro-
ducido de modo cada vez mds profundo y
esencial en ciencias que habfan permane-
cido alejadas de ¢lla; que'mliltiples pro-
blemas de la vida ordinaria requieren el
empleo de métodos mateméticos y que,
finalmente, la matemdtica actual presenta
analogias sorprendentes con la matem4-
tica griega, hasta el punto de que ahora
se comprenden mucho mejor las ideas de
esta matemdtica de lo que lo habifan sido
hasta nuestro tiempo. ‘

III
MATEMATICA Y EXPERIMENTACION
Vamos a tomar un ejemplo actual que
muestra el origen de una nueva teoria
matemdtica, Los fisicos empleaban la lla-

mada funcién de Dirac para la explicacién
de algunos fenémenos del 4tomo. Lo que

ter Systeme. “Monatsch. fiir Math. und Phys.”

38 (1931) 173-198.
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ellos llamaban funcién no correspondfa a

ninguno de los conceptos matemdticos -

existentes, por lo que ningin matemitico
se hubiese permitido operar con dicha
funcién como lo hacfan los fisicos. Pues
bien, dicha funcién. es actualmente un
caso particular de un nuevo concepto
matemdtico que ha dado lugar a la teorfa

de distribuciones, que constituye un va-.

lioso capitulo de 1a matemdtica. Esto con-
firma que el método matemdtico actual,
lc mismo que sucedié en la matemdtica
griega y en todo el desarrollo de la misma
a partir del Renacimiento, consiste en un
anélisis de resultados conocidos, los cna-
les pueden proceder de la propia matem4-
tica o de otras ciencias, mediante el cual
se extraen las propiedades caracterfsticas
de los conceptos que en ellos intervienen,
asi como sus relaciones fundamentales, lo
que permite aplicarles lo$ métodos deduc-
tivos mediante los cuales quedan ordena-
“dos los conocimientos y aclaradas sus re-
laciones mutuas. Con este proceso se con-
sigue una ordenacién de los conocimientos
que permite averiguar mds ficilmente,
mediante el empleo de un método, sus mu-
tuas relaciones. Ademds, proporciona uni
economia de pensamiento que permite,
con menor esfuerzo, dominar un conjunto
de conocimientos que se presentaban dis-
" persos, o de teorfas ya existentes. Como
este proceso puede repetirse, se va alcan-
zando mediante €l la estructura arbores-
cente del edificio matemdtico.

Como queda dicho, en el trabajo del
matem4tico existe un primer proceso fun-
damental, que consiste en un andlisis de
conceptos previos, cuya procedencia pue-
de ser muy variada: unas veces se trata
de conceptos experimentales, otras de con-
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ceptos matemdticos ya elaborados, o, fi-
nalmente, de casos particulares previa-
mente estudiados. Este andlisis permite

_extraer del material estudiado un con-

junto de propiedades caracteristicas que
permiten definir nuevos conceptos, que
comprenden como casos particulares a los
anteriores, y enunciar las relaciones fun-
damentales entre los nuevos conceptos.
Preparados los conceptos y sus primeras
relaciones, se les puede aplicar el método
deductivo para obtener nuevas relaciones.
La investigacién matemdtica puede reali-
zarse, por tanto, a diversos niveles. Cuan-
do trabaja sobre conceptos y relaciones
obtenidos por experimentacién u obser-
vacién de fendmernos naturales, al resul-
tado obtenido se le Ilama matemdtica
aplicada, Cuando aquellos proceden de la
propia matemdtica se dice que el pro-
ducto es matemdtica pura. En el primer
caso, la bondad de la teorfa elaborada ven-
dr4 medida por el grado de concordancia
de los resultados derivados de la misma
con los fenémenos u” observaciones de la
Naturaleza que la han- originado. En el
segundo, por la capacidad de la nueva teo-
ria de obtener como casos particulares las
proposiciones de las teorfas que la han.
engendrado, o, en el caso mds modesto,
por la posibilidad de resolver un problema
que comprende a los problemas particu-
lares que se habfan estudiado. Segtin esto,
la diferencia esencial entre un matemdtico
puro y un matemdtico aplicado se halla en
e nivel en que se efectia un trabajo.
Hemos alcanzado con todo lo que an-
tecede el concepto de matemdtica en una
perspectiva actual. El origen de la mate-
mdtica es la experimentacién y observa-
cién de fenédmenos naturales, En la fase
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experimental del conocimiento se presen-
tan los conceptos de un modo inmediato.
como consecuencia de la observacién di-
recta. Los conceptos inmediatos no estdn
preparados para poderlos someter al me-
canismo légico. Es necesario elaborarlos
para extraer de ellos sus propiedades ca-
racteristicas. Una vez definidos los con-
ceptos por sus propiedades y relaciones
fundamentales, se ha obtenido un sistema
formal al que se puede aplicar el proceso
16gico. Al resultado obtenido se le llama
matemitica. Este proceso se puede apli-
car reiteradamente obteniéndose sucesiva-
mente teorfas cada vez m4s generales.

El paso de un concepto inmediato a un
concepto abstracto ha costado siempre
mucho esfuerzo a la humanidad y sigue
presentando dificultades al individuo en
todas las épocas. Quizd sea aleccionador

el siguiente ejemplo. Uno de los mejores

ge6metras del siglo pasado, v. Staudt, es-
cribia en ¢l prélogo de su obra fundamen-
tal 2 lo signiente: “En la representacién de
los puntos del espacio por ternas de ni-
meros acontece que al aplicar el método
algebraico a la resolucién de un proble-
ma geométrice aparecen soluciones ima-
ginarias y se pregunta uno: jdénde se
hallan los puntos imaginarios?”. Esta pre-
gunta indica que la sustitucién del con-
cepto correspondiente a una imagen gra-
fica sobre el papel por una terna de ni-
meros, que es el concepto abstracto co-
rrespondiente, no habia sido aceptada ple-
namente. Pues bien, con objeto de pres-
cindir del concepto abstracto de punto,
Staudt elabora en la mencionada obra una
teoria geométrica, perfectamente construi-

2. V. STAUDT, Beitrdge zur Geometrie der
Lage, Leipzig, 1848.
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da en la que prescinde de la representacién
de los puntos por nimeros. Mediante ella

~consigue dar una definicién abstracta de

punto imaginario (pues, de otro modo, no
hubiera podido desarrollar la teorfa) y-de-
muestra, sin advertirlo, que el concepto
de punto imaginario por él elaborado,
coincide, salvo en el lenguaje empleado,
con la definicién de punto mediante ter-
nas de nimeros complejos, con lo que,
naturalmente, probé lo contrario de lo que
se proponia, esto es, que la definicién al-
gebraica de punto era la definicién abs-
tracta adecuada. Situaciones andlogas se
advierten actualmente, por parte de algu- -
nos fisicos, debido a que una parte de la
fisica actual ha pasado a ser matemadtica
y la parte que no lo es se ocupa de la ex-
perimentacién sobre fenémenos que toda-
via no han podido dar lugar a conceptos
abstractos adecuados y a la comprobacién
experimental ‘de las teorfas matem4ticas
ya construidas, .

v
LA INVESTIGACION Y LA MATEMATICA

Independientemente del concepto -de
matemdtica vigente en cada época, el que-
hacer del matemético ha sido siempre el
mismo. Consta de una primera fase, crea-
dora de conceptos y descubridofa de te-
laciones, seguida de un proceso deductivo,
en el que actia la légica. En la obra
matemdtica terminada resalta el proceso
deductivo, y queda oculto el creador, 1o
que ocasiona que el no matem4tico piense
que unicamente aquel es el empleado, y '
que la matemdtica se reduce a una inaca-
table cadena de silogismos, siendo asi que..
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Ja légica no tiene mds misién que la pu-
ramente instrumental. No obstante, tam-
poco pueden considerarse los conceptos
y proposiciones como pertenecientes a la

‘matemdtica mientras no se han ordenado

mediante un proceso ldgico. El sistema

16gico puede ser arbitrario; esto es, se

puede emplear en la matemdtica cualquier
16gica de las actualmente existentes o qus
se construya, Io tinico necesario es declarar
2l principio qué sistema légico se emplea
y atenerse a él en todo el desarrollo pos-
terior. La justificacién de una teorfa ma-
temética se halla en el origen experimen-
tal de sus conceptos, aun cuando, debido
al reiterado proceso de abstraccién, sea

dificil reconocer esta procedencia en mu-

chos casos. La validez de una teotria ma-
temdtica exige su consistencia; esto es,
que en ella no se haya presentado contra-
diccién. Descartada la posibilidad de de-
mostracién de la consistencia a pirori,
existe siempre la posibilidad de que en
algiin momento se presente una contra-
diccién. Eso llevaria a un nuevo andlisis
de los conceptos y postulados de la teorfa
en que esto ocurriera, con objeto de des-
cubrir el origen de aquella y perfeccionar

estos de modo adecuado para evitarla.

Asf, por ejemplo, hasta finales del siglo
pasado se desarrollé toda la matemdtica
sin disponerse de un concepto abstracto
bien elaborado de nimero real, En la de-
mostracién del teorema fundamental de la
geometria proyectiva, supone Staudt, por
ejemplo, que los puntos de una recta es-

‘t4n bien ordenados; esto es, que cada

punto pone un siguiente inmediato. Esta y
otras muchas demostraciones tuvieron que
rehacerse cuando se dlcanzé el concepto
actual de mimero. real.
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- La investigacién en la matemdtica es,

- por tanto, en su parte esencial, de la mis-

ma naturaleza que en cualquier otra cien-
cia: se va de lo particular a lo general
mediante andlisis de casos o teorfas par-
ticulares. La diferencia entre la investiga-
cién matemitica y la experimental estd
en que aquella requiere una formulacién
abstracta de los conceptos, que no es po-
sible realizar mientras dichos conceptos no
son suficientemente conocidos, La misién
fundamental de la investigacién experi-
mental consiste en realizar las experiencias
y observaciones necesarias para llegar a
disponer de material suficiente para la
caracterizacién y definicién abstracta de’
los conceptos. Nos encontramos, por tanto,
er el punto de unién de la investigacién
matemdtica con la experimental: la ela-
boracién de conceptos abstractos. De aqui
nace la necesidad de colaboracién del
matemitico en equipos de trabajo de
investigacién, como ha podido compro-
barse en los casos mds recientes de
investigacién nuclear, misiles, electrénica,
etcétera, en que ha sido mecesaria la in-
tervencién del matemdtico en su verda-
dero aspecto cientifico. creador, no como
calculista, que es la misién que le podria
asignar el profano -en cuestiones cienti-
ficas.

La investigacién en la matemadtica apli-
cada no solo beneficia a la ciencia expe-
rimental, sino que, como resulta de todo
el estudio que Hevamos hecho, es vital
para la propia matemdtica que, si no hun-
diese sus raices en la experimentacién, no
pasaria de ser un simple juego de ajedrez,
pero mucho mds complicado. No obstante,
s’ simultdneamente al trabajo en el campo
de la matemdtica aplicada no se produjera
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un desarrollo arménico de la matemdtica
pura, unificador de teorfas,: simplificador
de resultados y constructor de esquemas,
Hlegaria a producirse una situacién de co-
nocimientos desarticulados que conduciria
a la aparicién de una pléyade de especia-
listas incapaces de entenderse entre sf, con
lo que se producirfa un colapso en la in-
vestigacién cientifica y en el progreso téc-
nico, que constituyen los principales so-
portes para la subsistencia de la- humani-
dad actual.

A%
LA ENSENANZA Y LA MATEMATICA

Hemos visto que la matemdtica cons-
tituye el 1ltimo grado de elaboracién del
pensamiento cientifico y que, por ello, es

indispensable en cualquier ciencia o en -

cualquier técnica medianamente desarro-
Iladas. Como consecuencia de ello, el es-
tudio de la matemdtica es insustituible en
todos los grados de la ensefianza. Existen,
por otro lado, dos hechos que creemos
haber analizado suficientemente en este
estudio: por un lado la variacién que ha
sufrido ¢l concepto de matemdtica, por
otro el extraordinario volumen que ha al-
canzado el edificio matemitico actual y
sus aplicaciones. Todo ello conduce a una
revisién de la ensefianza de la matemadtica
eu todos los grados.

La ensefianza de la matemdtica en el
nivel primario se halla centrada en la téc-
nica de cdlculo con mimeros naturales y
fraccionarios. La poca geometria que se
estudia en este grado de la ensefianza se
reduce al cdlculo de algunas 4reas y vo-
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limenes mezclados con -unos. pocos. con- .
ceptos mal definidos. Es patente que el
odio a la matemética de muchos escolares
tiene su origen en este sistema de ense-
flanza de tipo exclusivamente memoristico.
El nifio, en su primera edad escolar, posee

-una memoria mucho mds desarrollada que

su inteligencia y debe aprovecharse este
hecho, pero debe hacerse racionalmente.
El nifio necesita retener en su memoria
muchos conocimientos, pero la forma de .
conseguir esto debe ser adecuada. Como
hemos visto al principio de este trabajo,
la matemética comenz6 siendo una ciencia
exclusivamente experimental; por ello-es
aconsejable proceder de modo andlogo.en
su primera ensefianza. En consecuencia,
convendrfa ir presentindole al nifio las
cuestiones origindndose y no ya elabora-
das. Las reglas deberdn ser, por tanto, algo
a lo que se llega y no algo de que se parte.
De este modo el nifio podré ir adquiriendo
conciencia de la simplificacién que las
reglas y leyes proporcionan para la reso-
ucion de muchos problemas y podrd apli-
carlas adecuadamente, Es bien conocido
que muchos nifios, que realizan correcta- .
mente las operaciones de multiplicar y di-
vidir no saben, ante un problema concre-
to, qué.operacién deben realizar con los’
datos para llegar a la solucién del pro-
blema. Esto no ocurrirfa si se hubiese
empleado el tiempo necesario para hacer-
les comprender en qué consisten las ope-
raciones. de la aritmética. Todavia es peor
la situacién en cuanto a la ensefianza de
le geometria se refiere. Las pocas defini-
ciones de conceptos géométricos que se le

- dan, son unas veces falsas, otras no son

comprobables por el alumno, y siempre
se le dan sin ninguna justificacién previa,
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Io que le hace llegar a la conclusién de que :

no tienen ninguna utilidad, con lo que se

~ le ha deformado, quizd de un modo per-

manente, Todo esto podria evitarse pre-
sentdndole los conceptos y las relaciones
geométricas sobre modelos de papel o car-
tén y haciendo que él mismo los forme
de modo inmediato sobre ellos. Pasar de
los conceptos adquiridos de modo inme-
diato a conceptos de tipo abstracto des-
borda el cuadro de la ensefianza primaria,

En cuanto a la ensefianza secundaria se
refiere, la inadecuacién de los métodos
empleados resulta igualmente patente. La
ensefianza de la matemdtica en el bachi-
llerato se halla organizada desde hace mu-
cho m4s de un siglo sobre los Elementos
de Euclides. En Inglaterra, por ejemplo,
se llegaron a emplear traducciones casi li-
terales de dicho libro en la ensefianza se-
cundaria. Entre nosotros, se han usado

elaboraciones de paternidad desconocida.

Ya hemos visto que los Elementos de
Euclides constituyen una obra monumen-
tal que no ha sido bien comprendida has-
ta nuestros dias, pero que en ninglin mo-
mento puede considerarse como obra apta
para menores ni como una introduccién
a la matemdtica. Se plantea, por tanto, el
problema del estudiar la organizacidn de la

ensefianza de la matemadtica en el bachi-

llerato. La primera cuestién que debe re-
solverse es la de 1a misién de los estudios
de matemdtica en la ensefianza media. Es
evidente que, por las razons=s de aplicacién
a las mds diversas ciencias que hemos se-
fialado 'anteriormente, el bachiller debe
poseer un cierto bagaje de conocimientos
matemdticos que le capaciten para su apli-
cacién posterior o para el ulterior estudio
de una ciencia o técnica determinada.
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Pero, mds importante que este aspecto

de tipo informativo, es su capacidad para

pensar por si mismo de modo preciso y
correcto. Conseguir este resultado es una
de las finalidades del bachillerato, nece-
saria cualquiera que sea la futura activi-
dad del bachiller. Ahora bien, el poder
pensar correctamente exige manejar con-
ceptos abstractos y la formacién y com-
prensién de tales conceptos es, como ya
hemos dicho anteriormente, una operacién
de gran dificultad. Por consiguiente, po-
drfamos formular como mis’én principal
de la matemdtica en el bachillerato la de
ensefiar a pensar con claridad y precisién
2. alumno, Fsto conduce a centrar la en-
sefianza de la matemdtica en desarrollar la
capacidad del alumno para formar con-
ceptos, primero inmediatos y gradual-
mente abstractos, y descubrir las relacio-
nes fundamentales entre ellos. Conseguido
esto serd tarea sencilla ensefiarle a rela-
cionarlos entre si mediante un proceso de-
ductivo, pero este proceso no tiene validez
ninguna si no acta sobre conceptos séli-
damente adquiridos. Esta concepcion de
Ic que debe ser la ensefianza de la ma-
tema4tica en el grado medio es diametral-
mente opuesta a las ideas (?) que rigen la
ensefianza actual. En ésta se centra toda
la atencién en los silogismos sin preocu-
parse si el alumno posee los conceptos con
In debida precisiéon. La consecuencia de
ello es que el alumno, o no estudia la ma-
temdtica, y buena prueba de esto la pro-
porcionan las estadisticas de las califica-
ciones en los exdmenes de grado, o se
limita a repetir demostraciones aprendidas
de memoria o a resolver mecdnicamente
problemas de determinados tipos.

La ensefianza superior de la matemadtica
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-presenta también problemas: complicados.
Serfa preciso atender de modo adecuado
a las tres modalidades de un matemético:;
matemdtico puro, matemdtico aplicado y
profesor de matemdtica de grado medio.
De estas tres modalidades la que presenta
mayor dificultad de organizacién es la de

PEDRO ABELLANAS

matemético aplicado, y.ello porque la for-
macién de este tipo de cientifico requicre
una acertada coordinacién con otras cien-
cias experimentales y estudios técnicos
superiores, por lo que creemos que este
tema requiere un estudio que no podria
sintetizarse aqui brevemente.
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INTRODUCCION

‘La ‘matemética interviene de un modo
cada vez mds directo e intenso en las més
diversas especulaciones intelectuales y en
las mds variadas técnicas actuales. Como
consecuencia de ello, aumenta cada dia
‘la necesidad - de. progreso. de esta ciencia
en todas direcciones. Las demandas pro-
vienen ‘de problemas concretos de tipo
técnico, econémico o social. Esto plantea
un conjunto -de cuestiones que estimamos
de interés analizar, tales como las siguien-
~tes: ¢Por qué es util la matemitica para

" la resolucién de tan variados problemas? .

Es tarea propia del matemdtico ocuparse
de cuestiones alejadas de su propia cien-
cia? (No seri perjudicial para la mate-
mdética, y como consecuencia para las
otras ciencias y técnicas a las que sirve,
- el acoger dentro de sus dominios cuestio-
nes tan heterogéneas? ¢Debe existir al-
guna colaboracién entre la investigacién

matemdtica 'y la de tipo .experimental? .

{Cémo deben de influir todas estas cues-
tiones en la ensefianza de la matem4tica
en sus diversos grados? El poder formar

juicio sobre todas estas cuestiones, y otras
de andlogo interés, exige tener una idea
clara de en qué consiste el quehacer de!
matemdtico, lo que ofrece ciertas dificul-
tades por hallarse relacionado con el con-
cepto de matemdtica y haber sufrido este
iitimo sustanciales variaciones en el ulti-
mo siglo.

I

LA EVOLUCION DEL CONCEPTO
DE MATEMATICA

Es bien conocido que en la matemitica
prehelénica, especialmente en la cultura
babilénica, se llegaron-a manejar los ni-
meros enteros 'y racionales positivos me-
diante el uso de un niimero superabuu-

dante de reglas de céleulo, llegdndose a

la resolucién de tipos particulares de
ecuaciones de primero y segundo grado.
Esta matemdtica se caracteriza por el ca-
ricter empirico de todos sus resultados,
que en ninglin momento se trata de justifi-
car, lo que indica que la matemdtica era,
durante esta época, una ciencia experi-
mental, caricter que queda bien patente
en los métodos empleados para la medida
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ae magnitudes. El paso de esta matemd-
tica a la matemdtica griega ha sido. poco

‘estudiado ; .posiblemente, por no dispo- -

nerse de una informacién documental
completa. No obstante, la comparacién
de los conocimientos mateméaticos babil-
nicos y egipcios con la matemdtica griega
-y, de modo particular, con los Elementos
de Euclides, permite extraer importantes
consecuencias, especialmente en lo que al
método de trabajo del matemadtico se re-
fiere. Todos los libros de los Elementos
comienzan por un conjunto de definicio-
nes y, en el primero de ellos, siguen un
“grupo de postulados de cardcter matema-
tico unos y légicos otros. No se tiene no-
ticia de que con anterioridad a la mate-
matica griega se haya sentido la necesidad
de definir los conceptos que se emplea-
ban, y esta es la diferencia esencial entre
ambas. Analicemos brevemente esta afir-
macién, Se puede ‘tener el concepto de

dngulo recto habiendo visto varios dngu-

los rectos en cuerpos materiales. Quien
posea un concepto de angulo recto asf for-
mado puede entender la siguiente propo-
sicién: los bordes de esta cuartilla forman
dngulos rectos. Este modo de formacién
de conceptos por observacién directa de
objetos o- fenémenos permite entender

ciertas proposiciones e incluso establecer °

ciertas relaciones entre los conceptos asi
formados. Sin embargo, quien solo posea
el anterior concepto de dngulo recto no
podra demostrar que la mediana relativa
a la base de un tridngulo isdsceles es tam-
bién altura. Esto indica que el mecanis-
mo de la l6gica vnicamente puede actuar
cuando los conceptos se encuentren con-
venientemente elaborados. Andlogamente,
un profano en Derecho puede entender la

T
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: '
proposicién: “A y B han firmado un
contrato”, pero sobre tal concepto no se
podria construir una teorfa juridica con-
sistente sobre los contratos. Pues bien, los
conceptos que se usaban en la matem4-
tica prehelénica se formaban por observa-
cién directa, por ello no se sentia la
necesidad de definirlos y, como conszcuen-

“cia, tampoco se podfa usar un método

deductivo. Un concepto es siempre una
clase de seres o de eates de razén. Esta
clase se puede formar por observacién
directa y conservacién en la memoria de
los objetos observados; a la formacién
de conceptos de ese modo ia designaremos
con el nombre de formacién inmediata de
los conceptos. Pero, también se puede de-
finir la clase correspondiente a un concep-
to mediante una (o varias) propiedades
caracteristicas de los elementos de la cla-
se; esto es, una propiedad que sea unifi-
cada por todos los elementos de la clasz
y solo por ellos. Este segundo modo de
definir los conceptos lo designaremos con
el nombre de abstracto, Podemos ahora
precisar que la diferencia esencial entre |
la matemdtica prehelénica y la matem4-
tica griega se halla en que en aquella se
usaba la definicién inmediata de los con-
ceptos, mientras que en ésta se emplea la
definicién abstracta. Como consecuencia
de ello, a la matemdtica griega se le puede
aplicar el método 16gico, que no podria
utilizarse en la - matemdtica babildmica.
Parece, por otra parte, natural suponer
que se pasara gradualmente de un modo
al otro de la definicién de los conceptos,
y que simultdneamente con esta evolucién
del proceso de formacién de conceptos se
fueron hallando las leyes de la l6gica que
permiten relacionar las proposiciones re-
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lativas a conceptos abstractos. Estas leyes |
l6gicas - permitirfan -ordenar las proposi-
ciones y conducirfan a la necesidad de

‘reconocer el cardcter de proposiciones |

primitivas, o postulados, ‘de algunas de-
ellas. El paso de la definicién inmediata
a la definicién abstracta de los conceptos
ofrece grandes dificultades; por ello un
buen niimero de las definiciones abstractas
del primer libro de Euclides son todavia
defectuosas.

En virtud de las observaciones anterio-
" res, se puede decir que la matemdtica co-
menzd siendo una c¢’encia experimental.
Cuando el niimero de proposiciones cono-
cidas llegé a ser suficientemente grandes
s& pudieron observar relaciones entre Te-
sultados de distinto origen, Este anilisis
de conocimientos previos permitiria. lle-
gar a la obtencién de las propiedades ca-
racteristicas que conducirian a la defini-
cién abstracta de los conceptos y a la
aplicacién a los mismos del mecanismo
16gico que se habria ido desarrollando si-
multdneamente. El resultado final de este
proceso seria la monumental obra de los
Elementos de Euclides. Sg¢ presenta esta
obra, contemplada desde este punto de
" vista, como una ordenacién genial de re-
sultados previamente conocidos por via
experimental. Como consecuencia de ello,
las proposiciones de 1a matemética griega
expresaban de modo sistemdtico las pro-
piedades fundamentales que se habian po-
dido observar en.el Universo con los
-elementales métodos de observacién dis-
ponibles. Esta es la razén de que la mate-
matica griega haya podido servir de so-
porte a las ciencias experimentales hasta
que los instrumentos de observacién y de
medida no alcanzaron un grado de perfec-
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cionamiento - sustancial respecto de los
empleados en aquella época.

La matem4tica griega volvid a adquirit

" vitalidad a partir del Renacimiento. Afor-

tunadamente, el eclipse sufrido por el
pensamiento cientifico durante los siglos
que van de una época a otra permiti6 que
los algebristas italianos del siglo xvr des-
arrollaran de un modo directo, y sin co-
nexién con las -ideas griegas, el estudio

algoritmico del dlgebra, que habfa qucda-

do fuera del cuadro de ideas propias del
pensamiento griego, lo que vivificé los
métodos geométricos clasicos, Durarite
mis de tres siglos pudieron acoplarse to-
dos los conocimientos matematicos y ex-
perimentales que se iban obteniendo a la
estructura formada por la matemética grie-
ga y la que, sobre ella, se iba construyen-

_do. Esto tuvo como consecunecia que se

egase a pensar que el espacio estudiado
en los Elementos fuese una transcripcién

_ fiel dsl Universo. Esta creencia estuvo vi-

gente hasta la aparicién de los espacios
no euclideos en la primera mitad del siglo

‘pasado. A partir de este momento faeron

perdiendo las proposiciones de la mate-
miética. el cardcter de verdades absolutas
que habian tenido hasta entonces y surgié
la necesidad de ocuparse en su fundamen-
tacién. La fundamentacién de la matems-
tica se polarizé en dos direcciones princi-
pales, correspondientes a las escuelas in-
tuicionista y formalista. La escuela intui-
cionista partia de la afirmacién de que
los conceptos matematicos se presentaban
directamente a la mente humana, que era
capaz de expresarlos de modo univoco. A

" partir de este principio se vieron obliga-

dos los intuicionistas a no admitir el axio-
ma légico del tertium non datur 'y a
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emplear tinicamente demostraciones cons-
tructivas, con lo que dejaban fuera del
. edificio matemético una gran parte del
mismo. La escuela formalista, por su
parte, partfa del principio de que la Unica
justificacién posible de una teoria matema-
tica consistfa en no ser contradictoria. Esto
implicaba la necesidad de demostrar la
no contradiccién de una teorfa como cues-
tién previa a su desarrollo ulterior. Hil-
bert comenzé por ocuparse dz] problema
de la no contradiccién de la aritmética.
Para ello, construyé una formalizacién de
. esta teoria empleando un nimero limitz
de signos y de leyes para manipular con
ellos. Se trataba de probar que dentro de
un tal sistema formal no podian obtenerse
una proposicién y su contraria. A pesar de
los esfuerzos realizados por Hilbert y sus
discipulos en este sentido, no se consiguié
tal demostracién. Fue Godel* quien re-
solvié negativarhente esta cuestién demos-
_ trando la imposibilidad de probar la no
contradiccién, mediante procesos finitos,
en un sistema formalizado. Se ha conti-
nuado estudiando estos problemas pres-
. cindiendo de la condicién de finitud del
proceso, pero el teorema de Godel habia
inutilizado la idea de Hilbert de buscar
como punto de apoyo de la matemdtica la
consistencia a priori de los sistemas for-
males. ]

A partir del siglo pasado, la matem4tica
ha ido. cediendo posiciones. De ser un
conjunto de verdades desde las cuales se
podia Ilegar a explicar todo €l Universo,
habfa pasado a ser un conjunto de verda-
des que se presentaban de modo univoco
e igualmente claro a cada una de las men-

1. K. GODEL, Uber formal unentscheidbare
Sétze der Principia Mathematica und verdwand-
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. tes humanas, o bien, un sistema de pro-

posiciones y de leyes légicas que las re-
lacionaban dentro del cual no podia
presentarse la contradiccidn, hasta Hegar, -
finalmente, a ser un sistema de proposi-
ciones y de reglas péra pasar d¢ una .a
otra en el que no se estd seguro, a priori,

de no llegar a obtener en alglin momento
una contradiccién. Es curioso, sin embar-
go, que durante este dltimo siglo, en el
que el concepto vigente de matemdtica ha
sufrido golpes tan duros, el crecimiento
de la matemética ha adquirido proporcio-
nes, y se ha efectuado con una rapidez;
que no admite comparacion con el desa-
rrollo en épocas anteriores. Es igualmen-
te notable que sus métodos se han intro-
ducido de modo cada vez mds profundo y
esencial en ciencias que habfan permane-
cido alejadas de ella; que' multiples pro-
blemas de la vida ordinaria requieren el
empleo de métodos matemidticos y que,

finalmente, ]a matemdtica actual presenta
analogfas sorprendentes con la matemi-
tica griega, hasta el punto de que ahora
se comprenden mucho mejor las ideas de
esta matemdtica de lo que lo habian sido
hasta nuestro tiempo.

I
MATEMATICA Y EXPERIMENTACION

Vamos a tomar un ejemplo actual que
muestra el origen de una nueva teorfa
matemdtica, Los fisicos empleaban la lla~
mada funcién de Dirac para la explicacién
de algunos fenémenos del 4tomo. Lo que

ter Systeme. “Monatsch. fiir Math. und Phys.”
38 (1931) 173-198.
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ellos llamaban funcién no correspondia a

ninguno de los conceptos matemdticos -

existentes, por lo que ninglin matemitico
se hubiese permitido operar con dicha
funcién como lo hacfan los fisicos. Pues
bien, dicha funcién. es actualmente un
caso particular de un nuevo concepto
matemdtico que ha dado lugar a la teorfa
de distribuciones, que constituye un va-
lioso capitulo de 1a matemdtica. Esto con-
firma que el método matemdtico actual,
lc-mismo que sucedié en la matemdtica
griega y en todo el desarrollo de la misma
a partir de! Renacimiento, consiste en un
andlisis de resultados conocidos, los cua-
les pueden proceder de la propia matem4-
tica o de -otras ciencias, mediante el cual
se extraen las propiedades caracteristicas
de los conceptos que en ellos intervienen,
asf como sus relaciones fundamentales, 1o
que permite aplicarles los métodos deduc-
tivos mediante los cuales quedan ordena-
“dos los conocimientos y aclaradas sus re-
laciones mutuas. Con este proceso se con-
sigue una ordenacién de los conocimientos
que permite averiguar mds ficilmente,
mediante €] empleo de un método, sus mu-
tuas relaciones. Ademds, proporciona uni
economia de pensamiento que permite,
con menor esfuerzo, dominar un conjuntd

de conocimientos que se presentaban dis-

persos, o de teorfas ya existentes. Como
~ este proceso puede repetirse, se va alcan-
zando mediante é] la estructura arbores-
cente del edificio matemitico.
- Como queda dicho, en el trabajo del
matemitico existe un primer proceso fun-
damental, que consiste en un andlisis de
conceptos previos, cuya procedencia pue-
de ser muy variada: unas veces se trata
de conceptos experimentales, otras de con-
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ceptos matemdticos ya elaborados, o, fi-
nalmente, de casos particulares previa-
mente estudiados. Este andlisis permite
extraer del material estudiado un con-
junto de propiedades caracteristicas que
permiten definir nuevos conceptos, que
comprenden como casos partictlares a los
anteriores, y enunciar las relaciones fun-
damentales entre los nuevos conceptos.
Preparados los conceptos y sus primeras
relaciones, se les puede aplicar el método
deductivo para obtener nuevas relaciones.
La investigacién matemética puede reali-
zarse, por tanto, a diversos niveles. Cuan-
do trabaja sobre conceptos y relaciones
obtenidos por experimentacién u obser-
vacién de fenémerios naturales, al resul-
tado obtenido se le llama matemadtica
aplicada. Cuando aquellos proceden de la
propia matemdtica se dice que el pro-
ducto es matemdtica pura. En el primer
caso, la bondad de la teorfa elaborada ven-
dr4 medida por el grado de concordancia
de los resultados derivados de la misma
con los fenémenos u observaciones de la
Naturaleza que la han- originado. En el
segundo, por la capacidad de 1a nueva teo-
ria de obtener como casos particulares las
proposiciones de las teorias que la han
engendrado, o, en el caso mids modesto,
por la posibilidad de resolver un problema
que comprende a los problemas particu-
lares que se habian estudiado. Segtin esto,
la diferencia esencial entre un matemético
puro y un matemadtico aplicado se halla en
¢l nivel en que se efectia un trabajo.
Hemos alcanzado con todo lo que an-
tecede el concepto de matemitica en una
perspectiva actual. El origen de la mate-
mética es la experimentacion .y observa-
cién de fenémenos naturales, En la fase
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experimental del conocimiento se presen-
tan. los conceptos de un modo inmediato.
como consecuencia de la observacién di-
recta. Los conceptos inmediatos no estdn
preparados para poderlos someter al me-
canismo légico. Es necesario elaborarlos
para extraer de ellos sus propiedades ca-
racteristicas. Una vez definidos los con-
ceptos por sus propiedades y relaciones
fundamentales, se ha obtenido un sistema
formal al que se puede aplicar el proceso
16gico. Al resultado obtenido se le llama
matemitica. Este proceso se puede apli-
car reiteradamente obteniéndose sucesiva-
mente teorfas cada vez més generales.

El paso de un concepto inmediato a un
concepto abstracto ha costado siempre
mucho esfuerzo a la humanidad y sigue
presentando dificultades al -individuo en
todas las épocas. Quizé sea aleccionador

el siguiente ejemplo. Uno de los mejores -

gebémetras del siglo pasado, v. Staudt, es-
cribfa en ¢l prélogo de su obra fundamen-
tal 2 lo siguiente: “En la representacion de
los puntos del espacio por ternas de ni-
meros acontece que al aplicar el método
algebraico a la resolucién de un proble-
ma geométrico aparecen soluciones ima-
ginarias y se pregunta uno: ;ddnde se
hallan los puntos imaginarios?”. Esta pre-
gunta indica que la sustitucién del con-
cepto correspondiente a una imagen grai-
fica sobre el papel por una terna de nd-
meros, que es el concepto abstracto co-
rrespondiente, no. habfa sido aceptada ple-
namente. Pues bien, con objeto de pres-
indir del concepto abstracto de punto,
Staudt elabora en la mencionada obra una
teorfa geométrica, perfectamente construi-

2. V. STAUDT, Beitrige zur Geometrie der
Lage, Leipzig, 1848.
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da en la que prescinde de la representacion
de los puntos por niimeros. Mediante ella

_consigue dar una definicién abstracta de
punto imaginario (pues, de otro modo, no

hubiera podido desarrollar la teoria) y de-
muestra, sin advertirlo, que el concepto
de punto imaginario por él elaborado,
coincide, salvo en el lenguaje empleado,
con la definicién de punto mediante ter-
nas de nimeros complejos, con lo que,
naturalmente, probé lo contrario de lo que
ge proponia, esto es, que la definicién al-
gebraica de punto era la definicién abs-
tracta adecuada. Situaciones andlogas se
advierten actualmente, por parte de algu-
nos fisicos, debido a que una parte de la
fisica actual ha pasado a ser matemdtica
y la parte que no lo es se ocupa de la ex-
perimentacion sobre fenémenos que toda-
via no han podido dar lugar a conceptos
abstractos adecuados y a la comprobaci6n
experimental de las teorfas matemiticas
ya construidas. ‘

v
LA INVESTIGACION Y LA MATEMATICA

Independientemente del concepto . de
matemitica vigente en cada época, el que-
hacer del matemdtico ha sido siempre. el
mismo. Consta de una primera fase, crea- .
dora de conceptos y descubridora de re-
laciones, seguida de un proceso deductivo,
en el que actia la légica. En la obra
matematica terminada resalta el proceso
deductivo, y queda oculto el creador, lo

que ocasiona que el no matemdtico piense -

que Unicamente aquel es el empleado, y
que la matemdtica se reduce a una inaca-
table cadena de silogismos, siendo asi que .
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Ja 16gica no tiene m4ds misién que la pu-
ramente instrumental. No obstante, tam-
poco pueden- considerarse los conceptos
y proposiciones como pertenecientes a la
. matemdtica mientras no se han ordenado
mediante un proceso légico. El sistema
16gico puede ser arbitrario; esto es, se
puede emplear en la matemdtica cualquier
- l6gica de las actualmente existentes o qus
Se construya, lo tinico necesario es declarar
el pfincipio qué sistema Iégico se emplea
y ‘atenerse a ¢l en todo el desarrolio pos-
terior. La justificacién de una teoria ma-
temdtica se halla en el origen experimen-
tal de sus conceptos, aun cuando, debido
al reiterado proceso de abstraccién, sea
-dificil reconocer esta procedencia en mu-
chos casos. La validez de una.teoria ma-
tefndtica exige su consistencia; esto es,
que en ella no se haya presentado contra-
diccién. Descartada la posibilidad de de-
mostracién de la consistencia a pirori,
existe siempre la posibilidad de- que en
algiin momento se presente una contra-
diccién. Eso llevarfa 2 un nuevo andlisis
de los conceptos y postulados de la teoria
en que esto ocurriera, con objeto de des-
cubrir el origen de aquella y perfeccionar
estos de modo adecuado para evitarla.

Asi, por ejemplo, hasta finales del siglo -

pasado se desarrollé toda la matemdtica
sin disponerse de un concepto abstracto
bien elaborado de nimero real, En la de-
mostracién del teorema fundamental de la
geometria proyectiva, supone Staudt, por
ejemplo, que los puntos de una recta es-
tdn bien ordenados; esto es, que cada
punto pone un siguiente inmediato. Esta y
otras muchas demostraciones tuvieron que
.rehacerse cuando se alcanzé el concepto
actual de nimero real.

[176]

- La investigacién en la matemdtica es,
por tanto, en su parte esencial, de la mis-
ma naturaleza que en cualquier otra cien-
cia: se va de lo particular a lo general
mediante andlisis de casos o teorfas par-
ticulares. La diferencia entre la investiga-
cién matemdtica y la experimental estd
en que aquella requiere una formulacién
abstracta de los conceptos, que no es po-
sible realizar mientras dichos conceptos no
son suficientemente conocidos, La misién
fundamental de la investigacién experi-
mental consiste en realizar las experiencias
y observaciones necesarias para llegar a
disponer de material suficiente para la
caracterizacién y definicién abstracta de
los conceptos. Nos encontramos, por tanto,
er ¢l punto de unién de la investigacion
matemdtica con la experimental: la ela-
boracién de conceptos abstractos. De aqui
nace la necesidad de colaboracién del
matemdtice en equipos de trabajo de
investigacién, como ha podido compro-
barse en los casos mds recientes de
investigacién nuclear, misiles, electrénica,
etcétera, en que ha sido necesaria la in-
tervencién del matemdtico en su verda-
dero aspecto cientifico. creador, no como
calculista, que es la misién que le podria
asignar el profano en cuestiones cienti-
ficas. v

- Lainvestigacién en la matemitica apli-
cada no solo beneficia a la ciencia expe-
rimental, sino que, como resulta de todo
el estudio que llevamos hecho, es vital
para la propia matemdtica que, si no hun-
diese sus raices en la experimentacién. no
pasaria de ser un simple juego de ajedrez,
pero mucho més complicado. No obstante,
s’ simultdneamente al trabajo en el campo
de la matemdtica aplicada no se produjera
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un desarrollo armémco de la matemditica

pura, unificador de teorfas, simplificador

de resultados y constructor de esquemas,
‘llegarfa a producirse una situacién de co-
nocimientos desarticulados que conduciria
a la aparicién de una pléyade de especia-
listas incapaces de entenderse entre sf; con
1o que se produciria un colapso en la in-

vestigaci6n cientifica y en el progreso téc-

nico, que constituyen los principales so-
portes para la subsistencia de la humani-
dad actual.

Vv
LA ENSENANZA Y LA MATEMATICA

Hemos visto que la matemética cons-
tituye el vltimo grado de elaboracién del
pensamiento cientifico y que, por ello, es
indispensable en cualquier ciencia o en
cualquier técnica medianamente desarro-
1ladas. Como consecuencia de ello, el es-
tudio de ]a matemitica es insustituible en
todos los -grados de la ensefianza. Existen,
por otro lado, dos hechos que creemos
haber analizado suficientemente en este
estudio: por un lado la variacién que ha
sufrido el concepto de matemdtica, por
otro el extraordinario volumen que ha al-
canzado el edificio matemdtico actual y
sus aplicaciones. Todo ello conduce a una
revisién de la ensefianza de la matemadtica
en todos los grados.

La ensciianza de la matemdtica en el
nivel primario se halla centrada en la téc-
nica de cdlculo con mimeros naturales y
fraccionarios. La poca geometria que se
estudia en este grado de la ensefianza se
reduce al célculo de algunas dreas y vo-

i

‘- " PEDRO ABELLANAS

limenes mezclados con-unos. pocos con- .
ceptos mal definidos. Es patente que el
odio a la matemética de muchos escolares
tiene su origen en este sistema de ense-
fianza de tipo exclusivamente memoristico.
El nifio, en su primera edad escolar, posee
tna memoria mucho mas desarrollada que
su inteligencia y debe aprovecharse este
hecho, pero debe hacerse racionalmente.
El nifio necesita retener en su memoria
muchos conocimientos, pero la forma de
conseguir esto debe ser adecuada. Como
hemos visto al principio de este trabajo,
la matemdtica comenz6 siendo una ciencia’
exclusivamente experimental; por ello-es
aconsejable proceder de modo andlogo.en
su primera ensefianza. En consecuencia,
convendria ir presentindole al nifio las
cuestiones .originéhdose y no ya elabora-
das. Las reglas deber4n ser, por tanto, algo
a lo que se llega y no algo de que se parte.
De este modo el nifio podrd ir adquiriendo
conciencia de la simplificacién que las
reglas y leyes proporcionan para la reso-
lucién de muchos problemas y podr4 apli-
carlas adecuadamente. Es bien conocido
que muchos nifios, que realizan correcta- .
mente las operaciones de multiplicar y di-
vidir no saben, ante un problema concre-
to, qué_operacién deben realizar con los’
datos para llegar a la solucién del pro-
blema. Esto no ocurrirfa si se hubiese
empleado el tiempo necesario para hacer-
les comprender en qué consisten las ope-
raciones de la aritmética. Todavia es peor
la situacién en cuanto a la ensefianza de
la geometria se refiere. Las pocas defini-
ciones de conceptos géométricos que se Ie
dan, son unas veces falsas, otras no son
comprobables por el alumno, y siempre
se le dan sin ninguna justificacién previa,
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Io que le hace llegar a la conclusién de que 7

no tienen ninguna utilidad, con lo que se
~le ha deformado, quizd de un modo per-
manente, Todo esto podria evitarse pre-
sentdndole los conceptos y las relaciones
geométricas sobre modelos de papel o car-
tén y haciendo que él mismo los forme
de modo inmediato sobre ellos. Pasar de
los conceptos adquiridos de modo inme-
diato a conceptos de tipo abstracto des-
borda el cuadro de la enscfianza primaria.

En cuanto a la ensefianza secundaria se
refiere, la inadecuacién de los métodos
empleados resulta igualmente patente. La
ensefianza de la matemdtica en el bachi-
llerato se halla organizada desde hace mu-
cho més de un siglo sobre los Elementos
de Euclides. En Inglaterra, por ejemplo,
se llegaron a emplear traducciones casi li-
terales de dicho libro en la ensefianza se-
cundaria. Entre nosotros, se han usado

elaboraciones de paternidad desconocida. .

Ya hemos visto que los Elementos de
Euclides constituyen una obra monumen-
_tal que no ha sido bien comprendida has-
ta nuestros dias, pero que en ningin mo-
mento puede considerarse como obra apta
para menores ni como una introduccién
a la matemética. Se plantea, por tanto, el
problema del estudiar la organizacién de la

ensefianza de la matemdtica en el bachi- -

llerato. La primera cuestién que debe re-
solverse es la de la misién de los estudios
de matemdtica en la ensefianza media. Es
evidente que, por las razonzs de aplicacién
a las mds diversas ciencias que hemos se-
fialado 'anteriormente, el bachiller debe
poseer un cierto bagaje de conocimientos
matemiticos que le capaciten para su apli-
cacién posterior o para el ulterior estudio
de una ciencia o técnica determinada.

i

Pero, més importante que este aspecto

de tipo informativo, es su capacidad para

pensar por si mismo de modo preciso ¥y
correcto. Conseguir este resultado es una

- de las finalidades del bachillerato, nece-

saria cualquiera que sea la futura activi-
dad del bachiller. Ahora bien, el poder
pensar correctamente exige manejar con-
ceptos abstractos y la formacién y com-
prensién de tales conceptos es, como ya
hemos dicho anteriormente, una operacién
de gran dificultad. Por consiguiente, po-
driamos formular como mis'én principal
de la matemdtica en el bachillerato la de
ensefiar a pensar con claridad y precisién
2! alumno. Esto conduce a centrar la en-
sefianza de la matemitica en desarrollar la
capacidad del alumno para formar con-
ceptos, primero inmediatos y gradual-
mente abstractos, y descubrir las relacio-
nes fundamentales entre ellos. Conseguido
esto serd tarea sencilla ensefiarle a rela-
cionarlos entre s{ mediante un proceso de-
ductivo, pero este proceso no tiene validez
ninguna si no actda sobre conceptos séli-
damente adquiridos. Esta concepcién de
Ic que debe ser la ensefianza de la ma-
temdtica en el grado medio es diametral-
mente opuesta a las ideas (?) que rigen la
ensefianza actual. En ésta se centra toda
la atencién en los silogismos sin preocu-
parse si el alumno posee los conceptos con
In debida precisiéon. La consecuencia de
ello es que el alumno, o no estudia la ma-
temdtica, y buena prueba de esto 12 pro-
porcionan las estadisticas de las califica-
ciones en los exdmenes de grado, o se
limita a repetir demostraciones aprendidas
de memoria o a resolver mecdnicamente
problemas de determinados tipos.

La ensefianza superior de la matemadtica



10 [179}

presenta también problemas complicados.
Seria preciso atender de modo adecuado
a las tres modalidades de un matemditico:!
matemdtico puro, matemético aplicado y
profesor de matemética de grado medio.
De estas tres modalidades Ia que presenta
mayor dificultad de organizacién es la de
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matem4tico aplicado, y ello porque la for-
maci6én de este tipo de cientifico requiere
una acertada coordinacién con otras cien-
cias experimentales y estudios técnicos
superiores, por lo que creemos que este
tema requiere un estudio que no podria
sintetizarse aqui brevemente. ‘




