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§i.1. La compleja historia de los imaginarios

F
ue a mediados del S XVI, en 1545, cuando un matemático italiano, Girolamo Cardano,
en su obra Ars Magna anunció al mundo la solución de la ecuación cúbica y de la cuár-
tica (bicuadrática) creando tal conmoción entre los algebristas que suele considerarse
el año 1545 como el del comienzo de la Matemática moderna. La ecuación cúbica fue

resuelta unos treinta años antes, circa 1515, por Scipione Del Ferro, profesor de Matemáticas de
la universidad de Bolonia, cuya demostración nunca publicó pero que antes de su muerte en
1526 se la comunicó a algunos de sus discípulos. Entre ellos estaba Maria Fior que posterior-
mente compitió y perdió en concurso público con Tartaglia en 1535 (Tartaglia consiguió, sólo
horas antes de la conclusión del concurso, hallar la fórmula de Del Ferro). Del Ferro entregó el
cuaderno de notas con sus descubrimientos a su yerno y discípulo Annibale della Nave –este
cuaderno se encuentra hoy en día en la biblioteca de la Universidad de Bolonia. Cardano, en
realidad, supo de una versión parcial del resultado por Niccoló Fontana (alias Tartaglia, tarta-
mudo en italiano) en 1539, y aunque le da el crédito del descubrimiento, su publicación supuso
una amarga disputa con Tartaglia porque Cardano juro solemnemente, sobre los sagrados evan-
gelios y su palabra de caballero, secreto sobre el resultado. Cardano falto a su juramento, ya
que cuando viaja junto con su discípulo Ferrari a Bolonia en 1545 para estudiar los papeles
póstumos de Del Ferro, que le entrega Nave, considera que Tartaglia no tiene la prioridad en
el hallazgo de los resultados. Decía Cardano en el arranque capítulo XI de la segunda edición
del Ars Magna: “Scipio Ferro di Bolognia hace ya más de treinta años descubrió esta regla y se la en-
trego a Antonio María Fior de Venecia, que en el concurso que mantuvo con Niccoló Tartaglia de Brescia
dio la oportunidad a Niccoló para descubrirlo, él me lo dio a mi en respuesta a mis ruegos, aunque sin
demostración alguna, con su auxilio encontré una demostración, en varios modos, esto fue muy difícil, mi
redacción del mismo sigue”.
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2) Capítulo i. Números complejos [§i.1

Ars Magna de Cardano

La cuártica fue resuelta por Luigi Ferrari por encargo del propio Cardano. Ferrari estuvo,
de joven, al servicio de Cardano y después fue docente, ocupando el último año de su vida
un puesto de profesor en la universidad de Bolonia. En el Ars Magna aparecen por primera
vez los complejos, que se comenzaron a denominar como números sutiles o números inútiles.
Cómo veremos despues, los números imaginarios emergen de forma natural de las fórmulas de
Cardano para las soluciones de la cúbica.

Girolamo Cardano
(1501-1576)

Niccolò Fontana
(alias Tartaglia)

(1499-1557)
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En 1572, otro italiano, Rafael Bombelli, en su libro L’Algebra manipulando la fórmula de
Cardano realiza cálculos con números complejos y afirma: “toda la materia parece descansar más
en argucias que en verdad”. En aquella época quien hablaba de éstos números los llamaba o bien
números “imaginarios”, nombre acuñado por Decartes por oposición a real, o números “imposi-
bles” (hoy en día un número imaginario no es un número complejo arbitrario sino un múltiplo
de la unidad imaginaria). Recién comenzado el S XVIII, el filosofo, lógico y matemático alemán
Gottfried Leibniz se refería en 1702 a

p�1 como “ese anfibio entre la Existencia y la no-Existencia
que recuerda al espíritu santo”.

L’Algebra de Bombelli

En descarga de Leibniz debemos apuntar que fac-
torizó x4 C a4 como x4 C a4 D .x C a

p
i/.x �

a
p
i/.x C ap� i/.x � ap� i/; También, demostró quep
6 D

p
1Cp�3 C

p
1 �p�3 y conjeturó, pero

no probó, que si P.x/ es un polinomio real entonces
f .xCiy/Cf .x�iy/ también es real. Las cosas empeza-
ron a cambiar, y ya Leonhard Euler, el gran matemático
suizo, en 1748 discute la fórmula de Euler. Euler fue uno
de los primeros en tener una visión moderna de los nú-
meros complejos, como se puede deducir de su obra Al-
gebra (1770), donde escribe cosas como

p�2p�3 D p6
e introduce la notación i D p�1. Afirma en su capítu-
lo XIII que las raíces cuadradas de números negativos
no son ni positivas ni negativas, y que por ello “deben
pertenecer a especies distintas de números” y sigue “no son
mayores ni menores que nada; y aún así, no podemos decir que
son 0” para concluir “todos los números que es posible con-
cebir son mayores o menores que 0, o son 0 . . .De esta manera
nos vemos conducidos a la idea de los números, que por su na-
turaleza son imposibles; y por tanto usualmente son llamados
cantidades imaginarias, porque ellas existen meramente en
la imaginación”.

Corría el año 1797 cuando un cartógrafo noruego-
danes, Caspar Wessel, fue el primero en interpretar los
números complejos como puntos del plano. Ésto lo pre-
sentó en el trabajo Om directionens analytiske betegning a la Real Academia Danesa de las Artes
y las Ciencias. Recuperamos ahora algunos fragmentos de éste. Se pregunta Wessel: “¿Cómo po-
demos representar analíticamente una dirección?: es decir, ¿cómo vamos a expresar las líneas rectas para
que una única ecuación que involucre en una línea desconocida y otras conocidas, tanto, la longitud y la
dirección de la línea desconocida se puedan expresar?” Y considera la suma de segmentos de línea
dirigidos: “Dos líneas rectas se suman si las unimos de tal manera que le segunda línea comienza donde
termina la primera, y luego trazamos una línea recta desde el primer hasta el último punto de las líneas
unidas.´” En cuanto al producto dice: “Por lo que respecta a la longitud, el producto será a un factor
como el otro factor es a la unidad. En cuanto a la dirección, deberá diverger de un factor tantos grados, y
en el mismo lado, como el otro factor diverge de la unidad, de modo que el ángulo dirigido del producto es
la suma de los ángulos dirigidos de los factores.” Y los identifica con cantidades imaginarias como
sigue:

“Sea C1 la unidad positiva, y C� la unidad perpendicular a él. Entonces, el ángulo de dirigido
de C1 es 0°, y el de �1 es 180°, el de C� es 90°, y el de �� de 270°. Por la regla de que el ángulo de
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un producto es la suma de los ángulos de los factores, tenemos .C1/.C1/ D 1, .C1/.�1/ D �1, . . . ,
.C�/.C�/ D �1, . . . De esto, se ve que � D p�1.”

Om directionens analytiske betegning de Wessel
Essai sur une manière de représenter les quantités
imaginaires dans les constructions géométriques de

Argand

Jean-Robert Argand era un matemático aficionado, nacido en Ginebra, que regentaba una
librería en París, y publicó en 1806 anónimamente Essai sur une manière de représenter les quantités
imaginaires dans les constructions géométriques (publicación anónima). Tras el regreso de Cauchy
a París, tuvo lugar en 1813 y 1814 un vivo debate en los Annales sobre interpretación geométrica
de Argand de las cantidades complejas. Varios matemáticos participaron, incluyendo Gergon-
ne, Français, Servois, Lacroix, y el propio Argand, al que se le reconocía el mérito de ser el
autor del mencionado panfleto anónimo de 1806 y quien, en 1815, publicó una versión defini-
tiva explicando sus ideas en detalle y, como un ejemplo de su utilidad, ofreciendo una nueva
demostración, la primera completa y correcta, del teorema fundamental del álgebra. Bastan-
te más tarde, en 1831, Carl Friedrich Gauss volvió a encontrar esta interpretación, aunque ya
anteriormente, en 1799, en su construcción del 17-góno dejo entrever la misma interpretación.
La descripción de Wessel–Argand de los números complejos como puntos en el plano no fue
inicialmente muy conocida pero el apoyo de Gauss fue decisivo para su propagación e implan-
tación. Para introducir un poco más de ruido, señalar que el 1849, Cauchy comenta que él ha
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oído que en 1786 un tal Henri-Dominique Truel había encontrado la forma de representar los
números complejos en un plano, y que sus manuscritos, hoy perdidos, los tenia en 1810 un tal
Augustin Normauf, constructor de barcos en Havre.

Carl Gauss
(1777-1855)

A lo largo del siglo XVIII muchos matemáticos estaban convenci-
dos de que había una jerarquía de cantidades imaginarias, vera umbrae
umbra decía Gauss. Sólo gradualmente se acepto la idea que Euler
expresó: “en general todas las cantidades imaginarias, da igual lo com-
plicadas que parezcan, son siempre reducibles a la forma M C N

p�1”,
donde M;N 2 R, como decía, en 1749, como conclusión a su trabajo
sobre el Teorema Fundamental de Álgebra. Gauss promovió la inter-
pretación geométrica, como se puede apreciar en su descubrimiento
del polígono regular de 17 lados, donde presenta las soluciones de
z17 � 1 D 0 como puntos del plano. De hecho, en sus Disquisitiones
arithmeticae de 1798 (publicado en Leipzig en 1801), las raíces apa-
recen escritas con sus partes reales e imaginarias, cada una con diez
decimales. También en este libro, uso la notación de Euler: escribía
“i para la cantidad imaginaria

p�1”. En 1832 decía que la teoría de
número se releva en su “entera simplicidad y belleza” cuando el campo
de la aritmética se extiende a los números imaginarios. Explicaba que
admitía números de la forma aCb i, y que “tales números serán llamados
enteros complejos” decía. Afirmando que el dominio de los números complejos aC b i contenía a
de los números reales para b D 0 y a los números imaginarios para b no nulo. Dando las reglas
aritméticas para dichos números complejos.

Párrafo de Gauss
Werke 8, 90-92

En su carta a Bes-
sel de 18 de diciem-
bre de 1811 (publica-
da en 1880) encontra-
mos el siguiente pá-
rrafo: “Directamente,
si alguien desea intro-
ducir una nueva fun-
ción en análisis, yo le
pediré que aclare si él
simplemente desea usar
cantidades reales (valo-
res reales del argumento
de la función), y que si-
multáneamente conside-
raría los valores imagi-
narios de la función co-
mo algo accesorio, o si él
accedería a mi principio

de que el dominio de las cantidades imaginarias a C bp�1 D a C b i debe ser considerado con los
mismos derechos que los reales. No es una cuestión utilitaria, más bien, para mí, el análisis debe de ser
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considerada como una ciencia independiente que, menospreciando cada cantidad imaginaria, pierde ex-
cepcionalidad en belleza y perfección, y todas las verdades que de otro modo se sostendrían con generalidad,
tienen necesariamente que sufrir recortes de todo tipo.” Se puede considerar, por tanto, que el año
de 1811 fue el origen de la teoría de la funciones complejas.

Párrafo manuscrito de Gauss
Werke 10, 1, p. 405

Posteriormente, circa 1831,
dice: “Un conocimiento completo
de la naturaleza de una función
analítica debe también incluir una
idea de su comportamiento para
valores imaginarios de sus argu-
mentos. A menudo esto último es
indispensable para una adecuado
entendimiento del comportamiento
de la función para valores reales.
Es, por tanto, esencial que la de-
terminación del concepto de fun-
ción sea extendido al dominio de
las cantidades que incluyan tan-
to las cantidades reales como las
imaginarias, en pie de igualdad,
bajo la simple designación de nú-
meros complejos.” Las bases de
la teoría de funciones de varia-
ble compleja sufrió un especta-
cular desarrollo en un periodo
de apenas 40 años que va de

1814 a 1851. Sus principales paladines fueron, en primer lugar, el matemático francés Augustin
Louis Cauchy y posteriormente los matemáticos alemanes Georg Friedrich Bernhard Riemann
y Karl Theodor Wilhelm Weierstrass.

Augustin Cauchy
(1789-1857)

Bernhard Riemann
(1826-1866)

Karl Weierstrass
(1815-1897)
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i.1.1. La Geometría clásica y la resisten-
cia a los números complejos Pero, ¿por qué
este retraso en reconocer a los complejos como
herramientas útiles y esenciales? Es habitual in-
troducir los números complejos como algo ne-
cesario e imprescindible para la resolución de la
ecuación cuadrática x2 D 2mxCc, dadas magni-
tudesm y c. Hace ya 4000 años que encontramos
como resolver problemas ligados a la resolución
de esta ecuación que, en términos modernos, tie-
ne como soluciones a x D m˙pm2 C c. El pro-
blema es que cuando m2C c < 0 está expresión,
antes de los complejos, no tenia sentido, que fue
lo que condujo a Cardano a considerar las raíces
cuadradas de cantidades negativas.

Desde los antiguos griegos hasta el año 1500,
cuando se pensaba en Matemáticas se pensaba en Geometría, y la solución a la ecuación cuadrá-
tica se interpreta como los dos puntos de corte de la parábola y D x2 con la recta y D 2mxCc.
Por tanto, la resolución de la ecuación no era un problema en sí mismo, sino, más bien, la for-
mulación algebraica de un problema geométrico. Cuando m2 C c < 0, simplemente no hay
puntos de corte, como se ilustra en la gráfica. Obviamente existe una amplia gama de posi-
bilidades de elección de los parámetros m y c tales que la recta no corta a la parábola, eran
soluciones inútiles, de ahí la denominación. Los números complejos empezaron a tomar carta
de naturaleza una vez que Bombelli demostró su utilidad para hallar soluciones de problemas
en geometría y no sólo de álgebra. En concreto, se trataba de analizar las soluciones x de la
ecuación cúbica

x3 D 3px C 2q;(1)

donde p y q son parámetros reales. Dichas soluciones resuelven un problema geométrico, hallar

�2 2 4

50

100

x

y x3

3x C 2
15x C 4

Cortes de cúbica y recta

los cortes de la curva cúbica y D x3 con
la recta y D 3px C 2q. En el Ars Mag-
na, se determinan sus soluciones como
sigue

x D 3

q
q C

p
q2 � p3 C 3

q
q �

p
q2 � p3:

Por ejemplo, para el caso en que p D
q D 1, la ecuación a resolver es x3 D
3x C 2, tendremos

p
q2 � p3 D 0, y la

fórmula de Cardano–Tartaglia–Del Fe-
rro nos provee con la solución x D 3

p
1C

3
p
1 D 2 (en la última igualdad, como ve-

remos a lo largo del curso, hemos hecho
un poco de trampa), como se ve en la
figura. De momento, los números com-
plejos no han sido de ayuda alguna para

encontrar soluciones con sentido real de la ecuación cúbica. Pero que ocurre cuando q2 < p3,
tendríamos que encontrar raíces cuadradas de números negativos. ¿Son de alguna utilidad? Sí,
contesto Bombelli, siguiendo lo que el mismo denomino como una idea loca. Recordemos su
razonamiento. Consideremos el caso p D 5 y q D 2, x3 D 15x C 4, donde

p
q2 � p3 D 11 i,

y la fórmula de Cardano nos da x D 3
p
2C 11 i C 3

p
2 � 11 i. El propio Cardano apunta que
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una solución es 4, de hecho la única positiva, y por tanto no llega a entender el sentido de
esta fórmula, llamando a las raíces de los números negativos como sofísticas, concluyendo que
este era un un resultado tan sutil como inútil. Bombelli procedió a manipular formalmente es-
ta expresión y supuso, su loca idea, que existía un número n tal que 3

p
2C 11 i D 2 C n i y

3
p
2 � 11 i D 2 � n i. Para demostrar esto, utilizó las siguientes reglas de suma y multiplicación

de dos números complejos aC i b y c C i d , donde a; b; c; d 2 R,

.aC b i/C .c C d i/ D .aC b/C .c C d/ i;(2)

.aC b i/.c C d i/ D .ac � bd/C .ad C bc/ i :(3)

Así vio que .2˙ i/3 D 2˙ 11 i, y el número era n D 1. Por ello, concluyo que x D 4 era una
solución real y que para encontrarla era imprescindible, si se está usando la fórmula de Cardano,
considerar los números complejos 2˙ 11 i. Así, soluciones reales de problemas geométricos se
obtienen usando números complejos.

§i.2. La fórmula de Euler

C
onsideramos ahora la formula de Euler, ei � D cos � C i sen � , que para � D � , da una
de las ecuaciones más bellas de las Matemáticas, la identidad de Euler, ei� C1 D 0, en
donde aparecen ligados los números e, � , 1, i y 0, quizás los más fundamentales de las

Matemáticas.

C

1

ei �

�

cos �

sen �

i.2.1. ¿Cómo se descubrió la fórmula de Euler? La historia es compleja, como casi siem-
pre. El matemático inglés Roger Cotes, (colaborador de Isaac Newton) enunció en 1712, cuatro
años antes de morir, que log.cos qC i sen q/ D � i q, fórmula a la que no presto mucha atención
y de la que inmediatamente, tomando exponenciales, casi se puede deducir (salvo signo) la
fórmula de Euler.
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Párrafo de Cotes
Logometria, Philosophical Transactions 29 (1714) 5-45

C

E X

�

cos �

sen �
x

En su artículo Logometria, publicado en las Philosophi-
cal Transactions, se puede leer “Así, si cualquier arco de
un cuadrante de un círculo, descrito por el radio CE, tiene
sinus CX y sinus del complementario al cuadrante XE; to-
mando el radio CE como Módulo, el arco será la medida
EX C XCp�1&CE multiplicada por

p�1.” Esto re-
quiere la siguiente interpretación: Un círculo con cen-
tro en E y radio CE es dado. Considerar un ángulo
� con vértice en E con el eje x como un lado y el ra-
dio CE como otro. La perpendicular al eje x que pasa
por C es el sinus de � , que denota por CX , la línea del
centro del círculo al punto X (el corte del eje x con la
perpendicular) es el sinus del complemento al cuadran-
te (esto es cos �). El cociente EX C XCp�1 y CE es

cos � C i sen � . Para Cotes, la medida de una magnitud es su logaritmo natural y su módulo es
un factor de conversión que transforma la longitud de arco en el ángulo correspondiente, esto
es dividir por el radio. Por tanto, Cotes afirma que iCE log.cos � C i sen �/ D CE � , que está

Párrafo de De Moivre
Aequationum Quarundam Potestatis Tertiae, Quintae. . . ,
Philosophical Transactions 25 (1706) 2368-2371

equivocada en un signo ya que de-
bería ser iCE log.cos � C i sen �/ D
�CE � . Obviamente, para los mate-
máticos británicos, Cotes es su hé-
roe en lo que respecta a la fórmula
de Euler, ver El camino de la realidad
de Roger Penrose.

La fórmula de De Moivre .cos �C
i sen �/n D cosn�C i senn� , no apa-
reció explícitamente en la obra del
matemático francés afincado en In-
glaterra Abraham De Moivre (ami-
go de Newton y al que Newton se
refería cuando le preguntaban cues-
tiones imaginarias), pero casi. Efec-
tivamente, De Moivre publicó el ar-
tículo titulado
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Aequationum Quarundam Potestatis Tertiae,Quintae, Septimae, Nonae, & Superiorum, ad Infinitum
Usque Pergendo, in Terminis Finitis, ad Instar Regularum pro Cubicis Quae Vocantur Cardani, Resolutio
Analytica en las Philosophical Transactions en donde demuestra conocer que, para n impar, se
tiene

1

2

n
p
senn� C i cosn� C 1

2

n
p
senn� � i cosn� D sen �

Por otro lado, ya en 1722, en otro articulo en la misma revista, y 1730, en su obra Miscellanea
analytica, vuelve a hacer uso implícito de la fórmula que lleva su nombre. En concreto, en su
Miscellanea usa para n arbitrario la relación

1

2

n
p
cosn� C i senn� C 1

2

n
p
cosn� � i senn� D cos �:

r

.x; y/

A

x

y

Otra parte de la historia comienza en 1702, Johann
Bernoulli, matemático suizo nacido en Basilea, dio
la siguiente fórmula para el área de un sector circu-
lar de radio r , cuya base es el eje x y con vértice
superior situado en .x; y/: A D r2

4 i
log xCiy

x�iy . Obsér-
vese que 2 i

x2C1 D 1
x�i � 1

xCi , así que si tomando primi-
tivas concluimos arc tan x D 1

2 i
log x�i

xCi CC y cómo

–integrando en polares
R r
0
d r
R arc tany=x

0
r d r d �– el

área de dicho sector es r2

2
arc tan y

x
, se obtiene, tras

alguna manipulación formal y peligrosa, la fórmu-
la de Bernoulli. Más tarde, en 1727, estudiando la
ecuación y D .�1/x junto con un joven Leonhrad
Euler, también nacido en Basilea, tuvieron que con-
siderar que significaba log.�1/. Bernoulli, usando

las propiedades del logaritmo natural en los reales, argumento que 0 D log 1 D log.�1/2 D
2 log.�1/. Esto se debería aplicar, por supuesto, a cualquier real x, log.�x/2 D log x2, y por
ello creyeron que log.�x/ D log x (¡Fallaron!). Euler tomó entonces la formula de Bernoulli
para el área del cuarto de círculo A D r2

4 i
log.�1/ que, según lo anterior, debería ser cero y que

obviamente no lo era. ¡Algo estaba mal! Fijémonos en que Euler estaba a un paso de demostrar
la identidad con su nombre, ya que sustituyendo A D �r2

4
se obtiene log.�1/ D i� y por ello

�1 D ei� , pero no lo hizo. Posteriormente, en 1729, Euler requiere del uso de

1

2

p
i log.�1/ D

p
�

2
;

sin dar explicaciones. Por tanto, Cotes, De Moivre, Bernoulli y Euler rondaron la famosa fórmula
desde 1712 a 1730. Pero, en mi opinión, ninguno llegó a la fórmula en cuestión tal como hizo
Euler años después, como veremos ahora mismo, mereciendo, sin duda, que tal fórmula lleve
su nombre.
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Abraham De Moivre
(1667-1754)

Roger Cotes
(1682-1716)

Johann Bernoulli
(1667-1748)

Leonhard Euler
(1707-1783)

Introductio in analysin
in�nitorum de Euler

En 1740 Euler escribe Introductio in analysin infinitorum, una de
sus obras más afamadas, y que fue publicada más tarde, en 1748,
en Suiza. En su capítulo VIII deriva la ecuación de Euler como
sigue. De la relación sen2 z C cos2 z D 1 concluye que .cos z C
i sen z/.cos z � i sen z/ D 1; por otro lado, calcula

.cosy C i seny/.cos z C i sen z/ D cos.y C z/C i sen.y C z/
y llega a

.cos z ˙ i sen z/n D cosnz ˙ i sennz;

¡las fórmulas de De Moivre! aunque él no hace referencia al mate-
mático franco-inglés. De aquí infiere que

cosnz D .cos z C i sen z/n C .cos z � i sen z/n

2
;

sennz D .cos z C i sen z/n � .cos z � i sen z/n

2 i
:

(4)

Aunque parezca increíble, de estas dos formas de la ecuaciones de
De Moivre, Euler deduce las series de Taylor del coseno y del seno.
Para ello hace que z sea muy pequeño de modo que sen z ! z y
cos z ! 1 y toma n muy grande n!1 , pero ¡con nz D � finito! Por ejemplo, veamos la del
cos z con n D 2m un número par1

cosnz D cosn z � n.n � 1/
2

cosn�2 z sen2 z C n.n � 1/.n � 2/.n � 3/
4Š

cosn�4 z sen4 z C � � �

C .�1/m�1n.n � 1/
2

cos2 z senn�2 z C .�1/m senn z

Estas fórmulas ya las conocía el matemático francés Viète un siglo antes.

1Si n D 2mC 1 es un número impar tendríamos

cosnz D cosn z�n.n � 1/
2

cosn�2 z sen2 zCn.n � 1/.n � 2/.n � 3/
4Š

cosn�4 z sen4 zC� � �C.�1/nn cos z senn�1 z
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Párrafos de Euler
Introductio in analysin in�nitorum (1748)

Sustituyendo nz ! �, cos z ! 1, sen z ! 0 y n sen z ! � (esto último implica que n.n �
1/ : : : .n � k C 1/ senk z ! �k) obtenemos cos � D 1 � �2

2Š
C �4

4Š
C � � � . A continuación Euler

escribe (4) de la siguiente forma

cos � D

�
1C i �

n

�n
C
�
1 � i �

n

�n
2

; sen � D

�
1C i �

n

�n
�
�
1 � i �

n

�n
2 i

;

con n!1. Recordando que ez D lKım
n!1

�
1C z

n

�n
, él deduce

cos � D ei �C e� i �

2
; sen � D ei � � e� i �

2 i
:
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De donde inmediatamente se sigue la formula de Euler ei � D cos �C i sen �. En resumen, Euler
utiliza las formulas de adición de las funciones trigonométricas y la definición como limite de la

exponencial. En realidad, en ese momento, Euler lo que hace es definir ei � WD lKım
n!1

�
1C i �

n

�n
.

Y así la fórmula de Euler se hizo un sitio privilegiado en las Matemáticas y en la cultura
universal.

i.2.2. Otras formas de obtener la fórmula de Euler
i.2.2.1. Series de Taylor a la Cauchy En la serie de Taylor de la función exponencial

ex D 1C x C x2

2Š
C x3

3Š
C x4

4Š
C � � � ;(5)

la sustitución x 7! i � conduce a

ei � D C.�/C iS.�/; C.�/ D 1 � �
2

2Š
C �4

4Š
C � � � ; S.�/ D � � �

3

3Š
C �5

5Š
C � � � :(6)

Pero C.�/ y S.�/ son las series de Taylor de cos � y sen � y deducimos así la fórmula de Euler.
La deducción a partir de series de Taylor de la fórmula de Euler aparece por primera vez en
Exercices d’analyse et de physique mathématique. Tome 4 (1847) de Cauchy, ver páginas 245-246.

No se nos debe escapar que ésto que hemos hecho es un poco tramposo y no se puede
considerar como una demostración. Obsérvese que (5) es una serie de potencias que converge
para todo x 2 R a la función ex. Sin embargo, ahora la hacemos valida con x D i � 2 iR.
Esto requiere de una justificación. En realidad, esta demostración es casi una definición. Esto
es, tomamos (6) como definición de ei � , pero claro ahí están las series del cos � y sen � ya
presentes, y por tanto la definición será ei � D cos � C i sen � . Es decir, hacemos de la fórmula
de Euler la definición de la exponencial con argumento imaginario. Yo, personalmente, prefiero
la aproximación de Euler.

Podemos ilustrar gráficamente la diferencia entre calcular las series de Taylor de ei � y e� .

1 � �2

2Š
�3

3Š
e�

i �
��2

2Š

� i �
3

3Š
�4

4Š

ei �

Representación grá�ca de ei � y de e�

Se puede apreciar que, para ei � , en la espiral roja, se superponen dos series, una en el eje
imaginario y otra en el eje real, ambas con términos positivos y negativos, en tanto que para
e� , en azul, siempre se añaden términos positivos en el eje real.
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i.2.2.2. Otra de series de Taylor La idea es usar (6) e ignorar que los desarrollos en serie de
potencias C.�/ y S.�/ son los desarrollos de Taylor de las funciones trigonométricas. En primer
lugar, de la forma de las series C.�/ y S.�/ tenemos que C 0.�/ D �S.�/ y S 0.�/ D C.�/ y por
ello, cómo j ei � j2 D .C.�//2C.S.�//2 tenemos d

d �
j ei � j2 D 2C.�/C 0.�/C2S.�/S 0.�/ D 0. Luego

j ei � j es una función constante, no depende de su variable independiente � y cómo ei0 D 1,
obtenemos el primer resultado: j ei � j D 1. En segundo lugar, si llamamos ‚.�/ WD arg ei � ,
entonces tan‚.�/ D S.�/

C.�/
. Podemos, recordando que j ei � j D 1, derivar a la izquierda

�
tan‚.�/

�0 D .1C tan2‚.�//‚0.�/ D
�
1C .S.�//2

.C.�//2

�
‚0.�/ D 1

.C.�//2
‚0.�/

y la derecha de esta ecuación

�
tan‚.�/

�0 D S 0.�/C.�/ � C 0.�/S.�/
.C.�//2

D 1

.C.�//2
;

para así obtener ‚0.�/ D 1. Por ello, ‚.�/ D � C‚.0/, pero ‚.0/ D 0, y por tanto arg ei � D � .
Concluimos que la partes reales e imaginarias de ei � coinciden con cos � y el sen � , respectiva-
mente, y de ahí obtenemos la fórmula de Euler. Más aún, tras esta identificación, llegamos a que
las series de potencias C.�/ y S.�/ son las series de Taylor del cos � y del sen � , respectivamente.

i.2.2.3. Ecuación diferencial Una de las propiedades fundamentales de la función exponen-
cial es que f .x/ D eax es la única solución de

˚
df .x/

d x
D af .x/;

f .0/ D 1:
Denotemos la solución de df .�/

d �
D if .�/ y f .0/ D 1 por ei � . Como cos � C i sen � es solución,

obtenemos ei � D cos � C i sen � , esta interpretación de la fórmula de Euler tiene también un
sentido cinemático. Efectivamente, multiplicar por la unidad imaginaria geometricamente es
una rotación de �=2 rad. Por ello, la ecuación anterior se puede interpretar como la cinemática
de un punto con posición r.t/ perpendicular a su velocidad v.t/ D Pr.t/, v.t/ ? r.t/, esto es,
el producto escalar de velocidad y posición es cero, r.t/ � Pr.t/ D 0, i.e., jr.t/j D constante, y
como r.0/ D i , (fi ; j g es la base canónica de R2) entonces jr.t/j D 1, y el punto se mueve en
el círculo unitario. Así que existe una función '.t/ tal que r.t/ D cos'.t/i C sen'.t/j , de la
ecuación diferencial deducimos que P'.t/ D 1, luego '.t/ D t � t0, pero como r.0/ D i sabemos
que t0 D 0. Esto es, r.t/ D cos t i C sen t j .

i.2.2.4. Fórmulas de adición Una propiedad relevante de la función exponencial eax es su
propiedad de adición, i.e. ea.xCy/ D eax eay . De hecho, si buscamos una función f .x/ derivable
en x D 0 que satisfaga la propiedad de adición f .x C y/ D f .x/f .y/ junto con f .0/ D 1 y
f 0.0/ D a, no tenemos que ir muy lejos, la única solución es f .x/ D eax. Efectivamente, como
f .x C h/ D f .x/f .h/ se tiene para el cociente incremental f .xCh/�f .x/

h
D f .x/f .h/�1

h
y por

ello, tomando el limite cuando h! 0, que f 0.x/ D af .x/, f .0/ D 1, que sabemos tiene como
única solución a f .x/ D eax. Por otro lado, en cuanto uno recuerda las formulas de adición de
las funciones trigonométricas

cos.x C y/ D cos2 x � sen2 y; sen.x C y/ D cos x seny C sen x cosy;

se da cuenta de que f .x/ WD cos x C i sen x cumple f .x C y/ D f .x/f .y/ con f .0/ D 1 y
f 0.0/ D i. Por tanto, se sigue que f .x/ D eix y la fórmula de Euler.
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§i.3. Operaciones con números complejos

H
emos comentado anteriormente cómo Bombelli comenzó a trabajar con los números
complejos con las reglas para el producto y la suma de números complejos dadas por (2)
y (3). También, recordando las palabras de Wessel, sabemos que la suma (2) no es más

que la regla de paralelogramo en el plano de Wessel–Argand. Sin embargo, siguiendo de nuevo
a Wessel, el producto (3) es mucho más complejo: las longitudes de los números complejos se van
a multiplicar y su argumentos se va a sumar. Observamos que esta es una buena multiplicación,
por ejemplo el número imaginario 6 i es el producto complejo del número complejo 6 por el
número complejo i; también, vemos que dado que la longitud de i es 1 y su argumento es �=2,
entonces i2 tiene longitud 1 y argumento � , esto es: i 2 D �1, como debía ser.

2 4 6 8 10

2

4

6
C

4C 2 i

3C 4 i

7C 6 i

Suma de complejos
Regla del paralelogramo

�4 �2 2 4

�2

2

4
C

p
5

�1C 2 i

p 5
2C i

5

�4C 3 i

2
7°

116°

143°

Producto de complejos
Multiplicación de longitudes y suma de argumentosC

z

w

z C w

Suma de complejos
Suma como vértices de un

paralelogramo

C

w

z

zw

1

Producto de complejos
Producto como semejanza de triángulos

Estas dos operaciones, suma y producto de complejos, se interpretan en el plano de Wessel–
Argand. La suma es sencilla, no es más, como implica la regla del paralelogramo, que una
traslación. Los puntos 0; z; w; z C w conforman los vértices de un paralelogramo, y la trans-
formación que supone sumar w a cualquier número complejo no es más que deslizar, sin rotar
ni dilatar ni cambiar la forma en el plano complejo, esto es: una traslación. Más interesante es
el producto complejo, cuando se multiplica por w cualquier número complejo z tenemos una
transformación que deja el origen z D 0 fijo y conserva la forma, que envía el 1 a w y el z a
wz. Los correspondientes triángulos M.0; 1; z/ y M.0; w; zw/ son semejantes, tienen la misma
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forma, el primer triángulo ha sido dilatado por un factor jzj y ha sufrido una rotación entorno
al origen de ángulo arg z (enseguida veremos que es el módulo y argumento de un número
complejo; esto es, su representación polar).

i.3.1. El cuerpo de los complejos Vamos ahora a ser más formales y definir rigurosa-
mente la estructura que subyace en las discusiones previas sobre números complejos. Tenemos
que los números complejos son puntos del plano, esto es son elementos de R2 con la operación
de suma, luego constituyen un espacio lineal real bidimensional. Es la operación del producto
la que dota a los complejos de su estatus especial.

Para vectores arbitrarios .a; b/; .c; d/ 2 R2 definimos su suma y producto como
i) .a; b/C .c; d/ D .aC c; b C d/
ii) .a; b/ � .c; d/ D .ac � bd; ad C bc/

El conjunto C es un cuerpo, esto es, con respecto a la suma es un grupo con-
mutativo, con respecto al producto también es un grupo conmutativo y satisface
la propiedad distributiva. El elemento neutro con respecto a la suma es .0; 0/
(en la notación habitual aC i b es 0) el elemento neutro con respecto al produc-
to, la identidad, es .1; 0/ (en la notación habitual es 1). El elemento inverso de
z D .x; y/ D x C iy con respecto a la suma es �z D .�x;�y/ D �x � iy.

El cuerpo de los complejos C D .R2;C; �/

Párrafo de Hamilton
Transactions of the Royal Irish Academy 17 (1837) 93-422

Esta notación por parejas
fue comunicada por pri-
mera vez por el físico y
matemático irlandés Wi-
lliam Rowan Hamilton en
1833 en un artículo titula-
do Theory of Conjugate Fun-
ctions or Algebraic Couples,
with a Preliminary and Ele-
mentary Essay on Algebra
as the Science of Pure Ti-
me. Hamilton, ya en 1828,
no estaba satisfecho con
la interpretación geométri-
ca de los números com-
plejos y le molestaba espe-
cialmente la dependencia
de la representación geo-
métrica de un sistema de
coordenadas en particular.
Tampoco le gustaba la re-
presentación binomial aC
i b, ya que le parecía que
añadir b i a a era como su-
mar peras y manzanas. Y
se preguntaba: ¿qué es i?
Todo esto le condujo, en el
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mencionado articulo, a definir los números complejos por parejas ordenadas de números reales.
(Cosa ya hecha por Gauss dos años antes. en 1831, aunque cómo solía ocurrir con el príncipe
de las Matemáticas, no lo publicó.) Hamilton definió cuatro operaciones con las parejas, suma,
resta, multiplicación y división, y observó que dichas operaciones satisfacen las leyes conmu-
tativas y distributivas (para llegar a la noción de cuerpo actual le faltó la ley asociativa, que
introdujo él mismo años más tarde cuando descubrió los cuaterniones), los inversos bajo suma
y bajo multiplicación y la existencia del elemento cero. Quizás fueran estas ideas las que le
llevaron a considerar en vez de pa-
rejas, a triples .a; b; c/ de núme-
ros reales, que también representaba
por aCi bCj c. Al intentar definir un
producto satisfactorio para estos tri-
ples tenia que decir quien eran los
productos i j y j j. Durante 15 años
Hamilton trabajo en esta búsqueda,
sin resultado. Era habitual que sus
hijos le preguntaran por las maña-
nas ¿ya sabes como se multiplican
los triples? Este fracaso le hizo aban-
donar los triples y volver la vista ha-
cia los cuadruples .a; b; c; d/ de nú-
meros reales, que denotaba en for-
ma vectorial como aCb iCc jCd k.
Y la mañana del 16 de octubre de
1843, cuando paseaba junto con su
mujer a lo largo del Royal Canal de Dublín, descubrió los cuaterniones, y grabó en la piedra
del Brougham Bridge las fórmulas: i2 D j2 D k2 D i j k D �1.

Los cuaterniones H WD f.a; b; c; d/ W a; b; c; d 2 Rg tiene como elementos de la base a
1 D .1; 0; 0; 0/, i D .0; 1; 0; 0/, j D .0; 0; 1; 0/ y k D .0; 0; 0; 1/: las reglas de suma y producto son

.a1; b1; c1; d1/C .a2; b2; c2; d2/ D .a1 C a2; b1 C b2; c1 C c2; d1 C d2/;
.a1; b1; c1; d1/.a2; b2; c2; d2/ D .a1a2 � b1b2 � c1c2 � d1d2; a1b2 C b1a2 C c1d2 � d1c2;

a1c2 � b1d2 C c1a2 C d1b2; a1d2 C b1c2 � c1b2 C d1a2/

William Hamilton
(1805-1865)

Los cuaterniones se pueden invertir y como los complejos tienen mó-
dulo y conjugado. Los cuaterniones no forman un cuerpo como los
complejos, forman un álgebra asociativa no conmutativa sobre los
reales. El carácter no conmutativo es la que le impide ser cuerpo. Los
cuaterniones forman parte de un álgebra mayor, conocida como álge-
bra de Clifford. A pesar de que Hamilton llegó a los cuaterniones tras
el fracaso con los triples, el álgebra H encuentra aplicaciones para
describir la geometría en R3, por ejemplo en electrodinámica y en ge-
neración de gráficos en el ordenador. También la ecuación de Dirac
se reformula de modo sencillo en términos de cuaterniones. Las pala-
bras escalar y vector aparecen por primera vez en 1846 en un articulo
sobre cuaterniones de Hamilton, que pueden considerarse como la
semilla del álgebra vectorial.
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i.3.2. Inverso de z D x C iy Veamos ahora quien es el elemento inverso con respecto
al producto. Escribamos z�1 D u C i v, entonces la condición zz�1 D 1 es equivalente a
.ux � vy/C i.uy C vx/ D 1, y obtenemos el sistema lineal

(
ux � vy D 1;
uy C vx D 0;

cuya solución es u D x

x2 C y2 y v D � y

x2 C y2 y

z�1 D x � iy

x2 C y2 :

� Ejemplo: Calculemos el inverso o reciproco de z D 3C 4 i, ahora x D 3 e y D 4, y por ello

x2 C y2 D 25 y así obtenemos .3C 4 i/�1 D 3 � 4 i
25

.

i.3.3. El cuerpo de los números complejos no se puede ordenar Fijémonos que el
cuerpo C a diferencia del cuerpo R no tiene un orden; i.e., no podemos decir si un número
complejo es menor o igual que otro de forma consistente. Aquí es importante aclarar de que se
habla cuando ordenamos un cuerpo, es decir un orden que respete las operaciones que define
esta estructura algebraica.

Para que C se pudiera ordenar debería existir un conjunto P , los complejos
positivos, satisfaciendo las siguientes propiedades

i) Para cada z 2 C no nulo z ¤ 0 se debe cumplir una y sólo una de las
siguientes condiciones: z 2 P ó �z 2 P .

ii) Si z1; z2 2 P entonces z1z2 2 P y z1 C z2 2 P .
Si dicho conjunto de números positivos existe, la relación de orden se define como
sigue: z1 � z2 si y solo si z2 � z1 2 P ó z1 D z2.

¿Se puede ordenar el cuerpo de los complejos?

El problema, por supuesto, radica en las propiedades de la unidad imaginaria i. Fijémonos
en que .�1/.�1/ D 1, así que si �1 2 P tendríamos, de acuerdo con II), que 1 2 P , lo
cual contradice I), ya que 0 ¤ 1. Por ello, es necesario que �1 no sea un complejo positivo,
�1 62 P . ¿Qué ocurre con i? ¿Es i un complejo positivo o no lo es? Supongamos que la unidad
imaginaria fuera un complejo positivo i 2 P , entonces II) implica que i i D �1 2 P , lo que no es
cierto, como acabamos de ver. Entonces, se debería tener que la unidad imaginaria es negativa
� i 2 P , ya que obviamente i ¤ 0. Pero esto tampoco puede ser. Efectivamente, si � i 2 P
entonces .� i/.� i/ D �1 2 P , que no es cierto. Por lo tanto, el conjunto de los complejos
positivos no existe y concluimos que:

El cuerpo de los complejos no se puede ordenar
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Es importante subrayar que R2 se puede ordenar de muchas maneras. Por ejemplo, primero
ordenamos en la primera componente, y luego en la segunda componente, o viceversa. El pro-
blema de esos posibles ordenamientos es que no respetan la suma y el producto, las operaciones
que caracterizan la estructura de cuerpo.

i.3.4. Tomando raíces cuadradas Queremos ahora, dado un número complejo z D xC
iy, encontrar su raíz cuadrada, esto es, otro número complejo w D u C i v tal que w2 D z.
Dicho esto, deberíamos antes de nada, preguntarnos que nos hace pensar que dichas raíces
cuadradas existen. Por ejemplo, en el caso real ya sabemos que los números negativos no tienen
raíces cuadradas. Justamente, para eso se empezaron a considerar los números imaginarios,
y se introdujo i D p�1. Pero, ¿asegura la introducción de una sola raíz cuadrada, la de �1,
la existencia de raíces cuadradas para cualquier elemento del nuevo cuerpo de los complejos?
Así formulada la cuestión no parece tan trivial. Pero la respuesta es que sí, que con la mera
extensión mediante la unidad imaginaria aseguramos que todos los nuevos números tienen raíz
cuadrada. Veamos cómo. En primer lugar, nos damos cuenta de que

w2 D u2 � v2 C i 2uv;

y que, por tanto, debemos resolver el sistema no lineal(
x D u2 � v2;
y D 2uv:(7)

La resolución del cual pasa por observar que x2C y2 D .u2 � v2/2C 4u2v2 D .u2C v2/2, y así
u2 C v2 D

p
x2 C y2. Utilizando (7) obtenemos las siguientes relaciones

u2 D x C
p
x2 C y2
2

; v2 D �x C
p
x2 C y2
2

:(8)

En resumidas cuentas, descartando el caso sencillo y D 0 en donde tenemos la raíz real, para
x > 0 y la raíz de números negativos, los imaginarios, para x < 0 , podemos expresar la raíz
cuadrada w D px C iy de un número complejo z D x C iy como sigue

p
x C iy D

†
˙
 r

xC
p
x2Cy2
2

C i

r
�xC
p
x2Cy2
2

!
; y > 0;

˙
 r

xC
p
x2Cy2
2

� i

r
�xC
p
x2Cy2
2

!
; y < 0:

(9)

De las ecuaciones (8) obtenemos, salvo signo, los valores de u y v, simplemente se toma la raíz
cuadrada real, ya conocida, y después elegimos el signo adecuado.

�Ejemplo: Calculemos la raíz cuadrada de z D 3C 4 i, por ello debemos reemplazar en (9)
x D 3, y D 4, con

p
x2 C y2 D 5. Por tanto, u2 D 3C5

2
D 4 y v2 D �3C5

2
D 1 y la raíz esp

3C 4 i D ˙.2C i/.

i.3.5. Raíces de ecuaciones cuadráticas complejas Nos preocupamos ahora de la ecua-
ción

az2 C bz C c D 0(10)
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donde a; b; c 2 C son números complejos y buscamos soluciones complejas z 2 C. El resultado
es que la formula bien conocida para el caso real se aplica tal cual en este contexto complejo.
Para demostrarlo reproducimos el clásico argumento de completar cuadrados de Gauss. Así
tenemos

a
�
z C b

2a

�2
D a

�
z2 C 2 b

2a
z C b2

4a2

�

D az2 C bz C b2

4a
;

lo que conduce a az2CbzCc D a
�
zC b

2a

�2
C 4ac�b2

4a
. Por tanto, las raíces de (10) son las raíces

de
�
zC b

2a

�2
D b2�4ac

4a2
, que tomando raíces cuadradas de números complejos, como acabamos

de aprender, nos lleva a

z D �b ˙
p
b2 � 4ac
2a

:

Triángulo de Pascal

i.3.6. El binomio de Newton La famosa fórmu-
la del binomio de Newton también es cierta en el con-
texto de los números complejos. Así dados dos núme-
ros complejos, z; w 2 C y el número natural n 2 N,
tenemos

.z C w/n D
nX
kD0

 
n

k

!
zkwn�k;

donde hemos utilizado los números binomiales
�
n

k

� D
nŠ

kŠ.n�k/Š en términos de los factoriales de números na-
turales, kŠ WD k.k � 1/ � � � 1. Los números binomiales
aparecen en otros contextos, como la teoría de la pro-
babilidad, y fueron tratados por el matemático francés
Blaise Pascal cuando estudiaba su famoso triangulo.2

Esta fórmula se puede probar por inducción. Obvia-
mente es cierta para n D 1, supongamosla cierta para n y veamos que ocurre para nC 1
.z C w/nC1 D .z C w/.z C w/n

D .z C w/
�
zn C nzn�1w C n.n � 1/

2
zn�2w2 C � � � C n.n � 1/

2
z2wn�2 C nzwn�1 C wn/

D znC1 C .nC 1/znw C .nC 1/n
2

zn�1w2 C � � � C .nC 1/n
2

z2wn�1 C .nC 1/zwn C wn;

en donde hemos utilizado el Teorema de Pascal para los números binomiales o triangulares,�
n

k

�C � n

k�1
� D �nC1

k

�
.3

2Traité du triangle arithmétique (1653).
3Estas fórmulas eran familiares para los matemáticos hindúes como Pingala en el siglo segundo antes de nuestra

era. De Pingala sólo quedan fragmentos, pero el comentarista Varahamihira, circa 505, dio una descripción de la
fórmula y una explicación incluso más detallada fue dada por Halayudha, circa de 975.
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i.3.7. Conjugado, módulo, partes reales e imaginarias de un número complejo Cuan-
do hemos calculado el inverso de z D xC iy hemos visto que aparece el número x� iy. Este no
es un número cualquiera, es muy relevante en el desarrollo de la teoría y se llama el complejo
conjugado de z y lo denotamos por Nz D x � iy .4 Debemos notar que, tal como se ilustra en
la figura, el complejo conjugado de un número z se obtiene con la reflexión especular, donde
el espejo se sitúa en el eje real. Dos propiedades del complejo conjugado son

i) . Nz/ D z, esto se conoce como una involución.
ii) z1z2 D Nz1 Nz2, esto se conoce como un homomorfismo.

Su demostración es fácil: Por un lado, x1x2 � y1y2 C i.x1y2 C y1x2/ D x1x2 � y1y2 � i.x1y2C
y1x2/ y por otro .x1 � iy1/.x2 � iy2/ D x1x2 � y1y2 � i.x1y2 C y1x2/. También vimos la
relevancia de lo que llamábamos longitud de z D xC iy y que era

p
x2 C y2. A partir de ahora

lo llamaremos módulo de z y usaremos la notación

jzj D
p
x2 C y2:

C

jzj D
p x

2 C y
2

z D x C iy

j Nzj D p
x 2C

y 2
Nz D x � iy

Re z D xIm
z
D
y

x

y

Complejo conjugado, módulo
y partes real e imaginaria

Usando el complejo conjugado podemos expresar el módulo como sigue

jzj2 D z Nz:

También llamaremos partes reales e imaginarias de z, denotadas por Re z e Im z, a sus pro-
yecciones en los ejes reales e imaginarios, respectivamente. En términos del complejo conjugado
tenemos

Re z D z C Nz
2
D x; Im z D z � Nz

2 i
D y:

4Existe otra notación que es z�.
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z; w 2 C

jz C wj � jzj C jwj:

Desigualdad triangular

Demostración. Esta importante desigualdad se puede demostrar como se hace en cálculo
en R2, o bien usando el complejo conjugado. Para ello, escribimos

jz C wj2 D .z C w/.z C w/
D .z C w/. Nz C Nw/
D jzj2 C jwj2 C 2Re.z Nw/;

y observamos que jz Nwj D
p
.Re z Nw/2 C .Im z Nw/2, por lo que jzjjwj D jz Nwj � jRe z Nwj. Deduci-

mos pues que jz C wj2 � .jzj C jwj/2. □

De la desigualdad triangular se deriva
ˇ̌
ˇjzj � jwj

ˇ̌
ˇ � jz � wj:

Efectivamente, tenemos jzj D jz�wCwj � jz�wjCjwj o lo que es lo mismo jzj�jwj � jz�wj.
Intercambiando z y w llegamos a jwj�jzj � jz�wj. Como jjzj�jwjj D mKax.jzj�jwj;�jzjCjwj/
obtenemos a la desigualdad. También se puede deducir que siempre que jzj > jwj se satisface
la siguiente desigualdad 1

jz�wj � 1
jzj�jwj . C

jzj

z D x C iy

Re z

Im
z

arg
z

x

y

Argumento

i.3.8. Argumento de un número
complejo La representación polar de los
vectores en el plano nos conduce a la idea
de módulo jzj y argumento arg z de un nú-
mero complejo z D x C iy,

z D jzj.cos arg z C i sen arg z/

o, usando la fórmula de Euler,

z D jzj ei arg z :
Ahora entra en juego una importante

observación. Las funciones trigonométri-
cas cos � y sen � son 2� -periódicas, i.e.,
cos.� C 2�k/ D cos � y sen.� C 2�k/ D
sen � para k 2 Z. Por ello, el argumento
está indeterminado y arg z no es una fun-
ción, al menos en el sentido usual de asignar un único valor de la variable dependiente para
cada valor de la variable independiente. Tenemos muchos posibles valores, existe multivalua-
ción, y por ello el argumento asigna a cada z un conjunto, numerable e infinito, de posibles
argumentos. Si � es un posible argumento también lo son, por ejemplo, � C 2� ó � C 68� . Así,
la unidad imaginaria se puede escribir como

i D 1
�
cos

��
2
C 2�k

�
C i sen

��
2
C 2�k

��
; k 2 Z:
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O bien, los posibles argumentos de �1 � i son

arg.�1 � i/ D
�
5�

4
C 2�k W k 2 Z

�
:

Podemos eliminar esta ambigüedad eligiendo una determinación. Esto es, escogiendo un
intervalo semi-abierto I de longitud 2� en donde yacerá uno y exclusivamente uno de los
posibles valores del argumento. El intervalo I será semiabierto, esto es de la forma I D .a; aC
2�� ó I D Œa; a C 2�/. Ejemplos de determinaciones los dan I D Œ0; 2�/ o la determinación
principal I D .��; ��. El argumento asociado al intervalo I se denota por argI z:

argI z D �; � 2 arg z \ I:
Por ejemplo, argŒ0;2�/ i D �

2
, argŒ0;2�/.� i/ D 3�

2
, arg.��;�� i D �

2
y arg.��;��.� i/ D ��

2
. La

determinación principal del argumento se denota por

Arg z D arg.��;�� z:

arg.zw/ D arg z C argw, mKod 2� .
arg.z�1/ D � arg z, mKod 2� .
arg. Nz/ D � arg z, mKod 2� .
arg

� z
w

�
D arg z � argw, mKod 2� .

Propiedades del argumento

A continuación representamos los diferentes argumentos de los números complejos de mó-
dulo unidad, los que yacen el círculo de radio 1. La espiral representa los diferentes posi-
bles valores del argumento. También dibujamos, a su derecha, la superficie parametrizada
.r cos �; r sen �; �/, que atrapa la esencia de la función argumento. A cada número complejo
z D r cos � C i r sen �; le asignamos una altura � , y obtenemos una superficie tipo sacacorchos
de paso 2� .

x

y

arg z

x y

ar
g
z

Dos descripciones grá�cas del comportamiento del
argumento de un número complejo
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�1 �0;5 0;5 1

�1

�0;5

0;5

1

C

1
2
.
p
3C i/1

2
.�p3C i/

� i

x

y

Raíces cúbicas de la unidad imaginaria

i.3.9. Raíces n-ésimas Dado un nume-
ro complejo z D x C iy D r ei � vamos a en-
contrar sus raíces n-ésimas, esto es, los núme-
ros complejos w 2 C tales que wn D z, para
n 2 N. Si representamos a w de acuerdo con
su represntación polar, esto es, según la for-
mula de Euler, tendremos

w D � ei�; � D n
p
r; � D �

n
mKod 2�

n
:

� Ejemplo: hay tres raíces cúbicas de la uni-
dad imaginaria

3
p
i D

�
ei
�
6 D 1

2
.
p
3C i/;

ei
5�
6 D 1

2
.�p3C i/;

ei
3�
2 D � i :

§i.4. Aplicaciones

T
rataremos aquí algunas aplicaciones de los aspectos tratados hasta ahora sobre la mani-
pulación de los números complejas; esto es, de la aritmética compleja. Comenzamos, en
primer lugar, con un buen número de identidades trigonométricas, todas consecuencia

de la fórmula de De Moivre, i.e. de la fórmula de Euler. Muy ligado a ello está, como veremos a
continuación, la fórmula de Viète para la solución de la ecuación cúbica reducida, en términos
de operaciones geométricas en el círculo, como trisecar un angulo. Después, veremos como los
complejos pueden ser de ayuda para la Geometría.

i.4.1. Identidades trigonométricas De la fórmula de Euler deducimos

ein� D cosn� C i senn�:

Pero cómo ein� D .ei �/n concluimos la conocida

cosn� C i senn� D .cos � C i sen �/n;

Fórmula de De Moivre

ya vista anteriormente. Tomando partes reales e imaginarias y usando la fórmula de binomio
de Newton obtenemos

senn� D
nX
kD0

 
n

k

!
cosk � senn�k � sen

.n � k/�
2

;

cosn� D
nX
kD0

 
n

k

!
cosk � senn�k � cos

.n � k/�
2

:
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�Ejemplo: Para n D 3 tenemos

cos 3� C i sen 3� D .cos � C i sen �/3

D .cos3 �/3 � 3 cos �.sen �/2 C i.�.sen �/3 C 3.cos �/2 sen �/
y por ello

cos 3� D cos3 � � 3 cos � sen2 � D 4 cos3 � � 3 cos �;(11)

sen 3� D � sen3 � C 3 cos2 � sen � D �4 sen3 � C 3 sen �:(12)

El razonamiento inverso también es útil. Expresar potencias de funciones trigonométricas
de un ángulo dado como combinación lineal de funciones trigonométricas de múltiplos de ese
ángulo. Para eso utilizamos las identidades, que se siguen de la formula de Euler,

cos � D ei � C e� i �

2
; sen � D ei � � e� i �

2 i
;

de las que inferimos que

2n cosn � D .ei � C e� i �/n D
nX
kD0

 
n

k

!
ei.n�2k/� ; .2 i/n senn � D .ei � � e� i �/n D

nX
kD0

 
n

k

!
.�1/k ei.n�2k/� :

De la primera deducimos que

4m cos2m � D 2
m�1X
kD0

 
2m

k

!
cos.2.m � k/�/C

 
2m

m

!
; 4m cos2mC1 � D

mX
kD0

 
2mC 1
k

!
cos..2.m � k/C 1/�/;

y de la segunda

4m sen2m � D 2
m�1X
kD0

 
2m

k

!
.�1/m�k cos.2.m � k/�/C

 
2m

m

!
;

4m sen2mC1 � D
mX
kD0

 
2mC 1
k

!
.�1/m�k sen.2.m � k/C 1/�/:

Por ejemplo, cos4 � D 1
8
.cos 4� C 4 cos 2� C 3/. Estas relaciones son útiles para hallar primi-

tivas,
R
cos4 � d � D 1

8
.�1

4
sen 4� � 2 sen 2� C 3�/C constante.

C

1C iT

1

T

�

x

y

La tangente
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Otra posible aplicación para relacionar potencias de la tangente de un ángulo dado y las tan-
gentes de múltiplos de ese ángulo se puede manipulando el número complejo z D 1CiT , donde
tenemos que T D tan � . Usando el binomio de Newton, calculamos zn D .1C iT /n y obtene-
mos sus partes real e imaginaria Re

�
.1C iT /n

� DPn
kD0

�
n

k

�
T n�k cos .n�k/�

2
y Im

�
.1C iT /n

� DPn
kD0

�
n

k

�
T n�k sen .n�k/�

2
. Cómo zn D .p1C T 2/n ein� , se llega a

tann� D

nP
kD0

�
n

k

�
tann�k � sen .n�k/�

2

nP
kD0

�
n

k

�
tann�k � cos .n�k/�

2

:

� Ejemplo: z3 D .1C iT /3 D .1 � 3T 2/C i.3T � T 3/ y concluimos tan 3� D 3 tan ��tan3 �
1�3 tan2 � .

Opera mathematica de Viète
Aequationum recognitione et emendatione

de Viète
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i.4.2. La fórmula de Viète para la cúbica y la geometría del círculo. Trisecando án-
gulos Antes hemos discutido cómo las cantidades imaginarias empezaron a abrirse paso en
el S XVI como elementos útiles a la hora de encontrar soluciones reales de ecuaciones alge-
braicas, como la ecuación cúbica. Pero en el S XVII se dieron cuenta que dichas soluciones
se pueden encontrar de forma geométrica. Efectivamente, el matemático francés François Viè-
te encontró una forma particularmente simple, y con un profundo significado geométrico, de
resolver la ecuación cúbica. Relacionó el caso irreducible, esto es con tres raíces reales, de la
cúbica con la geometría del círculo. En De Aequationem Recognitione et Emendatione Tractatus Duo
(1615) presentó la solución que ahora discutiremos.

Párrafo de Viète
De Aequationem Recognitione et Emendatione Tractatus Duo (1615)

François Viète
(1540-1603)

Este trabajo fue publicado de forma póstuma por el escoces
Alexander Anderson por encargo de los herederos de Viète. La
portada que se recoge en la figura adjunta corresponde a la reco-
pilación de la obra completa de Viète por el matemático holandés
Frans van Schooten y publicada en 1856 en Lieden. (Una de las
primeras ediciones de lo que después sería y es Elsevier, uno de
los mayores monopolios editoriales científicos de hoy en día.)

En primer lugar, presentaremos su discusión algebraica. Para
ello recordamos (11) poniendo C D cos � , cos 3� D 4C 3�3C . Por
otro lado, escribimos la cúbica reducida (1) usando la variable
x D 2ppC , esto es 4C 3 � 3C D q

p
p
p
. Si pedimos q2 � p3 (i.e.,

j q

p
p
p
j � 1) existirá un � tal que q

p
p
p
D cos�, que nos permite

resolver la ecuación cúbica con
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x D 2pp cos
�arc cos q

p
p
p
C 2m�

3

�
; m 2 Z; q2 � p3:

Donde hemos usado (11) para identificar las soluciones con � D �C2m�
3

, donde m 2 Z. Por
ejemplo, si consideramos la ecuación sencilla x3 D 3x, tenemos p D 1 y q D 0, por lo que
podemos escojer � D 90°, y por ello los posibles ángulos serán � 2 f30°; 90°; 150°g, y las
correspondientes raíces son fp3; 0;�p3g.5

Discutimos ahora su relación con la geometría del círculo. Viète nos dice, en terminología
moderna, lo siguiente: Si A cubo menos B cuadrado tres veces por A se iguala a B cuadrado por
D , donde B es mayor que la mitad de D : B cuadrado (tres veces) por E menos E cubo será igual a B
cuadrado por D .

Y hay dos triángulos rectángulos con igual hipotenusa B, tal que el ángulo agudo subtendido por la
perpendicular de la primera, es el triple del ángulo agudo subtendido por la perpendicular de la segunda;
mientras que el doble de la base de la primera, es D , haciendo que el doble de la base de la segunda sea
A.

B
A

D

�
�

�

x

y

B
A

D
x

y

Esto es, Viète describe como la cuerda A de un arco trisecadado asociado a la cuerda D
de un círculo de radio B es la solución de la ecuación cúbica A3 � 3B2A D ˙B2D , que en la
notación de (1) será p D B2 y q D ˙B2D

2
. Aunque Viète no hace ningún diagrama, ilustra su

esquema con el ejemplo en la letra pequeña, que trata la ecuación N 3 � 300N ˙ 432 D 0. La
condición B > D=2 es justamente q2 < p3, que implica la existencia de tres raíces reales. Para

demostrar el resultado geométrico de Viète usaremos (12) con �=2: 2 sen 3�
2
D 3

�
2 sen �

2

�
��

2 sen �
2

�3
. Pero, de la figura queda claro que 2 sen �

2
D A

B
y también que 2 sen 3�

2
D D

B
y, por

tanto, de la relación para el seno triple obtenemos D
B
D 3A

B
� A3

B3 , i.e., A3� 3B2ACB2D D 0.
5Más adelante vamos a introducir las extensiones complejas cos z y sen z de la funciones trigonométricas,

y estas van a satisfacer las mismas relaciones de adición que cumplen las funciones trigonométricas reales, es
decir seguirán cumpliendo (11) y (12). Además, estas extensiones complejas de las funciones trigonométricas son
2� -periódicas y visitan cada punto del plano complejo un número infinito de veces. Por ello, dado uno de esos
infinitos puntos w 2 C tal que cosw D q

p
p
p

, cómo cos 3z D 4 cos3 z � 3 cos z, podemos expresar la solución de la

ecuación cúbica (1) como x D 2pp cos
� arc cos q

p
p
p
C2m�

3

�
con m 2 Z.
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Más tarde, inspirado por Viète, René Descartes en su La Géométrie mejora el resultado hallando
las dos raíces positivas de la cúbica. En este caso triseca el arco internamente, cómo lo hace
Viète, pero también externamente.

La fórmula de Viète resolvía de forma geométrica el problema de hallar las raíces de la
cúbica (1), evitando el uso de números complejos, esos números inútiles según Cardano y que
Bombelli uso para encontrar las raíces reales de la cúbica. Un sencillo ejercicio lleva de un
resultado a otro, ¿existe un resultado a la Viète para la cuártica?

i.4.3. Un problema de Geometría Veamos como lo que hemos visto sobre la aritmética
de los números complejos nos permite construir un resultado de la Geometría Clásica (¡de los
griegos!).

�

Sea un paralelogramo cualquiera, construyamos en cada lado un cua-
drado, unamos los centros de los cuadrados que yazcan en lados opues-
tos. Entonces, las rectas que unen estos centros tienen la misma longitud
y se cortan perpendicularmente.

y

x

2a

2b

2c

2d

p

r

q

s

Para demostrarlo vamos a llamar 2a; 2b; 2c y 2d a los lados orientados del paralelogramo,
i.e., los vectores que van de un vértice a su vértice contiguo en sentido horario, obviamente
tendremos aCbCcCd D 0. También es cierto que los centros de los cuadrados, que designamos
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como p; q; r ys s, ver figura, se relacionan con a; b; c y d a través de las ecuaciones

p D aC i a; q D 2aC b C i b;

r D 2aC 2b C c C i c; s D 2aC 2b C 2c C d C i d;

en donde hemos tenido en cuenta que i z rota, en sentido antihorario, al complejo z justo �=2
radianes. Por tanto, los números complejos A WD s � q y B WD r � p representan los segmentos
que unen los cuadrados. Calculemos ahora

AC iB D s � q C i r � ip

D .2aC 2b C 2c C d � 2a � b � c C a/C i.d � b C 2aC 2b C c � a/
D .aC b C c C d/.1C i/

D 0:
Así pues, A D � iB lo que implica jAj D jBj y A ? B , como queríamos demostrar.

§i.5. Ejercicios

i) Demostrar que si jzj D 1 entonces, dados a; b 2 C cualesquiera, se tieneˇ̌
ˇ̌az C bNbz C Na

ˇ̌
ˇ̌ D 1:

Solución: Como jaz C bj2 D .az C b/az C b D .az C b/. Na Nz C Nb/ D jaj2jzj2C jbj2C
a NbzC Nab Nz D jaj2Cjbj2Ca NbzC Nab Nz D jaj2Cjbj2C2Re.a Nbz/. Usando esta expresión
cambiando a! Nb y b ! Na concluimos que j NbzC Naj2 D jaj2Cjbj2C2Re. Nab Nz/ y como
ReZ D Re NZ obtenemos el resultado.

ii) Describir el conjunto de números complejos tales que Re.z2 C 5/ D 0.
Solución: Como z2C5 D x2�y2C5C2 i xy, tenemos que Re.z2C5/ D x2�y2C5,
luego el lugar pedido es la hipérbola equilátera y2 � x2 D 5.

iii) Dados dos números complejos z; w 2 C demostrar la regla del paralelogramo jz �
wj2 C jz C wj2 D 2.jzj2j C jwj2/.
Solución: Recordando que jz�wj2 D jzj2Cjwj2�2Re.z Nw/, jzCwj2 D jzj2Cjwj2C
2Re.z Nw/ se obtiene el resultado.

iv) Para el número complejo z D 1C i
p
3

1 � i
p
3

:

a) Hallar su forma binómica (como suma de parte real e imaginaria) y exponencial
b) Demostrar que z4 D z
c) Encontrar las raíces cuartas de z.
d) Determinar todos los números complejos que son raíces cuartas de si mismos
Solución:
a) El número z, al ser el cociente de un número complejo y su conjugado tiene módulo

unidad jzj D 1, además arg.1˙ i
p
3/ D ˙�

3
mKod 2� , luego arg z D 2�

3
mKod 2�

y z D ei
2�
3 . Esto es, z D cos 2�

3
C i sen 2�

3
D �1

2
C i

p
3
2

.
b) z4 D ei

8�
3 D ei2� ei

2�
3 D z.
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c) Las raíces cuartas de z son los números z D ei.
2�
3
Ci2�k/=4, k 2 Z. Esto es, el

conjunto de raíces cuartas es fei �6 ; ei 2�3 ; ei 7�6 ; ei 5�3 g
d) Los números que satisfacen z4 D z son aquellos tales que z.z3 � 1/ D 0 esto es
z D 0 ó las raíces cúbicas de la unidad z3 D 1. Esto es, el conjunto pedido es
f0; 1; ei 2�3 ; e� i 2�

3 g.
v) Usando la fórmula de Euler demostrar las identidades trigonométricas de la semidife-

rencia y semisuma

cos x � cosy D �2 sen x C y
2

sen
x � y
2

; sen x � seny D 2 cos x C y
2

sen
x � y
2

;

cos x C cosy D 2 cos x C y
2

cos
x � y
2

; sen x C seny D 2 sen x C y
2

cos
x � y
2

:

Solución:
a) sen xCy

2
sen x�y

2
D ei

xCy
2 � e� i

xCy
2

2 i
ei
x�y
2 � e� i

x�y
2

2 i
D � eix � eiy � e� iy C e� ix

4
.

b) cos xCy
2

sen x�y
2
D ei

xCy
2 C e� i

xCy
2

2
ei
x�y
2 � e� i

x�y
2

2 i
D eix � eiy C e� iy � e� ix

4 i
.

c) cos xCy
2

cos x�y
2
D ei

xCy
2 C e� i

xCy
2

2
ei
x�y
2 C e� i

x�y
2

2
D eixC eiy C e� iy C e� ix

4
.

d) sen xCy
2

cos x�y
2
D ei

xCy
2 � e� i

xCy
2

2 i
ei
x�y
2 C e� i

x�y
2

2
D eixC eiy � e� iy � e� ix

4 i
.

vi) Dado un triangulo arbitrario se construye cuadrados sobre dos lados, y se unen los
centros de éstos con el punto medio del lado opuesto del triangulo. Demostrar que
dichos segmentos tienen la misma magnitud y se encuentran perpendicularmente. Ver
figura

y

x

2a

2b

p

r

m

Solución: Como en el caso del rombo, tenemos p D a C i a, r D 2a C b C i b y
m D a C b. Por lo tanto, r � m D a C i b y p � m D i a � b D i.r � m/. Esto es, los
segmentos son perpendiculares y miden lo mismo.

vii) Dados dos números complejos a; b 2 C, hallar el conjunto de puntos z 2 C del plano
complejo que cumplen
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a) jz � aj D jz � bj
b) jz � ajjz � bj D r
Solución:
a) Los puntos z equidistan de los dos puntos a y b, esto es conforman la recta media-

triz entre esos dos puntos. En cartesianas será

.x � Re a/2 C .y � Im a/2 D .x � Re b/2 C .y � Im b/2

que desarrollada da

Im.a � b/y � Re.a � b/x C jbj2 � jaj2 D 0:
b) Es un ovalo de Cassini.

viii) Dados los números complejos wk D ei
2�k
n , para k 2 f1; : : : ; ng:

a) Demostrar que

1

n

nX
kD1

.wk/
m D

(
0; m 62 Pn;
1; m 2 Pn;

donde Pn WD fnk; k 2 Ng denota el conjunto de múltiplos naturales de n.
b) Si P.z/ D a0 C a1 C � � � C a2n�1z2n�1 es un polinomio arbitrario de grado 2n � 1

se tiene

1

n

nX
kD1

P.wk/ D a0 C an:

Solución:
a) Tenemos que si m 62 Pn que

1

n

nX
kD1

.wk/
m D 1

n

nX
kD1

ei
2�km
n D 1

n

nX
kD1

�
ei
2�m
n

�k
D 1

n

 
ei
2�m
n
.nC1/�1

ei
2�m
n �1

� 1
!

D 1

n

 
ei2�m ei

2�m
n �1

ei
2�m
n �1

� 1
!
D 0

y si m 2 Pn que

1

n

nX
kD1

.wk/
m D 1

n

nX
kD1

ei
2�km
n D 1

n

nX
kD1

�
ei
2�m
n

�k
D 1

n

nX
kD1

1k D 1

b) Procedemos como sigue

1

n

nX
kD1

P.wk/ D 1

n

�
a0

nX
kD1

1C a1
nX
kD1

wk C a2
nX
kD1

.wk/
2 C � � � C an�1

nX
kD1

.wk/
n�1 C an

nX
kD1

.wk/
n

C anC1
nX
kD1

.wk/
nC1 C � � � C a2n�1

nX
kD1

.wk/
2n�1

�

D a0 C an

https://en.wikipedia.org/wiki/Cassini_oval
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ix) Dados a; b 2 C y‚ 2 R describir el conjunto de puntos z 2 C tales que arg
�z � a
z � b

�
D

‚.
Ayudas:
Todos los ángulos inscritos en un mismo círculo que subtienden el mismo arco son iguales
(Proposición III.21 de los Elementos de Euclides) y si †CAD D †CBD, ángulos
orientados de forma similar entonces los puntos A;B;C yD son conciclícos (existe
un círculo que los contiene).
Teorema del ángulo inscrito: El ángulo central que subtiende un arco (con respecto al
centro del círculo) es el doble que el ángulo inscrito por ese arco (Proposición III.20 de los
Elementos de Euclides).
Por dos puntos a y b pasan infinitas circunferencias, estando todas ellas centradas
en la bisectriz de a y b.

a

b

�
�

x

y

a

b

�
2‚

‚

‚

x

y

Solución: Las circunferencias que pasan por a y b están todas centradas en la bi-
sectriz de esos dos puntos en el plano complejo. Dicha bisectriz tiene como ecuación
paramétrica

C.t/ D aC b
2
C i

b � a
2

t; t 2 R:

El ángulo 2‚.t/ D †abC.t/ se calcula como sigue. Observemos que los radios que
unen los puntos a y b con el centro de la circunferencia

a � C.t/ D a � aC b
2
C i

b � a
2

t D �b � a
2

T .t/; T .t/ WD 1C i t;

b � C.t/ D b � aC b
2
C i

b � a
2

t D b � a
2

T .t/;

Por ello,

2‚.t/ D arg

�
�T .t/
T .t/

�
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y si escribimos T .t/ D jT .t/j ei �.t/, jT .t/j D p1C t2 y �.t/ D arctan t mKod 2� ,
tendremos �T.t/

T .t/
D e2 i.���2 / y

‚.t/ D �.t/ � �
2

mKod 2�:

Por lo tanto, t D cot‚ y los centros correspondientes a un ángulo inscrito ‚ serán

C˙.�; a; b/ D aC b
2
C i

b � a
2

cos‚

sen‚
;

y existen dos posibles centros con el mismo angulo inscrito, a la derecha y a la izquierda
del segmento que une los puntos a y b. Pero, ahora bien, los puntos z sobre los lados
largos, determinados por el segmento ab, de esas circunferencias con centros C˙ y que
pasa por a y b tiene justamente como ángulo inscrito a ‚ (los lados cortos tendrián
�‚). Esto es,

arg
z � a
z � b D arg.z � a/ � arg.z � b/ D ‚:

a

b

�

�

‚
x

y

x) Demostrar que tan 3�
8
D 1Cp2. Ayuda: Considerar ei�=4 y ei�=2, su suma y la forma

polar.
Solución: Por un lado, ei�=4C ei�=2 D 1p

2
.1C i/C i D 1p

2
.1C i.1Cp2// y, por el otro,

tenemos ei�=4C ei�=2 D ei3�=8.ei�=8C e� i�=8/ D 2 ei3�=8 cos�=8. Comparando la tan-
gente del argumento de ambas expresiones, binomial y polar, obtenemos el resultado
pedido.

xi) Probar que
 
2m

1

!
�
 
2m

3

!
C � � � C .�1/mC1

 
2m

2m � 1

!
D 2m sen

m�

2
:

Solución: Es una consecuencia de la forma real de las fórmulas de De Moivre,

senn� D
nX
kD0

 
n

k

!
cosk � senn�k � sen

.n � k/�
2

;
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donde ahora n D 2m es un número par y � D �=4, así

sen
m�

2
D

2nX
kD0

 
2m

k

!�
cos

�

4

�k�
sen

�

4

�n�k
sen

.2m � k/�
2

D 1
p
2
2m

2nX
kD0

 
2m

k

!
sen

.2m � k/�
2

y observando sen .2m�k/�
2

vale, consecutivamente, ˙1 cuando k es impar y se anula
para k par obtenemos el resultado pedido.

xii) Demostrar las fórmulas de Lagrange

1C cos � C � � � C cosn� D cos.n�
2
/ sen. .nC1/�

2
/

sen �
2

;

sen � C sen 2� C � � � C senn� D sen.n�
2
/ sen. .nC1/�

2
/

sen �
2

:

Solución: Tenemos

1C ei � C ei2� C � � � C ein� D ei.nC1/� �1
ei � �1

D ei.nC 12 /� � e� i �
2

ei
�
2 � e� i �

2

D ei
n�
2
ei
nC1
2
� � e� i nC1

2
�

ei
�
2 � e� i �

2

D ei
n�
2

sen .nC1/�
2

sen �
2

:

De donde, tomando partes real e imaginaria, se obtienen las fórmulas de Lagrange.
xiii) Si w es una raíz n-ésima de la unidad, wn D 1, y w ¤ 1 demostrar que

1C w C � � � C wn�1 D 0;
1C 2w C � � � C nwn�1 D n

w � 1:

Completar, en el espíritu de las anteriores relaciones, la ecuación

2C � � � C .nC 1/nwn�1 D‹‹‹
Solución: Tenemos

Sn�1.w/ WD 1C w C � � � C wn�1 D wn � 1
w � 1

y si wn D 1 obtenemos Sn�1.w/ D 1C w C � � � C wn�1 D 0.
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Por otro lado, si llamamos S .1/n WD 1C 2w C � � � C nwn�1 tenemos

S .1/n � wS .1/n D 1C 2w C 3w2 C � � � C nwn�1 � w � 2w2 � � � � � .n � 1/wn�1 � nwn
D 1C w C � � � C wn�1 � nwn

y como wn D 1 queda

S .1/n � wS .1/n D �n
y, por lo tanto, obtenemos

S .1/n D
n

w � 1:

Llamemos S .2/nC1 D 2C � � � C .nC 1/nwn�1 y calculemos

S
.2/
nC1 � wS .2/nC1 D 2C 6w C 12w2 C � � � C .nC 1/nwn�1 � 2w � 6w2 � � � � � n.n � 1/wn�1 � .nC 1/nwn

D 2C 4w C 6w2 C � � � C 2nwn�1 � n.nC 1/wn
D 2S .1/n .w/ � n.nC 1/wn

Así pues, cuando wn D 1, obtenemos

.1 � w/S .2/nC1 D
2n

w � 1 � n.nC 1/;
por lo que concluimos

S
.2/
nC1 D �

2n

.w � 1/2 C
n.nC 1/
w � 1 :

xiv) Para cada c 2 C considerar f .z/ D z2C c y la sucesión determinada por su iteración,
zn D f ı f ı � � � ı f„ ƒ‚ …

n veces

.z/. Estudiar el conjunto de puntos M{ D fz 2 C W lKımn!1 zn D

1g.
Solución:
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§ii.1. Límites y continuidad

B
asicamente, el cálculo diferencial en una variable compleja se construye sobre los mis-
mos pilares que el cálculo en varias variables reales. La diferencia básica aparecerá
después, cuando consideremos una operación que sólo existe en C y no en R2, la de
la posibilidad de dividir números complejos (no tiene sentido dividir un vector por

C

a
r

z w

A2
A1

x

y

Componentes de un conjunto no
conexo y un disco

otro vector). Así pues, las fundamentos topo-
lógicos que usaremos son prestados del cálcu-
lo en R2 y por tanto deben ser familiares. Ne-
cesitamos una base de entornos, que serán los
discos D.a; r/ WD fz 2 C W jz � aj < rg, así
pues la topología es

˚
D.a; r/ W a 2 C; r 2 RC

	
.

Un conjunto A es un abierto si para todo
a 2 A existe un r > 0 tal que D.a; r/ � A.
Un conjunto C es cerrado si su complemen-
tario C{ D C n C es un conjunto abierto.
Un compacto será un conjunto cerrado y aco-
tado.1 Un conjunto abierto A es conexo si no
existen dos conjuntos abiertos A1 y A2 tales
que A1[A2 D A y A1\A2 D ¿, salvo cuan-
do se escogen como A1 y A2 a A y a ¿. Un
conjunto abierto A es conexo por arcos si para
todo par de puntos z; w 2 A existe una curva
continua  W Œ0; 1�! A tal que .0/ D z y .1/ D w.

1En realidad la definición de conjunto compacto es más general: De todo recubrimiento cerrado se puede
extraer un subrecubrimiento finito. En el caso de Rn, debido al Teorema de Borel, esta definición coincide con la
que hemos dado.

37
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C

T

x

y

Seno del topólogo
Cerrado conexo no conexo por arcos

Para conjuntos abiertos de C las nociones de conexo
y conexo por arcos coinciden. Si hacemos las mismas
definiciones relajando las condiciones y no exigiendo
que los conjuntos sean abiertos ambos conceptos no
tienen porque coincidir. Hay conjuntos cerrados cone-
xos que no son conexos por arcos, por ejemplo el seno
del topólogo: T D ˚�x; sen 1

x

� W x 2 .0; 1�	 [ f.0; 0/g, ¿có-
mo se une el origen con cualquier otro punto de T
por un arco? No se puede. Un conjunto � � C, abier-
to y conexo, se llama región o dominio. Una aplica-

ción A � C
f! C, que a cada z del conjunto A le

asigna otro número complejo f .z/ se llama función.
Sus partes reales e imaginarias serán denotadas por
u.x; y/ WD Ref .z/ y v.x; y/ WD Imf .z/ de modo que
f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/. Las funciones complejas son
transformaciones geométricas del plano en el plano.

Por ejemplo, f .z/ D ei�=3 z C 5 es una rotación antihoraria de �=3 rad seguido de una tras-
lación a la derecha de 5 unidades, o bien f .z/ D i z2 � 2 es la composición de las siguientes
operaciones geométricas, 1) doblar el argumento de z, 2) dilatarlo, elevando al cuadrado su
módulo, 3) rotar 90° y 4) trasladar todo a la izquierda en dos unidades.

A continuación introducimos lo que entendemos por límite de una función compleja, que
no es más que la noción de límite en R2.

Dado z0 2 A, un punto en el cierre del abierto A � C, y una función f W A! C
decimos que lKım

z!z0

f .z/ D ` siempre que para todo " > 0 podamos encontrar un

ı > 0 de modo que, si jz � z0j < ı, se satisface que jf .z/ � `j < ".

Límites de funciones complejas

Esto es, podemos encontrar, por muy pequeño que sea el discoD.`; "/ alrededor de `, otro disco
D.a; ı/ alrededor de a, suficientemente pequeño, de manera que la función f lo transforma
en un conjunto que está incluido en el disco D.`; "/. Las propiedades de los límites en R2 se
reformulan a este contexto complejo como sigue.

i) Si el limite existe es único.
ii) Se tiene que lKım

z!z0

f .z/ D ` 2 C sí y sólo si lKım
x!Re z0
y!Im z0

u.x; y/ D Re ` y

lKım
x!Re z0
y!Im z0

v.x; y/ D Im `, tomados estos últimos como límites en R2.

iii) La toma de límites respeta:
a) la suma: lKım

z!z0

�
f .z/C g.z/

� D lKım
z!z0

f .z/C lKım
z!z0

g.z/,

b) el producto: lKım
z!z0

�
f .z/g.z/

� D
�

lKım
z!z0

f .z/
��

lKım
z!z0

g.z/
�
,

c) el inverso: lKım
z!z0

1

f .z/
D 1

lKım
z!z0

f .z/
, siempre que lKım

z!z0

f .z/ ¤ 0.

Propiedades de límites de funciones complejas
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Cómo para las aplicaciones R2
.u;v/! R2, introducimos la noción de continuidad de una función

compleja.

Dado un conjunto abierta A � C, una función compleja f W A! C es continua
en z0 2 A � C si lKım

z!z0

f .z/ D f .z0/.

Continuidad de funciones complejas

Ls siguientes propiedades de la continuidad de funciones complejas se demuestran como en el
caso real

Dados dos conjuntos abiertos A;B � C, y dos funciones continuas f W A! C
y g W B ! C entonces:

i) Para un punto z0 2 A \B del dominio de ambas funciones complejas,
se tiene que:
a) f .z/C g.z/ es una función continua en z0.
b) f .z/g.z/ es una función continua en z0.

c)
1

f .z/
es una función continua en z0 siempre que f .z0/ ¤ 0.

ii) h D g.f .z// es continua en z0, siempre que f .z0/ 2 B.

Propiedades de funciones complejas continuas

§ii.2. Derivada compleja

L
a idea de función en la recta real nos conducido a la noción de función compleja como
una transformación de puntos y conjuntos del plano. Para ello hemos traducido las
nociones de límite y continuidad en R2 al plano de Wessel–Argand, viendo que esta

traducción es casi inmediata salvo por el nuevo producto complejo. Demos ahora un paso
importante y menos inmediato, y discutamos la derivada compleja, extendiendo la construcción
basada en el cociente incremental de la recta real, usando para ello el producto complejo. Esto
nos permitirá ir más allá de la diferencial de la transformación .x; y/ ! �

u.x; y/; v.x; y/
�

del
cálculo en dos variables reales.

Una función compleja f W A ! C, definida en el conjunto abierto A � C, es
derivable en z0 2 A si existe el límite del cociente incremental en ese punto

f 0.z0/ � df

d z
.z0/ WD lKım

z!z0

f .z/ � f .z0/

z � z0

:

La función se dice holomorfa en A si existe f 0.z/ para todo punto z 2 A y se
dirá holomorfa en un subconjunto C � C si existe un abierto A con C � A y
f .z/ holomorfa en A. Una función holomorfa en todo el plano complejo C se
dice entera.

Derivada de una función compleja. Funciones holomorfas
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La palabra holomorfa deriva del griego holos que significa entero, y morphē que significa
forma o apariencia. Fue introducida por dos estudiantes de Cauchy, Charles Briot (1817-1882)
y Jean-Claude Bouquet (1819-1895) en la segunda edición de su manual Theórie des fonctions
elliptiques (Gauthier–Villars (1875) Paris), en donde se puede leer en página 14 lo siguiente
“15. Lorsqu’une fonction est continue, monotrope, et a une dérivée, quand la variable se meut dans une
certaine partie du plan, nous dirons qu’elle est holomorphe dans cette partie du plan. Nous indiquons par
cette dénomination qu’elle est semblable aux fonctions entières qui jouissent de ces propriétés dans toute
l’étendue du plan." Esto es: 15. Cuando una función es continua, monótropa, y tiene derivada, cuando
la variable se mueve en una cierta parte del plano, nosotros diremos que es holomorfa en esta parte del
plano. Indicamos por este nombre que es similar a las funciones enteras que disfrutan de estos propiedades
en todo el plano, donde monótropa significa univaluada. Es curioso que en la primera edición de
1859 no usen el término holomorfo, sino el que usaba Cauchy, esto es “monogène".

En este punto es relevante subrayar un hecho notable, que quizás en primera instancia pase
inadvertido. Podemos considerar el cociente incremental f .z/�f .z0/

z�z0 porque sabemos dividir por
el número complejo z�z0. Esta idea supera las nociones sobre diferenciabilidad en dos variables
reales. Ciertamente es mucho más exigente y conduce, cuando existe el limite de este cociente
incremental, a propiedades excepcionales. Pero esto lo iremos contando a lo largo del curso.
De momento, veamos algunas propiedades.

Sean f W A! C y g W B ! C, dos funciones complejas definidas en los abiertos
A;B � C.

i) Entonces siempre que ambas sean derivables en z0 2 A \B, tenemos
a) La suma f .z/C g.z/ es derivable en z0 y .f C g/0.z0/ D f 0.z0/C
g0.z0/

b) Regla de Leibniz: El producto f .z/g.z/ es derivable en z0 con
.fg/0.z0/ D f 0.z0/g.z0/C f .z0/g

0.z0/.

c) Si f .z0/ ¤ 0, la función
1

f .z/
es derivable en z0, con

� 1
f

�0
.z0/ D

� f 0.z0/

.f .z0//2
.

ii) Regla de la cadena: Si f .z/ es derivable en z0 2 A y g.z/ es derivable
en f .z0/ 2 B tenemos .g ı f /0.z0/ D g0.f .z0//f

0.z0/.

Propiedades de las funciones complejas derivables

Como pasa en el caso real si una función es derivable en un punto es continua en dicho
punto, cosa que se deduce inmediatamente de la existencia de límite del cociente incremental.
Efectivamente,

lKım
z!z0

.f .z/ � f .z0// D lKım
z!z0

�f .z/ � f .z0/
z � z0 .z � z0/

�
D lKım

z!z0

�f .z/ � f .z0/
z � z0

�
lKım
z!z0

.z � z0/
D f 0.z0/0 D 0:
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También, como en el caso real, la derivada se puede entender como una primera aproximación.
Si f .z/ es derivable en z0 entonces f .z/ D f .z0/CH.z � z0/C  .z/.z � z0/ donde H 2 C y
lKım
z!z0

 .z/ D 0. Evidentemente, aquí H D f 0.z0/ es la derivada.

�Ejemplos: Veamos algunas derivadas elementales,
i) Funciones constantes: Si f .z/ D c con c 2 C es una función constante su derivada

es nula f 0.z/ D 0, ya que el cociente incremental es siempre nulo y, por ello, también
su límite.

ii) Polinomios de grado 1: Cuando f .z/ D mz C c, m; c 2 C, su cociente incremental

es
f .z/ � f .z0/

z � z0 D m.z � z0/
z � z0 D m, luego el límite será m, i.e., f 0.z/ D m.

iii) Potencias: Si f .z/ D zn, con n 2 N, aplicando el binomio de Newton podemos
deducir para el cociente incremental

zn � zn0
z � z0

D .z � z0 C z0/n � zn0
z � z0

D .z � z0/n C n.z � z0/n�1z0 C � � � C n.n � 1/
2

.z � z0/zn�20 C nzn�10 ;

y por ello, haciendo tender z ! z0, se llega a que f 0.z0/ D nzn�10 .
iv) Polinomios: Si f .z/ D cN zN C � � � C c1z C c0, fcN ; : : : ; c0g � C, es un polinomio de

grado N , podemos fácilmente deducir para su derivada

f 0.z/ D NcN zN�1 C .N � 1/cN�1zN�2 C � � � C c1:

v) Funciones racionales: Si f .z/ D 1

cN zN C � � � C c1z C c0
entonces

f 0.z/ D �NcN z
N�1 C .N � 1/cN�1zN�2 C � � � C c1
.cN zN C � � � C c1z C c0/2 :

Un ejemplo de función compleja no derivable es f .z/ D Nz. Ahora u.x; y/ D x y v.x; y/ D
�y. Efectivamente, el cociente incremental se escribe cómo sigue

f .z/ � f .z0/
z � z0

D z � z0
z � z0

D e�2 i �

siempre que z � z0 2 ei � R. Pero este límite no existe, ya que según la dirección que escojamos
para aproximarnos a z0 obtendremos un límite direccional diferente.

§ii.3. Ecuaciones de Cauchy–Riemann

D
iscutimos ahora la diferencia entre la derivada compleja y la diferencial en dos variables
reales. Está discusión nos llevará a concluir que la holomorfía es mucho más exigente
que la diferenciabilidad en dos variables reales. Una primera observación es que la

acción de multiplicación z 7! az, a D Re a C i Im a, se puede reinterpretar como . xy / 7!�
Rea � Ima
Ima Rea

�
. xy /; esto es, como una transformación lineal Ma W R2 ! R2, siendo la matriz de

la transformación Ma WD
�
Rea � Ima
Ima Rea

�
. Dados dos números complejos a; b 2 C se puede ver

fácilmente que MaCb D Ma CMb y Mab D MaMb, i.e., la aplicación M W C ! R2�2 es un



42) Capítulo ii. Funciones holomorfas [§ii.3

homomorfismo. Por ejemplo, .Ma/
�1 D �

Rea � Ima
Ima Rea

��1 D 1
.Rea/2C.Ima/2

�
Rea Ima� Ima Rea

� D M 1
a

y así
1
a
D Na
jaj2 , cómo ya vimos anteriormente. Volvamos ahora a la interpretación de una función

compleja z 7! f .z/ como una transformación del plano . xy / 7!
�
u.x;y/
v.x;y/

�
. Recordemos que esta

transformación es diferenciable en z0 D x0Ciy0 si existe una matriz real 2�2, que denotaremos

por J D
�
J1;1 J1;2
J2;1 J2;2

�
tal que

�
u.x; y/

v.x; y/

�
D
�
u.x0; y0/

v.x0; y0/

�
C J

�
x � x0
y � y0

�
C
�
‰1.x;y/
‰2.x;y/

�p
.x � x0/2 C .y � y0/2

donde lKım
x!x0
y!y0

p
.‰1.x; y//2 C .‰2.x; y//2 D 0. Cómo sabemos la matriz J D @.u;v/

@.x;y/
es la dife-

rencial de la transformación; esto es, la matriz jacobiana de la transformación. En términos

de la derivadas parciales de las componentes tiene la siguiente forma J D
�

@u
@x

@u
@y

@v
@x

@v
@y

�
. Así que,

para conseguir llegar a la derivada compleja, esta matriz jacobiana debería identificarse con un
número complejo, lo que conduce a las ecuaciones de Cauchy–Riemann: @u

@x
D @v

@y
y @u
@y
D � @v

@x
.

Procedemos a una formulación más cuidadosa de este importante resultado.

Sean A � C un subconjunto abierto, f .z/ D u.x; y/ C i v.x; y/ una función
compleja f W A ! C y z0 D x0 C iy0 2 A. Entonces, f .z/ tiene una derivada
compleja en z0 si y sólo si

i)
�

u.x;y/
v.x;y/

�
es diferenciable en . x0

y0
/

ii) Las partes real u.x; y/ e imaginaria v.x; y/ de f .z/ satisfacen las si-
guientes condiciones de Cauchy-Riemann:

@u

@x
D @v

@y
;
@u

@y
D �@v

@x
;

en . x0
y0
/.

Ecuaciones de Cauchy–Riemann

Demostración. En primer lugar, vamos a ver que si f .z/ es derivable z0 podemos asegurar

que
�
u.x;y/
v.x;y/

�
es diferenciable con jacobiana @.u;v/

@.x;y/
DMf 0.z0/. Efectivamente, dado que la función

tiene derivada compleja en z0 tendremos

f .z/ � f .z0/ D f 0.z0/.z � z0/C  .z/.z � z0/ D f 0.z0/.z � z0/C  .z/ ei arg.z�z0/ jz � z0j;
donde  .z/ !

z!z0
0. Por tanto, si ponemos ‰.x; y/ D  .z/ ei arg.z�z0/ nos queda

�
u.x; y/

v.x; y/

�
D
�
u.x0; y0/

v.x0; y0/

�
CMf 0.z0/

�
x � x0
y � y0

�
C
�
‰1.x; y/

‰2.x; y/

�p
.x � x0/2 C .y � y0/2;

con ‰1.x; y/ D Re
�
 .z/ ei arg.z�z0/

�
y ‰2.x; y/ D Im

�
 .z/ ei arg.z�z0/

�
yp

.‰1.x; y//2 C .‰2.x; y//2 D j .z/j !
z!z0

0:
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Por ello, debemos tener

 
@u
@x

@u
@y

@v
@x

@v
@y

!
D
�
Ref 0.z0/ � Imf 0.z0/
Imf 0.z0/ Ref 0.z0/

�
:

Lo que implica las ecuaciones de Cauchy–Riemann

@u

@x
D @v

@y
D Ref 0.z0/;

@u

@y
D �@v

@x
D � Imf 0.z0/:

Veamos ahora el recíproco, esto es que la diferenciabilidad junto con las ecuaciones de
Cauchy–Riemann en . x0y0 / implican la existencia de la derivada compleja. Como la transforma-

ción
�
u.x;y/
v.x;y/

�
es diferenciable en . x0y0 / podemos asegurar que

�
u.x; y/

v.x; y/

�
D
�
u.x0; y0/

v.x0; y0/

�
C @.u; v/

@.x; y/

�
x � x0
y � y0

�
C
�
‰1.x; y/

‰2.x; y/

�p
.x � x0/2 C .y � y0/2

con

p
.‰1.x; y//2 C .‰2.x; y//2 !

z!z0
0:

Pero, dadas las condiciones de Cauchy–Riemann, la jacobiana de la transformación se puede
escribir como sigue

@.u; v/

@.x; y/
D
�
A �B
B A

�
; A D @u

@x
D @v

@y
; B D @v

@x
D �@u

@y
:

Llamemos  .z/ D
�
‰1.x; y/C i‰2.x; y/

�
e
� i arctan

y�y0
x�x0 , entonces  .z/ !

z!z0
0 y

f .z/ D f .z0/C .AC iB/.z � z0/C  .z/.z � z0/:

□
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Como hemos visto @.u;v/

@.x;y/
D
�

Ref 0.z0/ � Imf 0.z0/
Imf 0.z0/ Ref 0.z0/

�
, que conduce a

det
@.u; v/

@.x; y/
D .Ref 0.z0//

2 C .Imf 0.z0//
2

D jf 0.z0/j2:
Esto es, la transformación implica una dilatación con factor de escala dado
por jf 0.z0/j , ya que podemos escribir @.u;v/

@.x;y/
D jf 0.z0/j

�
C �S
S C

�
, conC 2CS2 D

1. De hecho,
�

C �S
S C

�
representa una rotación de ángulo arg f 0.z/, y se debe

tener
�

C �S
S C

� D Mei argf 0.z0/ .
Amplitwist y rigidez.Vemos, del comentario anterior, que las transforma-
ciones con derivada compleja no nula en un punto son muy especiales ya que,
como transformación geométrica, a nivel infinitesimal dilatan y rotan todas
las direcciones por igual, y por ello, al preservar los ángulos, son transfor-
maciones conformes. Esto es lo que Needham, en su manual Visual Complex
Analysis llama amplistwist. Las transformaciones derivables son excepcional-
mente rígidas, aunque pueden estirar las regiones, estiran todas las direccio-
nes por igual, dado lugar a regiones semejantes. Estas ideas, que provienen
de la esencia de como se multiplican los números complejos, veremos en
el siguiente capítulo, que también tienen fuertes implicaciones a la hora de
integrar, y de hecho conducen al Teorema de Cauchy.

Amplitwist y rígidez

i) Debemos recordar que la diferenciabilidad de
�
u.x;y/
v.x;y/

�
en . x0y0 / es equivalente a la

existencia de las derivadas parciales de @u
@x

, @u
@y

, @v
@x

y @v
@y

en . x0y0 / .
ii) Fijémonos en que de la demostración podemos concluir las siguientes relaciones entre

la derivada compleja y las derivadas parciales a lo largo de x e y:

f 0.z0/ D @f

@x
.z0/ D 1

i

@f

@y
.z0/:

iii) Se suelen usar los operadores diferenciales

@

@z
WD 1

2

� @
@x
C 1

i

@

@y

�
;

@

@ Nz WD
1

2

� @
@x
� 1

i

@

@y

�
:

En términos de los cuales podemos decir que f .z/ es derivable en z D z0 si y sólo si
@f

@ Nz .z0/ D 0. Esto es fácil de ver ya que

@f

@ Nz D
1

2

�@.uC i v/

@x
� 1

i

@.uC i v/

@y

�
D 1

2

�@u
@x
� @v
@y

�
C i

2

�@v
@x
C @u

@y

�
:

Luego
@f

@ Nz .z0/ D 0 es equivalente a las condiciones de Cauchy–Riemann.

iv) Podemos reformular el resultado de la siguiente manera. Dada una función compleja
f W A ! C en el abierto A � C y z0 2 A, f .z/ tendrá derivada compleja en z0 si y
solo si



§ii.4] Funciones armónicas (45

a) La transformación
�
u.x;y/
v.x;y/

�
es diferenciable en . x0y0 /

b) Existe un número complejo c 2 C tal que la diferencial df .x0; y0/ D @.u;v/

@.x;y/
.x0; y0/ D

Mc .
v) Una función compleja f W A ! C holomorfa en el abierto A con derivada compleja

nula es constante en A. Es una conscuencia del resultado en dos variables reales, ya
que ahora la diferencial es la matriz cero y por tanto la transformación es constante.

vi) Podemos demostrar la regla de la cadena, suponiendo el resultado real. Efectivamente,
d.g ı f /.x0; y0/ D dg.f .x0; y0// df .x0; y0/ DMg 0.f .z0//Mf 0.z0/ DMg 0.f .z0//f 0.z0/.

Sea una función compleja f W A ! C holomorfa en el subconjunto abierto
A � C con f 0.z/ un función continua y un punto z0 2 A tal que f 0.z0/ ¤ 0.
Entonces, existe un abierto U � A que contiene al punto z0 y un abierto V que
contiene al punto f .z0/ tales que f 0.z/ no se anula en U y f W U ! V � C es
biyectiva. Además la función compleja f �1 W V ! U es holomorfa en V y

.f �1/0.w/ D 1

f 0.f �1.w//
;

para todo w 2 V .

Derivada de la función inversa

Demostración. La transformación f .x; y/ D
�
u.x;y/
v.x;y/

�
es diferenciable con diferencial

df D
�
@u
@x
� @v
@x

@v
@x

@u
@x

�
y det

�
df .x; y/

� D jf 0.z/j2 ¤ 0. Luego, podemos aplicar el Teorema de la

Función Inversa para variables reales, ya que la continuidad de f 0.z/ asegura la continuidad
de todas las derivadas parciales @u

@x
@u
@y

, @v
@x

y @v
@y

. Así que, existen abiertos U y V que con-
tienen a los puntos z0 y f .z0/, respectivamente, tales que f W U ! V es biyectiva, y por
tanto la función inversa f �1 W V ! U está definida y además es diferenciable con diferencial

df �1.w/ D
�
df .f �1.w//

��1
para todo w 2 V . Si z D f �1.w/ tendremos

df �1.w/ D .df .z//�1 D .Mf 0.z//�1 DM 1
f 0.z/

;

y llegamos al resultado deseado. □

§ii.4. Funciones armónicas

L
as funciones armónicas juegan un papel clave tanto en las Matemáticas como en la Física.
Aquí mostraremos como, para el caso bidimensional, estan intimamente ligadas a las
ecuaciones de Cauchy–Riemann y a la holomorfía. Una función u W A � R2 ! R es

armónica si u 2 C 2.A;R/ y se satisface la ecuación de Laplace para todo punto .x; y/ 2 A:

@2u

@x2
C @2u

@y2
D 0:
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i) Sea f W A! C es una función holomorfa en el subconjunto abierto A �
C con f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/. Entonces sus partes real e imaginaria,
u.x; y/ y v.x; y/, son ambas funciones armónicas en A.

ii) Sean u W A! R una función armónica en el subconjunto abierto A � C,
z0 2 A y U D D.z0; r/ � A. Entonces, existe una función f W U! C
holomorfa en U y tal que u D Ref . A v D Imf se le llama armónico
conjugado de u.

iii) Sea una función armónica u.x; y/ en el subconjunto abierto A � C.
Entonces, la diferencia entre dos funciones armónicas conjugadas (lo-
calmente) a ella es constante.

Funciones armónicas y funciones holomorfas

Demostración. i) De las condiciones de Cauchy–Riemann deducimos que @2u
@y2
D

� @2v
@x@y

, @
2u
@x2
D @2v

@x@y
, así que u.x; y/ es armónica. Análogamente, @

2v
@x2
D � @2u

@x@y
y @2v
@y2
D

@2u
@x@y

, y v.x; y/ es una función armónica.
ii) Necesitamos encontrar una función v.x; y/ que satisfaga junto con u.x; y/ las con-

diciones de Cauchy–Riemann @v
@y
D @u

@x
y @v
@x
D �@u

@y
. Integrando la primera rela-

ción obtenemos que v.x; y/ D
Z y

y0

@u

@x
.x; s/ d s C h.x/. Es importante hacer notar

que esta expresión integral es cierta ya que fxg � .y0; y/ � U. Así que
@v

@x
.x; y/ DZ y

y0

@2u

@x2
.x; s/ d s C d h

d x
.x/. Cómo u.x; y/ es armónica, escribimos

@v

@x
.x; y/ D �

Z y

y0

@2u

@y2
.x; s/ d s C d h

d x
.x/ D �@u

@y
.x; y/C @u

@y
.x; y0/C d h

d x
.x/;

donde hemos utilizado el Teorema Fundamental del Cálculo en R. Las condiciones de
Cauchy–Riemann nos conducen a

@v

@x
.x; y/ D @v

@x
.x; y/ � @v

@x
.x; y0/C d h

d x
.x/:

Esto es,
@v

@x
.x; y0/ D d h

d x
.x/, y por ende, usando de nuevo Cauchy–Riemann, llegamos

a
@u

@y
.x; y0/ D �d h

d x
.x/, que una vez integrada se lee como �

Z x

x0

@u

@y
.s; y0/ d s C c D

h.x/, donde c 2 R es una constante de integración. Por tanto,

v.x; y/ D
Z y

y0

@u

@x
.x; s/ d s �

Z x

x0

@u

@y
.s; y0/ d s C c

Esta función v.x; y/ tiene derivadas parciales, @v
@x

y @v
@y

ya que u 2 C 2, por ello es
diferenciable, y además u.x; y/ y v.x; y/ cumplen las condiciones de Cauchy–Riemann
de lo que se infiere que f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/ es derivable en el disco U.

iii) Sean v1.x; y/ y v2.x; y/ son dos funciones localmente armónicas conjugadas a u.x; y/.
Entonces, las dos funciones f1.z/ D u.x; y/C i v1.x; y/ y f2.z/ D u.x; y/C i v2.x; y/
son funciones holomorfas en A y, por ello, f1.z/ � f2.z/ D i.v1.x; y/ � v2.x; y/ es
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un función derivable. Luego, sus partes real e imaginaria satisfacen las condiciones de
Cauchy–Riemann, y obtenemos @.v1�v2/

@x
D @.v1�v2/

@y
D 0 y así vemos que la diferencia

es una función constante.
□

§ii.5. La historia de las ecuaciones de Cauchy–Riemann

C
orría el año de 1752 cuando Jean le Rond d’Alambert, en su trabajo sobre fluidos Essai
d’une nouvelle théorie de la résistance des fluides, fue el primero en escribir las ecuaciones
de Cauchy–Riemann. D’Alambert estudiaba el problema de como, bajo determinadas

condiciones, hallar la velocidad de un fluido en un punto dado. Para ello denotó las componentes

Párrafo de d’Alambert
Essai d’une nouvelle théorie de la résistance des �uides,

Paris, 1752

del campo de velocidades a lo largo
de los ejes x y z por las letras p y
q. Aquí z no es una variable com-
pleja, sino la coordenada en el eje
vertical o altura. Para simplificar el
problema y poder tratarlo “más fácil-
mente” tomó las hipótesis de traba-
jo más simples: d q D M d x C N d z
y dp D N d x � M d z. Cómo son
diferenciales completas, sigue, tam-
bién lo serán .M C iN/.d x � i d z/
y .M � iN/.d xC i d z/. A continua-
ción, d’Alambert escribe du D d x�
i d z y d t D d xC i d z, M C iN D ˛
y M � iN D ˇ para encontrar que
˛ du y ˇ d t son diferenciales com-
pletas y, por ello, u D F C x � i z y
t D G C x C i z, donde F y G son
constantes. Así que ˛ es una función
de u y ˇ de t .
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Artículo de Cauchy
Note sur l’intégration d’une classe particulière d’équations di�érentielles,

Nouveau Bulletin des Sciences 4 (1818) 17–20
Publie par la Société Philomatique de Paris

.

Cómo @p

@z
D �@q

@x
y

@p

@x
D @q

@z
, que son las

ecuaciones de Cauchy–
Riemann, deduce, cómo
antes, que q d x C p d z
y p d x � q d z son di-
ferenciales completas lo
que le permite aplicar
el argumento descrito.
Si se requieren veloci-
dades p y q, reales
las constantes F;G de-
ben ser reales. Para ello,
d’Alambert halló expre-
siones para las compo-
nentes de la velocidad
en donde las cantida-
des imaginarias se des-
truyen asi mismas, dice
d’Alambert: “Il est évident
que dans ces valeurs de p
& q les quantitiés imagi-
naires se détruiront d’elles-
mêmes”.

Más tarde Euler si-
guiendo los pasos de
d’Alambert discutió so-
bre estos temas. Por
ejemplo en 1762 publicó
el articulo Problème. Un
corps étant attiré en raison
réciproque quarrée des dis-
tances vers deux points fixes
donnés [etc] (Mémories
de l’Académie des Scien-
ces, Berlin 16 (1767)
228–249). En éste, pa-
ra lidiar con fluidos pla-
nares requería a las di-
ferenciales u d x C v dy,
v d x � u dy que fueran
integrables. Progresando
de forma similar a có-
mo lo hizo d’Alambert
uso las combinaciones
u.d x � i dy/ � i v.d x �
i dy/ y u.d x C i dy/ C
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i v.d x C i dy/, esto es .u� i v/.d x C i dy/ y .uC i v/.d x � i dy/. Euler impuso que estas fun-
ciones se representaran por funciones reales y que lo imaginario era destruido llegando a las con-
diciones de Cauchy–Riemann. En 1818 Cauchy publicó el articulo titulado Note sur l’intégration
d’une classe particulière d’équations différentielles. Observó que era fácil probar que P dy �Q d x
y P d x CQ dy eran diferenciales completas, donde tanto P como Q denotan dos funciones
reales en las variables x e y ligadas por una ecuación de la forma �.xCy i/ D P �Q i. De aquí
deduce @P

@y
� @Q

@y
i D i� 0.x C iy/ D @P

@x
iC@Q

@x
y, por tanto, las ecuaciones de Cauchy–Riemann

@P
@y
D @Q

@x
, y @P

@x
D �@Q

@y
. El problema de los descubrimientos de d’Alambert y de Euler es que,

a pesar de encontrar las ecuaciones de Cauchy–Riemann, no fueron capaces de hallar su signi-
ficado como condiciones para la existencia de la derivada compleja. Tampoco Cauchy estuvo
muy fino en este sentido.

Bernhard Riemann defendió su tesis doctoral Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Fun-
ctionen einer veränderlichen complexen Grösse, dirigida por Gauss, en 1851 en la universidad de
Gotinga, Alemania. Allí sentó las bases de la teoría de las superficies de Riemann y la teoría
de la variable compleja alcanzo su madurez. Para Riemann una variable compleja w se llama
función de otra variable compleja z siempre que la primera dependa de la segunda de manera
que la derivada dw

d z
sea independiente del d z. Por ello, para que f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/ sea

una función (derivable) se tendrán que satisfacer las ecuaciones de Cauchy–Riemann. Riemann
enfatizó el hecho de que las ecuaciones de Cauchy–Riemann permiten estudiar las funciones u
y v y por tanto a f . Más aún, de estas condiciones uno puede encontrar la función armónica
conjugada de u.x; y/ o de v.x; y/.

Párrafo en la tesis doctoral de Riemann
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§ii.6. Aplicación: Fluidos ideales en el plano

F
luidos en el plano aparecen tanto en la hidrodinámica como en la aerodinámica, en
donde se supone que el flujo es el mismo en planos paralelos al plano xy. Dado un

punto r D
�
x

y

�
del plano xy se denotará por v.r/ D

�
p.x; y/

q.x; y/

�
, con componentes en

los ejes cartesianos p.x; y/ y q.x; y/, al vector velocidad de un elemento de fluido, o partícula,
en ese punto .x; y/. El fluido tendrá una densidad �.r/, la masa de un elemento infinitesimal de
volumen de fluido situado en r , una presión P.r/ y estará sometidos a una fuerza externa F .r/,
por ejemplo la gravedad. Asumiremos que en la región donde tiene lugar el flujo no se crea ni se
destruye materia, es decir no existe fuentes ni sumideros de liquido, y que las funciones p.x; y/
y q.x; y/ poseen derivadas parciales continuas. En este caso, las ecuaciones conservación de la
masa y las ecuaciones del movimiento conforman las ecuaciones de Euler

@�

@t
C div.�v/ D 0; �

@v

@t
C �.v � grad/vC gradP D F :

Estas ecuaciones se completan con la ecuación de estado � D f .P /. Una simplificación relevan-
te es que el fluido sea estacionario, es decir que halla alcanzado el equilibrio, y las magnitudes
físicas no dependan del tiempo. Una idealización es suponer que no hay viscosidad y que el
fluido es incompresible (su volumen y densidad no se ven afectados por la presión), que se
puede aplicar en regímenes de flujo lentos, en líquidos con baja viscosidad, como el agua, o
incluso en gases, con velocidades muy por debajo de la velocidad del sonido, que es cuando
un gas es incompresible. Esto se modela pidiendo que � sea uniforme y constante en la región
definida por el fluido. Se puede demostrar que la vorticidad � WD rot v, que mide la circulación
o rotación interna a lo largo de un arco cerrado, es un invariante. Una restricción más es que
el flujo sea irrotacional, es decir se solicita que la vorticidad se anula. Este conjunto de
condiciones, sin viscosidad, estacionario, incompresible e irrotacional, definen un fluido ideal.
Así que las ecuaciones Euler para un fluido ideal, en ausencia de fuerzas externas, son

div v D 0; rot v D 0; �.v � grad/vC gradP D 0:
Sin suponer que la vorticidad es nula, las ecuaciones del movimiento conducen a la ecuación
de Bernoulli (Daniel, hijo de Johann). Efectivamente, de la identidad del cálculo vectorial v �
grad v2 D 1

2
grad v2� v� rot v, la ecuación del movimiento, en el caso estacionario, nos lleva a

grad.1
2
�v2CP / D �v�rot v, que se simplifica a v �grad �1

2
�v2CP � D 0. Esto es, sobre las líneas

de corriente, determinadas por v, Pr D v.r/, se tiene la ecuación de Bernoulli 1
2
�v2 C P D cte.

En el caso irrotacional, esto se da en todo el fluido, no sólo sobre líneas de corriente.
En definitiva, llegamos a las siguientes ecuaciones:

‚
@p

@x
C @q

@y
D 0;

@q

@x
� @p
@y
D 0;

‚
�p
@p

@x
C �q@p

@y
C @P

@x
D 0;

�p
@q

@x
C �q@q

@y
C @P

@y
D 0

Que implican la ecuación de Bernoulli, 1
2
.�.p2 C q2//C P D cte, en todo el fluido.

Usando la notación compleja en el plano de Wessel–Argand podremos escribir z D x C iy
y V.z/ D p.x; y/C i q.x; y/, es decir que la velocidad es una función compleja. En el caso ideal
que estamos discutiendo, reconocemos que el primer conjunto de ecuaciones son las ecuaciones
de Cauchy–Riemann para V.z/ D p.x; y/�i q.x; y/, que será pues una función holomorfa. De la
ausencia de vorticidad uno deduce la existencia de un potencialˆ.x; y/ de modo que localmente
p D @ˆ

@x
y q D @ˆ

@y
. Las ecuaciones de Cauchy–Riemann implican que el potencial de velocidades

ˆ.x; y/ es una función armónica: @
2ˆ
@x2
C @2ˆ

@y2
D 0. Sabemos que, al menos localmente, existirá
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una función armónica conjugada, digamos ‰.x; y/, de modo que F.z/ D ˆ.x; y/C i‰.x; y/,
conocida como potencial de velocidades, es una función holomorfa. Por tanto, podemos escribir
para la función velocidad en términos del potencial de velocidades: V.z/ D F 0.z/.

§ii.7. La función exponencial & Co.

P
resentamos a continuación algunos ejemplos de funciones elementales, más allá de las
funciones racionales, en el plano complejo. Esencialmente se trata, cómo veremos, de
una discusión alrededor de la función exponencial y de su función inversa, el logaritmo

natural (o neperiano). Comencemos presentando a la función exponencial compleja.

ii.7.1. Función exponencial La función exponencial exp W C ! C, z 7! ez, se puede
definir de varias formas equivalentes que extienden las correspondientes definiciones del caso
real exp W R ! R, x 7! ex. Recordemos algunas de las posibles maneras equivalentes en que
podemos definir la exponencial en el caso real,

i) Límite: ex WD lKım
n!1

�
1C x

n

�n
. La preferida de Euler.

ii) Ecuación diferencial: Es la única función derivable que satisface
df

d x
D f .x/, f .0/ D

1.
iii) Aditividad: Es la única función derivable en x D 0 tal que f .x C y/ D f .x/f .y/,

f .0/ D f 0.0/ D 1.

iv) Integral: x D
l ex

1

d t

t
.

v) Serie de Taylor: ex D exp x WD
1P
nD0

xn

nŠ
. Esta serie de potencias converge 8x 2 R y da

lugar a una función analítica, exp 2 C!.R/.
Todas estas definiciones, salvo la de la integral, se pueden extender fácilmente al contexto

de los números complejos como sigue. (La de la integral se puede hacer con más cuidado.)

Las siguientes propiedades son equivalentes y caracterizan a la función ex-
ponencial compleja exp W C ! C, z 7! ez,

i) Aditividad: Es la única función definida sobre C que es derivable
en z D 0 tal que

f .z C w/ D f .z/f .w/; f .0/ ¤ 0; f 0.0/ D 1:

ii) Ecuación diferencial: Es la única función entera que satisface

df

d z
.z/ D f .z/; f .0/ D 1:

iii) Fórmula de Euler: ez WD ex.cosy C i seny/.

iv) Límite: ez WD lKım
n!1

�
1C z

n

�n

.

v) Serie de Taylor: ez WD
1P

nD0

zn

nŠ
.

Función exponencial compleja
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Demostración. I), II). Si suponemos I) cierto, vemos que el cociente incremen-
tal será f .zCh/�f .zC0/

h
D f .z/f .h/�f .0/

h
y por ello f 0.z/ D f 0.0/f .z/ D f .z/. Luego,

f .z/ es una función entera, y ademas como f .0 C 0/ D f .0/2 tenemos f .0/ D 1.
Así que, recordando que la solución a esta EDO con condición inicial es única, sabe-
mos que existe una única función que satisface I) y además deducimos que I))II).
Por otro lado, si f .z/ está prescrito por II) vamos a introducir otras dos funciones
f1.z; w/ D f .z C w/ y f2.z; w/ D f .z/f .w/, que satisfacen, por un lado, las mismas
condiciones iniciales f1.0; w/ D f .w/ y f2.0; w/ D f .0/f .w/ D f .w/, y por otro las
mismas ecuaciones diferenciales

@f1

@z
.z; w/ D f1.z; w/; @f2

@z
.z; w/ D f2.z; w/:

Por tanto, considerando a w como parámetro y apelando a la unicidad de las solucio-
nes de estas EDO con condiciones iniciales, deducimos que f1.z; w/ D f2.z; w/.
II), III). Suponiendo II) vemos que, para z D x 2 R,

df

d x
.x/ D f .x/; f .0/ D 1:

Por ello, f .x/ D ex, i.e., nuestra extensión de la exponencial real coincide con ésta
sobre la recta real. Luego, usando I) obtenemos f .z/ D f .x/f .iy/ D ex

�
C.y/ C

iS.y/
�
, donde C.y/; S.y/ son funciones reales por determinar, así que

f 0.z/ D 1

i

@f

@y
.z/ D ex

�1
i

dC

dy
.y/C dS

dy
.y/
�
:

Pero, de II) deducimos que
†
�dC
dy

.y/ D S.y/;
dS

dy
.y/ D C.y/;

C.0/ D 1; S.0/ D 0:
que, cómo sabemos de la teoría de sistemas de EDO lineales tiene como única solución
C.y/ D cosy y S.y/ D seny. Por tanto, hemos deducido que II) ) III). Cómo la
función definida por I) es única y esta implica la forma dada III), necesariamente
debemos tener la implicación inversa (observar, también, que de III) fácilmente se
deduce I).

II), IV) Definimos la sucesión de funciones
˚
fn.z/

	1
nD0 con fn.z/ WD

�
1C z

n

�n
(más

adelante trataremos estos objetos con más detalle). Es fácil darse cuenta de que
�
1C z

n

�dfn
d z

.z/ D fn.z/; fn.0/ D 1:
Luego, su límite (se puede comprobar que la convergencia es uniforme) f .z/ D
lKım
n!1fn.z/ satisface

df

d z
.z/ D f .z/; f .0/ D 1:

Así que IV), II).
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IV), V) Por último, se puede comprobar que

f1.z/ D 1C z;

f2.z/ D 1C 2

2
z C 2 � 1

2 � 2
z2

2Š
;

f3.z/ D 1C 3

3
z C 3 � 2

3 � 3
z2

2Š
C 3 � 2 � 1
3 � 3 � 3

z3

3Š
;

f4.z/ D 1C 4

4
z C 4 � 3

4 � 4
z2

2Š
C 4 � 3 � 2
4 � 4 � 4

z3

3Š
C 4 � 3 � 2 � 1
4 � 4 � 4 � 4

z4

4Š
;

que se obtienen fácilmente usando el binomio de Newton como caso particular de la
fórmula

fn.z/ D 1C n

n
z C n.n � 1/

n2
z2

2Š
C n.n � 1/.n � 2/

n3
z3

3Š
C n.n � 1/.n � 2/.n � 3/

n4
z4

4Š
C � � �

C n.n � 1/ � � � 2
nn�1

zn�1

.n � 1/Š C
n.n � 1/ � � � 1

nn
zn

nŠ
;

Cuando n!1 obtenemos la serie de potencias (series que veremos con mas cuidado
más adelante)

lKım
n!1fn.z/ D 1C z C

z2

2Š
C z3

3Š
C z4

4Š
C � � � :

Con esto concluimos la demostración de que IV))V), y como IV) implica I) y I)
determina una única función concluimos, por fin, que todas epígrafes, de I) a V), son
definiciones equivalentes de la función exponencial en el plano complejo.

□

Otras propiedades de la función exponencial son

i) Tenemos
1

ez
D e�z. Efectivamente, 1 D e0 D ez�z D ez e�z.

ii) enz D .ez/n, 8n 2 Z.
iii) No tiene ceros, ez ¤ 0 para todo número complejo z 2 C. Si hubiera algún z tal que

ez D 0 entonces e�z D 1

ez
no estaría definido.

iv) j ez j D eRe z y arg ez D Im z mKod 2� .
v) Es 2� i-periódica, ezC2�k i D ez, que se deduce de e2�k i D 1. Por tanto, no es inyectiva.
vi) Es sobreyectiva, eC D C. Cada w 2 C tiene como preimagen a z D x C iy, con

x D log jwj y y D argw mKod 2� .
La función exponencial compleja, como transformación real .x; y/ 7! .u.x; y/; v.x; y// tiene

la forma

u.x; y/ D ex cosy; v.x; y/ D ex seny;

siendo la matriz jacobiana de esta transformación

@.u; v/

@.x; y/
D ex

�
cosy � seny
seny cosy

�
DMez ;

que nos cuenta lo que ya sabemos, la exponencial dilata por la exponencial real de la parte real
y gira, en sentido antihorario, en un ángulo igual a la parte imaginaria.
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ii.7.2. Funciones trigonométricas e hiperbólicas complejas

Las funciones trigonométricas tienen la extensión compleja –sugerida por la
formula de Euler– que sigue

cos z WD ei zC e� i z

2
; sen z WD ei z � e� i z

2 i
;

Funciones trigonométricas complejas

Observar que éstas extienden las funciones trigonométricas reales, ya que al restringirse a la
recta real recuperamos, gracias a la fórmula de Euler, las funciones trigonométricas reales.

Se tienen las siguientes propiedades:
i) Paridad: cos.�z/ D cos z y sen.�z/ D � sen z.
ii) Fórmulas de adición: cos.zCw/ D cos z cosw�sen z senw y sen.zCw/ D sen z coswC

cos z senw.
iii) Fórmulas de reducción: sen.�

2
�z/ D sen.�

2
Cz/ D cos z, � cos.�

2
Cz/ D cos.�

2
�z/ D

sen z.
iv) Fórmulas de De Moivre: cosnz C i sennz D .cos z C i sen z/n.
v) cos2 z C sen2 z D 1, cos.z C �/ D � sen z y sen.z C �/ D � cos z.
vi) cos z D cos Nz y sen z D sen Nz.
vii) Ceros: sen z D 0, z D 0 mKod � y cos z D 0, z D �

2
mKod � .

viii) Periodicidad: cos.z C 2n�/ D cos z y sen.z C 2n�/ D sen z para n 2 Z.
También se extienden al plano las funciones trigonométricas tangente y secante

tan z WD sen z

cos z
; sec z WD 1

cos z
; z 2 C n

n�
2
C �n

o
n2Z

:

y sus reciprocas, la cotangente y la cosecante,

cot z WD cos z

sen z
; csc z WD 1

sen z
; z 2 C n f�ngn2Z:

Las funciones hiperbólicas complejas se definen como sigue.

Las versión compleja de las funciones hiperbólicas es

cosh z WD ezC e�z

2
; senh z WD ez � e�z

2
;

D cos.i z/; D � i sen.i z/:

Funciones hiperbólicas complejas

También se extienden al plano complejo las funciones tangente y secante hiperbólicas

tanh z WD senh z

cosh z
; sech z WD 1

cosh z
; z 2 C n

n
i
�

2
C i�n

o
n2Z

:

y sus reciprocas, la cotangente y la cosecante hiperbólicas,

coth z WD cosh z

senh z
; csch z WD 1

senh z
; z 2 C n fi�ngn2Z:
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Algunas propiedades son:

i) cosh2 z � senh2 z D 1.
ii) sen z D sen x coshy C i cos x senhy y cos z D cos x coshy � i sen x senhy
iii) senh z D senh x cosy C i cosh x seny y cosh z D cosh x cosy C i senh x seny.
iv) tanh z D � i tan.i z/.
v) Ceros: senh z D 0, z D 0 mKod i� y cosh z D 0, z D i �

2
mKod i� .

vi) Periodicidad: cosh.z C 2n� i/ D cosh z y senh.z C 2n� i/ D senh z para n 2 Z.
vii) Módulos:

j sen zj D
q
senh2 y C sen2 x D

q
cosh2 y � cos2 x;

j cos zj D
q
senh2 y C cos2 x D

q
cosh2 y � sen2 x:

viii) j senhyj � j sen zj � coshy y j senhyj � j cos zj � coshy.

ix) Crecimiento: j sen zj; j cos zj � ejyj

2
, cuando jyj ! 1

�2� ��
0

�
2��1

1
0;5

1

1;5

2

Super�cie de j sen zj

Para las derivadas tenemos

i) .sen z/0 D cos z y .cos z/0 D � sen z.
ii) .tan z/0 D sec2 z, definida para z 2 C n ˚�

2
C n�	

n2Z
.

iii) .sec z/0 D sec z tan z, definida para z 2 C n ˚�
2
C n�	

n2Z
.

iv) .csc z/0 D � csc z cot z, definida para z 2 C n ˚n�	
n2Z

.
v) .cot z/0 D � csc2 z, definida para z 2 C n ˚n�	

n2Z
.

vi) .senh z/0 D cosh z y .cosh z/0 D senh z.
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vii) .tanh z/0 D sech2 z, definida para z 2 C n ˚ i �
2
C in�

	
n2Z

.
viii) .sech z/0 D sech z tanh z, definida para z 2 C n ˚ i �

2
C in�

	
n2Z

.
ix) .csch z/0 D � csch z coth z, definida para z 2 C n ˚ in�	

n2Z
.

x) .coth z/0 D � csch2 z cot z, definida para z 2 C n ˚ in�	
n2Z

.

x y

jlo
g
z
j

Super�cie de j log zj

ii.7.3. El logaritmo complejo
Como hemos visto la función expo-
nencial compleja no es inyectiva, ya
que es 2� i-periódica. De hecho, la
ecuación ew D z, que nos determi-
na las preimagenes w D u C i v de
z 2 C, tiene como soluciones u D
log jzj y v D arg z mKod 2� ; i.e., te-
nemos pues multivaluación conw D
log jzjC i arg z mKod 2� i, donde he-
mos usado el logaritmo natural defi-
nido en su versión real, ya bien co-
nocida. Tenemos pues infinitas pre-
imagenes que difieren en múltiplos
de 2� i. Para tener una aplicación
univoca habremos de elegir una de-
terminación, una única preimagen,
de forma consistente, para ello bas-
ta con elegir una determinación del
argumento.

Dado un intervalo semiabierto I � R de longitud 2� y un número complejo
z ¤ 0, se define el logaritmo (natural) en su determinación I como sigue

logI z D log jzj C i argI z:

La determinación principal corresponde a I D .��; �� y se usa la notación
Log z D log.��;�� z.

Función logaritmo compleja

Algunos ejemplos son Log.�2 i/ D log 2� i �
2
, Log.�3/ D log 3C i� , Log 10 D log 10 y log.3C

4 i/ D log 5C i arctan 4
3
.

Se cumplen las siguiente propiedades

i) Si z ¤ 0 entonces elogI z D z.
ii) logI e

w D w mKod 2� i y logI e
w D w, Imw 2 I .

iii) logI W C n f0g ! fs 2 C W Im s 2 I g es una biyección.
iv) Si zw ¤ 0 entonces logI .zw/ D logI z C logI w mKod 2� i.
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Demostración. i) Para z ¤ 0 tenemos elogI z D elog jzjCi argI z D jzj ei argI z D z.
ii) Si w D uCi v entonces logI e

w D log j ew jCi argI e
w D log euC i v mKod 2� i D uCi v

mKod 2� i.
iii) Consecuencia inmediata de las dos anteriores.
iv) logI .zw/ D log jzwj C i argI .zw/ D log jzj C i argI z C i argI w mKod 2� i D logI z C

logI w mKod 2� i.
□

�Ejemplo: Debe subrayarse que Log.zw/ ¤ Log z C Logw, ya que se puede añadir un múl-
tiplo de 2� i. Por ejemplo, Log.� i/ D � i �

2
, pero Log.�1/ C Log.i/ D i� C i �

2
D i 3�

2
D

� i �
2
C 2� i.

La determinación principal del argumento Arg W C n f0g ! .��; �� es una función disconti-
nua sobre los reales negativos, R� WD fx 2 R W x � 0g, ya que Arg.�jr j C i �/ �!

�!0˙
˙� . Luego,

la determinación principal de logaritmo también es discontinua. Para entender mejor esta si-
tuación, podemos restringir la función exponencial al dominio D WD fz 2 C W �� < Im z < �g,
y ahora exp W D ! C n R� es una biyección, con inversa dada por la determinación principal
del logaritmo, Log W C n R� ! D .

u

v

y

x

ez

Logw

D

C n R�

�

��

Dominios de Log.w/ y ez

La derivada de Log W CnR� ! D es
dLog.w/

dw
D 1

w
.

Derivada del logaritmo

Demostración. Cómo sabemos la exponencial compleja es una función que no se anula y
holomorfa en C, por tanto continua, así que podemos aplicar el teorema de la función inversa
para funciones complejas, y deducir que la función inversa exp�1.w/ D Logw tiene como
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derivada

dLog.w/

dw
D d exp�1.w/

dw
D 1

d exp.z/
d z

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
zDLogw

D 1

exp.z/

ˇ̌
ˇ̌
zDLogw

D 1

w
:

□

ii.7.3.1. Aplicación: potencias complejas Dados dos número complejos a; b 2 C, discutamos
ahora como podemos definir ab. La motivación inicial es clara, si b 2 N: ab D a � � � a„ƒ‚…

b veces

, para

extenderlo a b 2 Z, en primer lugar decimos que a0 D 1 y también tenemos que considerar
que significa a�b cuando b 2 N y a ¤ 0, esto es, a�b D 1

a
� � � 1
a„ ƒ‚ …

b veces

. Observesé que en estas conside-

raciones a 2 C es un número complejo arbitrario. Para seguir avanzando vamos a considerar
que ocurre cuando b D p

q
2 Q con p; q 2 Z, primos relativos y q > 1. Para tener una mayor

motivación, dejemos que, de momento, el número a 2 R sea real. Por ejemplo, si b D 3
2

y a 2 R

con a � 0 definimos a
3
2 D .˙pa/3 D ˙pa3, viendo que existen dos posibles valores, esto es, es

una aplicación multivaluada. Sin embargo, cuando a < 0, hay que echar mano de los números

imaginarios, ya que si a < 0 podemos escribir a
3
2 D �˙p�jaj�3 D ��˙p.jaj i �3 D �pjaj3 i.

Volviendo al caso en que la base a 2 RC sea un número real positivo, se puede utilizar las
funciones logaritmo natural y exponencial reales para escribir ab D eb loga, donde es imprescin-
dible que a > 0. ¿Donde está la multivaluación? Es fácil verlo con nuestro ejemplo, atendiendo
a la última definición a

3
2 D e

3
2
loga, y hemos descartado el valor negativo. Pero, como hemos

visto, ambas funciones, logaritmo y exponencial, tiene extensiones al plano complejo y, en par-
ticular, la función logaritmo es multivaluada. Es también multivaluada cuando la restringimos
a número reales positivos. Esto es, log a D log jaj C 2� in, donde n 2 Z, ya que a D jaj e2�n i.
Por tanto, atendiendo a esta nueva visión del logaritmo, tendremos a

3
2 D e

3
2
log jajC3�n i, pero

e3�n i D
(
1; n par;
�1; n impar;

donde vemos como aparece el signo ˙ y la bivaluación perdida. Pare-

ce claro, que la consideración de ab nos conduce inevitablemente a aceptar que existen varias
posibilidades, es decir que estamos ante una expresión multivaluada, en donde van aparecer nú-
meros complejos aunque los argumentos sean reales. La idea clave es usar la extensión compleja
del logaritmo para escribir la expresión multivaluada

ab WD eb loga;

donde log es el logaritmo natural complejo. Dado un intervalo I semiabierto de longitud 2� y la
correspondiente determinación del logaritmo logI , ahora ya una función compleja univaluada,
podemos escribir

ab WD ˚ eb.logI aC2�n i/ W n 2 Z
	
:(13)

Para distinguir el valor asociado a la determinación I podemos escribir (notación mía)

Œab�I WD eb logI a
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de modo que ab D ˚
Œab�I e

2�n ib W n 2 Z
	
, para la determinación principal escribiremos

Œab� WD eb Loga. Así que la definición para a; b reales con a > 0, ab D eb loga en términos
de la exponencial y logaritmo reales, corresponde a la determinación principal de logaritmo.
Es decir, la definición de las potencias reales corresponde a la determinación principal de la
definición de potencias complejas.

Atendiendo a (13) revisemos nuestra primeras consideraciones. Sea b 2 Z, entonces existe
un único valor, ya que en ese caso e2�nb i D 1. Esta es el única situación en que ab es una
expresión univaluada. Por otro lado, si b D p

q
2 Q es un número racional, con p; q 2 Z primos

relativos y q > 1, tenemos q posibles elementos en el conjunto, las q raíces q-ésimas de ap, esto
se debe a que e2�n

p
q
i D � e2� nq i

�p
y e2�

n
q
i D .!q/n, donde !q D e

2�
q

i el generador de las raíces
q-ésimas de la unidad, y sus potencias conforman todas las posibles raíces q-ésimas. Este es el
unico caso en que la expresión ab es multivaluada con un número finito de valores diferentes.
En los demás casos b 2 C nQ el conjunto de potencias complejas ab tiene infinitos elementos,
o posibles valores, difiriendo las potencias en factores multiplicativos de la forma e2�nb i con
n 2 Z. Efectivamente, si b 2 R n Q, es un número real irracional entonces e2�nb i D e2�mb i

implica que 2�.n � m/b i D 2�mk i para algún k 2 Z cuya única solución es que n D m.
Por tanto, todos los valores son distintos. Por otro lado, si b D x C iy con y ¤ 0 tenemos
e2�nb i D e2�nx i e�2�ny y todos los valores son distintos.

�Ejemplos: El primero es

.1C i/3 i D ˚ e3 i.Log.1Ci/C2�n i/ 	
n2Z

D ˚ e3 i Log.1Ci/ e�6�n 	
n2Z

D ˚ e3 i. log22 C 3� i
4
/ e�6�n

	
n2Z

D ˚ e�3�
�
2nC 3

4

�
ei
3 log2
2

	
n2Z

;

con determinación principal
�
.1C i/3 i

� D e� 9�4 ei
3 log2
2 . Otro ejemplo, más llamativo,

ii D ˚ ei Log i�2�n W n 2 Z
	

D ˚ ei.log 1Ci �2 /�2�n W n 2 Z
	

D ˚ e��2 �2�n W n 2 Z
	

y su determinación principal es Œii� D e��2 (permitirme escribir ii e
�
2 D 1, quizás no tan cautiva-

dora como la identidad de Euler pero también mágica ¿no?). Otra sorpresa, algo tan imaginario
como ii, la unidad imaginaria elevada a la unidad imaginaria, es real en su determinación princi-
pal, involucrando de nuevo a los números e y � , pero es que no sólo ¡todas las determinaciones
son reales!

Dada una determinación I y números complejos a; b; c 2 C se cumple que
Œab�I Œa

c�I D ŒabCc�I .

Aditividad de las potencias complejas con la misma base
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Demostración. Por un lado tenemos que ŒabCcI � D e.bCc/ logI a, por otro

Œab�I Œa
c�I D eb logI a ec logI a D e.bCc/ logI a;

en donde hemos usado la propiedad de adicción de la exponencial compleja. □

ii.7.3.2. Funciones za y az Como aplicación de las ideas anteriormente desarrolladas defini-
mos las potencias de z mas allá de las potencias enteras y funciones exponenciales con cualquier
base compleja

Dado a 2 C se define como la función potencia a-ésima y la exponecial con base
a como sigue

za D ea log z; az D e.loga/z :

Dado un intervalo semiabierto I de longitud 2� la correspondiente determina-
ción de logaritmo nos conduce a una función univaluada Œza�I WD ea logI z y a
Œaz�I D e.logI a/z, que llamaremos determinaciones I de la las correspondien-
tes funciones. La determinación principal la denotaremos por Œza� WD eaLog z y
Œaz� D e.Loga/z, siendo esta última notación de cosecha propia.

¿Qué son za y az?

Cómo el argumento y el logaritmo la función f .z/ D za es una función multivaluada,
salvo para a 2 Z, en cuyo caso es una función univaluada: una potencia entera de z. Cuando
a D p

q
2 Q n Z, p; q 2 Z primos relativos y q > 1, tenemos q posibles valores, como hemos

discutido anteriormente. Es una función multivaluada con q-posibles valores. En general, para
a 62 C nQ tendremos una función multivaluada que toma infinitos valores.

i) La derivada de Œza� W C n R� ! C es
dŒza�

d z
D aŒza�1�.

ii) La derivada de Œaz� W C ! C es
dŒaz�

d z
D Log.a/Œaz�.

Derivada de za y az

Demostración. i) Usando la regla de la cadena con Œza� D eaLog z obtenemos

dŒza�

d z
D eaLog z a

dLog z

d z
D eaLog z a

1

z
D a eaLog z e�Log z

D a e.a�1/Log z;
donde hemos usado que z�1 D e� log z.

ii) Aplicamos la regla de la cadena a e.Loga/z y obtenemos el resultado.
□
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Dificultades con la notación exponencial Procede ahora hacernos la siguiente pregunta
¿qué pasa si escojo la base de la exponencial az cómo el número e? tendremos la función
multivaluada ez, pero hemos visto anteriormente que la función ez es univaluada. Estamos ante
un problema notacional. La función exponencial ez, que definimos al principio de esta sección,
es la determinación principal de la función exponencial con base e definida ahora. Por tanto,
se debe de tener cuidado con esta notación. Ésta es una de las razones por la que algunos
autores prefieren usar siempre la notación exp.z/ en vez de ez. Se ve claramente, en este caso,
la debilidad de la notación tipo exponencial:

ez D exp.z log e/

D exp.z.log j e j C 2�n i//
D exp.z/ exp.2�nz i/:

Que coinciden sólo cuando exp.2�nz i/ D 1, 8n 2 Z, que ocurre sólo cuando z 2 Z.
Si tomamos una determinación I , tendremos Œez�I D exp.z/ exp.z argI .e/ i/. Las diferentes

determinaciones las podemos agrupar según 2�n 2 I , con n 2 Z, entonces argI .e/ D 2�n y
tendremos Œez�I D exp.z/ exp.2�nz i/. Para n D 0, esto es cuando 0 2 I , tendremos argI e D 0,
y por ende Œez�I D exp.z/. Si n ¤ 0 entonces Œez�I D exp.z/ sólo para aquellos z tales que
nz 2 Z, esto es z D m

n
, donde m 2 Z.

�Ejemplo: Supongamos que n D 1, esto es 2� 2 I , entonces en general tendremos que
Œez�I ¤ exp.z/ salvo cuando z 2 Z, si n D �3, esto es �6� 2 I entonces Œez�I ¤ exp.z/ salvo
que z 2 1

3
Z.

A pesar de estas dificultades seguiremos usando ambas notaciones cuando el contexto lo
permita, que ocurrirá, como veremos, en la mayoría de las ocasiones

ii.7.3.3. Función n
p
z Es la función multivaluada n

p
z WD e

1
n
log z que puede tomar n valores.

Es la ráiz n-ésima de z, en el sentido de que
�
n
p
z
�n D z. Efectivamente,

�
n
p
z
�n D

�
e
1
n
log z

�n
D

en
1
n
log z D elog z D z. Dada la determinación principal f .z D/Œ npz� es una holomorfa en C n R�

con derivada dada por f 0.z/ D 1
n
.z/

1�1
n . .

ii.7.4. Funciones trigonométricas e hiperbólicas inversas Las funciones inversas de
las funciones trigonométricas e hiperbólicas se determinan por las condiciones

w D arc sen z , z D senw;

w D arc senh z , z D senhw;

w D arc cos z , z D cosw;

w D arc cosh z , z D coshw:

Estas relaciones conducen a la siguiente identificación de estas funciones inversas con expre-
siones que involucran el logaritmo y la raíz cuadrada.
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Las funciones trigonométricas e hiperbólicas inversas satisfacen las siguientes identi-
dades

arc sen z D � i log
�p
1 � z2 C i z

�
; z 2 C;

arc cos z D � i log
�
i
p
1 � z2 C z�; z 2 C;

arc tan z D i

2
log

iCz
i�z ; z 2 C n fi;� ig;

arc senh z D log
�p
z2 C 1C z�; z 2 C;

arc cosh z D log
�p
z2 � 1C z�; z 2 C;

arc tanh z D 1

2
log

1C z
1 � z ; z 2 C n f1;�1g;

Funciones trigonométricas e hiperbólicas inversas

Demostración. Sólo demostraremos la primera relación, ya que las demás se demuestran
de manera similar (¡hacerlo!). Estudiemos pues la primera ecuación z D senw, esto es

2 i z D eiw � e� iw ” e2 iw �2 i z eiw �1 D 0:
De donde, resolviendo la ecuación cuadrática en Z D eiw , obtenemos eiw D i z C

p
1 � z2,

donde la raíz cuadrada se entiende como función bivaluada. Por tanto, w D � i log
�p
1 � z2C

i z
�
. □

De estas fórmulas uno puede evaluar las derivadas de estas funciones inversas

Las funciones trigonométricas e hiperbólicas satisfacen las siguientes identidades

.arc sen z/0 D 1p
1 � z2

; z 2 C n fz 2 R W jzj > 1g;

.arc cos z/0 � 1p
1 � z2

; z 2 C n fz 2 R W jzj > 1g;

.arc tan z/0 D 1

1C z2
; z 2 C n fz 2 iR W jzj > 1g;

.arc senh z/0 D 1p
z2 C 1; z 2 C n fz 2 iR W jzj > 1g;

.arc cosh z/0 D 1p
z2 � 1

; z 2 C n fz 2 R W jzj > 1g;

.arc tanh z/0 D 1

1C z2
; z 2 C n fz 2 R W jzj > 1g:

Derivadas de las funciones trigonométricas e hiperbólicas inversas
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Las funciones trigonométricas e hiperbólicas inversas están vinculadas como sigue

arc senh z D � i arc sen i z

arc cosh z D � i arc cos z

arc tanh z D � i arctan i z:

Funciones trigonométricas e hiperbólicas inversas

Demostración. Si w D senh z, entonces z D arc senhw, pero como senh z D � i sen i z
deducimos que w D � i sen i z y así arc sen iw D i z y por lo tanto arc senhw D � i arc sen iw.
La de la arco tangente se hace igual. Como cosh z D cos i z si w D cosh z, de modo que z D
arc coshw, entonces arc cosw D i z y z D � i arc cosw, de donde deducimos que arc coshw D
� i arc cosw. □

§ii.8. Ejercicios

i) Hallar los valores de log.� e/, 1i, cos i y tanh
�
log 3C i �

4

�
.

Solución:
log.� e/ D log eC i arg.� e/ D 1C i� mKod 2� i.
1i D ei log 1 D ei.log 1Ci arg 1Ci2�k/ D e�2�k, k 2 Z.
cos i D ei iC e� i i

2
D e�1C e1

2
D e2C1

2 e

En primer lugar, observamos que tanh z D senh z
cosh z

D e2z �1
e2zC1 y como e2.log 3Ci �4 / D

elog 9Ci �2 D 9 i queda tanh.log 3C i �
4
/ D � 1�9 i

1C9 i D � .1�9 i/
2

1C92 D 1
41
.40C 9 i/.

ii) Comparar los valores de .2i/2, .22/i y 22 i.
Solución:

En primer lugar, 2i D ei log 2 D ei log j2jCi arg 2 D e�2�k ei log 2, k 2 Z. Por lo tanto,
.2i/2 D e�4�k ei log 4, k 2 Z.
Por otro lado, 4i D ei log 4 D ei.log j4jCi arg 4/ D e�2�k ei log 4, k 2 Z. Así que, como
conjuntos .2i/2 ¨ 4i.
Por último, 22 i D e2 i log 2 D e2 i.log j2jCi arg 2/ D e�4�k ei log 4

En definitiva, como subconjuntos en C tenemos 22 i D .2i/2 ¨ 4i.
iii) Resolver e4z D i, sen z D 3, sen z C cos z D 2.

Solución:
Como e4z D i concluimos que 4z D log i D log j i j C i arg i D i �

2
mKod 2� i, esto

es z D i �
8

mKod �
2
i.

La condición sen z D 3 se escribe ei z � e� i z D 6 i, esto es Z2�6 iZ�1 D 0, donde

Z WD ei z. Así que Z D 6 i˙
p
.6 i/2C4
2

D 6 i˙p�36C4
2

D .3 ˙ 2p2/ i. Ahora bien,
z D � i logZ D � i.log jZj C i argZ/ D argZ � i log jZj, y como jZj D 3˙ 2p2
con argZ D �

2
mKod 2� (debido a 3 > 2

p
2, ya que

p
9 >

p
8). Por todo ello,

z D �
2
� i log.3˙ 2p2/ mKod 2� .
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La relación sen z C cos z D 2 se escribe

ei z � e� i z

2 i
C ei zC e� i z

2
D 2:

que con Z D ei z se lee

.1 � i/Z2 � 4Z C 1C i D 0:
La solución de esta ecuación cuadrática es

Z D 4˙p16 � 4.1 � i/.1C i/

1 � i
D
�
1˙ 1p

2

�
.1C i/

con jZj D p2 ˙ 1 y argZ D �
4

mKod 2� . Por lo tanto, z D �
4
� i log.

p
2 ˙ 1/

mKod 2� .
iv) Estudiar la derivabilidad compleja de las funciones

p
jxyj, jzj, jzj2, z Re z y e

z3

zC3 .
Solución: Tenemos funciones f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/, donde z D xC iy, y hay que
verificar las ecuaciones de Cauchy–Riemann ux D vy y uy D �vx. Otra posibilidad es

utilizar el operador @
@ Nz D 1

2

�
@
@x
� 1

i
@
@y

�
y verificar que @f

@ Nz D 0.
En este caso u.x; y/ D

p
jxyj y v.x; y/ D 0. Cuando v D 0 las condiciones de

Cauchy–Riemann nos exige que u sea constante, que no es ele caso, y por tanto
no existe la derivada compleja.
Ahora u.x; y/ D

p
x2 C y2 y v.x; y/ D 0. El argumento anterior asegura que la

función no es holomorfa. Otra posibilidad para deducirlo es escribir f .z/ D pz Nz,
y como @f

@ Nz D 1
2

p
z
Nz ¤ 0, y así pues no es derivable.

Si f .z/ D z Nz tenemos @f

@ Nz D z y la función no es derivable.
Ahora f .z/ D z Re z, que podemos escribir como f .z/ D 1

2
z.zC Nz/. Por ello, @f

@ Nz D
z
2
¤ 0 y la función no es holomorfa. Se puede ver también, de modo alternativo,

que f .z/ D .x C iy/x, así que u.x; y/ D x2, v.x; y/ D xy, por ello ux D 2x y
vy D x y la primera ecuación de Cauchy–Riemann no se satisface, además uy D 0
y vx D y y vemos que tampoco se verifica la segunda.

Por último, la función f .z/ D e
z3

zC3 satisface que @f

@ Nz D 0 allí donde esta definida,
esto es cuando z ¤ 3. Así que es derivable en su dominio de definición. En este caso
la aplicación directa de las ecuaciones de Cauchy–Riemann conducen a complejo
calculo. Aunque se podría haber razonado usando que la composición de funciones
derivables es derivable, y que el cociente de funciones derivables también lo es
donde no se anule el denominador.

v) Dada una función f .t/ de la variable t con valores complejos ¿Son derivables f .x/ y
f .y/?
Solución: No, en general no lo son. En el primer caso tenemos que u; v solo dependen
de x y no de y. En el segundo caso, no dependen de x y solo dependen de y. Por lo
tanto, de acuerdo con las condiciones de Cauchy–Riemann, solo si fueran funciones
constantes serian holomorfas.

vi) Determinar funciones holomorfas f .z/ con las siguientes partes reales: u.x; y/ D axC
by C c, u.x; y/ D e�y cos x, u.x; y/ D x

x2Cy2 , u.x; y/ D log
p
x2 C y2.
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Solución:
En el primer caso, u.x; y/ D ax C by C c, nos queda que ux D a y uy D b así
que u.x; y/ es una función armónica. Por otro lado, sabemos que los armónicos
conjugados v.x; y/ satisfacen vy D a y vx D �b. Por ende, v D ay C V.x/, donde
V.x/ es una función de la variable x a determinar por la segunda condición de
Cauchy–Riemann: vx D V 0 D �b, así que V.x/ D �bx C d , donde d es una
constante de integración arbitraria. Por lo tanto, v.x; y/ D �bx C ay C d y

f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/ D ax C by C c C i.�bx C ay C d/
D .a � i b/.x C iy/C c C i d

D .a � i b/z C c C i d:

Para el segundo caso, u.x; y/ D e�y cos x, tenemos ux D � e�y sen x, uy D
� e�y cos x, y por ello uxx D � e�y cos x, uyy D e�y cos x y u.x; y/ es una función
armónica, �u D 0. Existen, consecuentemente, armónicos conjugados v.x; y/ que
se determinan mediante las condiciones de Cauchy–Riemann: vy D � e�y sen x,
vx D e�y cos x. De la primera de éstas obtenemos v.x; y/ D e�y sen xC V.x/ y de
la segunda que e�y cos x C V 0.x/ D e�y cos x, y V.x/ D C es una constante, no
dependiendo de x. Por ello, v.x; y/ D e�y sen x C C y concluimos que

f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/ D e�y cos x C i.e�y sen x C C/
D e�y eixC iC D ei.xCiy/C iC ya que eiy D cosy C i seny

D ei zC iC:

En el tercer caso, con u.x; y/ D x
x2Cy2 , debemos suponer que z ¤ 0, y se tienen

las siguientes derivadas

ux D �x
2 C y2

.x2 C y2/2 ; uy D � 2xy

.x2 C y2/2 ;

uxx D 2.x3 � 3xy2/
.x2 C y2/3 ; uyy D �2.x

3 � 3xy2/
.x2 C y2/3

y u es una función armónica para z ¤ 0. Así pues, existen sus armónicos conjuga-
dos v.x; y/, que por las condiciones de Cauchy–Riemann deben cumplir

vy D �x
2 C y2

.x2 C y2/2 ; vx D 2xy

.x2 C y2/2 :

Por simplicidad, consideremos en primer lugar la segunda condición de Cauchy–
Riemann, que integramos para obtener

v D y
Z

d x
2x

.x2 C y2/2 D �
y

x2 C y2 C V.y/:

Derivando esta expresión con respecto de y para compararlo el resultado con la
primera condición de Cauchy–Riemann:

�x2 C y2
.x2 C y2/2 D

�x2 C y2
.x2 C y2/2 C V

0.y/
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y así deducimos que V.y/ D C es una función constante. Por ende, para z ¤ 0

concluimos que

f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/ D x

x2 C y2 C
� iy

x2 C y2 C iC D Nz
jzj2 C iC

D 1

z
C iC:

Finalmente, para u D log
p
x2 C y2, debemos tener z ¤ 0, y se obtienen las si-

guientes derivadas

ux D x

x2 C y2 ; uy D y

x2 C y2 ;

uxx D � x2 � y2
.x2 C y2/2 ; uyy D x2 � y2

.x2 C y2/2 :

Así que u es armónica y, usando las condiciones de Cauchy–Riemann, podemos
calcular sus armónicos conjugados v.x; y/. Integrando

vy D x

x2 C y2
obtenemos

v D
Z

dy
x

x2 C y2 D arctan
y

x
C V.x/:

Así que, como de las condiciones de Cauchy–Riemann sabemos que

vx D � y

x2 C y2
nos queda que V 0.x/ D 0 y por ello

v.x; y/ D arctan
y

x
C C;

donde C es una constante. Por todo ello, concluimos que

f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/ D log
p
x2 C y2 C i arctan

y

x
C iC D log jzj C i Arg z C iC

D Log z C iC:

En todos los casos anteriores una vez encontrada la forma explicita f .x; y/ D u.x; y/C
i v.x; y/ podemos escribir f .z/ D u.z; 0/C i v.z; 0/, esto es x ! z y y ! 0. La razón
para ello se basa en la la teoría de la extensión analítica, que no veremos en estas
notas.

vii) Probar la regla L’Hôpital para límites complejos: Si f .z/ y g.z/ son derivables en
z D z0 y se anulan en ese punto, con lKım

z!z0
g0.z/ ¤ 0, entonces lKım

z!z0
f .z/

g.z/
D lKım

z!z0
f 0.z/
g 0.z/ .

Solución:

lKım
z!z0

f 0.z/
g0.z/

D
lKım
h!0

f .z0Ch/�f .z0/
h

lKım
h!0

g.z0Ch/�g.z0/
h

D lKım
h!0

f .z0 C h/
g.z0 C h/

D lKım
z!z0

f .z/

g.z/
:
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viii) Encontrar las funciones armónicas de la forma u.x; y/ D g.axCby/ ó u.x; y/ D g.y
x
/.

Solución:
Claramente,

uxx D a2g00.ax C by/; uyy D b2g00.ax C by/
y el laplaciano es �u D .a2 C b2/g00. Así para que esta u sea armónica es impres-
cindible que, o bien, g00 D 0 o que a2C b2 D 0 esto es que b D ˙ i a. En el primer
caso, tendremos

u.x; y/ D A.ax C by/C B;
con A;B constantes. En el segundo caso, g es una función arbitraria de a.x˙ iy/
y así u D g.az/ ó u D g.a Nz/.
En este caso,

ux D �g0
�x
y

� y
x2
; uy D �g0

�x
y

�1
x
;

uxx D g00
�x
y

�y2
x4
C g0

�x
y

�2y
x3
; uyy D g00

�x
y

� 1
x2
;

y la condición de armonicidad es

g00
�x
y

�x2 C y2
x4

C g0
�x
y

�2y
x3
D 0:

Esto es,

g00.x
y
/

g0.x
y
/
D � 2xy

x2 C y2 D �
2x
y

1C �x
y

�2 :

Así que, en términos de t WD y

x
, la función a determinar g es solución de

d

d t
log

�dg
d t

�
D � 2t

1C t2 ;

que implica

dg

d t
D C1

1C t2 ;

donde C1 es una constante arbitraria. Por lo tanto,

g.t/ D C1 arctan t C C0;
donde C0 es otra constante arbitraria. Esto es, la función será armónica si tiene la
forma

g
�x
y

�
D C1 arctan y

x
C C0:

Si escribimos z D x C iy D jzj ei arg z queda g D C1 arg z C C2. Obsérvese que
sobre el eje real, x D 0, la función se evalúa sobre infinito.
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ix) Escribir las condiciones de Cauchy–Riemann en polares, ya sea para las variables
independientes como las dependientes.
Solución: Al usar coordenadas polares para las variables independientes

x D r cos �;
y D r sen �;

r D
p
x2 C y2;

� D arctan
y

x
;

tenemos las derivadas parciales

@

@x
D cos �

@

@r
� sen �

r

@

@r�
;

@

@y
D sen �

@

@r
C cos �

r

@

@r�
;

y así las condiciones de Cauchy–Riemann (CR) se escriben como sigue

cos.�/ur � sen.�/
v�

r
D sen.�/vr C cos.�/

v�

r
;

sen.�/ur C cos.�/
v�

r
D � cos.�/vr C sen.�/

v�

r
:

Es conveniente escribirlas en la forma matricial�
cos � � sen �
sen � cos �

��
ur
v�
r

�
D
�
cos � � sen �
sen � cos �

��
v�
r�vr
�

que permite despejar, eliminado la matriz de rotación
�
cos � � sen �
sen � cos �

�
, que es invertible,

y llegar a la forma polar de las ecuaciones CR

rur D v� ; u� D �rvr :
Si las variables dependientes están polares

u D R cos‚; v D R sen‚;

las condiciones de Cauchy–Riemann se leen

Rx cos‚ �R‚x sen‚ D Ry sen‚CR‚y cos‚;
Rx sen‚CR‚x cos‚ D �Ry cos‚CR‚y sen‚;

que adopta la forma matricial siguiente�
cos‚ � sen‚
sen‚ cos‚

��
Rx
R‚x

�
D
�
cos‚ � sen‚
sen‚ cos‚

��
R‚y
�Ry

�

y las ecuaciones CR serán

.logR/x D ‚y; .logR/y D �‚x:
Si además de las variables independientes en polares, también tenemos la variables

dependientes en polares de la forma polar de las CR obtenemos

r.Rr cos‚ �R‚r sen‚/ D R� sen‚CR‚� cos‚;
r.Rr sen‚CR‚r cos‚/ D �R� cos‚CR‚� sen‚
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que se escribe en forma matricial como sigue�
cos‚ � sen‚
sen‚ cos‚

��
rRr
rR‚r

�
D
�
cos‚ � sen‚
sen‚ cos‚

��
R‚�
�R�

�

que conduce a

r.logR/r D ‚� ; .logR/� D �r‚r :

x) Hallar una funciones holomorfas f .z/ que tengan por módulo a er
2 cos � y que tenga

por argumento a xy.
Solución:

En este primer caso tenemos R D er
2 cos2� , y por tanto usaremos las ecuaciones de

CR en el caso polar-polar. Por tanto, la función holomorfa f .z/ D R ei‚ debe ser
tal que ‚ satisface r.logR/r D ‚� , .logR/� D �r‚r con la función R prescrita.
Como logR D r2 cos 2� tenemos

‚� D 2r2 cos 2�; ‚r D 2r sen 2�:
Así, de la primera obtenemos ‚ D r2 sen 2� C C.r/ que derivada con respecto a
r conduce a ‚r D 2r sen 2� C C 0.r/ y por ello C.r/ D C es constante en r . En
definitiva, f .z/ D R ei‚ D er

2 cos2� ei r
2 sen2� c, donde c es una constante arbitraria.

Esto es, f .z/ D c ez2 .
Ahora ‚ D xy, y las ecuaciones CR a satisfacer, .logR/x D ‚y , .logR/y D �‚x,
implican .logR/x D x, .logR/y D �y. Integrando la primera llegamos a logR D
x2

2
C C.y/ que insertada en la segunda conduce a C.y/ D �y2

2
CK, donde K es

una constante arbitraria. Así que logR D x2�y2
2
CK y R D c ex2�y22 , donde c D eK

es una constante. En definitiva, f .z/ D c ex2�y22
‘Cixy D c e z22 .

xi) Suponer que f .z/ es holomorfa en el disco unitario D.0; 1/. Estudiar la holomorfía de
g.z/ WD f . Nz/; f .z/; f . Nz/.
Solución:

@g

@ Nz D
@f

@z

ˇ̌
zDNz que no se anula salvo que f .z/ sea constante. Por lo tanto g no es

holomorfa.
@g

@ Nz D
@

@ Nzf .z/ D
@f

@z
¤ 0, salvo que f sea constante, y no es holomorfa.

@g

@ Nz D
@

@ Nzf . Nz/ D
@f . Nz/
@z
D 0, así que sí es holomorfa.

xii) Asumir que f .z/ es C 2 en un abierto A � C y además es holomorfa en A. Demostrar
que f 0.z/ es holomorfa en A.
Solución: Si f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/ es holomorfa sabemos que su derivada com-
pleja es f 0.z/ D U.x; y/ C iV.x; y/ donde U D ux D vy y V D vx D �uy . Si la
función es C 2 existen las segundas derivadas parciales de u; v y podemos calcular

Ux D vyx; Vy D vxy;
Uy D uxy; Vx D �uyx:
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Aplicando el teorema de Schwarz para la igualdad de derivadas cruzadas (existen y
son continuas por hipótesis) obtenemos las ecuaciones CR para U y V

Ux D Vy; Uy D �Vx;
y por tanto f 0 es derivable.

xiii) Si f .z/ es holomorfa probar que f 0.z/ D @f

@z
.z/.

Solución: Como @f

@z
WD 1

2

�
@.uCiv/
@x
C 1

i
@.uCiv/
@y

�
D 1

2
.ux C vy C i.vx � uy//, usando las

ecuaciones CR llegamos a @f

@z
D ux C i vx D f 0, como queríamos.

xiv) Demostrar que una función u.x; y/ es armónica si y sólo si
@2u

@z@ Nz D 0.
Solución:

4
@2

@z@ Nz D
� @
@x
C 1

i

@

@y

�� @
@x
� 1

i

@

@y

�
D @2

@x2
C @2

@y2
;

en donde hemos usado la igualdad las derivadas cruzadas.
xv) Obtener la serie de Taylor de Log.1 C z/ como sigue. Llamar L.z/ D Log.1 C z/,

recordar que lKım
n!1

�
1 C z

n

�n
D ez y por tanto que 1 C L.z/

n
� .1 C z/ 1n para n � 1.

La condición L.0/ D 1 indica la determinación a escoger. Usar ahora la formula
del binomio de Newton generalizada para exponentes fraccionarios, que dará una
suma infinita (una serie) y hacer el límite para n ! 1 para obtener Log.1 C z/ D
z � z2

2
C z3

3
� z4

4
C � � � .

Solución: Procedemos como se indica y observamos que lKım
n!1

�
1C L.z/

n

�n
D 1C z

y así 1C L.z/

n
� .1C z/ 1n para n � 1, como L.0/ D 1 queda 1C 1

n
� .1/ 1n y la raíz

n-ésima a tomar es 1. Ahora, la fórmula del binomio generalizada nos informa de que

.1C z/ 1n D 1C 1

n
z � 1

2Š

1

n

�
1 � 1

n

�
z2 C 1

3Š

1

n

�
1 � 1

n

��
2 � 1

n

�
z3

� 1

4Š

1

n

�
1 � 1

n

��
2 � 1

n

��
3 � 1

n

�
z4 C � � � ;

y así

n..1C z/ 1n � 1/ D z � 1

2Š

�
1 � 1

n

�
z2 C 1

3Š

�
1 � 1

n

��
2 � 1

n

�
z3

� 1

4Š

�
1 � 1

n

��
2 � 1

n

��
3 � 1

n

�
z4 C � � � :

Por ello,

L.z/ D lKım
n!1n..1C z/

1
n � 1/

D z � 1
2
z2 C 1

3
z3 � 1

4
z4 C � � � :

xvi) Encontrar el armónico conjugado v.x; y/ a u.x; y/ D 1
2
log.x2Cy2/. ¿Se puede exten-

der a C n R�?
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Solución: Como u D log r , recordamos las ecuaciones CR en su forma cartesiana-
polar, rur D v� , u� D �rvr , lo que lleva a que v� D 1 y por ende v D �CC.r/. Como
u� D 0, obtenemos �rC 0.r/ D 0 y C no depende de r , es una constante. En definitiva,
el armónico conjugado es v D � C C y la correspondiente función holomorfa es
f .z/ D log rCi �CC D log zCC . Normalmente, la determinación de las coordenadas
polares es � 2 Œ0; 2�/, y ese sería el logaritmo escogido como función holomorfa,
f .z/ D logŒ0;2�/ z C C , con dominio de holomorfía C n RC . Para la determinación
principal, deberíamos haber escogidos coordenadas polares con � 2 .��; ��, en ese
caso la correspondiente función holomorfa será f .z/ D Log z C C con dominio de
holomorfía C n R�.

xvii) Encontrar los dominios de holomorfía y la correspondiente derivada compleja de las
siguientes funciones: 3z, log.z C 1/, z1Ci y 3

p
z.

Solución:
Tenemos 3z D ez log 3 D ez.log j3jC2� ik/ D e.xCiy/.log j3jC2� ik/ D elog.3/x�2�ky ei.log.3/yC2�kx/,
donde k 2 Z. Una vez escogido un k, que (habitualmente se toma como k D 0) la
función es entera.
Ahora f .z/ D log.1 C z/ esto es f .z/ D log j1 C zj C i arg.1 C z/, y los cortes
aparecen debido a la presencia del argumento, dependiendo de la determinación
escogida, tendremos que el dominio de holomorfía sera todo el plano complejo
menos una semirrecta que emerge de z D �1 con dirección dada por la determi-
nación escogida. Por ejemplo, para la determinación principal f .z/ D Log.1C z/
tendremos el dominio será C n .�1;�1�.
En este caso f .z/ D z1Ci D e.1Ci/ log z D e.1Ci/.log jzjCi arg z/ D elog jzj�arg z ei.log jzjCarg z/ D
elog jzj�arg z ei.log jzj/ zjzj . De nuevo, aparece un corte en el semieje que comienza en el
origen con dirección dada por la determinación del argumento escogida. Para la
determinación principal tenemos holomorfía en C n R�.
Finalmente, analizamos f .z/ D 3

p
z D e

1
3
log z D elog

3
pjzjCi 1

3
arg z D 3

p
jzj ei argz

3 y
de nuevo el corte lo da la determinación de logaritmo. En el caso de escoger la
determinación principal la función es holomorfa en C n R�.

xviii) Determinar todos los valores de arc sen z cuando z D i
p
5.

Solución: Nos piden que encontremos w 2 C tal que senw D i
p
5, por tanto,

llamando W D eiw , tenemos W 2 C 2p5W � 1 D 0 que tiene como solución W D
�2p5˙p20C4

2
D ˙p6 �p5. Hemos visto anteriormente que w D argW � i log jW j, lo

que en este caso conduce a dos posibilidades w D 2�k � i log.
p
6 � p5/, k 2 Z ó a

w D �.2k C 1/ � i log.
p
6Cp5/ con k 2 Z.

xix) ¿Dónde las funciones arc sen z y arctan z son reales? ¿Dónde es arc senh z imaginario
puro?
Solución:

Queremos saber donde la función arc sen z toma valores reales. Esto es buscamos
z 2 C tal que z D senw con w 2 R, así que z 2 Œ�1; 1�.
Queremos saber ahora donde la función arctan z toma valores reales. Así, busca-
mos z 2 C tal que z D tanw con w 2 R, así que z 2 R.
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Finalmente, queremos ver donde arc senh z toma valores imaginarios. Equivalen-
temente, queremos encontrar los z 2 C tales que z D senhw con w 2 iR, esto es
z D senh i x D i sen x, con x 2 R, luego z 2 iŒ�1; 1�.
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§iii.1. Integración sobre arcos

A
nalizamos, en el tema anterior, como extender el concepto de derivada en R al plano
complejo C usando, para ello, el cociente incremental. Recordemos el importante papel
que juegan las integrales en el cálculo real y, en particular, el Teorema Fundamental
del Cálculo que la liga con la derivada. ¿Existen desarrollos similares en el caso de

cantidades complejas? Veremos aquí que se puede llegar mucho más lejos en C que en R o R2.
Dadas dos funciones reales h1; h2 W R ! R integrables en el intervalo cerrado Œa; b� � R,

definimos la función h W R ! C con valores complejos cómo t 7! h.t/ D h1.t/ C i h2.t/. Por
consiguiente, podemos considerarZ b

a

h.t/ d t D
Z b

a

h1.t/ d t C i

Z b

a

h2.t/ d t:

iii.1.1. Arcos y cadenas

i) Un arco continuo es una aplicación  W Œa; b� � R ! C, continua en Œa; b�. Esto es,
tanto Re  cómo Im  son funciones continuas.

ii) Sea una sucesión creciente de números reales fa0; a1; : : : ; an�1; ang con a0 D a, an D b
y ai < aiC1 i 2 f0; : : : ; n � 1g. Un arco continuo es suave a trozos si existe una tal
sucesión de modo que .t/ es C 1 (diferenciable y con derivada continua) en Œa; b� n
fa0; : : : ; ang y existen los limites laterales de la derivada P.t/.

iii) A la imagen de Œa; b� del arco .t/, su rango o recorrido, lo denotamos por � WD
.Œa; b�/.

Arcos I

73
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Los arcos suaves a trozos tienen inversos y se pueden componer y reparametrizar, con estas
operaciones, que ahora describiremos, forman un conjunto que llamaremos cadenas.

i) Arco inverso. Dado un arco  W Œa; b�! C, suave a trozos, definimos el arco
� W Œa; b�! C como t 7! .�/.t/ WD .aC b � t /.

ii) Composición de arcos. Dados dos arcos 1 W Œa; b�! C y 2 W Œb; c�! C,
con 1.b/ D 2.b/, definimos el arco 1 C 2 W Œa; c�! C como

.1 C 2/.t/ D
(
1.t/; t 2 Œa; b�;
2.t/; t 2 Œb; c�:

iii) Cadenas. Dado el conjunto f1; : : : ; ng de arcos suaves a trozos, tales que
bi D aiC1 y i.bi/ D iC1.aiC1/, se considera la cadena 1 C � � � C n.

iv) Reparametrización de arcos. Dado un arco suave a trozos  W Œa; b�! C y
� W Œ Qa; Qb�! Œa; b� una función sobreyectiva creciente y C 1 en Œ Qa; Qb�, definimos
el arco reparametrizado Q W Œ Qa; Qb�! C, t 7! Q.t/ WD .�.t//

Arcos II

C

1.a/

2.c/

1.b/ = 2.b/

1

2

.a/ .b/



x

y
C

.1 C 2/.a/

.1 C 2/.c/

.1 C 2/.b/

1 C 2

.�/.b/ .�/.a/
�

x

y

Cadenas de arcos: suma e inverso

� Observaciones:

i) Por construcción vemos que 2 C 1 puede que no tenga sentido, pero siempre se lo
podemos dar con una reparametrización adecuada. Y que cuando le damos sentido no
se tiene, como arcos parametrizados que 1C2 D 2C1. Este problema se resolverá
cuando consideremos la teoría homológica.

ii) Fijémonos en que .�/.a/ D .b/ y .�/.b/ D .a/ y d.�/
d t

.t/ D P.t/. Es decir � es
el arco recorrido a la inversa.

iii) Dado un arco cerrado  W Œa; b� ! C, con .a/ D .b/ podemos considerar el arco
Q W Œb; 2b � a� ! C, definido por Q.t/ D .t � b C a/, que recorre el mismo camino
que recorre el primer arco, pero a partir del tiempo final del primero. Obviamente
podemos componer estas dos arcos, y escribimos 2 D  C Q . De este modo, dado un
entero n 2 Z y un arco cerrado  tiene sentido hablar de la cadena n .
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iv) Dados dos arcos 1 W Œa1; b1� ! C y 2 W Œa2; b2� ! C tales que b1 D a2 podemos
considerar la cadena 1 � 2 WD 1C .�2/ siempre que 1.b1/ D .�2/.a2/ D 2.b2/.
Por tanto, dado el conjunto f1; : : : ; ng de arcos suaves a trozos, y las condiciones
necesarias sobre los extremos de los mismos, podemos considerar expresiones del
tipo 1˙2˙� � �˙n. Por ejemplo, 1�2�3C4 o bien �1C2C3. Y de forma
más general, cuando intervienen arcos cerrados de expresiones

Pp
iD1 nii , siempre

que los arcos empalmen bien, y en particular, para jni j > 1 que el arco i sea cerrado.
v) Una reparametrzación � siempre tiene � 0 > 0 y al ser sobreyectiva cumplirá que
�. Qa/ D a y �. Qb/ D b.

vi) Un arco reparametrizado tiene el mismo grafo que el original, Q.Œ Qa; Qb�/ D .Œa; b�/.
Los caminos son los mismos y se recorren en el mismo sentido.

iii.1.2. Integrales a lo largo de arcos Una vez definidos los arcos vamos a proceder a
introducir el concepto de integración compleja sobre los mismos.

Dado el conjunto abierto A � C, consideremos un arco  W Œa; b�! A, suave a trozos,
y la función compleja f W A! C, continua en A. Entonces, definimos la integral de
f sobre el arco  como sigueZ



f .z/ d z WD
nX
iD1

Z ai

ai�1

f ..t// P.t/ d t:

Integral sobre arcos

�Observaciones:
i) Si f .z/ D u.x; y/ C i v.x; y/ y t 2 Œa; b� 7! .t/ D x.t/ C iy.t/ es un arco suave,

entonces podemos escribir
Z


f .z/ d z D
Z b

a

.u.x.t/; y.t//C i v.x.t/; y.t//. Px.t/C i Py.t// d t

D
Z b

a

�
u.x.t/; y.t// Px.t/ � v.x.t/; y.t// Py.t/

C i
�
u.x.t/; y.t// Py.t/C v.x.t/; y.t// Px.t/�

�
d t

D
Z


�
u.x; y/ d x � v.x; y/ dy�C i

Z


�
v.x; y/ d x C u.x; y/ dy�

en términos de diferenciales en el plano.
ii) Las integrales que estamos usando son integrales de Riemann, esto es

R b
a
h.t/ d t se

aproxima como sigue: dada una partición fa D t0; t1; t2; : : : ; tn�1; tn D bg con tiC1 > ti ,
i 2 f0; 1; : : : ; ng y valores intermedios �i 2 Œti ; tiC1� la idea es considerar las su-

mas
n�1P
jD0

h.�j /.tjC1 � tj /. Se consideran sumas superiores e inferiores las particiones

se van refinando cada vez más para finalmente, en el límite, obtener la integral de
Riemann. La integración sobre arcos se realiza de modo similar, tendremos sumas
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del tipo
n�1P
jD0

f ..�j // P.�j /.tjC1 � tj /, donde observamos que P.�j /.tjC1 � tj / se puede

aproximar por �zj D zjC1�zj , zj D .tj /. Esto es, las sumas de Riemann son del tipo
n�1P
jD0

f .�j /�zj donde �j WD .�j /. Estamos partiendo el recorrido del arco, sustituyéndo-

lo por una línea quebrada, y considerando sumas de Riemann sobre estas particiones
del arco, o quebradas, luego las refinamos y hacemos el límite. Esa es nuestra integral
de arco, que obviamente tiene carácter vectorial ya que los �zj , que determinan la
quebrada, son números complejos, i.e. vectores en R2.

C

.a/ .b/
x

y C

�z0
�z

1

�
z

2

�z3

�
z 4

�
z 5

�z6

�
z

7

.a/ .b/
x

y

Arco en azul y una poligonal en rojo Línea quebrada que aproxima al arco orientado

i) Linealidad en el integrando. La integración sobre arcos es lineal, esto es
para cualesquiera números complejos �;� 2 C se cumple queZ



.�f .z/C �g.z// d z D �
Z


f .z/ d z C �
Z


g.z/ d z:

ii) Aditividad sobre cadenas. Dados dos arcos suaves a trozos 1 y 2 tales
que se puede formar la cadena 1 C 2 entoncesZ

1C2

f .z/ d z D
Z
1

f .z/ d z C
Z
2

f .z/ d z:

iii) Arco inverso. Para el arco inverso tenemosZ
�
f .z/ d z D �

Z


f .z/ d z:

iv) Invariancia bajo reparametrización. La integral sobre arcos es invariante
bajo reparametrizacionesZ

Q
f .z/ d z D

Z


f .z/ d z:

Propiedades de las integrales sobre arcos



§iii.1] Integración sobre arcos (77

Demostración. Probaremos III) para un arco suave. Tenemos
R
� f .z/ d z D �

R b
a
f ..aC

b � t // P.a C b � t / d t D � R b
a
f ..s// P.s/ d s D � R


f .z/ d z, donde hemos usado el cam-

bio de variable s D a C b � t . Para demostrar IV) procedemos como sigue:
R
Q f .z/ d z DR Qb

Qa f . Q.s// PQ.s/ d s D
R Qb
Qa f ..�.s/// P.�.s// P�.s/ d s D

R b
a
f ..t// P.t/ d t , donde hemos usado el

cambio de variable t D �.s/. □

�Observación: A pesar de que como arcos 1 C 2 y 2 C 1 son en general distintos, ve-
mos cuando intervienen en la integrales son lo mismo

R
1C2 f .z/ d z D

R
2C1 f .z/ d z DR

1
f .z/ d z C R

2
f .z/ d z.

Dado un conjunto abierto abierto A � C, consideramos  W Œa; b�! A, un arco suave
a trozos y la función compleja f W A ! C, continua en A. Entonces, la integral en
longitud de arco se define como sigueZ



f .z/j d zj WD
nX
iD1

Z ai

ai�1

f ..t//j P.t/j d t:

Integral de longitud de arco

C

j�z0
j j�z

1 j j�
z

2 j
j�z3j

j�z
4
j

j�
z 5

j

j�z6 j j�
z

7 j

.a/ .b/
x

y

�10 �5 5

�5

5

C

�z
0
�z

1

�
z

2

�z3

�
z 4

�
z 5

�z6

�
z

7

.a/ .b/

Longitud de arco: midiendo la quebrada Línea quebrada y vector suma �nal

Las sumas de Riemann son, en este contexto, de la forma
n�1P
jD0

f .�j /j�zj j. Seguimos aproximan-

do el arco por una linea quebrada, y considerando sumas de Riemann sobre estas quebradas
para luego refinarlas y hacer el límite. La diferencia estriba en que, en vez de los números com-
plejos f�zj gn�1jD0, consideramos sus módulos fj�zj jgn�1jD0, que ya no son vectores sino distancias,
y la integral no es un número complejo, sino un número real no negativo. Esto es, estamos
midiendo longitudes, de ahí la denominación de longitud de arco. La suma

Pn�1
jD0 j�zj j es la

longitud de la quebrada, en tanto que la suma
Pn�1
jD0�zj D .b/ � .a/ es el vector, número

complejo, que une los extremos del arco. Obviamente, j.b/ � .a/j �Pn�1
jD0 j�zj j.



78) Capítulo iii. Integrales complejas [§iii.1

i) Longitud del arco. La integral de longitud de arco `./ WD R

j d zj DR b

a
j P.t/j d t es la longitud del arco  . Cuando la longitud del arco es fini-

ta se dice que es un arco rectificable. Los arcos  W Œa; b� ! C suaves a
trozos son rectificables.

ii) Linealidad en el integrando. La integración en longitud de arco es lineal,
esto es para cualesquiera números complejos �;� 2 C se cumple queZ



.�f .z/C �g.z//j d zj D �
Z


f .z/j d zj C �
Z


g.z/j d zj:

iii) Aditividad sobre cadenas. Dados 1 y 2, dos arcos suaves a trozos tales
que se puede formar la cadena 1 C 2, entonces las correspondientes inte-
grales de longitud de arco satisfacen la siguiente condición de aditividadZ

1C2

f .z/j d zj D
Z
1

f .z/j d zj C
Z
2

f .z/j d zj:

iv) Arco inverso. La integral de longitud de arco es invariante bajo la inversión
del arco Z

�
f .z/j d zj D

Z


f .z/j d zj

v) Acotación. Si M D mKax
z2� jf .z/j entonces

ˇ̌
ˇ̌
Z


f .z/ d z

ˇ̌
ˇ̌ �

Z


jf .z/jj d zj(14)

�M`./:(15)

Propiedades de la integral de longitud de arco

Demostración. Probemos la aseveración V). TenemosZ


f .z/ d z D
ˇ̌
ˇ
Z


f .z/ d z
ˇ̌
ˇ ei arg R f .z/d z H)

ˇ̌
ˇ
Z


f .z/ d z
ˇ̌
ˇ D

� Z


f .z/ d z
�
e� i arg

R
 f .z/d z :

Por tanto, si llamamos ‚ WD i arg
R

f .z/ d z, podemos escribir

ˇ̌
ˇ
Z


f .z/ d z
ˇ̌
ˇ D Re

�
e� i‚

Z


f .z/ d z
�
D
Z b

a

Re
�
e� i‚ f ..t// P.t/

�
d t

�
Z b

a

ˇ̌
ˇ e� i‚ f ..t// P.t/

ˇ̌
ˇ d t D

Z b

a

ˇ̌
f ..t//

ˇ̌ˇ̌ P.t/ˇ̌ d t D
Z


jf .z/jj d zj:

□

� Observación: No todas los arcos son rectificables, de hecho los arcos suaves a trozos piden
lo justo para que si lo sean. Ejemplos de arcos no rectificables hay muchos. Un arco continuo,
derivable en ningún punto, es la curva de Koch, que no es rectificable, esta se construye por un
método iterativo, se puede considerar un fractal, dado un segmento lo divides en tres trozos
iguales, retiras la parte central y añades dos lados de un triangulo equilátero, y así sucesiva-
mente.
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y

x

C



Arco continuo no recti�cable
Curva de Koch

C


x

y

Arco diferenciable no recti�cable
6 9 límites laterales derivada en x D 0

El seno del topó-
logo, que vimos en
el tema anterior co-
mo ejemplo de con-
junto cerrado, conexo
pero no conexo por
arcos, es un ejemplo
de arco C 1 fuera del
origen, continua pero
no derivable en x D
0 y sin límites latera-
les para la derivada,
además no es rectifi-
cable. Por último, el
arco  W Œ�1; 1� !
C, t 7! .t/ WD(
0; t D 0;
t C i t2 cos

�
�
t2

�
; t 2 Œ�1; 1� n f0g; es un arco diferenciable en Œ�1; 1�, de hecho su derivada

en el origen es cero, pero la derivada es discontinua en el origen, los límites laterales no existen.
Tampoco es rectificable.

iii.1.3. Teorema Fundamental del Cálculo complejo Del cálculo en una variable real
recordamos el importante Teorema Fundamental del Cálculo que liga la derivada con la integral
de Riemann. Una es la inversa de la otra; esto es, la integración se puede entender como la anti-
derivada, y calcular integrales reales se consigue hallando la primitiva del integrando. Vamos a
presentar un resultado análogo para una variable compleja, que nos va a abrir la puerta a ave-
nidas mucho más anchas y frondosas, a una teoría con diferencia más rica que la ya conocida
del caso real.

Sea F W A ! C una función holomorfa en el conjunto abierto A � C con derivada
F 0.z/ continua en A. Consideremos  W Œa; b� ! C un arco suave a trozos tal que
� � A. Entonces, Z



F 0.z/ d z D F..b// � F..a//:(14)

Y si el arco es un lazo, i.e., .a/ D .b/, entonces R

F 0.z/ d z D 0.

Teorema Fundamental del Cálculo en C

Demostración. Se sigue deZ


F 0.z/ d z D
Z b

a

F 0..t// P.t/ d t D
Z b

a

d.F ı /.t/
d t

d t D F..b// � F..b//:

□

iii.1.4. Independencia con respecto al camino de integración El Teorema Fundamen-
tal del Cálculo en variable compleja nos dice que el valor de la integral a lo largo de un arco
de la derivada de una función no depende del arco en si mismo, sino más bien de los puntos
de partida y llegada. Es decir que existe una independencia del arco o camino que elijamos.
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Este hecho, cuando se da, vamos a ver que es equivalente a la existencia de una antiderivada
(o primitiva).

Sea f W A! C una funcion continua en la región A. Entonces, las siguientes afirma-
ciones son equivalentes

i) El valor de la integral
R

f .z/ d z es independiente del arco escogido:Z

1

f .z/ d z D
Z
2

f .z/ d z;

para toda pareja 1 W Œa1; b1� ! C y 2 W Œa2; b2� ! C, de arcos suaves a
trozos, con 1.Œa1; b1�/; .Œa2; b2�/ � A, y que unan los puntos z1 D 1.a1/ D
2.a2/ 2 A con z2 D 1.b1/ D 2.b2/ 2 A.

ii) La integral sobre arcos cerrados es nulaZ


f .z/ d z D 0;

para todo  W Œa; b� ! C arco suave a trozos, � � A, cerrado, .a/ D
.b/ 2 A.

iii) La función f .z/ admite una antiderivada –una primitiva– en A. Esto es,
existe una función z 7! F.z/ holomorfa en A tal que f .z/ D F 0.z/ para
todo z 2 A.

Independencia del camino de integración

Demostración.

C

z0 z

ı

wr


A

x

y

Construcción de la antiderivada

I) , II). Para toda pareja f1; 2g de arcos suaves a trozos en A uniendo z1 con z2 te-
nemos que la cadena  D 1 � 2 es cerrada. Y viceversa, dado  W Œa; b� ! C un arco
suave a trozos en A cerrado, podemos escoger dos puntos distintos fz1; z2g � �, y 1 y 2,
arcos suaves a trozos, que unen z1 con
z2 y tales que  D 1 � 2. Para am-
bas situaciones tendremos

R

f .z/ d z DR

1
f .z/ d z�R

2
f .z/ d z, lo que implica

el resultado.
III))I). Hemos supuestof .z/ D F 0.z/
es una función continua en A, por tan-
to el teorema fundamental del cálculo
(14) nos conduce a que

R

f .z/ d z DR


F 0.z/ d z D F.z2/ � F.z1/ para todo

arco suave a trozos  que una los dos
puntos distintos z1 y z2 de A.
I))III). Sea z0 2 A y z 2 A otro pun-
to cualquiera en el dominio A de f .z/,
que hemos supuesto es una región y por
lo tanto conexa por arcos. Existirá pues
 W Œa; b� ! A � C un arco suave a
trozos que una z0 con z, denotemos tal arco por  . Entonces, la integral

R

f .�/ d �, dada la
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suposición de independencia del camino de integración elegido, sólo depende de los puntos ini-
cial y final. Definamos pues la función z 7! F.z/ WD R


f .�/ d �, que no depende de  . Veamos

que esta F.z/ es una función holomorfa con derivada F 0.z/ D f .z/, 8z 2 A, y así habremos
demostrado la implicación que hemos enunciado.

Para ello es necesario cierta preparación. En primer lugar, la continuidad de f .z/ implica
que, dado cualquier � positivo podemos encontrar un ı positivo tal que jf .�/� f .z/j < � para
todos los puntos � del disco D.z; ı/. En segundo lugar, para discutir el comportamiento del co-
ciente incremental F.w/�F.z/

w�z cuando w ! z, vamos a considerar como arco r que une a z con
w, el segmento rectilíneo entre ambos y, dado que w ! z, se puede asumir r � D.z; ı/ � A,
así que la cadena  C r es un arco suave a trozos que une z0 con w. Tendremos pues, dada la
independencia del camino de integración, que F.w/ D R

Cr
f .�/ d � y por tanto

F.w/ � F.z/ D
Z
Cr

f .�/ d � �
Z


f .�/ d � D
Z
Cr

f .�/ d � C
Z
�
f .�/ d � D

Z
Cr�

f .�/ d �

D
Z

r

f .�/ d �:

En tercer lugar, observamos que:
R

r
f .z/ d � D f .z/ R

r
d � D f .z/.w�z/. Esto es cierto ya que la

integral a lo largo del arco  de una función constante es el valor de esa función multiplicada por
el vector, número complejo, que une los extremos del arco. Finalmente, ya estamos preparados
para estudiar el comportamiento del cociente incremental de F.z/ frente a f .z/. ¡A por ello!ˇ̌

ˇ̌F.w/ � F.z/
w � z � f .z/

ˇ̌
ˇ̌ D

ˇ̌
ˇ̌F.w/ � F.z/ � .w � z/f .z/

w � z

ˇ̌
ˇ̌ D

ˇ̌
ˇ̌
R

r
f .�/ d � � R

r
f .z/ d �

w � z

ˇ̌
ˇ̌

D

ˇ̌
ˇ Rr

.f .�/ � f .z// d �
ˇ̌
ˇ

jw � zj �
R

r
jf .�/ � f .z/jj d �j
jw � zj � � `.r/

jw � zj D �:

siempre que jw�zj < ı, aquí hemos usado (14), la continuidad de f .z/, (15) y que `.r/ D jw�zj.
Por tanto, F 0.z/ D f .z/ como queríamos demostrar. □

§iii.2. Teorema de Cauchy

E
l teorema de Cauchy es una de las piedras angulares de la teoría de funciones de variable
compleja, viniendo a ser una forma global de las ecuaciones, de carácter local, de
Cauchy–Riemann. De las muchas formas y demostraciones que tiene nosotros veremos

sólo algunas. El resultado fundamental que subyace a todas las versiones es el siguiente:

Si una función es holomorfa en el interior de un arco, cerrado, y también sobre él,
entonces

R

f .z/ d z D 0.

¿Qué dice el Teorema de Cauchy?

Un ejemplo paradigmático, en donde no es aplicable, aparece cuando se toma f .z/ D 1
z

y
se integra en el arco simple t 7! .t/ D ei t . Efectivamente,

R
S1

d z
z
D R 2�

0
e� i t i ei t d t D 2� i. El
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problema en este caso, es que 1
z

no tiene antiderivada en C n f0g, sería el logaritmo, ¡pero no
en esa región!

iii.2.1. Una aproximación simple al teorema Queremos mostrar como el bien conocido
teorema de Green implica el teorema de Cauchy en sus versiones más sencillas. Una noción
preliminar es la de arco simple o de Jordan.

Un arco  W Œa; b�! C se dice simple o de Jordan si no se interseca a si mismo. Esto es,
si cuando para s; t tales que a � s < t � b se cumple que .s/ D .t/ necesariamente
se debe tener que s D a y t D b (i.e.,  es inyectiva).

Arcos simples o de Jordan

Dada una región R � R2 con una frontera @R que es un arco de Jordan suave a trozos,
orientado, recorrido en sentido antihorario, y dadas dos funciones P.x; y/ y Q.x; y/
diferenciables en R y con derivada continua, se tiene la fórmulaI

@R

�
P.x; y/ d x CQ.x; y/ dy� D

“
R

�@Q
@x
.x; y/ � @P

@y
.x; y/

�
d x dy:

Teorema de Green. I. Versión simple

Este resultado se puede entender como una reducción del teorema de Kelvin–Stokes en R3 cons-
treñido al plano xy. Esto es,

H
@R
F � d r D ’

R
rotF � dS para F D .P;Q; 0/, con rotF � dS D�

@Q

@x
� @P

@y

�
d x dy. También, el teorema de Green es equivalente al teorema de la divergencia

de Ostrogradski–Gauss reducido a 2D, con F D .�Q;P / y
’
D
divF dA D R

@R
F � d r .

Vamos a considerar una versión simple del teorema de Cauchy, que demostraremos con
ayuda una versión simple del teorema de Green y de las condiciones de Cauchy–Riemann. A
pesar de que es demasiado exigente en sus condiciones, captura la esencia del Teorema y su
demostración es fácil de entender. Cómo veremos más adelante el teorema de Cauchy en su
versión general no requiere que los arcos sean simples ni la derivada continua pero, para la
demostración que presentaremos ahora basada en el teorema de Green, si que son suposiciones
necesarias.

Sean  W Œa; b� ! C un arco suave a trozos, cerrado y simple, con D � C el interior
delimitado por el arco, @D D �, y la función compleja f W C! C, holomorfa y con
derivada continua sobre el arco  y su interior D. Entonces,Z



f .z/ d z D 0:

Teorema de Cauchy. I. Versión simple
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Demostración. Usando el Teorema de Green para el arco  recorrido en sentido antiho-
rario una vez obtenemosZ


f .z/ d z D
Z


�
u.x; y/ d x � v.x; y/ dy�C i

Z


�
u.x; y/ dy C v.x; y/ d x�

D �
Z
D

�@u
@y
.x; y/C @v

@x
.x; y/

�
d x dy

C i

Z
D

�@u
@x
.x; y/ � @v

@y
.x; y/

�
d x dy

teorema de Green

D 0 Cauchy–Riemann.

□

Una pregunta que cabe hacerse es ¿qué entendemos por interior/exterior de un arco cerrado?
La responderemos más adelante.

iii.2.2. Teorema de Cauchy para un rectángulo Vamos a simplificar la situación sobre
el circuito de integración lo que nos permitirá, cómo veremos, prescindir de la hipótesis de
continuidad de la derivada. Para ello seguiremos la técnica de la bisección introducida por
Édouardad Goursat en dos entregas, la primera en 1884 y 16 años después, en 1900, con una
versión que corrige la primera entrega. Más adelante, trataremos la complicada historia ¿cómo
no? de estos avances. Por ello, a este resultado a veces se le denomina Teorema de Cauchy–Goursat.
Centrémonos, por ahora, en el contenido matemático. Por cierto, el Teorema de Cauchy que
sigue tiene una versión correspondiente del Teorema de Green para un rectángulo, en donde
los que se asume es que @Q

@x
� @P

@y
es continuo o integrable, depende.

Sea R � C un rectángulo cerrado, NR D R, con sus lados paralelos a los ejes, y
denotemos su frontera por @R. Si f W A! C es holomorfa en el conjunto abierto A,
con R � A, entonces

R
@R
f .z/ d z D 0.

Teorema de Cauchy. II. Para un rectángulo

Demostración. Vamos a dividir el rectángulo R en cuatro rectángulos congruentes

fR.1/; R.2/; R.3/; R.4/g;
que se recorren en sentido antihorario. Por tanto, tendremos que

Z
@R

f .z/ d z D
Z
@R.1/

f .z/ d z C
Z
@R.2/

f .z/ d z C
Z
@R.3/

f .z/ d z C
Z
@R.4/

f .z/ d z;

ya que las contribuciones de la cruz central se cancelan entre si. Sea R1 � R uno de los cuatro
rectángulos donde se alcanza el máximo valor para el módulo de la integral.
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C

R

x

y C

R.1/ R.2/

R.3/R.4/ x

y

C

R.1/ R.2/

R.4/ R
.2/
1

R
.3/
1

R
.1/
1

R
.2/
2

R
.3/
2R

.4/
2

R3

x

y

Bisección de Goursat

Esto es,
ˇ̌ R
R1
f .z/ d z

ˇ̌ D mKaxi2f1;2;3;4g
ˇ̌ R
R.i/

f .z/ d z
ˇ̌
. Pero,

ˇ̌ R
@R
f .z/ d z

ˇ̌ � ˇ̌ R
@R.1/

f .z/ d z
ˇ̌Cˇ̌ R

@R.2/
f .z/ d z

ˇ̌Cˇ̌ R
@R.3/

f .z/ d z
ˇ̌Cˇ̌ R

@R.4/
f .z/ d z

ˇ̌ � 4
ˇ̌
ˇ RR1 f .z/ d z

ˇ̌
ˇ.

Podemos repetir este proceso otra
vez para el rectángulo R1, partirlo
en cuatro rectángulos congruentes˚
R
.1/
1 ; R

.2/
1 ; R

.3/
1 ; R

.4/
1

	
y elegir aquel

donde el módulo de la integral a lo
largo del correspondiente arco es
mayor, que llamaremos R2, R2 �
R1 � R, para el que tendremosˇ̌
ˇ
Z
@R

f .z/ d z
ˇ̌
ˇ � 4

ˇ̌
ˇ
Z
@R1

f .z/ d z
ˇ̌
ˇ

� 42
ˇ̌
ˇ
Z
@R2

f .z/ d z
ˇ̌
ˇ:

Volviendo a partir R2 en cuatro
rectángulos congruentes y seleccio-
nando uno, digamos R3, donde se
alcanza el máximo valor del mó-
dulo de la integral

ˇ̌ R
@R
f .z/ d z

ˇ̌ � 43ˇ̌ R
@R3

f .z/ d z
ˇ̌
. Este argumento lleva a una secuencia de

rectángulos encajados R � R1 � R2 � � � � � Rn � � � � con
ˇ̌ R
@R
f .z/ d z

ˇ̌ � 4nˇ̌ R
@Rn

f .z/ d z
ˇ̌
.

Si denotamos por pn D `.Rn/ al perímetro del rectángulo n-ésimo y por dn a la diagonal de
Rn, se satisface que pn D 2�np0 y dn D 2�nd0, y por ello pn �!

n!1 0 y dn �!
n!1 0. Por lo tanto,

1T
nD0

Rn D fag 2 R. Cómo a 2 Rn, para todo n, tendremos para z 2 Rn que jz�aj � dn D 2�nd0.
Dado un � > 0 arbitrario busquemos un ı > 0, suficientemente pequeño, tal que f .z/ es ho-
lomorfa en el disco D.a; ı/, centrado en la intersección de nuestra familia de rectángulos en-
cajados, que cumple |f .z/ � f .a/ � .z � a/f 0.a/j < �jz � aj, 8z 2 D.a; ı/ n fag. Esto siempre
se puede conseguir dado el carácter holomorfo de f .z/. Va a existir un N tal que si n � N

entonces dn � ı y Rn � D.a; ı/. También, debemos recordar que
R
@Rn

d z D R
@Rn

z d z D 0 y
por ello

R
@Rn

f .z/ d z D R
@Rn

�
f .z/�f .a/�f 0.a/.z�a/� d z. Por tanto, podemos escribir, para
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n � N , que
ˇ̌
ˇ
Z
@R

f .z/ d z
ˇ̌
ˇ � 4n

ˇ̌
ˇ
Z
@Rn

f .z/ d z
ˇ̌
ˇ D 4n

ˇ̌
ˇ
Z
@Rn

�
f .z/ � f .a/ � f 0.a/.z � a/� d z

ˇ̌
ˇ

� 4n
Z
@Rn

�jz � ajj d zj � 4n�dnpn

� �p0d0:

Cómo esto es cierto para todo � positivo, concluimos que
R

f .z/ d z D 0. □

Sean R � C un rectángulo cerrado, NR D R, con sus lados paralelos a los ejes, con
frontera @R, un abierto A que contiene al rectángulo R, R � A y una función f W
A ! C holomorfa en A n f�g, donde � 62 @R no yace en la frontera del rectángulo,
que además satisface lKım

z!�

�
.z � �/f .z/� D 0. Entonces, R

@R
f .z/ d z D 0.

Teorema de Cauchy. III. Generalizado para un rectángulo

Demostración.

C

A

R

C

�

ı

ı

x

y

Bisección de Goursat para el caso generalizado

El caso � 62 .R n @R/ cae en la situación ya contemplada en el Teorema de Cauchy para
el rectángulo. Supongamos pues que � 2 R n @R. De lKım

z!�
.z � �/f .z/ D 0 deducimos que para

todo � > 0 existe algún ı > 0 tal
que jz � �jjf .z/j < � si jz � �j < ı

y z ¤ �. Escojamos un número posi-
tivo ı, suficientemente pequeño, de
modo que el cuadrado C � R de la-
dos paralelos a los ejes con centro en
� y lado de longitud ı > 0, es tal que
jf .z/.z��/j < � cuando z 2 C nf�g.
Esto es, jf .z/j < �

j.z � �/j para todo

z 2 C n f�g. Partamos ahora el rec-
tángulo en nuevos rectángulos, tal
cómo se indica en la figura. En total
hay 9 rectángulos. Por el Teorema
de Cauchy para rectángulos, recién
demostrado, sabemos que las inte-
grales en 8 de esos contornos se anu-
lan, sólo sobrevive la de C . Por tan-
to,

R
@R
f .z/ d z D R

@C
f .z/ d z. Pe-

ro en @C se verifica que jf .z/j <
�
jz�� j � �

ı
2

D 2�
ı

, ya que jz � �j � ı
2
, 8z 2 @C . Por tanto, podemos acotar el módulo de la
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integral como sigue
ˇ̌
ˇ R@R f .z/ d z

ˇ̌
ˇ D

ˇ̌
ˇ R@C f .z/ d z

ˇ̌
ˇ � `.@C /mKaxz2@C jf .z/j � `.@C /2�ı D 8�.

Así pues, al ser cierto para cualquier � > 0, por muy próximo que sea a cero, deducimos queR
@R
f .z/ d z D 0. □

iii.2.3. Homotopía Vamos a discutir a ver una versión más moderna y geométrica del
resultado de Cauchy. Se basa en un concepto topológico profundo, el de la homotopía, del
griego homos (similar) y tópos (lugar). En Topología dos funciones continuas entre dos espacios
topológicos son homótopas si una puede ser deformada de forma continua en la otra.

Dada una región A � C, consideramos dos arcos continuos 1; 2 W Œa; b� ! C,
cuyas imágenes están incluidas en la región A. Además suponemos que, o bien tienen
extremos iguales z1 D 1.a/ D 2.a/ y z2 D 1.b/ D 2.b/, con z1 ¤ z2, o bien
son dos curvas cerradas continuas. Diremos que ambos arcos son homótopos en A
si podemos deformar continuamente uno en el otro permaneciendo en A; esto es,
existe una aplicación continua H W Œ0; 1� � Œa; b� ! A, tal que H.0; t/ D 1.t/ y
H1.1; t/ D 2.t/. En el caso de arcos abiertos tendremos H.s; a/ D z1 y H.s; b/ D z2,
8s 2 Œ0; 1� y cuando son cerrados fH.s; t/gs2Œ0;1� es una familia de arcos continuos y
cerrados.

Homotopía de arcos

C

z1
z2

1

2

H
x

y

C

2
1 x

y

Homotopía de arcos

Una región A � C se dice simplemente conexa si todo arco cerrado continuo  W
Œa; b�! C, � � A, es homótopo a un punto.

Región simplemente conexa
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y

x



A

C

Región no simplemente conexa

Es decir una región simplemen-
te conexa no sólo es conexa es que
además no tiene agujeros, tal como
se muestra en la figura. La curva 
que rodea el agujero no es deforma-
ble, no es homótopa a un punto, ya
que rodea el agujero que no perte-
nece a la región A. Si una región
es simplemente conexa su com-
plementario es conexo. También
es cierto que la frontera de una re-
gión simplemente conexa es co-
nexa, no tiene más de una compo-
nente conexa. Un región A es conve-
xa si dados dos puntos del mismo z1; z2 2 A el arco, rectilíneo, que los une,  W Œ0; 1� ! C,
t 7! .t/ D .t �1/z1C tz2, pertenece al conjunto .Œ0; 1�/ � A. Una región A se dice estrellada
si contiene al menos un punto que pueda unirse con cualquier otro de la región mediante un
segmento rectilíneo que está contenido en la región.

C
y

x

Región estrellada no convexa

Una región convexa es estrellada pero, en ge-
neral, el reciproco no es cierto, existen regio-
nes estrelladas no convexas. Las regiones es-
trelladas son ejemplos de regiones simple-
mente conexas. Efectivamente, dado un ar-
co cerrado en un conjunto estrellado existe al
menos un punto tal que de él irradian seg-
mentos rectilíneos a todos y cada uno de los
puntos de arco, con estos segmentos construi-
mos la homotopía. El concepto de simplemen-
te conexo y la presencia de agujeros se debe
revisar cuando se trata de dimensiones supe-
riores a D D 2. Por ejemplo, en el espacio
tridimensional, ya no es equivalente a no te-
ner agujeros. Por ejemplo, una bola de radio
R centrada en el origen a la que se le extrae
una bola de radio r , r < R, centrada en el
origen es simplemente conexa, ya que siem-
pre podemos deformar un arco en otro. Esto
lo podemos hacer debido a la existencia de

una tercera dimensión. Sin embargo, si cambiamos esfera centrado en el origen por cilindro
con eje el eje z tendremos una región no simplemente conexa.
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Sean  un arco suave a trozos cerrado y homótopo a un punto en la región A y
f W A ! C una función holomorfa en A. Entonces,

R

f .z/ d z D 0.

Teorema de Cauchy. IV. Versión homotópica

Sean  un arco suave a trozos cerrado y homótopo a un punto en la región A y
f W A ! C una función holomorfa en A n f�g, donde � 2 A n �, cumpliendo que
lKım
z!�

.z � �/f .z/ D 0. Entonces, R

f .z/ d z D 0.

Teorema de Cauchy. V. Versión homotópica generalizada

Para regiones simplemente conexa podemos ampliar el resultado, incluyendo la existencia
de antiderivadas.

Sean A � C una región simplemente conexa, f W A! C una función holomorfa en
A y  un arco suave a trozos y cerrado con � � A. Entonces,

i)
R


f .z/ d z D 0.

ii) La función f .z/ tiene antiderivada.

Teorema de Cauchy. VI. En regiones simplemente conexas

Cuando los arcos no son cerrados, pero son homótopos entre si, llegamos a la siguiente
versión del Teorema de Cauchy.

Sean 1 y 2 dos arcos suaves a trozos homótopos en una región A y f W A ! C una
función holomorfa en A. Entonces,

R
1
f .z/ d z D R

2
f .z/ d z.

Teorema de deformación

y

x



C
y

x



C

y

x



C
y

x



C

Partición en cuadrados in�nitesimales

Subrayemos que todas las extensiones del Teorema de Cauchy que hemos discutidos son
igualmente aplicables al teorema de Green. Por tanto, se podía haber discutido el teorema de
Green homotópico y después deducir de él el Teorema de Cauchy homotópico. El Teorema
de Cauchy para el rectángulo (la versión de Goursat) sugiere la demostración del Teorema
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de Cauchy homotópico. En efecto, se trata de recubrir el interior de la curva  por baldosas
cuadradas fCj gj de lado ı, y considerar el embaldosado interior C D [jCj . Su frontera @C
será una línea quebrada. Hay que refinar, y así para todo � > 0, buscar una longitud del lado ı

suficientemente pequeño, para que @C y  se parezcan lo suficiente, y tengamos
ˇ̌
ˇ R f .z/ d z �R

@C
f .z/ d z

ˇ̌
ˇ < �. Pero, como

R
@C
f .z/ d z D P

j

R
@Cj

f .z/ d z, y por el Teorema de Cauchy–

Goursat todos los sumandos
R
@Cj

f .z/ d z son cero, la integral final también será cero.

iii.2.4. La idea amplitwist para explicar el Teorema de Cauchy Como se aprecia del
argumento anterior para entender el Teorema de Cauchy basta con hacerlo a nivel infinitesimal
en un cuadrado suficientemente pequeño de lado ı y analizar como actúa la función f .z/

sobre él. Para simplificar asumiremos que f .z/ es conforme en el cuadrado infinitesimal , i.e.,
f 0.z/ ¤ 0.

y

x

C
u

v

C

w D f .z/

C

z1 z2

z3z4

�

i�

��

� i� ı

ı

f .z1/

f .z2/

f .z3/

f .z4/

p

q

Interpretación amplitwist del teorema de
Cauchy

La figura ilustra –para ı suficientemente pequeño– como la transformación z 7! w D f .z/

amplifica y rota el cuadrado infinitesimal original, el amplitwist. La integral
R
C
f .z/ d z para

este cuadrado infinitesimal se podrá aproximar por la suma de Riemann siguienteZ
C

f .z/ d z � f .z1/.z2 � z1/C f .z2/.z3 � z2/C f .z3/.z4 � z3/C f .z4/.z1 � z4/;
que en términos de � WD z2 � z1, esZ

C

f .z/ d z � f .z1/�C f .z2/ i� � f .z3/� � f .z4/ i�
D .p C i q/�

donde p WD f .z1/ � f .z3/ y q WD f .z2/ � f .z4/. Pero, dado que la transformación es un
amplitwist, solo amplifica y rota, ya que es holomorfa, tendremos que p C i q D 0, como se
ve en la figura arriba. Por tanto,

R
C
f .z/ d z � 0. Cómo esto es cierto para todo cuadrado

infinitesimal, su suma, que es la integral debe ser también cero. (Este cálculo es valido para
otras sumas de Riemann convenientemente escogidas.)
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El teorema de Cauchy no es más que una manifestación global de que una función ho-
lomorfa es localmente un amplitwist. Que a su vez que es equivalente a las condiciones,
que son locales, de Cauchy–Riemann.

Teorema de Cauchy vs amplitwist

iii.2.5. La carta de Gauss a Bessel de diciembre de 1811 y el Teorema de Cauchy En
la mencionada carta de Gauss a Bessel del 18 de diciembre de 1811 se puede leer: “La integralR
'x � d x tendrá siempre el mismo valor a lo largo de dos diferentes caminos si nunca 'x D 1 en

el espacio entre las curvas que representan los caminos. Este es un bello teorema que no es difícil de
demostrar que daré en una oportunidad adecuada . . . En cualquier caso esto hace inmediatamente claro
porque cualquier función que provenga de una integral

R
'x � d x puede tener muchos valores para un

único valor de x, ya que uno puede ir alrededor de un punto donde 'x D1 o nunca, o una vez, o varias
veces. Por ejemplo, si uno define log x por

R
dx
x

, comenzando en x D 1, uno llega al logaritmo o bien sin
dar la vuelta x D 0 ó dando vueltas alrededor de él una o varias veces; cada vez la constante C2� i ó
�2� i entra; de modo que la multiplicidad de los logaritmos está bastante clara.” Gauss, parece que
no tuvo esa oportunidad de desarrollar estos temas. Sin embargo, es meridianamente claro que
acababa de hacer un hallazgo fundamental en la teoría de integración de funciones complejas.
En cualquier caso, por el descubrimiento e, igualmente importante, publicación y demostración,
el crédito por el descubrimiento del Teorema de Cauchy se lo merece Cauchy.

Párrafo de la carta de Gauss a Bessel, 18/12/1811
Werke 8, 90-92
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iii.2.6. La demostración de Cauchy del Teorema de Cauchy: usando cálculo variacio-
nal Fue en 1825 cuando Cauchy publica su Mémoire sur les intrégales définies, a la que se puede
considerar su obra maestra, y que fue consecuencia de una memoria que presentó a la Académie
des Sciences el 28 de febrero de ese mismo año. Cómo veremos, no se basa en el Teorema de
Green sino en un argumento variacional, ya que toma variaciones de los arcos y observa que la
derivada variacional es nula para todo arco. Para ello se requiere, tácitamente, que la derivada
del integrando sea continua. También publicó en abril de ese mismo año un breve resumen del

Párrafos de Cauchy
Mémoire sur les intrégales dé�nies (1825)

trabajo, que tenía más de 70
páginas, en el Bulletin de Fé-
rrusac. En octubre de 1825 vol-
vió a realizar otro resumen aña-
diendo ejemplos y lo publicó
en Annales de Gergonne. En es-
ta memoria analiza como ex-
tender los resultados de traba-
jos suyos previos sobre el sig-
nificado de

R X
x0
f .x/ d x, don-

de x0 y X son números reales
y f .x/ es una función real o
imaginaria. Parece que, motiva-
do por analogía, Cauchy avan-
za hacia el caso complejo y
considera expresiones del tipoR XCiY
x0Ciy0 f .z/ d z, como el límite

de sumas de productos de la
forma

P
n.xn � xn�1 C i.yn �

yn�1//f .xn�1C iyn�1/ que con-
verge a medida que n crece. Las
secuencias de valores fxngn y
fyngn se pueden obtener con-
siderando dos funciones reales
x D �.t/, y D �.t/, monóto-
nas y continuas en el interva-
lo Œt0; T �, tales que �.t0/ D x0,
�.T / D x, �.t0/ D y0 y �.T / D
y y con valores xj D �.tj /,
yj D �.ti/, que corresponden
a valores t0 < t1 < : : : <

T . (Esto es, ha introducido un
arco y una partición del mis-
mo.) Lo que le permite escri-
bir para el valor de la integralR XCiY
x0Ciy0 f .z/ d z la siguiente ex-

presión A C iB D R T
t0

�
� 0.t/ C

i�0.t/
�
f
�
�.t/C i�.t/

�
d t ; esto

es, una integral de una función
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imaginaria entre límites reales, de las que hemos mencionado y que ya había estudiado dos
años atrás. Suponiendo que f .z/ es finita y continua entre los límites de integración, procede

Párrafos de Cauchy
Mémoire sur les intrégales dé�nies (1825)

a demostrar, usando el cálculo
de variaciones, que la integral
es independiente de la naturaleza
de las funciones �.t/ y �.t/. Las
variaciones infinitesimales que
considero eran del tipo �u.t/,
�v.t/, siendo � un parámetro
pequeño y u.t/ D v.t/ D 0

en los extremos t D t0; T . Cal-
cula la variación de la integral
como serie de potencias en �

y prueba, integrando por par-
tes, que la primera variación,
el coeficiente que acompaña al
termino lineal en �, dado porR T
0

�
.u C i v/.x0 C iy 0/f 0.x C

iy/C.u0Ci v0/f .xCiy/
�
d t , es

cero. Es decir la variación de la
integral es nula ante cambio de
arcos. Esta es su demostración
del Teorema de Cauchy. Obsérve-
se que el cálculo de la prime-
ra variación requiere, implícita-
mente, la existencia de f 0.z/ y
de sea integrable (que se consi-
gue si la derivada es continua).

iii.2.7. Una tensión ma-
temática y el debate ameri-
cano El Teorema de Cauchy
fue demostrado muchas veces
a lo largo del siglo XIX, des-
de Cauchy, utilizando calculo
de variaciones a Goursat, có-
mo hemos visto. Habitualmen-
te se asume que la simplifi-
cación esencial de poder rela-
jar la continuidad de la deri-
vada a la mera holomorfía de
la función f .z/ se debe al ma-
temático fránces Édouard Jean-

Baptiste Gourstat. Sin embargo, en realidad, la mayor parte del crédito habría que otorgárselo
al matemático alemán Alfred Pringsheim.
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Édouard Gourstat
(1858-1936)

Alfred Pringsheim
(1850-1941)

Goursat: Démonstration du theórème de Cauchy
Acta Mathematica 4 (1884) 197–200

Posiblemente la primera de-
mostración clara y general del
Teorema de Cauchy aparece en
el ya mencionado libro Theórie
des fonctions elliptiques de Char-
les Briot y Jean-Claude Bou-
quet. No en su primera edi-
ción de 1859 sino en la edición
revisada de 1875, que contenía
una demostración rigurosa del
teorema de Cauchy en regio-
nes estrelladas. Para demostrar-
lo consideraron un arco cerra-
do en la misma y luego reesca-
laron la curva. Esta prueba asu-
mía tácitamente la continuidad
de la derivada. Las contribucio-
nes de Goursat en el tema tie-
nen dos momentos. En primera
instancia publica en 1884 un ar-
tículo breve, de cuatro páginas,
titulado Démonstration du theórè-
me de Cauchy. En este trabajo se
asumía la existencia de la de-
rivada y la verdad del Teorema
de Cauchy para

R

d z y

R

z d z.

Dividía la región delimitada
por el arco cerrado  en cua-
drados de lado de longitud �,
determinados por dos familias
de lineas paralelas. Para cada cuadrado Ci escogía un punto en su interior zi y llamaba
"i D f 0.zi/� f .z/�f .zi /

z�zi . Entonces, para cuadrados en el interior de la curva, los que no contie-
nen trozos el arco, demostraba que

R
@Ci
f .z/ d z D .f .z/ � zif 0.zi//

R
@Ci

d z Cf 0.zi/
R
@Ci
z d z
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C R
@Ci
"i.z � zi/ d z. Las dos primeros términos a la derecha se anulan y el tercero se aco-

ta por
ˇ̌ R
@Ci
"i.z � zi/ d z

ˇ̌
< 4�i�

2p
2

. Razonaba de forma similar para aquellos cuadrados que

intersecaban al arco, obteniendo para ellos una acotación. Esto le condujo a
ˇ̌ R

f .z/ d z

ˇ̌
<

.mKaxi "i/
p
2.4A0 C S/, donde A0 es el área de todos los cuadrados encerrados por el arco y

S la longitud del arco. Esto es, la integral la podemos hacer tan pequeña como queremos. El
Teorema de Cauchy estaba demostrado, decía Goursat.

Pringsheim: Ueber den Cauchy’schen Integralsatz
Sitzungsberichte der math-phys. Classe der Königliche Akademie

der Wissenschaften zu München 25 (1895) 39–720

Pero Pringsheim discrepa-
ba, y en 1895 en el artículo
Ueber den Cauchy’schen Integral-
satz afirmo que no, que el fran-
cés se equivocaba. El proble-
ma estribaba en que Goursat
asumía, implícitamente, que el
cociente incremental convergía
uniformemente a la derivada en
la región delimitada por el ar-
co. Esto es equivalente a afir-
mar que la derivada es una fun-
ción continua. Ese fue el ta-
lón de Aquiles del primer ar-
ticulo de Goursat, justo al fi-
nal, donde realizaba esta su-
posición peligrosa. Continua el
prusiano con su prueba del teo-
rema de Cauchy. Considera ar-
cos continuos y demuestra el
teorema para regiones acota-
das por arcos tipo escalera y, a
continuación, lo extiende a cur-
vas continuas, que son límites
de estos arcos escalonados. En
un segundo artículo ese mismo
año Pringsheim, titulado Zum
Cauchy’schen Integralsatz, en la
misma revista muniquesa, acla-
ra la relación entre el cocien-
te incremental y la derivada,
dando una prueba sencilla de
que la continuidad de la de-
rivada implicaba la convergen-
cia uniforme del cociente incre-
mental a la derivada. Esto es,

para Pringsheim, el trabajo de Goursat contenía una demostración más simple de un gran re-
sultado pero, en ningún caso, suponía una relajación en las exigencias de continuidad de la
derivada.

El debate americano y las Transactions Y entonces llego el debate americano. En el pri-
mer número de una revista, que después se convertiría en una de las mejores en Matemáticas,
las Transactions de la American Mathematical Society. Publicaron sendos artículos, por invi-
tación, Goursat y Eliakim Hastings Moore (un matemático americano que también invento los
quasideterminantes).
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Goursat
Sur la de�nition générale des fonctions analytiques, d’aprés Cauchy
Transactions of the American Mathematical Society 1 (1900) 14-16

El de Goursat se titu-
laba Sur la definition gé-
nérale des fonctions analyti-
ques d’aprés Cauchy y el de
Moore A simple proof of the
fundamental Cauchy–Goursat
Theorem (Transactions of the
American Mathematical So-
ciety 1 (1900) 499-506). Am-
bos fueron contestados por
Pringsheim, un año más
tarde, en la misma revis-
ta, con el articulo Ueber
den Goursat’schen Beweis des
Cauchy’schen Integralsatzes. En
su artículo, Goursat estable-
ce el lema de Goursat: para
cualquier � > 0 cualquier re-
gión acotada R por un ar-
co cerrado simple  se pue-
de dividir en porciones tal
que se cumple jf .z/�f .z0/�
.z�z0/f 0.z0/j < jz�z0j� con
z recorriendo la frontera de
la porción y z0 un punto fi-
jo en el interior de la misma.
Con ella pudo probar final-
mente el teorema de Cauchy
exigiendo solamente la holo-
morfía de la función. El teo-
rema de Cauchy que presen-
tó Moore era para una fun-
ción univaluada continua y
con derivada univaluada en
una región acotada por un
arco. Asumía que: 1) El arco
se encontraba con líneas pa-
ralelas a los ejes a lo sumo
en un número finito de puntos, 2) Que si una secuencia de cuadrados de lados paralelos a los
ejes convergía a un punto A del arco, entonces el cociente de la suma de las longitudes de los
trozos de arco en cada porción con respecto al perímetro de los cuadrados se podía acotar
convenientemente.
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Pringsheim
Ueber den Goursat’schen Beweis des Cauchy’schen Integralsatzes

Transactions of the American Mathematical Society 2 (1901) 413-421

Pringsheim de nuevo ob-
jetó sobre ambos trabajos en
la misma revista al año si-
guiente. En su artículo titu-
lado Ueber den Goursat’schen
Beweis des Cauchy’schen Inte-
gralsatzes criticaba de Gour-
sat el hecho de escoger cua-
drados congruentes, ya que
esto conduce a una restric-
ción innecesaria sobre las
curvas que se pueden tra-
tar. Sobre el de Moore se-
ñalo que su primera con-
dición era insuficiente, po-
niendo el ejemplo de la
curva y D x2 sen.x�1/.
Finalmente, Pringsheim, en
1903, en el articulo titulado
Der Cauchy–Goursat’sche Inte-
gralsatz und seine Obertragung
auf reelle Kurven-lntegrale, Sit-
zungsberichte der math-phys.
Classe der Königliche Aka-
demie der Wissenschaften
zu München 33, 673-682,
demostró que dadas dos fun-
ciones P.x; y/ y Q.x; y/ di-
ferenciables en el interior y
sobre el borde de un triangu-
lo 4, suponiendo que @P

@y
D

@Q

@x
, se tiene

R
4.P.x; y/ d xC

Q.x; y/ dy/ D 0. El teore-
ma de Cauchy se sigue to-
mando P.x; y/;Q.x; y/ co-
mo las partes real e imagina-
rias de la función f .z/.

A pesar de la contribu-
ciones notables de Goursat en este campo, parece que fue Pringsheim el que dio con la demos-
tración precisa relajando la continuidad de la derivada. De hecho, al final, volvió al teorema
de Green, pero relajando las condiciones sobre los campos, no pidiendo la continuidad de las
derivadas. Estos temas los trataremos someramente cuando discutamos la teoría homológica.
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§iii.3. Fórmula integral de Cauchy

C
onsecuencias del Teorema de Cauchy hay muchas, variadas y de gran alcance. Una
primera e importante conclusión que extraemos es la fórmula integral de Cauchy, que
permite conocer el valor de una función holomorfa en el interior de un arco cerrado en

términos de la integral sobre el arco. De la formula integral de Cauchy se cosechan, a su vez,
infinidad de frutos. Por ejemplo, que la holomorfía implica la existencia de todas las derivadas,
y las correspondientes fórmulas integrales para las derivadas, y de aquí las cotas de Cauchy, y
el Teorema de Liouville y el Teorema Fundamental del Álgebra.

iii.3.1. Índice de un arco cerrado Discutimos ahora como contar cuantas vueltas da un
arco alrededor de un punto dado.

Sea  W Œa; b� ! C un arco suave a trozos cerrado y z0 62 � un punto en C que no
yace en el arco. Definimos el índice de z0 respecto a  (o de  con respecto a z0, como
se desee) como

n.; z0/ WD 1

2� i

Z


d z

z � z0
:

Índice

y

x



z0

r

C

Arco circular que da 10 vueltas
en sentido antihorario

Por ejemplo, si  W Œ0; 2n�� ! C con t 7!
.t/ WD z0 C r ei t , z0 2 C y r > 0, un simple
cálculo nos lleva a n.; z0/ D 1

2� i

R 2�n
0

i r ei t d t
r ei t

D n.
El índice es justo el número de vueltas que se dan
alrededor de z0, el centro del círculo, sobre la cir-
cunferencia de radio r con ese mismo centro. Si
la curva fuera t 7! .t/ WD z0 C r e� i t , es decir
gira en sentido horario, al contrario que antes, ob-
tenemos n.; z0/ D �n. Parece pues que el valor
absoluto de este índice mide el número de vueltas,
y su signo determina el sentido en que se gira.

También, observamos que si z0 es un punto
en el exterior del arco  , el índice debe ser ce-
ro, n.; z0/ D 0. Esto es necesariamente así por el
Teorema de Cauchy, ya que 1

z�z0 es holomorfa en
A D C n fz0g y el arco es homótopo a un punto
en la región A —ya que no contiene a z0 en su in-
terior. Veamos que efectivamente este es un buen
candidato para medir el número de vueltas de un

arco alrededor de un punto dado.

Sea  W Œa; b� ! C un arco suave a trozos cerrado y z0 62 � un punto en C que no
yace en el arco. Entonces, el índice toma valores enteros n.; z0/ 2 Z.

El índice es un número entero
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Demostración. La función h.t/ WD R t
a

P.s/
.s/�z0 d s satisface h.a/ D 0 y h.b/ D 2� in.; z0/.

Además, cómo Ph.t/ D P.t/
.t/�z0 podemos deducir que e�h.t/

�
.t/� z0

�
es una función constante.

Luego e�h.a/
�
.a/ � z0

� D e�h.b/
�
.b/ � z0

�
, esto es e�2� in.;z0/ D 1. □

iii.3.2. El índice y el Teorema de Cauchy El índice de un punto con respecto arco
es un elemento importante para construir la fórmula integral de Cauchy, como veremos en las
próximas subsecciones. Pero también nos da una nueva perspectiva sobre el Teorema de Cauchy.
Discutamos un momento sobre el concepto el interior de un arco cerrado. En principio, para las
curvas de Jordan, es decir curvas cerradas y simples se puede afirmar, según reza el teorema de
Jordan, que C n � se divide en dos componentes conexas, una de ellas acotada, que se llama
interior, y otra no acotada, el complementario, que se llama exterior. El problema radica en
que nosotros hemos permitido curvas no simples, que se autointersecan, ¿Cómo se extiende
este concepto de interior a curvas no simples? Una interesante posibilidad es la siguiente.

Sean  un arco suave a trozos cerrado en la región A, su interior se define como

Int./ WD fz 2 C W n.; z/ ¤ 0g;
y su exterior

Ext./ WD fz 2 C W n.; z/ D 0g D C n Int./:

Interior/exterior de un arco

y

x



C

Int./
n.; z/ D 1

Int./

n.; z/ D �1

Int./

n.; z/ D 1

Ext./
n.; z/ D 0

1

2

3

4

5

6

7

8

Arco con tres autointersecciones, pero con
interior y exterior claros

Es decir, un punto es exterior a un
arco  si éste no gira alrededor de él,
en tanto que un punto es interior al
arco, si tenemos que  da al menos
una vuelta alrededor de él.

Veamos algunos ejemplos. En la
figura adjunta vemos tres puntos
de autointersección, las regiones sal-
món y verde son el interior y tienen
índices 1 y �1, respectivamente, la
región blanca es el exterior. Se han
numerado ocho puntos del arco pa-
ra que quede claro el sentido en que
se recorre. Se observa que las región
salmón tiene como frontera dos ar-
cos de Jordan suaves cerrados, diga-
mos 1; 3 que se recorren en senti-
do antihorario una vez, en tanto que
la región verde está encerrada por

un arco suave de Jordan cerrado �2, que se recorre en sentido horario una vez. Como cadenas
podemos escribir,  D 1 � 2 C 3.

Veamos ahora un ejemplo más complicado, en donde ya no es tan claro que es el interior o el
exterior y el índice permite una clasificación sistemática. Este es un arco que tiene una variedad
de autointesecciones y no es obvio lo que es interior o exterior. Para que sea vea claramente
el sentido en que se recorre hemos marcado los puntos f1; 2; : : : ; 15g que serán consecutivos al
recorrer el camino.
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y

x


C

n D 2n D 2 n D �1n D �1

n D 1

n D 0

n D 0

n D 0

n D 0

1

2

3

4

5

6

78

9

10

11

12

13

14

15

1

2

�3

�4

�5

6

�7

�8

Arco con seis autointersecciones, pero con
interior y exterior menos claramente de�nidos

El criterio del ín-
dice, sin embargo, nos
informa claramente de
lo que es exterior, lo
que está coloreado en
blanco, y la curva no
da ninguna vuelta al-
rededor de sus pun-
tos. El resto de co-
lores corresponden a
a puntos del interior,
que tienen diferentes
índices, 2 el conjun-
to de color verde ma-
rino, 1 el coloreado
de marrón arenoso y
�1 el conjunto colo-
reado de azul celeste.
También, vemos que
el arco es una cadena
 D 1C2�3�4�
5 C 6 � 7 � 8.

Una vez que tene-
mos claro el concep-
to de interior y exte-
rior para una curva
cerrada no simple for-
mulamos el Teorema
de Cauchy como si-
gue. (Es un adelanto de la versión homológica que veremos más adelante.)

Sean  un arco suave a trozos cerrado y f W A ! C una función holomorfa en
Int./ � A, el interior del arco  . Entonces,

R

f .z/ d z D 0.

Teorema de Cauchy. VII. El índice

z0 z0 z0 z0

Homotopía del arco: liberando a z0

Esto es, para aplicar el teorema
de Cauchy, en el interior de la
curva no puede haber singula-
ridades, pero en el exterior sí.
Fijémonos en la región blanca
marcada por los puntos f3; 5g y
en la región marcada por f2; 6g.
¿Por qué si tengo f .z/ holomor-
fa con una única singularidad
en z0, donde no es holomorfa,

en la región blanca f3; 5g tenemos
R

f .z/ d z D 0? Porque, dado donde se sitúa el agujero o la
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singularidad, el arco se deforma continuamente a uno que no lo contenga. Esto no lo podemos
hacer con la región f2; 6g, ya que el arco atravesaría la zona prohibida, la singularidad, en su
deformación continua ¡coger papel y lápiz y dibujarlo!

iii.3.3. La fórmula integral Vamos a estudiar la fórmula integral de Cauchy y su exten-
sión para expresar las derivadas de una función holomorfa en una región.

Sean una región A � C, una función f W A ! C holomorfa en A y un arco  W
Œa; b� ! A que es suave a trozos y homótopo a un punto en A. Entonces, para todo
número complejo z0 2 A que no yazca en el arco, z0 62 �, se cumple que

n.; z0/f .z0/ D 1

2� i

Z


f .z/

z � z0
d z:

Fórmula integral de Cauchy. I

Demostración. La función cociente incremental

g.z/ WD
(
f .z/�f .z0/

z�z0 ; z ¤ z0;
f 0.z0/; z D z0;

es holomorfa en A n fz0g y satisface lKımz!z0
�
.z � z0/g.z/

� D 0. Por ello, al aplicar el teorema
de Cauchy generalizado a g.z/ se obtiene

0 D
Z


g.z/ d z D
Z


f .z/ � f .z0/
z � z0

d z ya que z0 62 �

D
Z


f .z/

z � z0
d z � f .z0/

Z


d z

z � z0
D
Z


f .z/

z � z0
d z � 2� if .z0/n.; z0/:

□

� Observaciones:

Cuando el arco de integración sólo da una vuelta alrededor de z0 la fórmula integral
de Cauchy adopta la forma

f .z0/ D 1

2� i

Z


f .z/

z � z0 d z:

Llama la atención que, conociendo sólo los valores de f .z/ sobre el arco cerrado,
podamos conocer todos los valores de f .z/ en la región delimitada por este arco.
En particular, si f .z/ tiene un valor constante C 2 C sobre el arco, f .z/ D C , 8z 2 �
y n.; z0/ ¤ 0 entonces f .z0/ D C . Esto es, si el arco es cerrado y f .z/ es constante
sobre el arco lo es en todo su interior. Ciertamente esto es excepcional, una función
diferenciable en R2, constante sobre un arco cerrado, no es, en general, constante en
su interior, por ejemplo u.x; y/ D x2 C y2 es contante sobre los círculos concentricos
con centro en el origen, y obviamente no es una función constante.
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También es llamativo que al derivar, formalmente, la fórmula de integral de Cauchy
deducimos

dk f

d zk
.z/ D kŠ

2� i

Z


f .w/

.w � z/kC1 dw;

y parece que existen todas las derivadas. Para ver que esta manipulación formal es
correcta necesitamos aprender como se derivan las integrales de tipo Cauchy, que
llamaremos transformadas de Cauchy.

�Ejemplo: Si se nos requiere evaluar la integral
R


d z
z2C1 , donde  recorre la circunferencia

fz W jzj D 2g en sentido antihorario una vez, podemos proceder de la siguiente manera. En
primer lugar, observamos que z2C1 D .zCi/.z�i/, y que por ello deducimos la descomposición

en fracciones simples siguiente 1
z2C1 D i

2

�
1
zCi � 1

z�i
�
. Por tanto,

R


d z
z2C1 D i

2

� R


d z
zCi �

R


d z
z�i
�
.

Pero, la fórmula integral de Cauchy nos dice que
R


d z
zCi D

R


d z
z�i D 2� i y, por tanto, concluimos

que
R


d z
z2C1 D i

2
2� i.1 � 1/ D 0. Más aún, si lo que se nos pide es calcular

R


sen z
z2C1 d z, un

razonamiento análogo nos conduce aZ


sen z

z2 C 1 d z D
i

2

� Z


sen z

z C i
d z �

Z


sen z

z � i
d z
�
;

la fórmula integral de Cauchy implica que
R


sen z
zCi d z D �

R


sen z
z�i d z D 2� i sen i D �

e
.1 � e2/.

Por lo que
R


sen z
z2C1 d z D �

e
.1 � e2/ i.

iii.3.4. Transformadas de Cauchy y formula integral de Cauchy para las derivadas.
Teorema de Morera

Dado un arco  W Œa; b�! C y una función integrable g W � ! C, la función

Cg.z/ WD 1

2� i

Z


g.�/

� � z d �;

definida para z 62 �, se dice transformada de Cauchy de g en  .

Transformada de Cauchy. I

Vamos a ver que la transformada de Cauchy toma una función integrable y acotada sobre un
arco rectificable y devuelve una función compleja infinitamente derivable.

Sea un arco  W Œa; b�! C suave a trozos y una función integrable y acotada g W � !
C. Entonces, la transformada de Cauchy Cg.z/ es una función compleja infinitamente
derivable en C n �, estando la derivada k-ésima, k 2 f1; 2; : : : g, para z 62 �, dada
por la fórmula

1

kŠ
.Cg/

.k/.z/ D
Z


g.�/

.� � z/kC1 d �:

Transformada de Cauchy. II. Derivadas
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Demostración.

C

z0

z



d

d
2

�

x

y

Veamos el caso de la primera derivada. Sea z0 2 C n � y consideremos la distancia de la
curva al punto en cuestión, d WD mKın

t2Œa;b�
j.t/ � z0j, así como el máximo valor del módulo de la

función g sobre el arco, M WD mKax
t2Œa;b�

jg..t//j, que

siempre existe ya que Œa; b� es un intervalo compacto
y g es continua. Sea un punto z 2 D.z0; d2 / n fz0g y
analicemos el cociente incremental

Cg.z/ � Cg.z0/

z � z0
D 1

2� i

Z


1

z � z0
� 1

� � z �
1

� � z0
�
g.�/ d �;

que recordando que (¡comprobarlo!)

1

z � z0
� 1

� � z �
1

� � z0
�
D 1

.� � z0/2
�
1C z � z0

� � z
�
;

se escribe como sigue

Cg.z/ � Cg.z0/

z � z0
D 1

2� i

Z


1

.� � z0/2
�
1C z � z0

� � z
�
g.�/ d �:

Luego ˇ̌
ˇ̌Cg.z/ � Cg.z0/

z � z0 � 1

2� i

Z


g.�/

.� � z0/2 d �
ˇ̌
ˇ̌ D jz � z0j

2�

ˇ̌
ˇ̌
Z


g.�/

.� � z0/2.� � z/ d �
ˇ̌
ˇ̌

� jz � z0j
2�

Z


jg.�/j
j� � z0j2j� � zj j d �j

� jz � z0jM`./

�d 3
;

donde hemos tenido en cuenta que jg.�/j � M , j� � z0j � d y j� � zj � d
2
. Todo ello nos

conduce a

lKım
z!�0

Cg.z/ � Cg.z0/

z � z0 D 1

2� i

Z


g.�/

.� � z0/2 d �:

Para el caso de las derivadas de orden superior, que no discutiremos aquí, se procede de
igual modo y aplicando inducción. □

Una función f W A! C holomorfa en una región A � C es infinitamente derivable en
cualquier punto de la región. Dado  W Œa; b�! C un arco suave a trozos homótopo a
un punto en A, un punto z0 62 �, y un entero positivo k, se tiene la siguiente expresión
integral para las derivadas

n.; z0/f
.k/.z0/ D kŠ

2� i

Z


f .z/

.z � z0/kC1
d z:(14)

Fórmula integral de Cauchy. II. Para las derivadas

Demostración. ¿Cuál es la transformada de Cauchy de g.z/ D 1 en ? La respuesta es
sencilla C1.z/ D n.; z/. Por tanto, al ser el índice una transformada de Cauchy deducimos que
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es holomorfo, y por ende continuo. Esto implica que es una función constante en un entorno
de z0 que tenga intersección vacía con el arco, ya que su posible variación, al tomar el índice
sólo valores enteros, es a saltos discontinuos. En particular, el índice se mantendrá constante
en el disco D.z0; d2 /. Por ello, recordando la fórmula integral de Cauchy, para z 2 D.z0; d2 / se
satisfará, n.; z0/f .z/ D 1

2� i

R

f .�/

��z d � D Cf .z/. Pero, el término de la derecha es una transfor-
mada de Cauchy de una función continua sobre el arco, luego existen todas sus derivadas que
están dadas, por tanto, por (14). □

Observamos que si f .z/ es holomorfa en un conjunto arbitrario C entonces será infinitamente
derivable en ese conjunto, consecuencia de aplicar el resultado anterior a un entorno de z 2 C .

Giacinto Morera, en Un teorema fondamentale nella teorica delle funzioni di una variabile com-
plessa, Rendiconti del Reale Instituto Lombardo di Scienze e Lettere 19 (1886) 304-307, encontró
el siguiente resultado recíproco al Teorema de Cauchy.

Si f W C ! C es continua en una región A y para todo arco suave a trozos y cerrado
 W Œa; b� ! A se tiene

R

f .z/ d z D 0, entonces f .z/ es holomorfa en la región y

existe una antiderivada holomorfa F , f .z/ D F 0.z/, en A.

Teorema de Morera

Demostración. La independencia del camino nos asegura la existencia de una función
antiderivada F W C ! C, holomorfa en A, con f .z/ D F 0.z/. Como F.z/ es holomorfa,
existirá f 0.z/ D F 00.z/ y f .z/ es, por ello, holomorfa. □

Eugène Delacroix
La liberté guidant le peuple (1830)

iii.3.5. El calcul des limites o cómo Cauchy obtuvo
su fórmula integral Tras la abdicación en 1814 de Napo-
león, la alianza situó cómo rey de Francia a Luis XVIII, al
que posteriormente sucedió en el trono su hermano peque-
ño, coronado como Carlos X. En julio de 1830 tuvo lugar
la Trois Glorieuses, por los tres días gloriosos que duró, la
segunda revolución francesa, que destronó a Carlos X, un
rey borbón, para situar como rey de Francia a Luis Felipe
de Orleans (los Orleans era una rama de los borbones) que
restableció la Carta Magna y procedió con reformas libera-
les y burguesas, de ahí el apodo del rey burgués. Estudiantes
uniformados de la Ècole Polytechnique tomaron parte activa
en los disturbios revolucionarios y protestaron delante de la

casa de su profesor M. Cauchy, católico, conservador y, sobre todo, partidario de Carlos X. To-
do ello marcó un punto de inflexión en la vida de Cauchy y paralizo su actividad matemática.
Cauchy, que procesaba un profundo desprecio por los liberales —que en eso momento habían
tomado el poder— se fue de París, dejando su familia atrás para ir a Friburgo (Suiza). Pronto,
el gobierno francés le exigió jurar lealtad al nuevo régimen, a lo que él se negó, por ello perdió
todas sus puestos en París, excepto su sillón en la Académie des Sciences, para el que no se requiere
un juramento.
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Párrafos de Cauchy
Mémoire sur mécanique céleste et sur un nouveau calcul, appelé calcul des limites (1831)

En 1831 Cauchy fue a Turín
(Italia) y aceptó una oferta del
rey de Cerdeña (que goberna-
ba Turín y la región de Piamon-
te) para ser catedrático de Físi-
ca Teórica, plaza creada espe-
cialmente para él. Fue profesor
en Turín durante los dos años
siguientes. En agosto de 1833
Cauchy dejó Turín para dirigir-
se a Praga y así convertirse en
el tutor científico del nieto de
Carlos X. Esta tarea, que no
satisfizo ni a Cauchy ni al no-
ble tutelado, se prolongó has-
ta 1838. Obtuvo el título de ba-
rón por ello y regresó a París en
1838. Curiosamente, tuvo que
esperar a la revolución de 1848
para que en 1849 se le restituye-
ra como profesor en la universi-
dad, Francia era de nuevo una
república, la tercera, goberna-
da por Luis Napoleón Bonapar-
te, sobrino de Napoleón, que en
1852 se convirtió en emperador
de Francia.

En el trabajo Sur la mé-
canique céleste et sur un nou-
veau calcul qui s’applique à un
grand nombre de questions diver-
ses de 1831 (Bulletin Férussac
15 (1831) 260–269), Cauchy so-
lo esboza parte del contenido
de su gran Mémoire sur mécani-
que céleste et sur un nouveau cal-
cul, appelé calcul des limites pu-
blicada en Turín. A esta memo-
ria se le agrega el 6 de marzo
de 1832 una Addition. En la §2
de la primera parte de la me-
moria Cauchy discutió el pro-
blema del desarrollo en serie de
potencias y estableció metodos
para evaluar los restos a partir
de un determinado orden (en la

segunda parte de la memoria dedica unas 90 páginas a la mecánica celeste y que sustancian
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Párrafos de Cauchy
Mémoire sur mécanique céleste et sur un nouveau calcul . . . (1831)

el interés de estos desarrollos).
Cauchy hace notar que

R �
�� e

inp i dp DR �
�� e

� inp i dp D 0 para cualquier
entero positivo n, mientras queR �
�� dp D 2� . Si esto se aplica a

un polinomio f .x/ D a0Ca1xC
a2x

2 C � � � C anxn, tras las susti-
tuciones x D Qx (Cauchy utiliza
Nx pero, dado que es la notación
habitual para el complejo con-
jugado de un número complejo,
hemos preferido cambiarla a Qx)
con Qx D X ep i, las formulas an-
teriores implican

R �
�� f . Qx/ dp DR �

�� f
�
1
Qx
�
dp D 2�a0 D 2�f .0/.

Cauchy, afirma que esto se pue-
de fácilmente extender a funcio-
nes finitas y continuas distintas
de los polinomios. Sigue dicien-
do que como uno tiene en ge-
neral que @f . Qx/

@X
D 1

iX
@f. Qx/
@p

, es-
to es, Cauchy asume tácitamen-
te las condiciones de Cauchy–
Riemann,1 la integración de am-
bos lados de la ecuación, con res-
pecto a X y a p,2 le conducen
a
R �
�� f . Qx/ dp D 2�f .0/. Aho-

ra, asumiendo que las derivadas
f 0. Qx/; f 00. Qx/; : : : ; f .n/. Qx/ son fi-
nitas y continuas para �� � p �
� y j Qxj � X , reiterando integra-
ciones por partes, concluye queR �
��

f. Qx/
Qxn dp D 1

n

R �
��

f 0. Qx/
Qxn�1 dp D

� � � D 1
nŠ

R �
�� f

.n/. Qx/ dp y, por
tanto, que 1

2�

R �
��

f. Qx/
Qxn dp D

1
nŠ
f .n/.0/. En particular, obser-

va que si f .0/ D 0 entoncesR �
�� f . Qx/ dp D 0. Cauchy retoma su objetivo inicial, la obtención fácilmente, según afirma él, de

las series de potencias. Reemplaza f . Qx/ por Qx f . Qx/�f .x/Qx�x , donde jxj < X y x ¤ Qx, en la ecuación

1En coordenadas polares, las condiciones de Cauchy–Riemann son @u
@r
D 1

r
@v
@�

y @v
@r
D �1

r
@u
@�

, que son equiva-
lentes a @f

@r
D 1

i r
@f
@�

. Aquí tenemos X D r y p D � .
2La integración de la condición de Cauchy–Riemann en polares a @f

@r
D 1

i r
@f
@�

en un disco de radio R conduce,

por un lado, a la integral del término de la izquierda,
R R
0

d r
R 2�
0

d � @f
@r
.r; �/ D R 2�

0
.f .R; �/ � f .0; �//d � DR 2�

0
f .z/d � � 2�f .0/ y, por otro lado, al integrar el lado izquierdo, a

R R
0

d r 1
i r

R 2�
0

d � @f
@�
D R R

0
d r 1

i r
.f .r; 2�/ �

f .r; 0// D 0. Luego
R 2�
0
f .z/d � D 2�f .0/.
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R �
�� f . Qx/ dp D 0.3 y desarrolla Qx

Qx�x como una serie geométrica convergente, para así escribir
Z �

��
Qxf . Qx/
Qx � x dp D

Z �

��
Qxf .x/
Qx � x dp D f .x/

Z �

��

�
1C x

Qx C
x2

Qx2 C � � �
�
dp

D 2�f .x/;
y, por ende, llega a la fórmula conocida4 siguiente

f .x/ D 1

2�

Z �

��
Qxf . Qx/
Qx � x dp . Qx D X eip/:

Esta es la forma en que Cauchy encontró por primera vez su afamada fórmula integral, que
nosotros escribiríamos como f .z/ D 1

2� i

R
C
f.�/

��z d �, donde C es una circunferencia recorrida
una vez en sentido antihorario. Cuando hablemos de las series de Taylor contaremos como
continua Cauchy estas ideas.

§iii.4. Teorema de Liouville

U
na consecuencia importante de la fórmula integral de Cauchy y, por tanto, del Teore-
ma de Cauchy, es el Teorema de Liouville. Este resultado nos muestra claramente lo
demandante que es ser holomorfa, ya que si solicitas a una función entera un creci-

miento acotado en el infinito, te quedas con una única posibilidad, tu función será constante.
Corolarios de este resultado de Liouville son, entre otros, los siguientes: si el módulo de tu
función no se anula nunca, entonces la función misma es constante, o que si la parte real (o la
parte imaginaria) es no negativa la función es necesariamente constante. También el Teorema
de Liouville permite una demostración sencilla (analítica, que no algebraica), cómo veremos
en un momento, del Teorema Fundamental del Álgebra.

iii.4.1. El teorema Para la demostración del teorema de Liouville necesitamos establecer
ciertas acotaciones de la fórmula integral de Cauchy.

Sea f .z/ es una función holomorfa en una región A y z0 2 A. Dado el cierre del
disco D.z0; r/ D

˚
z 2 C W jz � z0j � r

	 � A llamamos M D mKax
z2D.z0;r/

jf .z/j al
máximo valor que alcanza el módulo de la función jf .z/j en el disco en consideración.
Entonces, se verifican las siguientes acotaciones para el módulo de la derivada k-
ésima, k 2 f0; 1; 2; : : : g, en el punto z0:

ˇ̌
f .k/.z0/

ˇ̌ � kŠ

rk
M:(14)

Desigualdades de Cauchy para las derivadas

3Esto es,
R �
�� Qx f . Qx/�f .x/Qx�x dp D 0.

4Se refiere a un resultado suyo anterior, de 1822, para el disco 1
2

R �
0

�
f .ep i/
1�a e�p i C f .e�p i/

1�a ep i

�
dp D �f .a/, 0 <

a < 1.
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Demostración. Consideramos el arco  que recorre una vez en sentido antihorario la
frontera del disco @D.z0; r/. Dado que D.z0; r/ � A, el arco  es homótopo a un punto en
A. Por ello, las fórmulas integrales de Cauchy para las derivadas nos proveen con la ecuación
f .k/.z0/ D kŠ

2� i

R


f .z/

.z�z0/kC1 d z. Por ende, podemos escribir

ˇ̌
f .k/.z0/

ˇ̌ D kŠ

2�

ˇ̌
ˇ̌
Z


f .z/

.z � z0/kC1 d z
ˇ̌
ˇ̌ � kŠ

2�

Z


jf .z/j
jz � z0jkC1 j d zj �

kŠ

2�

M2�r

rkC1
:

□

La únicas funciones f W C ! C enteras y acotadas son las funciones constantes.

Teorema de Liouville

Demostración. Como f .z/ está acotada sabemos que existe un número positivo M tal
que jf .z/j < M , 8z 2 C. Podemos aplicar para todo punto z0 las desigualdades de Cauchy
(14) para la primera derivada y obtener, para cualquier disco centrado en ese punto y de radio
r > 0, que jf 0.z/j < M

r
. Es decir que para todo � > 0, aunque sea muy pequeño, tendremos

que jf 0.z/j < �. Por ello f 0.z/ D 0, y en cada componente conexa la función tomara un valor
constante. Como C es conexo encontramos que f .z/ es constante en el plano complejo. □

Joseph Liouville
(1809-1882)

iii.4.2. La historia del principio general de Liouville Corría
el verano de 1844, cuando el matemático francés Joseph Liouville se
planteó el siguiente objetivo: “Dada la expresión más general de toda fun-
ción periódica, a saber

P1
iD0Ai cos i�xCBi sen i�x. Determinar para la

misma las condiciones más generales para que ella posea un segundo perío-
do.” Fue Liouville el primero en estudiar las funciones elípticas como
funciones doblemente periódicas sin recurrir a las funciones inversas
de las funciones elípticas. El 9 de diciembre de 1844 presentó, en
l’Académie des Sciences, las líneas maestras de la teoría. Lo hace como
un comentario a la ponencia de Chasles sobre funciones elípticas y
secciones cónicas. Liouville invitó a Chasles a extender sus considera-
ciones a integrales hiperelípticas y, en particular, enunció un “principe
général” que, cómo dice el propio Liouville, “dota al estudio de las fun-
ciones elípticas de un carácter de unicidad y simplicidad muy particular”.
Esto es, enuncia el Teorema de Liouville para funciones doblemente
periódicas: “Sea z una variable compleja bien determinada, yo me referiré a

una función que, para cada valor de xC iy de z toma un único valor, que sigue siendo el mismo, cuando
x e y vuelven a ser el mismo. Si una función de este tipo es doblemente periódica, y si reconocemos que
nunca es infinita, por este hecho exclusivamente, podemos afirmar para ella que se reduce a una simple
constante.” Todos esto se recoge en los Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des
sciences (1844) 19 1261-63. En la misma sesión Liouville da la idea de caracterizar una función
por sus ceros y sus polos. Cauchy, que asistía a la presentación, a pesar de no estar familiari-
zado con la teoría de las funciones elípticas, inmediatamente reconoció el carácter general del
resultado de Liouville y dio, a lo largo de ese año, nada menos que cinco demostraciones del
mismo, que como hemos visto son una consecuencia de las desigualdades de Cauchy. Para ello,
Cauchy, lo deduce de las fórmulas que el mismo obtuvo para el cálculo de residuos.
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Párrafos de Liouville
Comptes rendus (1844) 19 1261-63

A pesar de que Cauchy
hubiera estado muy cerca
del resultado, fue Liou-
ville quien lo descubrió.
Cauchy fue reacio a otor-
gar a Liouville el hallaz-
go del principio general,
ya que, al verlo reconoció
su importancia, y al mismo
tiempo que lo había teni-
do al alcance de las manos
bastantes veces. Cauchy, fi-
naliza la discusión dicien-
do que “no recordaba haber
publicado ninguna formula,
ni en el caso general o en
un caso particular”, sin em-
bargo, más tarde añadiría
“tal formula existe en una
de mis memorias”. La discu-
sión fue retomada en 1851,
esta vez estaba involucra-
do un antiguo estudiante
de Liouville, Charles Her-
mite, y a M. Cauchy de
nuevo. Ese mismo año, pa-
ra zanjar el tema, Liouvi-
lle decide impartir leccio-
nes sobre la teoría de fun-
ciones doblemente perió-
dicas en el Collège de Fran-
ce. Liouville nunca publicó la demostración de su teorema, sin embargo si lo explicaba en
lecciones privadas. Cuando los matemáticos alemanes Borchardt y Joahimstahl visitan París
en 1847 asisten a uno de estas serie de lecciones privadas de Liouville. A Borchardrt, como
editor del la revista Crelle, le fue sencillo publicar, con el permiso de Liouville, estas lecciones
en 1880. A parte de una demostración muy esquemática y basada en series de Fourier, se han
encontrado en los cuadernos personales de Liouville hasta dos demostraciones más.

iii.4.3. Teorema Fundamental del Álgebra Dado un polinomio con coeficientes reales
sabemos que no siempre existen raíces para el mismo. Por ejemplo, el polinomio p.x/ D x2C1,
no se anula nunca para x 2 R. De hecho un polinomio real de grado n puede tener desde
ninguna raíz a n raíces. La situación es radicalmente diferente en el contexto de los números
complejos, como sabemos el polinomio p.z/ D z2 C 1 tiene dos posibles raíces fi;� ig. Ese es
el contenido del Teorema Fundamental del Álgebra.
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Un polinomio con coeficientes complejos de grado n > 0 tiene al menos una raíz
compleja.

Teorema Fundamental del Álgebra. I

Demostración. Si el polinomio p.z/ D anz
n C � � � C a0, degp.z/ D n no tiene raíces

complejas la función f .z/ WD 1
p.z/

es entera. Ahora bien, como p.z/�an�1zn�1�� � ��a0 D anzn
recordando la desigualdad triangular tendremos que

jp.z/j � janjjzjn � jan�1zn�1 C � � � C a0j:
Para jzj > 1, se deberá cumplir que jan�1zn�1C� � �Ca0j � najzjn�1, a WD mKax.jan�1j; : : : ; ja0j/,
y así deducimos que

jp.z/j � janjjzjn � najzjn�1:
Teniendo en cuenta que janjjzjn � najzjn�1 D .janjjzj � na/jzjn�1 � 0 cuando jzj � na

janj ,
concluimos que jf .z/j � 1

janjjzjn�najzjn�1 para jzj � mKax �1; najanj
�
, así que lKım

z!1 jf .z/j D 0, y por

ende existe algún M > 0 tal que jf .z/j < M en todo el plano complejo. Por tanto, del Teorema
de Liouville, concluimos que f .z/ es constante; esto es, p.z/ es constante y n D 0. Obtenemos
pues que para cualquier polinomio de grado mayor o igual que 1 debemos tener algún cero
complejo. □

Esta demostración, que se apoya en el teorema de Liouville, fue indicada por primera vez
por Herr Weierstrass en sus lecciones sobre funciones analíticas, Einleitung in die Theorie der
analytischen Funktionen, impartidas en la universidad de Berlin en 1878 (según transcripción de
Adolf Hurwitz).

Un polinomio con coeficientes complejos de grado n tiene n, contando multiplicidades,
raíces complejas.

Teorema Fundamental del Álgebra. II

Demostración. Dado el polinomio p.z/, la división euclideana por z � z0 da p.z/ D
q.z/.z� z0/C c, donde c 2 C es una constante. Si z0 es una raíz de p.z/ tendremos que c D 0.
Pero q.z/ es un polinomio de grado n� 1, y por ello debe tener una raíz compleja, digamos z1.
Repetimos el proceso n veces y obtenemos n raíces. □

Un polinomio con coeficientes reales se factoriza en un producto de polinomios lineales
y cuadráticos con coeficientes reales.

Teorema Fundamental del Álgebra. III. Versión en R
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Demostración. Sea r una raíz de p.z/. Si es real tenemos p.z/ D .z�r/q.z/ donde q.z/ 2
RŒz�, y repetimos el argumento. Si r 62 R entonces cómo 0 D p.r/ D Np. Nr/ D p. Nr/ tenemos que
Nr es otra raíz. Así tendremos p.z/ D .z�r/.z� Nr/q.z/, pero .z�r/.z� Nr/ D z2�2.Re r/zCjr j2
es un polinomio cuadrático de coeficientes reales. □

Notas históricas sobre el teorema Fundamental del Álgebra Ya en 1608 Peter Roth
publicaba su Arithmetica Philosophica donde recogía su convicción sobre la existencia de n solu-
ciones para una ecuación polinómica de grado n. Veinte años después, en 1649, Albert Girad
afirma lo mismo en L’invention nouvelle en l’Algebre. Ya en 1702, Leibniz va en sentido contrario
y dice que x4 C a4 no podía ser factorizado en términos de polinomios lineales y cuadráticos,
y más tarde Nicolas Bernoulli, sobrino de Johann, dijo lo mismo de x4 � 4x3 C 2x2 C 4x C 4.
Sin embargo, Euler le escribe a Nicolas, sobrino de su maestro, y le muestra que

x4 � 4x3 C 2x2 C 4x C 4 D .x2 � .2C ˛/x C 1C
p
7C ˛/.x2 � .2 � ˛/x C 1C

p
7 � ˛/;

x4 C a4 D .x2 C a
p
2x C a2/.x2 � a

p
2x C a2/;

donde ˛ WD
p
4C 2p7. Diferentes intentos para demostrar el teorema Fundamental del Álgebra

fueron abordados a lo largo del S XVIII, mencionamos algunas pruebas debidas a d’Alambert
(1746), Euler (1749), de Foncenex (1759), Lagrange (1772), Laplace (1795), Wood (1798) y
Gauss (1799). Todas ellas incompletas, las de Euler, de Foncenex, Lagrange y Laplace asu-
mían la existencia de una solución y lo que demostraban es que se podía escribir como una
cantidad imaginaria. La de d’Alambert sufría el mismo problema y ademas asumía un resul-
tado demostrado más tarde por Puiseux. La de Wood, tenia un problema algebraico. Gauss,
que criticaba las anteriores (d’Alambert, Euler, Lagrange y Laplace), también tiene un grave
problema de carácter topológico. Gauss asumía como obvio que una curva algebraica plana
no podía penetrar en un disco sin abandonarlo. Eso fue probado mucho más tarde, en 1920,
por Alexander Ostrowski. Como dice Stephen Smale: “’I wish to point out what an immense gap
Gauss’ proof contained. It is a subtle point even today that a real algebraic plane curve cannot enter
a disk without leaving. In fact even though Gauss redid this proof 50 years later, the gap remained. It
was not until 1920 that Gauss’ proof was completed. In the reference Gauss, A. Ostrowski has a paper
which does this and gives an excellent discussion of the problem as well)’ De hecho, Gauss realizó tres
pruebas más del Teorema. La primera demostración completa conocida se debe a Argand, que
la publicó en 1806, revisada en 1813, en el mismo texto donde introduce la interpretación de los
números complejos como puntos del plano. El curso de Cauchy Cours d’analyse de l’École Royale
Polytechnique (1821) reproducía la prueba de Argand por primera vez en un manual docente,
aunque no rendía crédito a Argand. La segunda y tercera pruebas de Gauss son ambas de 1816,
e ignoran la demostración algebraica de Laplace recogida en sus Leçons en la École Normale.
La cuarta prueba de Gauss data de 1849, en donde trabaja con polinomios con coeficientes
complejos, cosa que por cierto ya había hecho Argand en 1806 y 1813. En Traité de la résolution
des équations numeriques de tous les degrés (1798), Lagrange expone con profundidad las diferen-
tes aproximaciones por él conocidas al problema. Desde d’Alambert a Laplace, pero obvia a
Gauss. Lagrange considera la demostración de Laplace, de carácter algebraico y como hemos
comentado incompleta, una obra maestra.
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La demostración de Argand se basa, implícitamente, en un argumento del mínimo y una
desigualdad, que en términos modernos sería que para un polinomio no constante p.z/ y cual-
quier complejo z 2 C existe otro complejo z0 tal que jp.z0/j < jp.z/j. Argand afirma que dado
un polinomio Y.X/ D XmCaXm�1CbXm�2C� � �CfXCg, donde a; b; c; : : : ; f; g son números
complejos se puede factorizar en factores de grado 1. Él asume que X D p y X D pC�h donde
h es arbitrario y � es una raíz de la unidad, y considera los valores correspondientes Y.p/ y
Y.pC �h/ D Y.p/C h�QC h2�2RC h3�3S C � � � , con Q;R; S; : : : cantidades conocidas obte-
nidas del desarrollo .pC�h/k. Suponiendo h tendiendo a cero, le queda, en primer orden de h,
que Y.pC �h/ D Y.p/C h�Q. Usando la interpretación geométrica de los números complejos,
que tan bien conocía Argand, se da cuenta de que habrá una raíz � tal que jY.pC�h/j < jY.p/j.
Argand itera este proceso, e implícitamente acepta un principio del mínimo, para así concluir
que se tendrá que alcanzar un X tal que Y.X/ D 0.

§iii.5. Fórmula de Cauchy–Green

A
nteriormente, en la §2 de este tema, hemos discutido como el teorema de Green per-
mite, junto con las ecuaciones de Cauchy–Riemann deducir el teorema de Cauchy para
arcos de Jordan y derivadas parciales continuas. Posteriormente hemos tomado otros

caminos y discutido las demostraciones a la Goursat y una aproximación homotópica al pro-
blema. Vamos a retomarlo ahora. Fijémonos en que el teorema de Green se puede reformular,
ver la demostración de Teorema de Cauchy en su versión simple, como sigue.

Sean una región R � R2 con una frontera  que es un arco suave a trozos, orientado,
recorrido en sentido antihorario y simple, y una función f .z/ que tiene derivada

parcial
@f

@ Nz continua en R. Entonces, se tiene la fórmula
Z


f .z/ d z D 2 i
“
R

@f

@ Nz .x; y/ d x dy:(14)

Teorema de Green. II. Versión compleja simple

Aquí d x dy es el elemento de área, que también se puede escribir como dA.z/ WD d x ^ dy D
1
4 i
d.z C Nz/ ^ d.z � Nz/ D 1

4 i
d z ^ d Nz; esto es, dA.z/ WD d x ^ dy D � 1

2 i
d z ^ d Nz y el Teorema

de Green se puede escribir como
Z


f .z/ d z D �
“
R

@f

@ Nz d z ^ d Nz:

Que, cuando estamos con funciones holomorfas, i.e., @f
@ Nz D 0, se reduce al teorema de CauchyR


f .z/ d z D 0.

�Ejemplo: si f .z/ D Nz, que no es holomorfa (se dice antiholomorfa ya que cumple @f

@z
D 0)

tendremos
R

Nz d z D 2 iA.R/, siendo A.R/ el área de la región encerrada por el arco  .

Análogamente, existe una versión tipo fórmula de Cauchy, pero en este caso generalizada.
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Sean una región R � R2 con una frontera  que es un arco suave a trozos, orientado,
recorrido en sentido antihorario y simple, una función f .z/ que tiene derivada parcial
@f

@ Nz continua en R y un punto z0 2 R n �. Entonces, se tiene la fórmula

f .z0/ D 1

2� i

Z


f .z/

z � z0
d z C 1

2� i

“
R

1

z � z0
@f

@ Nz .z/ d z ^ d Nz:

Fórmula de Cauchy–Green. I. Versión simple

Demostración. Sea ı > 0 tal queD.z0; ı/ � R y consideremos la región Rı WD RnD.z0; ı/
y su frontera  � ı , donde ı es la circunferencia de radio ı centrada en z0 que se recorre
en sentido antihorario una vez. Luego aplicando la fórmula de Green (14) a la función f .z/

z�z0
tendremos para el módulo del segundo término del lado derecho queZ



f .z/

z � z0 d z �
Z
ı

f .z/

z � z0 d z D 2 i
“
Rı

1

z � z0
@f

@ Nz .x; y/ d x dy;(14)

ya que 1
z�z0 no depende de Nz. Ahora calculamos

Z
ı

f .z/

z � z0 d z D
Z 2�

0

f .z0 C ı eß�/
ı ei �

i ı ei � d � �!
ı!0

2� if .z0/;

en donde, para hacer el límite, hemos recordado que la función f .z/ es continua y que podemos
intercambiar limites e integrales, siempre que los dominios de integración sean acotadas, como
es el caso. Por otro lado,“

Rı

1

z � z0
@f

@ Nz .x; y/ d x dy D
“
R

1

z � z0
@f

@ Nz .x; y/ d x dy �
“
D.z0;ı/

1

z � z0
@f

@ Nz .x; y/ d x dy:

Pero, integrando en polares, tendremos
ˇ̌
ˇ
“
D.z0;ı/

1

z � z0
@f

@ Nz .x; y/ d x dy
ˇ̌
ˇ D

ˇ̌
ˇ
Z ı

0

r d r

Z 2�

0

d �
1

r ei �
@f

@ Nz .z/
ˇ̌
ˇ �

Z ı

0

d r

Z 2�

0

d �
ˇ̌
ˇ@f
@ Nz .r; �/

ˇ̌
ˇ;

y como @f

@ Nz es continua en una región acotada, se tendrá
ˇ̌
ˇ@f@ Nz
ˇ̌
ˇ �M <1; por tanto,

ˇ̌
ˇ
“
D.z0;ı/

1

z � z0
@f

@ Nz .x; y/ d x dy
ˇ̌
ˇ � 2�Mı

y lKımı!0
’
Rı

1
z�z0

@f

@ Nz .x; y/ d x dy D
’
R

1
z�z0

@f

@ Nz .x; y/ d x dy: Así pues, el límite ı ! 0 en (14)

conduce a
R

f .z/

z�z0 d z � 2� if .z0/ D 2 i
’
R

1
z�z0

@f

@ Nz .x; y/ d x dy. □

Comentarios históricos Esta fórmula integral generalizada no era conocida en la teoría
clásica de las funciones de una variable compleja. Aparece que aparece por primera vez en
1912 en un artículo del matemático rumano de Dimitrie Pompeiu Sur une classe de fonctions
d’une variable complexe et sur certaines équations intégrales, Rendiconti del Circolo Matematico di
Palermo, 35 (1912) 277–281. Posteriormente, en la década de 1950 de la mano de Dolbeault y
de Grothendieck. se convirtió en un habitual de la teoría de las funciones de varias variables
complejas.
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§iii.6. ¿Teorema de Green?¿Teorema de Gauss?¿Teorema de Stokes?

H
emos visto en este capítulo como el Teorema de Green implica el Teorema de Cauchy, y
como cada extensión homotópica o homológica (que veremos en la siguiente sección)
se aplica a ambos teoremas y que si hay una fórmula de Cauchy, también la hay de

Cauchy–Green. Pero, ¿fue Green quien descubrió el teorema de Green? La respuesta es no.
Ocurre exactamente lo mismo con el Teorema de Stokes, y con el teorema de la divergencia de
Gauss. No fueron ellos sus descubridores.

iii.6.1. Mr. Green Pero antes de ello, contemos algo sobre la romántica lucha de Green
por la Ciencia. George Green (1793-1841) era un científico inglés, autodidacta, que trabajaba,
desde los nueve años, toda la jornada en el molino de trigo que construyó su padre. Sus nu-
merosas visitas a la biblioteca le permitieron cimentar una solida formación matemática y, en
1828, publica An essay on the application of mathematical analysis to the theories of electricity and
magnetism (de forma privada, sólo se imprimieron 100 copias) sobre la aplicación del cálculo
matemático a la electricidad y el magnetismo, que tuvo una difusión contenida. Finalmente,
a los 40 años, Green ingresa como estudiante en la Universidad de Cambridge, pero muere
cuatro años después de su graduación, siendo ya fellow de la universidad. William Thompson
(Lord Kelvin) en 1846 rescata una copia del ensayo de Green y, dada su relevancia, encarga
una reimpresión.

Puede pensarse que Green se adelanto a Cauchy pero haríamos mal. Debemos recordar que
Cauchy publicó su famosa Mémoire sur les intrégales définies, donde aparece por primera vez el
Teorema de Cauchy, tres años antes, en 1825. Por tanto, la demostración de Cauchy del Teorema
de Cauchy, no podía basarse en el resultado de Green, de hecho, Cauchy usaba argumentos
variacionales. Pero no sólo eso, cómo veremos a continuación, fue casi al contrario.

Párrafo de Gauss
Commentationes societatis regiae scientiarium

Gottingensis recentiores II (1813)
Werke 5, 1-22, 1813

iii.6.2. El teorema de
la divergencia Los tres
teoremas mencionados, ex-
cepcionalmente importan-
tes para la Física, relacio-
nan integrales en k dimen-
siones con integrales en
una dimensión menor, en
k � 1. Eso es, justo lo que
hace el Teorema Funda-
mental del Cálculo, que re-
laciona una integral para
k D 1 con otra para k D
0. Luego no es de extra-
ñar que el origen de estos
tres teoremas se remonte a
finales del S XVII. En la
decada de 1790 Laplace y
Lagrange usaban el teore-
ma fundamental del cálcu-
lo para reducir integrales
multidimensionales. Los teoremas, tal como los conocemos hoy, aparecen a mediados del S
XIX. El Teorema de la divergencia, llamado por muchos de Gauss, es quizás el más relevante
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de todos. Versiones preliminares del teorema de la divergencia aparece en tres situaciones parti-
culares en el trabajo de Gauss titulado Teoria Attractionis Corporum Sphaeroidicorum Ellipticorum
Homogeneorum Methodo nova tractat.

Párrafo de Ostrogradski
Memoires de l’Académie de St. Petersburg 1 (1831) 123-138.

Él es capaz de ex-
presar volúmenes de
cuerpos tridimensio-
nales en términos de
integrales de superfi-
cie, lo que es un ejem-
plo de su teorema de
la divergencia. Gauss
volvió al tema en 1833
y 1839, pero para en-
tonces el matemático
ucranio Mikhail Va-
silevich Ostrogradski,
que estaba en París
al finalizar 1820, pre-
sentó el 13 de febrero
de 1826 a la Académie
des Sciences un trabajo
titulado Démonstration
d’un théorème du calcul
intégral. La Académie

no publicó ni este ni otros enviados por

Párrafo de Poisson
Memoires de l’Academie Royale des Sciences de

l’Institut de France VIII (1829) 357-571

Mikhail, pero fueron rescatados del olvi-
do en 1963 por A. P. Yushkevich cuando
encontró varios trabajos de Ostrograds-
ki, escritos a mano, en los archivos en
París de la Académie. Dos contenían el
teorema de la divergencia, el primero ya
lo hemos citado y el segundo se titula-
ba Mémoire sur la propagation de la chaleur
dans l’intérieur des corpes solides, de 1827,
y daba otra formulación del teorema sin
prueba. El teorema de la divergencia fue
enunciado y probado por Ostrogradski
en su primera contribución. Ostrograds-
ki considera en este trabajo una superfi-
cie con elemento de área " que encierra
un sólido con elemento de volumen !,
y deduce para tres funciones diferencia-

les p; q; r que
R �
a @p
@x
C b @q

@y
C c @r

@z

�
! DR

.ap cos˛ C bq cosˇ C cr cos /": Aquí
a; b; c son constantes, ˛; ˇ;  son ángulos
que tienen que ver con la normal a la su-
perficie donde se integra el término de la
derecha de la igualdad. Los tres resultados previos de Gauss, son casos particulares de este,
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donde siempre a D b D c y p D 1; q D r D 0 para el primer caso de Gauss, @p
@x
D @q

@y
D @r

@z
D 0

para el segundo, y p D x, q D r D 0 para el tercero. Posteriormente, Ostrogradski recolecta
estos resultados en el trabajo titulado Note sur la théorie de la Chaleur que envía a publicar en
1828, Memoires de l’Académie de St. Petersburg 1 (1831) 123-138.

Dos años más tarde, Siméon Denis Poisson presenta a la misma Académie des Sciences el
14 de abril 1828 un trabajo titulado Memoire sur l’Equilibre et le Mouvement des Corps Elastiques
(Memoires de l’Academie Royale des Sciences de l’Institut de France, VIII (1829) 357-571) en
donde se puede encontrar el mismo resultado que Ostrogradski, aunque Poisson no reclama la
autoridad sobre el mismo pero tampoco cita al autor ucranio. Poisson escribía para el elemento
diferencial de masa dm D � d x dy d z y d s un elemento diferencial de la superficie

R
X dm DR

.P1 C ˇP2 C ˛P3/ d s, donde X D @P1
@x
C @P2

@x
C @P3

@x
. También Frederic Sarrus, en Memoire sur

les oscillations des corps flottans (Annales de mathematiques pures et appliquees (Nismes) XIX
(1828) 185-211) llega, de un modo menos claro, a resultados parecidos.

Finalmente, George Green, en el ensayo ya mencionado, escribe en 1828 lo que después se
ha dado en llamar la primera identidad de GreenZ

uıv dy d z C
Z
u
d v

dw
d � D

Z
vıu dy d z C

Z
v
du

dw
d �:

Párrafo de Green
An essay on the application of mathematical analysis to the theories of electricity and

magnetism (1828)

Aquí ı es el lapla-
ciano �, u; v son
funciones de tres
variables en un cuer-
po sólido, de cual-
quier forma, d

dw
de-

nota la derivada nor-
mal, la integral de
la izquierda es so-
bre la región solida
y la de la derecha
sobre la superficie
que la limita. Green
demostró este teore-
ma usando las mis-
ma ideas que Os-
trogradski. De he-
cho, aunque la de-
mostración de Ostrogradski es general, él la aplica en su trabajo a casos en que

p D v@u
@x
� u@v

@x
; q D v@u

@y
� u@v

@y
; r D v@u

@z
� u@v

@z
;

que transforma el teorema de la divergencia de Ostrogradski en la primer identidad de Green.
Otra opción que reduce el teorema de la divergencia a la primera identidad es

p D u@u
@x
; q D u@v

@y
; r D u@v

@z
:
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En cualquier caso, la primera identidad de Green es un caso particular del teorema de la
divergencia de Ostrogradski. Además, Green no lo manifiesta, y sólo usa su resultado en la
forma que lo enuncia.

Podemos concluir que Gauss dio con algo importante en 1813 pero no lo llegó a descubrir
en toda su amplitud. Más de una década después aparecen los resultados Ostrogradski (1826)
y Poisson (1828). Se acompañan con los resultados cercanos de Green (1828) y Sarrus (1828).
Parece pues, que el mayor mérito del teorema de la divergencia se lo merece Ostrogradski. Por
lo tanto en vez de teorema de Gauss deberíamos decir teorema de Ostrogradski, o como mucho,
si se le quiere conceder mérito a Gauss, que lo tiene, teorema de Ostrogradski–Poisson–Gauss–
Sarrus–Green, un poco largo ¿no? Mejor, teorema de la divergencia, y ya está. Por cierto, el
tratado Electricity and Magnetismde James Clerk Maxwell atribuye a Ostrogradski el teorema de
la divergencia. Aunque cita un articulo equivocado de Ostrogradski, del mismo volumen, pero
donde no se trata el teorema de la divergencia.

Párrafo de Cauchy
Sur les intégrales qui s’étendent tous les points d’une courbe férmée
Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences

23 (1846) 251-55

iii.6.3. ¿Quien descubrió
el Teorema de Green? ¿Green
o Cauchy? Acabamos de dis-
cutir cómo Green demostró su
primera identidad, que es una
consecuencia del teorema de
la divergencia. Una reducción
dimensional de tres dimensio-
nes a dos conduce de la pri-
mera identidad de Green a lo
que se conoce cómo teorema
de Green. Sin embargo, no exis-
te una sola mención en el tra-
bajo de Green a lo que des-
pués ha devenido en llamarse
como Teorema de Green. Así
que Green no considero, al me-
nos por escrito, el teorema de
Green, el de dos dimensiones
útil para el Teorema de Cauchy.

Entonces ¿a quien otorgar
el mérito de descubrir el Teore-
ma de Green? Siendo el el teo-
rema de Green tan crucial en
la teoría funciones de una va-
riable compleja, deberíamos es-
perar que alguien, uno que tra-
bajará en este ámbito, hubiera

encontrado dicho resultado. Efectivamente, fue así y sorpresa, de nuevo Cauchy al ataque. En
1846, Cauchy publica Sur les intégrales qui s’étendent tous les points d’une courbe férmée en donde
afirma que

Z �
p
@x

@s
C q@y

@s

�
d s D ˙

“ �@p
@y
� @q
@x

�
d x dy;
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en donde el signo ˙ corresponde al sentido en que se recorre la curva. No hay demostra-
ción, aunque prometió que aparecería en su publicación privada Exercices d’analyse et de physique
mathématique. Aún estamos esperando.

Párrafo de Riemann
Werke, 3-48, 1851

Riemann presentó
en 1851 el teorema de
Green en su tesis doc-
toral Grundlagen für
eine allgemeine Theo-
rie der Functionen ei-
ner veranderlichen com-
plexe Grösse, de nuevo
en relación a la varia-
ble compleja y lo de-
muestra como se sue-
le hacer hoy en día.
Esencialmente se uti-
liza el teorema funda-
mental del cálculo y
se integra a lo largo
de líneas paralelas al eje x, entre los límites de la región, luego se hace lo mismo en y.

Por tanto, el teorema de Green se debería llamar de Cauchy–Riemann, pero ¡eso sería un
lío! Ya tenemos las condiciones de Cauchy–Riemann. Y, además, Cauchy ya tiene demasiados
teoremas en su lista, la historia en este caso ha sido injusta con Cauchy y Riemann, pero ha
sido práctica y eficiente.

iii.6.4. ¿Teorema de Stokes o de Lord Kelvin? Ya que hemos despojado a Gauss y a
Green de dos teoremas muy importantes, hagamos lo mismo con Stokes. William Thompson,
también conocido como Lord Kelvin, envió una carta a George Stokes el 2 de julio de 1850,
en donde le comunica el teorema que después se llamará de Stokes. El teorema se publicó por
primera vez en forma de problema de examen. Por varios años Stokes había sido el responsable
del Simith’s Prize de la Universidad de Cambridge. En 1854, cuatro años después de la carta
de Lord Kelvin, apareció en dicho examen, como cuestión #8 lo siguiente:

“If X; Y;Z be functions of the rectangular coordinates x; y; z, dS be an element of any limited
surface, l; m; n the cosines of the inclinations of the normal at dS to the axes, d s an element of the
boundary line, shew that“ n

l
�@Z
@y
� @Y
@z

�
Cm

�@X
@z
� @Z
@x

�
C n

�@Y
@x
� @X
@y

�o
dS D

Z �
X
d x

d s
C Y dy

d s
CZd z

d s

�

. . . the single integral being taken all around the perimter of the surface.”
En 1861 Hermann Hankel da la primera prueba del teorema de Stokes en el trabajo titulado

Zur allgemeinen Theorie der Bewegung der Flussigkeiten (Dieterische Univ. Buchdruckerei, Gottin-
gen), Hankel no da crédito a nadie por el teorema. Sólo se refiere a Riemann en relación al
teorema de Green.



118) Capítulo iii. Integrales complejas [§iii.7

§iii.7. Homología

E
mpezamos este tema sobre integrales complejas hablando de cadenas y así los conclui-
remos. Hemos definido lo que entendemos por sumar arcos e invertirlos. Así mismo,
hemos considerado arcos de Jordan y también arcos con autointersecciones. Para esa

discusión el concepto de homotopía fue clave, ya que nos permitió formular el teorema de
Cauchy y la fórmula de Cauchy en términos de homotopías e índices. En esta sección presen-
tamos otro punto de vista sobre las cadenas, basado en la homología (del griego homós=similar
y lògos=sentido) en vez de en homotopía. La homología tiende a crear objetos y estructuras
algebraicas asociados a otros espacios, como pueden ser espacios topológicos.

iii.7.1. Homología de cadenas Trabajamos con los mismos arcos suave a trozos que
hemos usado en el desarrollo de este capítulo. Sin embargo, extendemos la noción de cadena, y
no nos preocuparemos de que los arcos empalmen bien para considerar su suma, por ejemplo.
Vamos a ser mucho más formales, ya que, como hemos visto, lo importante es la forma de los
arcos y que regiones rodean, no sus parametrizaciones.

i) Dados un conjunto de arcos suaves a trozos f1; : : : ; kg en una región A y un
conjunto de enteros fm1; : : : ; mkg � Z consideramos la combinación lineal
de ellos

� �
kX
iDj

mjj ;

que llamaremos cadena.
ii) Si �j D .Œaj ; bj �/ � A denota el rango del arco j -ésimo escriberemos

�� D �1 [ � � � [ �k .
iii) Si f .z/ es una función continua en �� definimos

Z
�

f .z/ d z WD
kX

jD1
mj

Z
j

f .z/ d z:

iv) Dos cadenas, � DPk
jD1mjj y Q� D

Pk
jD1 Qmj Qj , con ��; Q�� � A, tales queR

�
f .z/ d z D R

Q� f .z/ d z para toda función f .z/ 2 C.A/ se dicen cadenas
equivalentes en A.

Cadenas III

Luego el conjunto de cadenas en la región A formalmente es un grupo conmutativo generado
libremente por los arcos suaves.

Obviamente dos cadenas �1 y �2 se pueden combinar � D m1�1 C m2�2, fm1; m2g � Z.
En este caso � D ��1 [ ��2 y, para una función continua f 2 C.��/ tenemos la integralR
�
f .z/ d z D m1

R
�1
f .z/ d z Cm2

R
�2
f .z/ d z.

El índice lo extendemos a cadenas cerradas como sigue.
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i) Una cadena � DPk
jD1mjj , fmj gkjD1 � Z, es una cadena cerrada o ciclo si

los arcos fj gkjD1 son todos arcos suaves a trozos y cerrados.
ii) Dado un ciclo � y z0 62 �� definimos el índice

n.�; z0/ WD
Z

�

d z

z � z0

D
kX

jD1

mjn.j ; z0/:

iii) El índice de un ciclo � es un entero, n.�; z0/ 2 Z.

Índice de ciclos

Dados dos ciclos �1 y �2 la cadena m1�1 Cm2�2 es un ciclo con

n.�; z0/ D m1n.�1; z0/Cm2n.�2; z0/; z0 62 ��1 [ ��2 :

Dadas dos cadenas, no necesariamente ciclos, su suma puede ser un ciclo. Cuando describimos
la teoría de la homotopía vimos cómo los arcos homótopos a un punto eran especialmente
relevantes. Vamos a introducir el concepto correspondiente en el contexto homológico.

i) Dada una región A, un ciclo � con �� � A se dice homólogo a cero con
respecto a A, y se escribe � � 0.A/, si n.�; z/ D 0, 8z 2 C nA.

ii) Dos cadenas �1 y �2, con �1; �2 � A son homólogas en A si �1 � �2 es un
ciclo homólogo a cero con respecto a A.

Ciclos homólogos a cero

y

x

1

2

A

C

Arco 1 no homólogo a cero, 2 � 0.A/

Dos ciclos �1 y �2 son homólogos con
respecto a A si sus indices son iguales,
n.�1; z/ D n.�2; z/, para z 2 C nA. Esto
es, y menos formal, un ciclo es homolo-
go a cero en una región si no da vueltas
alrededor de puntos fuera de esa región.
En la ilustración podemos ver una región
A y dos arcos cerrados 1 y 2, forma-
mos el ciclo � D 21 � 32, donde las
flechas sobre la curva indican el núme-
ro de veces que se recorren. Vemos, que
n.�; z/ D 2 para aquellos puntos de la
región en blanco interior a A, luego es-
te ciclo no es homólogo a cero. Debemos
subrayar, que la definición de ciclos ho-

mólogos depende sólo del índice del ciclo con respecto a puntos fuera de la región. Esto es, no
depende de la representación particular de la clase de equivalencia del ciclo.
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Dada una región acotada R con una frontera regular a trozos, orientada positiva-
mente, entonces @R D �

1 [ � � � [ �
p , donde f1; : : : ; pg son arcos de Jordan (sin

autointersecciones). Además, dado z 2 R se tiene n.1; z/ D 1 y n.j ; z/ D 0 si
j ¤ 1. También se cumple

i) �
j � Int.1/ y Int.j / � Int.1/ para j 2 f2; : : : ; pg.

ii) Int.2/,. . . , Int.p/ son disjuntos.

iii) R D Int.1/ n
�
Int.2/ [ � � � [ Int.p/

�

Regiones regulares

y

x

R

C

1

2

Int.2/3

4

Int.3/

Int.4/

Región acotada con frontera regular

Si QR es una región que incluye
al cierre de R, R � QR, entonces
@R D 1 C 2 C � � � C p es un ci-
clo homólogo a cero en QR. Efecti-
vamente, tal como se ve en la ilus-
tración, para todo z 2 C n QR tene-
mos que n.�; z/ D 0. Si estamos en
el exterior de 1 porque el arco no
gira en torno suyo, y si estamos en
Int.2/ [ Int.3/ [ Int.4/ también,
ya que los giros se compensan en un
sentido y en el contrario.

El ciclo � es homólogo a cero en
A si y sólo si las componentes de
C n �� con índices no nulos yacen
en A. Recordemos que una región
A es simplemente conexa si su con-
junto complementario C n A es un
conjunto conexo. Parece que esto de-
be ser lo mismo que pedir que todo
ciclo � con �� � A sea homólogo a
cero, � � 0.A/.

Una región A es simplemente conexa si y sólo si todos los ciclos contenidos en la
región son homólogos a cero con respecto a A

Regiones simplemente conexas y homología
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iii.7.2. Homología versus homotopía La homología y la homotopía son conceptos cer-
canos pero no equivalentes. Un arco homótopo a un punto en A es homólogo a cero en A,
ya que si no lo fuera el arco circundaría una o varias veces puntos fuera de A y sería por
tanto imposible colapsarlo de forma continua a un punto en A. Así que dos arcos cerrados
homótopos en la región A son homólogos en la región A. Sin embargo, el contrario no es cier-
to, existen ciclos homólogos que no son homótopos. Por ejemplo, consideremos A n f�1; 1g y
sean 1 el arco que recorre una circunferencia centrada en �1 en sentido antihorario una vez,
1 W Œ0; 1� ! C, t 7! 1.t/ D �1C e2� i t y 2 el arco que recorre una circunferencia centrada
en 1 en sentido antihorario una vez, 2 W Œ0; 1�! C, t 7! 2.t/ D 1 � e2� i t . Consideramos las
cadenas �1 WD 1 C 2 � 1 � 2 y �1 WD 2 C 1 � 2 � 1, que podemos parametrizar por

�1.t/ WD

„
�1C e2� i t ; t 2 Œ0; 1/;
1 � e2� i.t�1/; t 2 Œ1; 2/;
�1C e�2� i.t�2/; t 2 Œ2; 3/;
1 � e�2� i.t�3/; t 2 Œ3; 4/;

�2.t/ WD

„
1 � e2� i t ; t 2 Œ0; 1/;
�1C e2� i.t�1/; t 2 Œ1; 2/;
1C e�2� i.t�2/; t 2 Œ2; 3/;
�1C e�2� i.t�3/; t 2 Œ3; 4/:

Obviamente ambos ciclos son homólogos, sin embargo no existe una deformación continua en
Cnf�1; 1g de un arco al otro arco. Este es un ejemplo de un caso donde la ideología homotópica
no se puede aplicar y hay que usar la ideología homológica.

C

�1

1

�2

2��1 �
1

x

y

Cadena homotópica 1 C 2 � 1 � 2

C

�1

1

�2

2
��1 �

1

x

y

Cadena homotópica 2 C 1 � 2 � 1

La dificultad de este ejemplo estriba en que la suma de arcos de la teoría homológica es con-
mutativa y la homotópica no lo es. Más formalmente, desde el punto de vista homológico las
cadenas son un grupo conmutativo libre. En particular, la relación de homología entre ciclos
�1 � �2 define una relación de equivalencia, y el conjunto de clases de ciclos homólogos entre
si conforma H 1.A/, el primer grupo de homología de A, que es un grupo abeliano. Desde
el punto de vista de la homotopía, fijado un punto a 2 A, en el conjunto de todos los arcos
suaves cerrados que comienzan y terminan en a tenemos la relación de equivalencia dada por la
homotopía de arcos. El conjunto de clases de equivalencia de arcos cerrados sobre a homótopos
forma el primer grupo de homotopía ….A; a/ con base en a. Dados dos puntos cualesquiera
a; b 2 A los grupos ….A; a/ y ….A; b/ son isomorfos, y por tanto, una vez identificados, pode-
mos hablar del grupo fundamental ….A/. En general, el grupo fundamental no es abeliano.
Más aún, un resultado básico de la Topología Algebraica es que el primer grupo de homo-
logía H 1.A/ es la abelianización del grupo fundamental ….A/ (el cociente del grupo con
su conmutador; esto es, hacer que 1 C 2 D 2 C 1). De hecho, en nuestro ejemplo hemos
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capturado el ejemplo más básico de grupo fundamental no abeliano. En efecto ….C n f�1; 1g/
es isomorfo al grupo libre con dos generadores F2, cada generadores es un arco cerrados, el
primero rodea una vez a �1, y el otro una vez 1.

iii.7.3. Teoremas de Cauchy, de Green y la fórmula de Cauchy–Green Tal como
hicimos con la homotopía se pueden demostrar versiones homológicas de los grandes teoremas,
que ya hemos visto con técnicas homotópicas.

i) Sean una región A � C, una ciclo � homólogo a cero con respecto a A y
una función holomorfa en A. Entonces

R
�
f .z/ d z=0.

ii) Si �1 y �2 son dos cadenas homólogas en A y f .z/ es holomorfa en A se
saistface que

R
�1
f .z/ d z D R

�2
f .z/ d z.

Teorema de Cauchy. VIII. Versión homológica

Para el siguiente resultado recordar que dA.z/ D d x dy.D 1
2 i
d Nz ^ d z/, es la medida de

Lebesgue en el plano, el elemento infinitesimal de área.

Sean una región A � C, f .z/ una función diferenciable tal que @f

@ Nz .z/ es continua en
A y � un ciclo homólogo a cero en A. Entonces, se satisfaceZ

�

f .z/ d z D 2 i
“

C

@f

@ Nz .z/n.�; z/ dA.z/:

Teorema de Green. III. Versión homológica

Dicho tal como enunciamos el teorema de Green tenemos que la forma diferencial P d x C
Q dy donde @Q

@x
� P
@y

es una función continua tendremos
Z
�

�
P.x; y/ d x CQ.x; y/ dy� D

“
R2

�@Q
@x
.x; y/ � P

@y
.x; y/

�
n.�; x; y/ d x dy:

También tenemos la correspondiente versiones de la fórmulas de Cauchy

Sean una región A � C, f .z/ una función holomorfa en A, � un ciclo homólogo a
cero en A y z0 62 ��. Entonces, se verifica

n.�; z0/f .z0/ D 1

2� i

Z
�

f .z/

z � z0

d z

Además la función f .z/ es infinitamente derivable con

n.�; z0/f
.k/.z0/ D kŠ

2� i

Z
�

f .z/

.z � z0/kC1
d z;

para k 2 f2; 3; : : : g.

.

Fórmula de integral de Cauchy. III. Versión homológica

Por último, también tenemos una versión homológica de la fórmula de Green–Cauchy
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Sean una región A � C, f .z/ una función diferenciable tal que @f

@ Nz .z/ es continua en
A, � un ciclo homólogo a cero en A y z0 62 ��. Entonces, se verifica

n.�; z0/f .z0/ D 1

2� i

Z
�

f .z/

z � z0

d z � 1

�

“
C

@f

@ Nz .z/n.�; z/ dA.z/:
.

Fórmula de Cauchy–Green. II. Versión homológica

§iii.8. Ejercicios

i) Calcular las siguientes integrales: 1)
R

x d z donde  es el segmento orientado que

une 0 con 1 C i. 2)
R

jzj Nz d z donde  es el circulo de radio r centrado en el origen

recorrido en sentido antihorario una vez. 3)
R

Nz d z donde el arco es .t/ D t2 C i t ,

0 � t � 2. 4)
R


d z
z

donde el arco es .t/ D cos t C i sen t , t 2 Œ0; 2�/. 5)
R

.z� a/n d z,

con n entero y  una circunferencia que no pasa por a recorrida en sentido antihorario
una vez.
Solución:
a) En este caso  W Œ0; 1� ! C con t 7! .t/ D .1 C i/t , con P D 1 C i, asi queR


x d z D R 1

0
t .1C i/ d t D .1C i/

R 1
0
t d t D 1Ci

2
.

b) Ahora  W Œ0; 2�� ! C, .t/ D r ei t y por ello P.t/ D i r ei t y j.t/j D r . Así que,R

jzj Nz d z D R 2�

0
rr e� i t i r ei t d t D i r3

R 2�
0

d t D 2� i r3.
c) Integramos ahora en el arco .t/ D t2Ci t , 0 � t � 2, con P.t/ D 2tCi. Por lo tanto,R


Nz d z D R 2

0
.t2� i t /.2tC i/ d t D R 2

0
.2t3� i t2C t / d t D . t4

2
� i t3

3
C t2

2
/
ˇ̌2
0
D 10� i 8

3
.

d) Si .t/ D ei t , t 2 Œ0; 2�/ , entonces P.t/ D i ei t y tenemos
R


d z
z
D R 2�

0
e� i t i ei t d t D

2� i.
e) Si n ¤ �1 tenemos que una primitiva para .z � a/n es 1

nC1.z � a/nC1 C C , que es
una función holomorfa, por lo tanto, el teorema fundamental del calculo conduce
a que la integral, al ser en un arco cerrado, se anula. Sin embargo, si n D 1 la
primitiva es log.z � a/, que en cualquiera de sus determinaciones es discontinua
en un semieje que emerge de z D a. Como sabemos, en este caso la integral vale
2� in.; a/, en términos del índice. Así que si a se encuentra en el interior de la
circunferencia la integral es no nula y vale 2� i y si a se encuentra en el exterior la
integral es nula.

ii) Dado el arco .t/ D ei t , t 2 Œ0; �� demostrar que
ˇ̌
ˇ R ez

z
d z
ˇ̌
ˇ � � e.

Solución: Tenemos que
ˇ̌
ˇ
Z


ez

z
d z
ˇ̌
ˇ �

Z


ˇ̌
ˇe
z

z

ˇ̌
ˇ d jzj �M�; M WD sup

z2

ˇ̌
ˇe
z

z

ˇ̌
ˇ:

Pero
ˇ̌
ˇ ezz
ˇ̌
ˇ D exp

x2Cy2 D ex � e cuando x 2 Œ�1; 1�, que es donde varia la parte real del

arco recorrido. De aquí se infiere el resultado.
iii) Sea  D fz 2 C W jzj D 3g una circunferencia recorrida una vez en sentido antihorario

calcular 1
2

R


3z2�24zC52
z3�10z2C32z�32 d z.
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Solución: La descomposición en fracciones simples

1

2

3z2 � 24z C 52
z3 � 10z2 C 32z � 32 D

2

z � 2 C
1

.z � 4/2
nos permite escribir

1

2

Z


3z2 � 24z C 52
z3 � 10z2 C 32z � 32 D 2� i 2n.; 2/�

en donde hemos utilizado el índice y el teorema fundamental del calculo para deducir
que

R


d z
.z�4/2 D 0. Ahora bien, como n.; 2/ D 1 obtenemos

1

2

Z


3z2 � 24z C 52
z3 � 10z2 C 32z � 32 d z D 4� i :

iv) Probar que no existe una antiderivada en C n f0g de 1
z
.

Solución: Supongamos la existencia de dicha primitiva, esto es la existencia de una
función holomorfa F.z/ con F 0.z/ D 1

z
en Cnf0g. El teorema fundamental del calculo

implicaría, si ese fuera el caso, que n.; 0/ D R


d z
z
D 0, lo que anularía el índice

con respecto al origen de cualquier arco cerrado. Como es falso, la suposición inicial
también lo es.

v) Sea  el arco constituido por recorrer una vez en sentido antihorario la circunferencia
unidad. Encontrar los valores de

R

Log z d z y

R

z2 Log z d z.

Solución:
Obsérvese que I WD R


Log z d z D R


.log jzj C i Arg z/ d z y como jzj D 1 en el

arco de integración I D i
R

Arg z d z, usando la parametrización .t/ D ei t con

P.t/ D i ei t concluimos que
Z


Log z d z D i

Z �

��
t i ei t d t D �

Z �

��
t ei t d t

D �.1 � i t / ei t
ˇ̌
ˇ��� D �2� i :

Razonando como antes obtenemos
R

z2 Log z d z D i

R

z2Arg z d z y, usando la

parametrización dada, que
Z


z2 Log z d z D i

Z �

��
e2 i t t i ei t d t D �

Z �

��
t e3 i t d t

D �1
9
.1 � i 3t/ ei3t

ˇ̌
ˇ��� D �

2

3
� i :

vi) Para el mismo arco del ejercicio anterior hallar
R

zn logI z d z, siendo I la determina-

ción principal ó la determinación I D Œ0; 2�/.
Solución: Tenemos que

R

zn logI z d z D i

R

zn argI z d z asi que si la determinación

es de la forma I D .�0; �0 C 2�� y usamos la parametrización  W I ! C con t 7! ei t
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llegamos a
Z


zn logI z d z D i

Z �0C2�

�0

eint t i ei t d t D �
Z �0C2�

�0

t ei.nC1/t d t D 2� i
ei.nC1/�0

nC 1 :

vii) Usando las fórmulas integrales de Cauchy evaluar las siguientes integrales: 1)
R
jzjD1

cos z
z

d z.

2)
R
jzjD2

jzj ez
z2

d z. 3)
R
jzjD3

z ezt

.zC1/3 d z.
Solución:
a) Como cos z es entera y el circulo unitario es homótopo a un punto en C es valida

la fórmula integral de Cauchy con

1

2� i

Z
jzjD1

cos z

z
d z D n.; 0/ cos 0

y por ello la integral pedida es
R
jzjD1

cos z
z

d z D 2� i.

b) El valor de la integral al tener jzj D 2 es igual a 2
R
jzjD2

ez

z2
d z, y como ez es entera

podemos usar la fórmula integral de Cauchy para la derivada

f 0.z/ D 1

2� i

Z


f .w/

.w � z/2 dw

y así

2

Z
jzjD2

ez

z2
d z D 2.2� i.ez/0jzD0/ D 4� i :

c) En este caso, como z ezt es una función entera en z, usamos la fórmula

f 00.z/ D 1

� i

Z


f .w/

.w � z/3 dw

y obtenemos que la integral pedida es � i.z ezt/
ˇ̌
ˇ
zD�1

D i� e�t t .2 � t /.
viii) Dada una función armónica en una región A � D.z0; 1/ probar que u.z0/ D 1

2�

R 2�
0
u.z0C

r ei t/ d t .
Solución: Si el arco de integración es un circulo de radio r recorrido una vez en
sentido antihorario y centrado en z0 la formula integral de Cauchy para una función
holomorfa en el interior de dicho círculo nos dice que

f .z0/ D 1

2�

Z 2�

0

f .z0 C r ei t/ d t:

ix) Demostrar que
R 2�
0

cos.cos �/ cosh.sen �/ d � D 2� .
Solución:

Si ponemos f .z/ D cos z en el problema anterior obtenemos

cos z0 D 1

2�

Z 2�

0

cos.z0 C r ei t/ d t:
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y, en particular, para z0 D 0 y r D 1

1 D 1

2�

Z 2�

0

cos.cos t C i sen t / d t:

Si aplicamos la fórmula de adición para el coseno llegamos a

1 D 1 D 1

2�

Z 2�

0

.cos.cos t / cos.i sen t / � sen.cos t / sen.i sen t / d t

D 1

2�

Z 2�

0

.cos.cos t / cosh.sen t / � i sen.cos t / senh.sen t / d t

y así

2� D
Z 2�

0

cos.cos t / cosh.sen t / d t;

0 D
Z 2�

0

sen.cos t / senh.sen t / d t:

x) Sea f .z/ una función holomorfa en D.0;R0/ y r; R tales que 0 < r < R < R0.
Demostrar que f .r ei �/ D 1

2�

R 2�
0

R2�r2
R2�2Rr cos.���/Cr2f .R ei�/ d�. Deducir el mismo

resultado para cualquier función armónica u.x; y/ en D.0;R0/
Solución: En primer lugar, para cualquier a 2 D.0;R/, podemos escribir

R2 � jaj2
.z � a/.R2 � Naz/ D

1

z � a C
Na

R2 � Naz :

En donde se ven que existen dos singularidades en los puntos a 2 D.0;R/ y R2

Na 2
C n D.0; 1/ Por ello, si  D @D.0;R/ recorrido una vez en sentido antihorario, de
acuerdo con la formula integral de Cauchy, y recordando n.; a/ D 1 y n

�
; R

2

Na
� D 0,

Z


R2 � jaj2
.z � a/.R2 � Naz/f .z/ d z D

Z


f .z/

z � a d z D 2� if .a/

Si ponemos a D e ei � y z D R ei� llegamos a

f .r ei �/ D 1

2� i

Z 2�

0

R2 � r2
.R ei� �r ei �/.R2 � rR e� i.���//

f .R ei�/ iR ei� d�

D 1

2�

Z 2�

0

R2 � r2
.R � r ei.���//.R � r e� i.���//

f .R ei�/ d�

D 1

2�

Z 2�

0

R2 � r2
jR � r ei.���/ j2f .R ei�/ d�

y como jR � r ei.���/ j2 D .R � r cos.� � �//2 C r2 sen2.� � �/ D R2 � 2Rr cos.� �
�/C rR2 cos2.� � �/C r2 sen2.� � �/ D R2 � 2Rr cos.� � �/C rR2 cos2.� � �/C r2,
lo que demuestra el resultado.

Por otro lado, si tengo una función armónica u.x; y/ enD.0;R/ al ser este disco un
conjunto simplemente conexo, se puede encontrar una armónica conjugada de forma
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global, digamos v.x; y/. Entonces f .z/ D u.x; y/C i v.x; y/ es holomorfa en D.0;R/
y aplicando el resultado recién probado concluimos

u.r ei �/ D 1

2�

Z 2�

0

R2 � r2
R2 � 2Rr cos.� � �/C r2u.R ei�/ d�

xi) Dada una función f W C ! C entera demostrar que: 1) Si jf .z/j � 1 entonces f .z/
es constante, 2) Que si Ref .z/ � 0 entonces f .z/ es constante. 3) Si Ref .z/ no se
anula entonces f .z/ es constante.
Solución:
a) Si jf .z/j � 1 entonces f .z/ D jf .z/j ei argf .z/ ¤ 0 para z 2 C, así que la función

1
f .z/
D 1
jf .z/j e

� i argf .z/ es entera y ademas está acotada
ˇ̌
ˇ 1
f .z/

ˇ̌
ˇ � 1 y por tanto,

recordando el teorema de Liouville, 1
f .z/

es constante y así f .z/ es constante.
b) Si f .z/ es entera también lo es ef .z/ con j ef .z/ j D eRef .z/ � 1 ya que Ref .z/ � 0.

Por lo tanto, como hemos demostrado en el punto anterior , la función ef .z/ es
constante y también los es f .z/.

c) Si Ref .z/ no se anula entonces o bien Ref > 0 ó Ref .z/ < 0. El primer caso
lo acabamos discutir. Veamos que ocurre en el caso no tratado con Ref .z/ < 0.

Como f .z/ es entera también lo es e�f .z/ con
ˇ̌
ˇ e�f .z/

ˇ̌
ˇ D e�Ref .z/ � 1, y de nuevo

el primer resultado implica que e�f .z/ es constante y por ello lo es f .z/.
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§iv.1. Sucesiones y series de funciones complejas

E
studiaremos en esta sección como se extienden a los complejos las técnicas, bien
conocidas para el caso real, para el análisis de las sucesiones y series de funciones
complejas. Hablaremos, en primer lugar, de las sucesiones y series de números
complejos y sus convergencia. A continuación trataremos las sucesiones y series

de funciones complejas y los conceptos de convergencia puntual y, sobre todo, de convergencia
uniforme y convergencia normal.

iv.1.1. Sucesiones y series de números complejos

Dada una sucesión de números complejos fzng1nD1 � C decimos que tiene como límite
a z 2 C y escribimos

lKım
n!1 zn D z; ó bien zn �!

n!1 z;

siempre que para todo � positivo existe un entero N > 0 tal que si n > N entonces
jz � znj < �.

Límites de sucesiones

Un criterio clásico es el criterio de Cauchy, equivalente a la convergencia en espacios com-
pletos, como C.

Existe el límite de una sucesión de números complejos fzng1nD1 � C si y sólo si para
todo � positivo existe un entero N > 0, tal que sin n;m > N entonces jzn � zmj < �.

Criterio de Cauchy para convergencia de sucesiones

129
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Toda sucesión compleja fzng1nD1 � C tiene asociada otra sucesión, la sucesión de sumas

parciales f�ng1nD1, donde �n WD
nP

mD1
zm.

Dada una sucesión de números complejos fzng1nD1 � C diremos que existe la serie

correspondiente, que denotaremos por
1P

mD1

zn, siempre que la sucesión de sumas par-

ciales tenga un límite, que denotaremos por
1X

mD1

zn WD lKım
n!1

nX
mD1

zm:

Serie de números complejos

Obviamente, para que la serie exista será necesario que el término general de la serie, zn,
tienda a cero, lKım

n!1 zn D 0, ya que de lo contrario el criterio de Cauchy no se cumpliría.

i) Dada una sucesión de números complejos fzng1nD1 � C, diremos que la serie
correspondiente converge absolutamente si la sucesión de sumas parciales de

los valores absolutos
n nP

mD1

jznj
o1

nD1
, converge.

ii) Si una serie es absolutamente convergente entonces es convergente.

Serie absolutamente convergente

Demostración. En primer lugar vemos que, para n < m, se tiene

ˇ̌
ˇ
nX
kD1

zk �
mX
kD1

zk

ˇ̌
ˇ D

ˇ̌
ˇ

mX
kDnC1

zk

ˇ̌
ˇ �

mX
kDnC1

jzkj D
ˇ̌
ˇ
nX
kD1
jzkj �

mX
kD1
jzkj

ˇ̌
ˇ:

Por tanto, dada la convergencia de la sucesión de sumas parciales de los valores absolutos, y la
completitud del espacio, esa sucesión debe de ser de Cauchy, y va a existir para todo � > 0 un
entero N > 0 tal que

ˇ̌
ˇ
nX
kD1

zk �
mX
kD1

zk

ˇ̌
ˇ < �; 8n;m > N:

Esto es, la serie es convergente. □

Veamos ahora unas tablas con diversos criterios de convergencia que pueden ser de utilidad.



§iv.1] Sucesiones y series de funciones complejas (131

i) Criterio de comparación: Sean dos series
1P

nD1

zn y
1P

nD1

wn tales que jznj <

jwnj, 8n > N . Entonces, la convergencia absoluta de
1P

nD1

wn implica la de

1P
nD1

zn.

ii) Criterio del cociente de d’Alambert: Sea la serie
1P

nD1

zn con zn ¤ 0 siempre

que n > N . Entonces:

a) Si
ˇ̌
ˇznC1

zn

ˇ̌
ˇ � r < 1, 8n > N podemos asegurar que la serie converge

absolutamente.
b) Si

ˇ̌
ˇznC1

zn

ˇ̌
ˇ � 1, 8n > N podemos asegurar que la serie diverge.

Un criterio más simple, que se deduce del criterio de d’Alambert es el si-
guiente. Supongamos que existe lKım

n!1
anC1

an
D L. Entonces, si L < 1 la serie

converge absolutamente, si L D 1 el criterio no decide, si L > 1 la serie
diverge.

iii) Criterio de Raabe: Sea la serie
1P

nD1

zn con zn ¤ 0 siempre que n > N , y

supongamos que lKım
n!1

anC1

an
D 1 y lKım

n!1n
�

anC1

an
� 1

�
D ƒ. Entonces, si ƒ < 1

la serie converge y si ƒ > 1 la serie diverge.

iv) Criterio de Bertrand: Sea la serie
1P

nD1

zn con zn ¤ 0 siempre que n > N ,

y sea fcng1nDN la secuencia definida por
ˇ̌
ˇznC1

zn

ˇ̌
ˇ D 1 C 1

n
C cn

n logn
, n > N .

Entonces, si lKım inf
n!1 cn > 1 la serie converge y si lKım sup

n!1
cn > 1 la serie diverge.

v) Criterio de Gauss: Sea la serie
1P

nD1

zn con zn ¤ 0 siempre que n > N , y h,

r y fcng1nDN definidos por
ˇ̌
ˇznC1

zn

ˇ̌
ˇ D 1C h

n
C cn

nr . Supongamos que r > 1 y que

fcng1nDN está acotada. Entonces la serie converge si h > 1 y diverge si h � 1.
vi) Criterio de la raíz de Cauchy: Sea la serie

1P
nD1

zn, entonces

a) Si n
p
jznj � r < 1, 8n > N podemos asegurar que la serie converge

absolutamente.
b) Si n

p
jznj � 1, 8n > N podemos asegurar que la serie diverge.

El criterio de Cauchy implica lo siguiente. Supongamos que existe
lKım

n!1
n
p
jznj D L. Entonces, si L < 1 la serie converge absolutamente, si

L D 1 el criterio no decide, sin L > 1 la serie diverge.

vii) Criterio de Mertens para el producto de Cauchy: Sean dos series
1P

nD1

zn

y
1P

nD1

wn convergentes y al menos una de ellas absolutamente convergente.

Entonces, la serie producto de Cauchy de ambas series
1P

nD1

� nP
mD1

zmwn�m

�
converge.

Criterios de convergencia I
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viii) Sean las series
1P

nD1

zn y
1P

nD1

wn, y la serie de sumas parciales de la primera

�n D
nP

mD1

zn. Entonces, si la sucesión f�nwnC1g1nD1 y la serie
1P

nD1

�n.wnC1 �
wn/ convergen, la serie

P1
nD1 znwn converge.

ix) Criterio de Dirichlet: Sean las sucesiones fzng1nD1 � C y fxng1nD1 � R, y las
sumas parciales �n D z1C� � �Czn. Entonces, si la sucesión f�ng1nD1 es acotada

y fxng1nD1 es decreciente y converge a 0, la serie
1P

nD1

xnzn es convergente.

x) Criterio de Abel: Dadas la serie convergente
1P

nD1

zn � C y la sucesión

monótona convergente fxng1nD1 � R, la serie
1P

nD1

xnzn es convergente.

Criterios de convergencia II

Cours d’Analyse de l’École Royale Polytechnique de
Cauchy

iv.1.2. Cauchy y la convergencia Du-
rante el S XVIII se había demostrado la con-
vergencia de algunas series sencillas, enten-
diéndose una serie como una suma en el or-
den prescrito de los términos que conforma-
ban la serie. Por ejemplo, a veces se decía que
una serie era convergente si su término general
tendía a cero (cosa que hoy en día no se ha-
ce, ¡la serie armónica no es convergente!). Por
ejemplo, en relación al mencionado criterio de
d’Alambert, podemos encontrar en el trabajo
de d’Alambert Réflexions sur les suites et sur les
racines imaginairies de 1768 que al desarrollar
.1 C �/m decía de la serie resultante que si
m D �2 y � D 99

100
la serie divergia hasta el

término 99 pero convergía desde el término
100 en adelante. No muy parecido al concep-
to de convergencia actual. El mayor problema
de aquellos años fue la proliferación de dife-
rentes e ingeniosas formas de sumar, reorde-
nando los términos, y que podían conducir a
diferentes resultados para las series. Esta si-
tuación llevo a que un grupo de matemáticos
entre los que estaban Fourier y Gauss empe-
zaran a tratar con más cuidado el concepto
de que se debe entender cuando hablamos de
una serie. Pero fue Cauchy el que profundizo
de modo definitivo en esa forma de trabajar.
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Parráfos de Cauchy
Cours d’Analyse de l’École Royale Polytechnique

Así en 1821 salia a la luz la primera edición
de su manual Cours d’Analyse de l’École Royale
Polytechnique; I.re Partie. Analyse algébrique de-
dicado, no sólo a sus alumnos, sino también a
sus compañeros profesores. En él, Cauchy in-
troducía ideas inéditas hasta entonces como:
Una serie divergente no tiene suma o “si, para va-
lores siempre crecientes de n, la suma parcial sn
se va acercando indefinidamente a cierto valor lí-
mite s, entonces la serie se llamará convergente,
y el límite en cuestión recibirá el nombre de su-
ma de la serie. Por otra parte si la suma sn no se
aproxima a ningún límite fijo cuando n crece in-
definidamente la serie se llamará divergente y no
tendrá suma” para pasar casi inmediatamente
al criterio de Cauchy “’para que una serie sea
convergente es necesario y suficiente que, para va-
lores infinitamente grandes del número n, las su-
mas sn; snC1; snC2;&c ::::: difieran del límite s, y
en consecuencia entre ellas, en cantidades infinita-
mente pequeñas.” Este es un resultado notable,
ya que no hace falta saber quien es el límite,
si se cumple la condición, el límite debe exis-
tir. En su curso, Cauchy recogía muchos de
los criterios que hoy se suelen estudiar: el de
la raíz, el del cociente, el de condensación, el
del logaritmo y el del producto, entre otros.

iv.1.3. Sucesiones y series de funcio-
nes Si Cauchy fue el que sentó las bases del
rigor en el estudio de las series numéricas hu-
bo que esperar unos veinte años, como vere-
mos, para que se observará, que si bien la con-
vergencia puntual era interesante y rigurosa,
cuando se pasaba al campo de las funciones
esto cambiaba, y había, al menos un forma de
converger más potente que la puntual. Darse
cuenta de esto no fue tarea fácil. Vamos a con-

siderar pues la convergencia puntual y la convergencia uniforme. Luego, más adelante, apare-
cerá la convergencia normal. Estos conceptos son prácticamente idénticos para el caso real y
el complejo.
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Sean un conjunto A � C y una sucesión ffn.z/g1nD1 de funciones complejas, fn W A!
C. Diremos que

i) La sucesión converge puntualmente en A a la función f .z/ si para z 2 A
existe el limite de la sucesión numérica de evaluaciones de la funciones en
ese punto:

f .z/ D lKım
n!1fn.z/:

ii) La sucesión converge uniformemente a la función f .z/ en A si para � positivo
existe un entero positivo N tal que jfn.z/ � f .z/j < � para n > N y z 2 A.

Convergencia puntual y uniforme

La convergencia uniforme y la convergencia puntual son cosas distintas y es importante
entender la diferencia entre ambas. La convergencia puntual es mucho más débil, ya que lo que
hace es evaluar la sucesión de funciones en cada punto z, y en ese punto z analiza el límite
de la sucesión númerica correspondiente. Así que, para ese z y para un � positivo va existir
un entero positivo Nz, tal que jfn.z/ � f .z/j < � cuando n > Nz. Es importante observar
que Nz depende de z. Es decir, para cada grado de aproximación deseado al límite, marcado
por �, tendremos un Nz que asegura que a partir de ese término estamos en la aproximación
pedida. Pero ese Nz depende del punto z, no es el mismo para todo z 2 A, cómo sí que ocurre
en el caso uniforme. Por ello, puedenq ocurrir patologías en donde ese número Nz tenga un
comportamiento curioso, por ejemplo no acotado, a medida que nos acercamos a la frontera
de A.

La convergencia uniforme implica la puntual pero no a la inversa.

Convergencia puntual vs uniforme

Para la convergencia uniforme existe también un criterio de Cauchy, similar al que satisfacen
las sucesiones numéricas de Cauchy.

Sean el conjunto A � C y una sucesión ffn.z/g1nD0 de funciones complejas fn W A!
C. Entonces, ffn.z/g1nD0 converge uniformente si y sólo si para todo � positivo existe
un entero positivo N , independiente de z, tal que jfn.z/ � fm.z/j < �, 8n;m > N ,
8z 2 A.

Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme

Demostración. Si la sucesión ffn.z/g1nD0 converge uniformemente a f .z/ entonces para
todo �

2
> 0 va existir un N , independiente de z, tal que para n;m > N se satisface jfn.z/ �

fm.z/j D jfn.z/ � f .z/ C f .z/ � fm.z/j � jfn.z/ � f .z/j C jf .z/ � fm.z/j � �, que es el
criterio de Cauchy. Recíprocamente, el criterio de Cauchy implica la convergencia puntal de
la sucesión de funciones en A, denotemos el límite por f .z/. Se tendrá que jfn.z/ � f .z/j D
jfn.z/ � fm.z/C fm.z/ � f .z/j � jfn.z/ � fm.z/j C jfm.z/ � f .z/j. Pero el criterio de Cauchy
asegura que existe N , tal que jfn.z/ � fm.z/j < �

2
sin n;m > N , 8z 2 A; por otro lado, dada

la convergencia puntual, que implica el criterio de Cauchy, sabemos que existe Nz tal que para
cada z 2 A se tiene jfm.z/ � f .z/j < �

2
para m > Nz. Concluimos pues que siempre podemos

encontrar un m tal que jfn.z/ � f .z/j < � para n > N , 8z 2 A. □
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�Ejemplo: Un primer ejemplo a considerar es la clásica serie geométrica 1CzCz2C� � � , que
sabemos converge a 1

1�z siempre que z 2 D.0; 1/. Pero su disco de convergencia puntual no
es un disco de convergencia uniforme. En efecto, la suma parcial en este caso es

PN
nD0 zn D

1�zNC1
1�z , y el módulo de la diferencia entre el límite y la suma parcial es jzj

NC1
j1�zj , que no se puede

acotar uniformemente en el disco D.0; 1/.1 Sin embargo, si que hay convergencia uniforme en el
disco cerrado D.0; r/, r < 1, ya que el resto es siempre menor rn

1�r .
2 Luego la serie geométrica

presenta convergencia normal en su disco de convergencia D.0; 1/ pero no uniforme.
Dada una sucesión de funciones complejas ffn.z/g1nD0 podemos analizar, como en el caso

numérico, la correspondiente sucesión de sumas parciales f�n.z/g1nD0, �n.z/ D
Pn
mD1 fm.z/.

Esto nos conduce a series de funciones, siempre que los límites, uniforme o puntual, de las
correspondientes sucesiones de sumas parciales converjan. En particular, la serie

P1
nD0 fn.z/

converge uniformemente a f .z/ D P1
nD1 fn.z/, si para todo � > 0 existe un N tal queˇ̌Pn

mD1 fm.z/ � f .z/
ˇ̌
< �, 8n > N , 8z 2 A.

Sean el abierto A � C y una sucesión ffn.z/g1nD0 de funciones complejas fn W A! C,

acotadas en A, jfn.z/j < Mn, 8z 2 A, 8n 2 f1; 2; : : : g. Si la serie numérica
1P

nD1

Mn,

converge entonces la serie
1P

nD1

fn.z/ converge absolutamente y uniformente en A.

Prueba de M de Weiertrass

Demostración. Por la desigualdad triangular tendremos

ˇ̌
ˇ

mX
kDnC1

fk.z/
ˇ̌
ˇ �

mX
kDnC1

jfk.z/j �
mX

kDnC1
Mk:

Dada la convergencia de la serie de cotas
P1
nD1Mn, sabemos que para todo � positivo existe un

entero positivo N tal que
ˇ̌
ˇPm

kDnC1Mk

ˇ̌
ˇ < � si n;m > N . De aquí deducimos la convergencia

absoluta y la convergencia uniforme. □

�Ejemplo: Consideremos la serie
P1
nD1

e� in3z

n4C1 , con fn.z/ D e� in3z

n4C1 . Tenemos jfn.z/j D en
3y

n4C1 .

Por tanto, para R > 0, tendremos jfn.z/j � e�n3R
n4C1 <

1
n4C1 <

1
n4

, si Im z < �R < 0. Llamemos
Mn WD 1

n4
, entonces la serie

P1
nD1Mn D

P1
nD1

1
n4

que es una serie hiperarmónica que converge,
usar el criterio de condensación de Cauchy o el integral.3 Luego la prueba M de Weierstrass
nos dice que la serie converge uniformemente en el semiplano Im z < �R.

Discutimos ahora que ocurre con la continuidad, la integración y la holomorfía cuando
tratamos con sucesiones y series de funciones. Comenzamos con la continuidad.

1En efecto, para z 2 R encontramos que zNC1
1�z �!

z!1� 1 y no se puede dar una cota uniforme.
2De 1 � j1 � zj C jzj obtenemos que 1 � jzj � j1 � zj, y por ende j1 � zj � 1 � jzj � 1 � r cuando jzj < r .
3Criterio de condensación de Cauchy: Una serie de números no negativos

P1
nD1 an converge si y sólo siP1

nD1 2na2n converge. Criterio integral de Maclaurin–Cauchy: Dadosm 2 N y una función continua f W Œm;1/!
R que es monótona creciente. Entonces la serie

P1
nDm f .n/ converge si y sólo si la integral impropia

R1
m
f .x/ d x

converge.
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Sean el conjunto A � C y una sucesión ffn.z/g1nD0 de funciones complejas fn W A!
C, continuas en A.

i) Si ffn.z/g1nD0 converge uniformente en A, entonces su límite uniforme f .z/ D
lKım

n!1fn.z/ es una función continua.

ii) Si la serie
1P
n

fn.z/ D f .z/ converge uniformente en A, entonces f .z/ es una

función continua.

Continuidad y convergencia uniforme

Demostración. ¿Es la función límite f .z/ continua en z0 2 A? Para que así fuera debe-
ríamos tener, para todo � > 0, un ı > 0 de modo que si jz � z0j < ı se puede asegurar que
jf .z/ � f .z0/j < �. Pero, dada la convergencia uniforme de ffn.z/g1nD1 en A, sabemos que
podemos encontrar un entero positivo N tal que jfN .z/ � f .z/j < �

3
, 8z 2 A. También, dada

la continuidad de fN .z/, sabemos que existe un ı > 0 que asegura que cuando jz � z0j < ı se
tiene jfN .z/ � fN .z0/j < �

3
. Por tanto

jf .z/ � f .z0/j � jf .z/ � fN .z//j C jfN .z/ � fN .z0/j C jfN .z0/ � f .z0/j
< �

para todo z 2 D.z0; ı/. □

Pasamos a las integrales

Sean una región A � C,  un arco suave a trozos con � � A y una sucesión
ffn.z/g1nD0 de funciones complejas fn W � ! C, continuas en �. Entonces,

i) Si ffn.z/g1nD0 converge uniformente en �, entonces su límite uniforme
f .z/ D lKım

n!1fn.z/ satisface

lKım
n!1

Z


fn.z/ d z D
Z


f .z/ d z:

ii) Si la serie
1P
nD1

fn.z/ D f .z/ converge uniformente en �, entonces la serie

1P
nD1

R

fn.z/ d z converge y

1X
nD1

Z


fn.z/ d z D
Z


f .z/ d z:

Integración sobre arcos y convergencia uniforme

Demostración. Solo abordamos la primera afirmación, ya que de ella se sigue, inmediata-
mente, la segunda. Como tenemos convergencia uniforme, f .z/ es una función continua y por
tanto integrable. Además, dada la convergencia uniforme, sabemos que para cada � positivo
podemos encontrar un entero positivo N de manera que jfn.z/� f .z/j < � si n > N , 8z 2 A.



§iv.1] Sucesiones y series de funciones complejas (137

Por tanto ˇ̌
ˇ
Z


fn.z/ d z �
Z


f .z/ d z
ˇ̌
ˇ D

ˇ̌
ˇ
Z


.fn.z/ � f .z// d z
ˇ̌
ˇ �

Z


jfn.z/ � f .z/j d z
� �`./:

□

Otro tipo de convergencia que está íntimamente ligada a la convergencia uniforme es la así
conocida cómo convergencia normal.

Dada una secuencia de funciones ffn.z/g1nD1 definidas en la región A � C decimos
que converge normalmente en A si para todo z0 2 A existe un ı > 0 tal que la
secuencia ffn.z/g1nD1 restringida al disco cerrado D.z0; ı/ converge uniformemente
en ese disco.

Convergencia normal

La convergencia normal es conocida en el contexto de la topología como convergencia
compacta.

Sean el abierto A � C y una sucesión ffn.z/g1nD0 de funciones complejas fn W A! C
holomorfas en A.

i) Supongamos que la sucesión converge normalmente en A a f .z/. Entonces,
f .z/ es una función holomorfa en A y la sucesión de derivadas

˚
f

.k/
n .z/

	1
nD1

converge puntualmente y normalmente en A con

lKım
n!1f

.k/
n .z/ D f .k/.z/:

ii) Supongamos que la serie
1P

nD0

fn.z/ converge normalemente en A a f .z/.

Entonces, f .z/ es una función holomorfa en A y la serie de derivadas
1P

nD1

f
.k/

n .z/ converge puntualmente y normalmente en A con

1X
nD1

f .k/
n .z/ D f .k/.z/:

Teorema de Weierstrass de convergencia holomorfa
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Demostración.

C

r
r C h



A

z0
x

y

Disco que contiene a un disco cerrado

Cada disco cerrado de A está contenido en un conjunto abierto incluido en A. Luego,
fn.z/ es holomorfa en cada D.z0; r/ � A y por ello continua en ese disco. La convergen-
cia uniforme de ffn.z/g1nD0 a f .z/ en el disco cerrado D.z0; r/ asegura su convergencia uni-
forme en D.z0; r/ a f .z/. Por tanto, cómo hemos visto anteriormente, para todo arco  ce-
rrado y C 1 a trozos con � � D.z0; r/ la convergencia uniforme de ffn.z/g1nD1 en D.z0; r/
implica que

R

f .z/ d z D lKımn!1

R

fn.z/ d z, pero el teorema de Cauchy nos asegura queR


fn.z/ d z D 0 (el disco es simplemente co-

nexo) y así deducimos que
R

f .z/ d z D 0

para todo arco en D.z0; r/, y el teorema de
Morera nos asegura que f .z/ es holomorfa
en el disco D.z0; r/. Cómo ésto es cierto pa-
ra todo z0 2 A, deducimos la holomorfía en
el abierto A.

Ya hemos demostrado que la función f .z/
es holomorfa, ahora debemos probar que
f 0n.z/ converge uniformemente en discos ce-
rrados de A con el límite uniforme dado por
f 0.z/. Dado un disco cerrado D.z0; r/ �
A existe h > 0 tal queD.z0; r/ � D.z0; r C h/ �
A. Efectivamente, para z 2 D.z0; r/ la fun-
ción distancia de z al complementario A{ es una función continua en un compacto que alcanza
su mínimo, mayor que r ; cualquier disco de radio menor que esta distancia mínima nos valdrá.
Sea  la circunferencia de radio r Ch centrada en z0, frontera de D.z0; r Ch/. Dado que fn.z/
y f .z/ son funciones holomorfas en A las fórmulas de Cauchy para la derivada nos permiten
escribir, para z 2 D.z0; r/, f .k/n .z/ D kŠ

2� i

R


fn.�/

.��z/kC1 d � y f .k/.z/ D kŠ
2� i

R


f .�/

.��z/kC1 d �. Por otro
lado, dada la supuesta convergencia uniforme fn.z/ ! f .z/ en cada disco cerrado, y en par-
ticular en D.z0; r C h/, podemos asegurar que para cada � > 0 seremos capaces de encontrar
un entero positivo N tal que jfn.z/ � f .z/j < � para todo n > N y para todo z en el disco
D.z0; r C h/. En particular, seguirá siendo cierto en la frontera  del disco. Luego tendremos
las acotaciones

jf .k/n .z/ � f .k/.z/j D kŠ

2�

ˇ̌
ˇ
Z


fn.�/ � f .�/
.� � z/kC1 d �

ˇ̌
ˇ � kŠ

2�

Z


�

j� � zjkC1 j d �j:

La menor distancia, que es h, entre un punto de D.z0; r/ y un punto de la circunferencia  se
alcanza cuando ambos están situados sobre el mismo rayo que parte de z0. Por tanto, j��zj > h
cuando � 2  y z 2 D.z0; r/, y podemos escribir

jf .k/n .z/ � f .k/.z/j � kŠ

2�

�

hkC1
`./ D kŠr C h

hkC1
�

cuando n > N y z 2 D.z0; r/. Donde se deduce la convergencia puntual y en discos cerrados
anunciada. □
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�Ejemplo: Estudiamos un caso de convergencia normal pero no uniforme en el disco
unidad abierto. La serie f .z/ DP1nD1 znn converge uniformemente en los discosD.0; r/ siempre

que 0 < r < 1. Efectivamente, se tiene
ˇ̌
ˇznn
ˇ̌
ˇ < Mn WD rn

n
para z 2 D.0; r/. Cómo Mn < rn

y la serie geométrica
�P1

nD0 rn
�
� 1 converge, también lo hace

P1
nD1Mn, y por la prueba

M de Weierstrass sabemos que la serie
P1
nD1

zn

n
converge uniformemente en en cada disco

cerrado D.0; r/, r < 1. También converge puntualmente en el disco abierto D.0; 1/, ya que
cualquier z 2 D.0; 1/, pertenece a algúnD.0; r/, con r < 1. Pero no converge uniformemente en
D.0; 1/. Supongamos convergencia uniforme enD.0; 1/, entonces la serie real

P1
nD1

xn

n
converge

uniformemente en Œ0; 1�. Esto implica que para todo � > 0 existe un entero positivo N tal que
xn

n
C � � � C xm

m
< �, para todo pareja de enteros positivos n;m, con m > n > N , y todo

x 2 Œ0; 1�. Pero la serie armónica diverge, por lo que no cumple el criterio de Cauchy, esto es
1
N
C � � � C 1

NCm > 2� para m suficientemente grande. Elijamos ahora un x tal que 1 > xNCm >

1=2, entonces xN

N
C � � � C xNCm

NCm > xNCm
�
1
N
C � � � C 1

NCm
�
> �. Luego no hay convergencia

uniforme enD.0; 1/. Pero si hay convergencia normal enD.0; 1/, ya que cualquier para cualquier
disco cerradoD.z0; Qr/ � D.0; 1/ siempre puedo encontrar un disco cerradoD.0; r/ � D.z0; Qr/,
en donde hemos visto que si hay convergencia uniforme. En definitiva, podemos aplicar el
Teorema de Weiertrass para convergencia holomorfa, ya que fn.z/ D zn

n
es holomorfa en

D.0; 1/ y f 0n.z/ D zn�1, asi que f 0.z/ D P1
nD1 f 0n.z/ D

P1
nD0 zn D 1

1�z si z 2 D.0; 1/, siendo
la convergencia normal.

iv.1.4. Orígenes de la convergencia uniforme En 1847 el matemático alemán Philipp
Ludwig von Siedel, estudiante de Dirichlet en Berlin y que posteriormente estuvo con Jacobi y
con Neumann en Königsberg, se dio cuenta de un grave problema de la convergencia puntual,
tal como la entiende Cauchy en su Course d’Analyse, , cuando se aplica a funciones continuas.
Seidel dice, en su artículo Note über eine Eigenschaft der Reihen, welche discontinuirliche Funktionen
darstellen (Abhandlungen Bayerische Akademie der Wissenschaften 5 (1847) 381–394) que “Uno
encuentra en el ’Course d’Analyse algebraique. . . un teorema que asegura que una serie convergente
cuyos miembros individuales son funciones de una cantidad x y continuas en una vecindad de un valor
particular de x, es asimismo una función continua en ese entorno. Se sigue que series de este tipo no
están adaptadas para representar funciones discontinuas en la vecindad de puntos donde ellas tienen sus
valores de salto.” Y después de desarrollar esquemáticamente las ideas de Cauchy sigue diciendo
que “Sin embargo, este teorema contradice que lo que Dirichlet nos ha mostrado, que, por ejemplo, las
series de Fourier también convergen si uno las fuerza a representar funciones discontinuas —de hecho,
la discontinuidad se encuentra frecuentemente en forma de aquellas series cuyos miembros son también
funciones continuas. . . Cuando uno tiene la certeza de que la proposición no puede ser valida de forma
general, entonces su demostración básicamente debe basarse en alguna suposición oculta. Cuando esto se
somete a un análisis preciso, entonces no es difícil descubrir la hipótesis oculta. Entonces uno puede razonar
hacia atras que esto no puede ocurrir con series que representan funciones discontinuas”. El resultado de
Seidel es el siguiente “Si uno tiene una serie convergente que representa una función discontinua de una
cantidad x , cuyos miembros individuales son funciones continuas, entonces uno debe de ser capaz de dar
valores de x en un entorno del punto donde la función salta para los que la serie converge arbitrariamente
despacio.” Ese arbitrariamente despacio, es decir que allí se converge de una manera distinta de
los puntos donde hay continuidad es lo que más tarde se llamaría ausencia de convergencia
uniforme.
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Parráfos de Cauchy
Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie

des sciences (1853) 36 30-63

Fue en 1853 cuando Cauchy
en su artículo Note sur les séries
convergentes dont les divers termes
sont des fonctions continues d’une
variable réelle ou imaginaire, entre
des limites données, introduce su
criterio de convergencia unifor-
me, sin llamarla uniforme, Aun-
que reconoce que su resultado
sobre la convergencia de fun-
ciones continuas en su Course
d’Analyse. . . es erróneo, también
dice, en su descarga, “Además, es
fácil ver cómo debemos modificar el
enunciado del teorema, para que no
haya ninguna excepción. Esto es lo
que voy a explicar en pocas pala-
bras” (“Au reste, il est facie de voir
comment on doit modifier l’énoncé
du théorème, por qui’l n’y ait plus

lieu à aucune exception. C’est ce que je vais expliquer en peu de mots”).
Fue Weierstrass el que definitivamente impulso la convergencia uniforme como una herra-

mienta indispensable para el estudio de las funciones. Parece que estas ideas las pudo discutir
con su maestro Christoph Guddermann, estudiante a su vez de Gauss en Gontiga. Gudermann
después de ser maestro escolar en Kleve se fue a Münster, de 1839 a 1841, en donde recibió co-
mo pupilo de secundaria a Weierstrass, estudiando, entre otra cosas funciones elípticas y series
de potencias, y enseñándolas, fue uno de los pioneros en ese campo. De hecho algunos de los
trabajos más influyentes de Weierstrass en funciones de variable compleja que aparecieron a
partir de 1857, aparecen explícitamente en los trabajos no publicados de su tiempo en Münster,
bajo la tutela de Guddermann. Y la transformación de su idea inicial de función holomorfa o
analítica como función derivable a la de función desarrollable en serie de potencias ocurrió en
ese periodo.

Párrafo de Guddermann
Journal für die reine und angewandte Mathematik 18 (1838) 220-258

Guddermann usa-
ba la series de po-
tencias para estudiar
sus funciones favori-
tas las funciones elíp-
ticas, y estaba in-
teresado en comparar
los distintos “grados de
convergencia” de esas
series para distintos
valores de las varia-
bles independientes.
De hecho, en su ar-
ticulo Theorie der Modular-Functionen und der Modular Integralen de 1838, publicado en la revista
de Crelle, se puede leer “tienen un tipo de convergencia que considerada globalmente es del mismo grado”
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(einen im Ganzen gleichen Grad der Convergenz). La suma parcial se aproxima al valor de la serie
de forma similar en los diferentes puntos del intervalo, de forma global. Claramente, a pesar
de que probablemente fuera el origen de la idea de convergencia uniforme aún estaba lejos de
nuestras ideas actuales. Fue Weierstrass quien construyó ese edificio conceptual y ya en 1841,
hablaba de convergencia uniforme (gleichmässig Convergence). Por ejemplo, nos dice en Zur Theorie
der Potenzreihen (en Werke, I, 67–74) lo siguiente: “Debido a que la serie de potencias estudiada . . . ..
converge de manera uniforme, dada una cantidad positiva arbitraria ı, un número finito de términos de
la serie se pueden descartar de modo que la suma de todos los términos restantes es, para cada valor en el
dominio especificado . . . en valor absoluto < ı.”

La convergencia uniforme fue objeto de un profunda discusión a lo largo de los cursos que
Weierstrass impartió en Berlín. En particular, en su artículo Zur Functionenlehre de 1880, en su
primera anotación a pie de página podemos leer “Una serie infinita

P1
�D0 f�.x/ cuyos miembros

son funciones de una cantidad de variables arbitraria converge uniformemente en una cierta parte .B/
de su región de convergencia, si supuesta dada una cantidad positiva arbitrariamente pequeña ı se puede
determinar un número natural m, tal que el valor absoluto de la suma

P1
�Dn f�.x/ es menor que ı

para todo valor de n que sea � m, y para toda colección de valores de las variables pertenecientes a
la región B .” No sólo esto, inmediatamente, y ya en el texto principal, dice: “Por otra parte,
supongamos dada una magnitud positiva � para un cierto punto a de esta región, tal que la serie converge
uniformemente para todos los valores de x correspondientes a la condición jx � aj < �, entonces diremos
que la serie converge uniformemente en un entorno del punto a”. Vemos como introduce el concepto
de convergencia uniforme en discos cerrados o de convergencia normal. Un poco más adelante
escribe su test M .

Párrafos de Weierstrass
Monatsberichte der Königlichen Preuß. Akademie der Wissenschaften zu

Berlin. (1880) 719-743.
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§iv.2. Series de potencias y desarrollos de Taylor

S
eries de funciones aparecen en diferentes y variados contextos. Basta con recordar las
series de Fourier, los desarrollos en autofunciones, y las series de Taylor. Nos centramos
ahora en un caso más sencillo, pero también profundo en sus implicaciones en el estudio

de funciones de variable compleja. Abordamos el caso en que las funciones son de la forma
fn.z/ D an.z � z0/n, donde an 2 C y z0 2 C. Es decir, manipularemos series de potencias
centradas en cierto punto.

Una función f .z/ se dice analítica en punto z0 si se puede representar como una serie

de potencias f .z/ D
1P

nD0

an.z�z0/
n, que converge en algun entorno de z0. Una función

es analítica en un abierto A si es analitica en cada uno de sus puntos.

Función analítica

iv.2.1. ¿Cómo convergen las series de potencias? El siguiente resultado es vital en toda
la teoría.

Sea r0 > 0 y supongamos que
˚janj.r0/n

	1
nD0

está acotada. Entonces, la serie
1P

nD0

an.z�
z0/

n converge absolutamente y uniformemente en el disco cerrado D.z0; r/, para todo
r < r0.

Lema de Abel–Weierstrass

Demostración. Cómo la sucesión
˚janj.r0/n	1nD0 está acotada tenemos que existe C > 0

tal que janj.r0/n � C; 8n 2 ZC. Por tanto, siempre que z 2 D.z0; r/, podemos escribir

jan.z � z0/nj � janjrn �Mn Mn WD C
� r
r0

�n
:

Pero la serie
P1
nD0Mn es convergente cuando r < r0, y aplicando lay prueba M de Weierstrass

deducimos el resultado. □

Para toda serie de potencias f .z/ D
1P

nD0

an.z � z0/
n, existe un único R � 0, llamado

radio de convergencia, tal que
i) Si z 2 D.z0; R/ la serie f .z/ converge, siendo a convergencia absoluta y

uniforme en todos los discos cerrados D.z0; r/ con r < R.
ii) Si z 2 C nD.z0; R/ la serie f .z/ diverge.

Convergencia normal de series de potencias

Demostración. Si existe R satisfaciendo estas condiciones debe ser único, ya que de existir
dos distintos R1 y R2, con R1 < R2, tendríamos una región fz W R1 < jz � z0j < R2g en donde
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la serie diverge y converge a la vez, absurdo. Consideremos

R WD sup
n
r � 0 W ˚janjrn	1nD0 es una sucesión acotada

o
:

El lema de Abel–Weierstrass implica para todo r0, con r0 < R, que la serie de potencias
converge absoluta y uniformemente en D.z0; r/, siempre que r < r0 < R. ¿Qué ocurre si
z 2 C nD.z0; R/? Ahora tenemos z 2 C con jz� z0j > R, así que la sucesión

˚janjjz� z0jn	1nD0
no está acotada, haciendo imposible que lKımn!1 an.z � z0/n D 0, y por tanto la serie de
potencias es divergente. □

�Observaciones:

i) Al disco D.z0; R/ se le denomina disco de convergencia de la serie de potencias.
ii) CuandoR D C1 tenemos que la serie de potencias converge en todo C, en tanto que si

R D 0 la serie diverge en todo C. Para situaciones intermedias, tenemos convergencia
en un disco centrado en z0.

iii) Dado R, el radio de convergencia de la serie, sabemos que para 0 � r < R se tendrá
rnjanj � C , para algún C > 0. Estas se conocen como estimaciones de Cauchy. Y si somos
capaces de encontrar un r y un C verificando una acotación de Cauchy, sabremos que
R � r .

iv) Vemos que la convergencia de la serie de potencias es una convergencia normal en el
disco de convergencia.

v) En la demostración hemos visto que el radio de convergencia es R WD sup
n
r �

0 W ˚janjrn	1nD0 es una sucesión acotada
o
. También, lo podemos expresar como R WD

sup
n
r � 0 W P1nD0 janjrnconverge

o
, que aunque parece más exigente no lo es. Efec-

tivamente, si
P1
nD0 janjrn entonces claramente

˚janjrn	1nD0 es una sucesión acotada.
Para comprobar el inverso basta con recordar que para r < R se tiene convergencia
absoluta en los discos D.z0; r/, por tanto

P1
nD0 janjrn converge.

iv.2.2. Series de potencias y holomorfía

Una serie de potencias es holomorfa en el interior de su disco de convergencia.

Holomorfía de las series de potencias

Demostración. Recordando el Teorema de Weierstrass de convergencia holomorfa y el
resultado recién demostrado sobre la convergencia normal de las series potencias deducimos
inmediatamente que la serie de potencias es una función holomorfa en el interior de su disco
de convergencia. □
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Las derivadas de la serie de potencias f .z/ D
1P

nD0

an.z � z0/
n en su disco de conver-

gencia D.z0; R/ son las series de potencias

f .k/.z/ D
1X

nDk

.n/kanC1.z � z0/
n�k; .n/k WD n.n � 1/.n � 2/ : : : .n � k C 1/;(15)

con discos de convergencia dados por D.z0; R/, identicos al de la serie f .z/. Los
coeficientes de la serie de potencias se pueden calcular de acuerdo con

an D 1

nŠ
f .n/.z0/:(16)

Derivadas de las series de potencias

Demostración. Del Teorema de Weierstrass sobre la convergencia holomorfa sabemos que
f 0.z/ DP1nD1 nan.z�z0/n�1 converge enD.z0; R/. Podría pasar que la derivada convergería en
regiones mayores. Veamos que esto no ocurre. Supongamos pues que la serie derivada tiene una

radio de convergenciaR0 > R, dondeR0 WD sup
n
r � 0 W ˚njanjrn�1	1nD0 es una sucesión acotada

o
.

Luego podemos escoger R < r < R0 con
˚janjrn	1nD0 no acotada y

˚
njanjrn�1

	1
nD0 acotada.

Pero, si existe C 0 tal que se da la estimación de Cauchy njanjrn�1 � C 0, concluiríamos que
janjrn � C 0r

n
� C 0r , y por ello C D C 0r daría una estimación de Cauchy para la serie de

potencias original con r > R, lo que es contradictorio.
Las derivadas sucesivas y sus discos de convergencia se encuentran por inducción. Por

último, al evaluar (15) en z D z0 obtenemos (16). □

� Observaciones El número .n/k se conoce símbolo de Pochhammer o factorial descendente.

iv.2.3. Unicidad y fórmulas para el radio de convergencia

Dos series de potencias
P1

nD0 an.z � z0/
n y

P1
nD0 bn.z � z0/

n que coinciden en algún
disco D.z0; r/ con r > 0 deben ser la misma; i.e., an D bn, 8n 2 ZC.

Unicidad de las series de potencias

Demostración. Es una consecuencia inmediata de (16), que diría an D 1
nŠ
f .n/.z0/ y bn D

1
nŠ
f .n/.z0/, y por ende an D bn. □



§iv.2] Series de potencias y desarrollos de Taylor (145

Sea la serie de potencias
P1

nD0 an.z � z0/
n.

i) Criterio del cociente: Si existe el límite de la secuencia de cocientes conse-

cutivos
n janC1j

janj
o1

nD0
, entonces

R D lKım
n!1

janj
janC1j :

ii) Criterio de la raíz: Si existe el límite de la secuencia de raíces
˚

n
p
janj

	1
nD0

,
entonces

R D 1

lKım
n!1

n
p
janj

:

Criterios y radios de convergencia

Demostración. Hemos observado anteriormenteR WD sup
n
r � 0 WP1nD0 janjrnconverge

o
.

La aplicación del criterio de d’Alambert para series numéricas conduce a discriminar según

lKımn!1 janC1jr
nC1

janjrn ? 1, para la divergencia/convergencia. Aplicando el criterio de la raíz para

series numéricas la discriminación la da lKım
n!1

n
p
janjrn ? 1. □

�Observaciones: El matemático francés Jacques Hadamard introdujo, a principios del SXX,
una mejora al criterio de Cauchy (aparentemente Hadamard no conocía el criterio de la raíz)

el llamado criterio de Cauchy–Hadamard :
1

R
D lKım sup

n!1
�janj1=n�.

�Ejemplos: Analicemos diferentes ejemplos de series de potencias y sus discos de conver-
gencia

i) Consideremos la serie de potencias
P1
nD0 anz2n, a 2 C . Los coeficientes de la serie

de potencias son a2n D an y a2nC1 D 0. Por ello, el criterio del cociente no se puede
aplicar directamente. En vez de esta serie, podemos estudiar f .�/ DP1

nD0 an�n, con

coeficientes an D an y donde hemos usado � D z2. Cómo
ˇ̌
ˇ an
anC1

ˇ̌
ˇ D 1

jaj , el disco

de convergencia es
˚
� W j�j < 1

jaj
	
, en donde la serie suma 1

1�a� . Dado que � D z2,
concluimos que

P1
nD0 anz2n D 1

1�az2 para jzj < 1pjaj .

ii) Estudiamos ahora
P1
nD1

2n

nn
zn. Como lKımn!1 n

q
2n

nn
D lKımn!1 1

n
D 0, nos queda que

R D 1
0
D 1. Luego la serie converge en todo C. Si hubiéramos puesto

P1
nD1

nn

2n
zn,

hubiéramos obtenido R D 0 y la serie diverge en todo el plano.

iii) Aplicamos a la serie de potencias
P1
nD1

�
7n3C2 in2�2C5 i

in3C2n2
�n
.z�2 i/n el criterio de la raíz.

Se tiene n

rˇ̌
ˇ7n3C2 in2�2C5 iin3C2n2

ˇ̌
ˇn D

ˇ̌
ˇ7n3C2 in2�2C5 iin3C2n2

ˇ̌
ˇ �!
n!1 7, así que el disco de convergencia

es D.2 i; 1
7
/.
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iv.2.4. El Teorema de Taylor Hemos visto que las funciones analíticas son holomorfas,
vamos a demostrar que el inverso también es cierto: las funciones holomorfas son analíticas.

Sean un abierto A, z0 2 A , r0 > 0 tal que D.z0; r0/ � A y una función f W A! C
holomorfa. Entonces,

i) La serie de potencias
1X

nD0

f .n/.z0/

nŠ
.z � z0/

n

converge en D.z0; r/.
ii) En D.z0; r0/ se tiene el desarrollo de Taylor de f .z/ alrededor de z0

f .z/ D
1X

nD0

f .n/.z0/

nŠ
.z � z0/

n:

Teorema de Taylor

Demostración.

C

r
r 0 

A

z0
z

�

x

y

Disco de convergencia D.z0; r0/ y arco 

Consideremos un disco D.z0; r/ con r < r0 y usemos su frontera � D @D.z0; r/, reco-
rrida una vez en sentido antihorario, como arco de integración  . Entonces, por la fórmu-
la integral de Cauchy sabemos que f .z/ D
1
2� i

R

f .�/

��z d � para z 2 D.z0; r/. Escribimos
1
��z D 1

��z0
1

1� z�z0
��z0

, que recordando la serie

geométrica conduce a 1
��z D 1

��z0
P1
nD0

�
z�z0
��z0

�n
,

que converge uniformemente siempre que jz�
z0j < j� � z0j, i.e., z 2 D.z0; r/, que es nues-
tro caso. También, como f .�/ es continua
en �, un conjunto acotado, se puede asegu-
rar que existe M > 0 tal que jf .�/j < M ,

8� 2 �. Por tanto,
ˇ̌
ˇ f .�/��z0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇz�z0��z0

ˇ̌
ˇn < M

r

jz�z0jn
rn

y la serie
P1
nD0

ˇ̌
ˇ f .�/��z0

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇz�z0��z0

ˇ̌
ˇn converge siem-

pre que jz � z0j < r . Así que, para cada
z 2 D.z0; r/, podemos afirmar que la serie f .�/

��z0
P1
nD0

.z�z0/n

.��z0/n converge uniformemente y ab-
solutamente para � 2 �. Por ende, podemos integrar término a término

f .z/ D 1

2� i

Z


1X
nD0

f .�/

.� � z0/nC1 .z � z0/
n d �

D
1X
nD0

�
1

2� i

Z


f .�/

.� � z0/nC1 d �
�
.z � z0/n

D
1X
nD0

f .n/.z0/

nŠ
.z � z0/n;
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en donde hemos recordado las fórmulas de Cauchy para las derivadas. □

Y llegamos a uno de los grandes hitos de las funciones de una variable compleja, los con-
ceptos de analiticidad y de holomorfía son equivalentes en este contexto:

Una función es analítica en una región A si y sólo si es holomorfa.

Holomorfa”Analítica

Este increíble resultado es el que llevo a Weierstrass y a otros autores a construir el cuerpo del
análisis en variable compleja sobre el concepto de analiticidad y evitar la aproximación inicial
de Cauchy y de Riemann de cimentar el edificio teórico sobre la derivabilidad o holomorfía,
esto es en las ecuaciones de Cauchy–Riemann. La guía de Weierstrass fue siempre el rigor, y
en ese momento su aproximación era la más rigurosa. Eso ya no es cierto hoy en día y ambas
aproximaciones son completamente equivalentes desde el punto de vista del rigor matemático.

i)
1

1 � z D
1P
nD0

zn, z 2 D.0; 1/.

ii)
1

.1 � z/2 D
1P
nD0

.nC 1/zn, z 2 D.0; 1/.

iii)
1

.1 � z/3 D
1
2

1P
nD0

.nC 1/nzn, z 2 D.0; 1/.

iv) ez D
1P
nD0

zn

nŠ
, z 2 C.

v) sen z D
1P
nD0

.�1/n z2nC1

.2nC 1/Š , z 2 C.

vi) cos z D
1P
nD0

.�1/n z
2n

.2n/Š
, z 2 C.

vii) Log.1C z/ D
1P
nD1

.�1/nC1

n
zn, z 2 D.0; 1/.

viii) .1C z/˛ D e˛ Log.1Cz/ D
1P
nD0

.˛/n

nŠ
zn, z 2 D.0; 1/

(si ˛ 62 N y z 2 C),

Series de Taylor habituales

Aquí .˛/n D ˛.˛ � 1/ : : : .˛ � nC 1/ es el símbolo de Pochhammer.

§iv.3. Historias sobre las series de potencias

T
razar el devenir de las series de Taylor es complicado, en cualquier caso la tarea re-
servada a Taylor no es la del hallazgo y descubrimiento sino la del proselitismo, la
consolidación y extensión.

iv.3.1. Madhava de Sangamagrama (circa 1350 – circa 1425) A este matemático in-
dio se le puede atribuir el descubrimiento de las series de potencias de las funciones trigo-
nométricas. Él fue el fundador de la escuela de astronomía y matemáticas de Kerala, en el
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sur de la India. En los versos conservados por tradición oral de la escuela de Kerala, se pue-
den encontrar las series sen x D x � x3

3Š
C x5

5Š
� x7

7Š
C � � � , cos x D 1 � x2

2Š
C x4

4Š
� x6

6Š
C � � � ,

arctan x D x � x3

3
C x5

5
� x7

7
C � � � y también la serie numérica �

4
D 1 � 1

3
C 1

5
� 1

7
C � � � .

Versos en Yuktidipika sobre sen y cos

Nilakantha Somayaji (1444-1544) en
su Aryabhatia Bhashya ya reconoce la
existencia de las series del seno y el
coseno atribuyéndoselas a Madha-
va. Recogió, Nilakantha, en versos
sánscritos, dichas series en su obra
Tantrasamgraha, que también apare-
cen en un comentario de su obra
Tantrasamgraha-vyakhya por Sanka-
ra Variar (circa 1500-1560). Las se-
ries no se demuestran, sólo se mues-
tran. Pero posteriormente, Jyestha-
deva (circa 1500-circa 1610) incluyó
una prueba en su trabajo Yuktidipi-
ka escrito en Malayalam, una len-
gua hablada en Kerala. Los traba-
jos de la escuela de Kerala fueron
mencionados brevemente en el tra-
tado Kala Sankalita de J. Warren y
tratados con más profundidad por
el inglés C. M. Whish en 1835. Por
ejemplo, en los versos 2440 y 2441
se puede leer Multiplica el arco por el
cuadrado del arco y toma el resultado de
repetirlo (cualquier número de veces). Di-
vide (cada uno de los numeradores ante-
riores) por los cuadrados de los números
pares sucesivos aumentado por ese núme-
ro y multiplicado por el cuadrado del ra-
dio. Coloca el arco y los sucesivos resul-
tados obtenidos uno por debajo del otro,
y sustrae cada uno de los anteriores. Es-
tos juntos dan el jiva, como se recopilan en el versículo que comienza con "vidvan", etc. Este verso se
traduce a r sin x

r
D x � x � x2

.22C2/r2 C x � x2

.22C2/r2 � x2

.42C4/r2 � � � � , que para r D 1 da la cono-
cida serie de Taylor del seno. En versos similares se tratan los otros casos mencionados, 2442
y 2443 versan sobre la serie del coseno, y los 2206-2209 versan sobre la serie del arcotan-
gente. En ellos se obtienen las expresiones r

�
1 � cos x

r

� D r x2

.22�2/r2 � r x2

.22�2/r2 � x2

.42�4/r2 C � � � y
r arctan

�
y

x

� D 1
1
� ry
x
� 1
3
� ry3
x3
C 1

5
� ry5
x5
� � � � , donde y

x
< 1.
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James Gregory (1638-1675)

iv.3.2. James Gregory (1638-1675) La historia
de este matemático escoces merece ser contada. Su in-
terés por las matemáticas le viene de estirpe, ya hemos
hablado de su tío materno Alexander Anderson, que
fue discípulo y traductor de la obre de Viète. Gregory
publicó a los 24 años de edad el tratado Optica Promo-
ta en donde podemos encontrar una de las primeras
descripciones por escrito de un telescopio reflectante.
Para la publicación de esta obra viajó a Londrés en
1663 donde conoció al contable Collins, que se convir-
tió en su amigo y con el que mantenía una frecuente
comunicación epistolar. Debemos mencionar que Co-
llins estaba en contacto con otros matemáticos como
Newton y John Pell, lo que ayudo en las investigacio-
nes de Gregory. Mr Gregory marcha a Italia en 1664,
en donde está cuatro años aprendiendo geometría con
Stefano degli Angelo y escribe dos libros, en el primero
discute conceptos como la convergencia, en tanto que
en el segundo Geometriae Universalis (1668) encontra-
mos una versión geométrica del teorema fundamental
del cálculo. Cuando Gregory regresa a Londrés en el

verano de 1668 su amigo Collins le pone al día de los últimos avances de los matemáticos que
trabajaban en Inglaterra. En particular, le menciona el descubrimiento de la serie de Mercator:
log.1 C x/ D x � x2

2
C x3

3
C � � � . Nikolaus Mercator (circa 1620-1687), cartógrafo4 nacido en

Alemania pero que marchó a Inglaterra en 1657, publicó en 1668 dicho resultado en el libro
Logarithmo-technica, aunque probablemente lo hubiera conocido con anterioridad.5 Esto condujo
a Gregory a escribir en 1668 el libro Geometriae Pars Universalis sobre la función logarítmica y
sus aplicaciones. En particular, da los primeros resultados sobre las primitivas de sec x y tan x.
Por ejemplo, encuentra que

R �
0
sec� d� D log tan.�

4
C�/, de mucho interés por sus aplicaciones

en la navegación marítima.6 También parece, de la correspondencia de Newton, que alrededor
de 1668 Gregory había redescubierto el teorema binomial en relación a la serie de

p
1C x.

4No confundir con Gerhard Mercator (1512-1594) y autor del Gran Mapa del Mundo.
5Mercator estudiaba la cuadratura (determinación del cuadrado equivalente en superficie, i.e. hallar la super-

ficie) de la hipérbola y.1C x/ D 1, como sabia que
R a
0
xn d x D anC1

nC1 , resolvió el problema desarrollando la serie
geométrica 1

1Cx D 1 � x C x2 � x3 C � � � e integrando término a término. En 1669 Wallis determino la región de
convergencia de la serie.

6La proyección de Mercator (de Gerhard) se empezó a usar en las cartas de navegación. En dichos mapas
la ordenada correspondiente a una determinada latitud � , corresponde, como hizo notar el matemático Wright
de Cambridge en Certain Errors in Navigation corrected en 1599, a c

R �
0
sec � d � con c un factor de escala que se

determina según la carta usada. El libro contenia también una tabla de las latitudes correspondientes a la adición de
secantes consecutivas de minuto en minuto. Henry Bond, en los 1640, observa que los valores de la tabla de Wright
se pueden obtener tomando el logaritmo de tan.�

4
C �

2
/. Nikolaus Mercator ofreció en 1666 una recompensa por

demostrar que estas matemáticas experimentales eran correctas. Siendo Collins un experto en navegación atrajo la
atención de su amigo Gregory hacia el problema. Debemos mencionar en este punto que, aunque parezca mentira,
la integral

R
sec x d x fue la primera en hallarse, no por Gregory, sino anteriormente por Thomas Herriot (1560-

1621) que la determinó usando una proyección estereográfica de un loxodromo esférico. El loxodromo esférico es
una espiral tridimensional, que es conocida como curva de los navegantes o curva de los rumbos ya que da el camino
más corto entre dos puntos sobre la esfera.
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Carta de Gregory a Collins 15/2/1671
Stephen Peter Rigaud, Correspondence of Scienti�c

Men of the Seventeenth Century (1841)

Sin embargo, dicha serie era conocida en 1620
por Henry Briggs como muestran sus tablas
de logaritmos. El 5 de septiembre de 1670,
Gregory relata a Collins algunos hallazgos re-
levantes y en particular “hallar el seno tenien-
do el arco y encontrar el número teniendo el loga-
ritmo”. Lo último es equivalente a la serie de
Newton; esto es, si se toma como x el logarit-
mo de y, x D log y, en la base 1Cd , entonces
y D .1 C d/x y Gregory escribe .1 C d/x D
1Cxd C x.x�1/

1�2 d 2C x.x�1/.x�2/
1�2�3 d 3C� � � . El 19

de diciembre de 1670, Collins informa a Gre-
gory de que Newton ha encontrado las series
del sen x, cos x, arc sen x y x cot x, y que ade-
más posee un método general, lo que lleva a
Gregory a realizar un esfuerzo adicional en
ese sentido. Parece que tiene éxito, y el 15 de
febrero de 1671 le escribe a Collins “’As for New-
ton’s universal method, I imagine that I have some
knowledge of it, both as to geometrik and mechanik
curves, however I thank you for the series ye sent me
and send you the following in requital”. Gregory
envía a Collins las series de arctan x, tan x,
sec x, log sec x,log tan

�
�
4
C x

2

�
, arc sen.

p
2 ex/

y 2 arctan tanh x
2
. Pero Gregory, no es que hu-

biera encontrado la serie binomial de Newton,
sino más bien la serie de Taylor que reencon-
traría Brook Taylor unos 40 años más tarde,
del que hablaremos después. En la creencia
de que efectivamente había redescubierto el
método de Newton no lo publicó. Esto quedo
enterrado en la biblioteca de la universidad de
St Andrews hasta que en los años 30 del siglo
pasado Herbert Turnbull encontró y estudió
exhaustivamente la correspondencia de Gre-
gory. Aunque en la carta del 15 de febrero no
aclara como llega esas series—la carta fue re-
producida en 1841 por Rigaud en la obra Co-
rrespondence of Scientific Men of the Seventeenth
Century—, si que se ha encontrado en los hue-
cos de otra carta a Gregory de un tal Gedeon Shaw (librero), fechada el 29 de enero de 1671. La
anotaciones de Gregory contienen las derivadas sucesivas, hasta ordenes 7 y 8, de la tangente
que es una clara indicación de que Gregory conocía la serie de Taylor. Por ejemplo, para la
tan � , él escribe m D y; dy

dx
; d

2 y

d2 x
y así sucesivamente, y q D r tan � y llega a lo siguiente

i) m D q
ii) m D r C q2

r
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iii) m D 2q C 2q3

r2

iv) m D 2r C 8q2

r
C 6q4

r3

v) m D 16q C 40q3

r2
C 24q5

r4

vi) m D 16r C 136q2

r
C 240q4

r3
C 120q6

r5

vii) m D 272q C 987q3
r2
C 1680q5

r4
C 720q7

r6

viii) m D 272r C 3233q2
r
C 11361q4

r3
C 13440q6

r5
C 5040q8

r7

de donde es evidente que cada derivada se obtiene de la anterior multiplicando la derivada
de ésta con respecto a q por el factor r C q2

r
. Usando a D r� Gregory halla la serie r tan � D

aC a3

3r2
C 2a5

15r4
C 17a7

315r6
C 3233a9

181440r8
C � � � que comunica a Collins. La suposición de que Gregory

conocía la serie de Taylor no sólo se basa en la fecha de la carta de Gedeon Shaw, donde escribe
sus cuentas privadas, y la fecha de la carta a Collins, y en el hecho de que escriba hasta ocho
términos de las series de potencias de siete funciones, y de que en sus cuentas calcula justo
ocho derivadas, sino también en una pequeña sutileza. ¡En la séptima derivada de la tangente
comete un error! No es 987 sino 1232, que a su vez conduce a un error en la octava derivada,
no es 3233 como aparece arriba sino 3968. Tenemos dos errores en las derivadas. Estos errores
en las derivadas son justo los errores en la serie que Gregory envía a Collins. Por tanto, a pesar
de que no lo publicará en la creencia de que era el mismo método binomial de Newton —Sir
Isaac lo publicaría después de la muerte de Gregory— si que Mr Gregory había descubierto
la serie de Taylor décadas antes que Taylor. En cualquier caso, de haber hallado las series de
Taylor, cómo parece, no hay ningún indicio de la prueba de la misma.

Párrafo de Newton
De Analysi per Aequationes Numero Terminorum In�nitas (1669) tal como
aparece por primera vez en Analysis per Quantitatum Series Fluxiones ac

Di�erentias: Cum Enumeratione Linearum tertii Ordinis (1711)
Serie del coseno y el seno

A modo de coda, el
método de Newton era
bastante complicado, ya
que involucraba la in-
versión de series, la se-
rie binomial, la integra-
ción término a término
y la llamada división lar-
ga. En 1669, escribió
De Analysi per Aequationes
Numero Terminorum Infi-
nitas que envió a publi-
car a la Royal Society
pero ¡fue rechazado! Es-
te trabajo fue uno de los
pilares fundacionales del
cálculo de fluxiones y de
las nuevas matemáticas
de Isaac Newton. Sólo
ejemplos para las funciones trigonométricas y ‘desarrollo del binomio de exponentes fraccio-
nario”, llegaron a ser conocidos en ese momento gracias a su correspondencia, de nuevo, con
Collins. Fue publicado 42 años después, en 1711 en Analysis per Quantitatum Series Fluxiones ac
Differentias: Cum Enumeratione Linearum tertii Ordinis editado por W. Jones.
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Brook Taylor (1685-1731)

iv.3.3. Brook Taylor (1685-1731) Matemático
inglés de familia rica y educada, aunque inicialmente
estudio leyes sus intereses se volvieron hacia las mate-
máticas. Taylor era conocido por su capacidad y expe-
riencia aunque no tuviera grandes resultados. Por ello,
en abril de 1712 Taylor es elegido miembro de la Ro-
yal Society. Ayudo a ello la solución proporcionada por
Taylor a Machin, uno de los proponentes de su candida-
tura, un problema referente a la segunda ley de Kepler
del movimiento planetario. Ese mismo año Taylor en-
tró en el comité establecido para decidir si la demanda
de Newton o de Leibniz por haber inventado el cálcu-
lo era correcta. En 1712 publica un trabajo titulado De
Inventione Centri Oscillationis (escrito en 1708) en Philo-
sophical Transactions of the Royal Society 28 (1712-13)
11-21, donde se da una solución al problema del centro
de oscilación de un cuerpo, este fue el comienzo de una
larga disputa vital con Johann Bernoulli. En este artícu-
lo de mecánica clásica se utilizan de forma intensiva las
técnicas del cálculo de fluxiones de Mr Newton. El 1714

es elegido secretario de la Royal Society, cargo al que renunció en 1718, en parte por razones de
salud, en parte debido a su falta de interés. Este período fue su etapa, matemáticamente hablan-
do, más productiva. En particular, dos libros aparecieron en 1715, Methodus incrementorum directa
e inversa y Linear Perspective, que jugaron un papel importante en el devenir de las matemáti-
cas. Las segundas ediciones aparecerían en 1717 y 1719 respectivamente. Methodus incrementorum
directa et inversa reflejaba claramente su papel, mencionado anteriormente, como divulgador y
propagador de la teoría newtoniana. Aplicando el cálculo newtoniano a la mecánica, aborda el
estudio de la cuerda vibrante, de los centros de oscilación, de la trayectoria de un rayo de luz
refractado en la atmósfera, (de este último Edmund Halley dijo “uno de los (problemas) más com-
plejos e intrincados que puede ser propuesto, como ha demostrado el Dr. Brook Taylor . . . ”. Taylor sigue el
estilo de Newton, pero el contenido de su libro y el análisis empleado eran más representativo
de la matemática continental de Leibniz y los Bernoulli. Newton había definido sus fluxiones
como derivadas temporales, basadas en la suposición de que las cantidades matemáticas no
debían considerarse “como compuestas de partes extremadamente pequeñas, sino como generadas por
un movimiento continuo”. Taylor, si embargo, consideró que las cantidades formadas por “Una
adición continua de partes de una Magnitud finita, y aquellas partes que yo llamo los Incrementos de las
Cantidades a las que pertenecen”. Para demostrar que su método de los incrementos (de diferencias
finitas) proveía al cálculo de fluxiones de una base más solida Taylor probó diversos resultados.
En particular, además de la famosa serie, el tratado contenía teoremas fundamentales en la
teoría de las diferencias finitas, las fórmulas para los derivadas de la función inversa, la regla de
la cadena, una solución singular a una ecuación diferencial, técnicas para transformar y resol-
ver ecuaciones diferenciales y en diferencias, una discusión del número y tipo de condiciones
de contorno que deben acompañar una ecuación diferencial, y una discusión sobre la cuerda
vibrante. En cuanto a la serie de Taylor, su importancia no se reconoció hasta 1772 cuando
Lagrange lo proclamó el principio básico del cálculo diferencial. El término serie de Taylor parece
haber sido utilizado por primera vez por Lhuilier en 1786 (que ganó un premio que estableció
Lagrange en la Academia de Ciencias de Berlín para sentar lasa bases del cálculo).
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Párrafos de Taylor
Methodus incrementorum directa et inversa (1715)

Taylor, para construir
la serie, utilizaba una ta-
bla para las diferencias
finitas, que representaba
valores consecutivos de
la variable dependiente
x correspondientes a los
valores consecutivos de
la variable independien-
te z, de la que x de-
pende. Él uso una nota-
ción similar a la de New-
ton para denotar las in-
crementos, indicándolos
con un punto debajo de
la variable dependiente.
Así, cuando escribe �x
debemos entender �x D
x.zC�z/� x.z/ D �x,
si utilizamos la notación
T x D x.z C �z/, ten-
dremos T x D �x C x.
De donde podemos de-
ducir de forma iterati-
va que x.z C 2�z/ D
T 2x D ��xC �x, que x.zC
3�z/ D T 3x D ���x C
3 ��xC 3 �xCx y que x.zC
4�z/ D T 4x D ����x C
4���x C 6 ��x C 4 �x C x, y así
sucesivamente. Obsérve-
se que Taylor utiliza

*
x y

WWx para ���x y ����x, respectiva-
mente. La siguiente co-
lumna de diferencias es
para �x, esto es, a parte
de �x tendremos �x.z C
�z/ D T �x D ��x C �x,

�x.z C 2�z/ D T 2 �x D
���xC2 ��xC �x y �x.zC3�z/ D
T 3 �x D ����xC3���xC3 ��xC �x, y asi sucesivamente. La siguiente columna corresponde a las diferencias
de T n ��x que se calculan en término de las anteriores de igual modo, y así todas las columnas. En
definitiva, la entrada m-ésima de la columna n-ésima corresponde a la T m��� ���x, donde tenemos n
puntitos debajo de la x. A continuación, Taylor observa que x.zCn�z/ D T nx se escribe cómo
xCn �xC n.n�1/

2 ��xC n.n�1/.n�2/
2�3 ���xC� � � . Ahora pone v D n �x, Jv D .n�1/ �x, Jv D .n�1/ �x,JJv D .n�2/ �z

y obtiene para x.z C v/ la fórmula de interpolación x C �x
�z
v C ��x

�z2
C C ���x

�z3
v JvJJv
2�3 C � � � . Ahora es

cuando Taylor da un paso increíble, aunque habitual en la época, que Felix Klein calificó como
un paso al límite de audacia sin igual, dejó que z fluyera de forma continua y uniforme de modo
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y manera que todas las v; Jv; : : : son iguales y los incrementos se convierten en derivadas, para
así obtener la serie x.z C v/ D x C Px

Pz v C Rx
Pz2
v2

2
C «x
Pz3
v3

2�3 C � � � . Euler en Inventio summae cuiusque
seriei ex dato termino generali, (Commentarii academia escientarum Petropolitanae 8 (1736) 10)
se refirió a este hallazgo de Taylor como Esta serie . . . que el Ilustr. Taylor primero trajo a la luz . . . y
que adaptó a muchos excelentes usos.

A modo de conclusión, el uso de las series de potencias se origina en la India antes de 1500 y
de forma independiente comienza en Europa en 1600, Briggs (1620), Mercator (1668), Newton
(1669) (también De Moivre, Leibniz y Johann Bernoulli) pero sobre todo Gregory en 1668. Sin
embargo, Taylor da una prueba en el caso general que publica y aplica de muchas maneras. A
pesar de que parece que Gregory tenia la fórmula él no la publico, por temor/respeto quizás a
Newton, y Taylor si lo hizo en 1715. ¿Mi dictamen? ¡honor para todos! Vemos que la serie de
Taylor que deduce Taylor está centrada en el origen, es lo que hoy se llama a menudo una serie
de Maclaurin. Hay que decir que el matemático escocés Colin Maclaurin (1698-1746) en su obra
Treatise of fluxions II de 1742 da pleno reconocimiento del hallazgo a Taylor y dice este teorema
fue dado por el Dr. Taylor en method. increm.. Es decir Taylor, no fue el primero en hallar las series
de Taylor generales, y Maclaurin lo único que hizo fue reproducir lo que había aprendido de
Taylor.

Joseph-Louis Lagrange (1736–1813)
©Photo Collections Ecole polytechnique

Leyenda: Prend une grande part à l’organisation de l’Ecole
polytechnique. Inaugure le cours d’analyse devant tout le

personnel réuni le 24 mai 1795

iv.3.4. Joseph-Louis Lagrange (1736–1813) Nues-
tro buen Lagrange, el de la mecánica lagrangiana, fue
también un gran matemático. Nació en Turín en 1736
pero era, en cierto modo, italiano y francés. Estudió en
profundidad la obra de Euler, y entre sus áreas preferi-
das estaban el cálculo de las variaciones y ¿cómo no? la
mecánica y astronomía planetaria. Si Euler era un des-
cubridor de hechos sobresalientes, Lagrange aportaba
las pruebas, y Euler, aunque nunca conoció personal-
mente a Lagrange, le procesaba gran admiración. La-
grange sustituyó a Euler cuando este dejo la Academia
de Ciencias de Berlín, cuando éste vuelve a San Petes-
burgo. Allí se quedó hasta que se trasladó a París en
1787, y durante los siguientes veinte años, con la Revo-
lución y Napoleón Bonaparte, Lagrange estableció en
París los pilares para crear el centro mas prestigioso a
nivel mundial para las matemáticas. A principios del S
XIX, cualquier persona que quisiera la mejor formación
en Matemáticas iba a París. A mediados de la década
de 1790 el sistema educativo francés sufrió una profun-
da transformación y se fundó en 1794 la École Normale

de l’An III, que atrajo a muchos estudiantes y potenciales profesores de todo el país, y se dedi-
caron a enseñar, en un esfuerzo por establecer normas educativas para todo el país. Entre sus
profesores estaban, ni más ni menos que Lagrange, Pierre-Simon Laplace y Gaspard Monge.
Esta escuela se transformó en lo que hoy se conoce como la École Normale Supérieure, origi-
nalmente sólo buscaba proporcionar formación adecuada a los profesores, pero su influencia
mucho mayor, y las conferencias y lecciones fueron transcrito por personas en la audiencia
y, más tarde, impreso. La École Polytechnique también fue fundada en 1794, tenia otra misión,
no la de formar profesores, su tarea era la de formar a un gran número de estudiantes en las
disciplinas de la física, las matemáticas y la ingeniería. Fue la primera institución en el mundo
de este tipo, y desde su creación a día de hoy, los mejores compiten por poder estudiar en
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su seno. Allí estaban Monge y Lagrange enseñando y . . . ¡Laplace examinando! A partir de
1799 se empezaron a impartir dos cursos anuales de iniciación y preparación previa para las
Haute Écoles de minería, artillería, ingeniería militar, de puentes y caminos. En 1804 el mismo
Napoleón ordenó que todos sus estudiantes fueran soldados cadetes del ejercito francés.

Lagrange dedicó una parte importante de su actividad matemática a la fundamentación
del cálculo creado por Newton y Leibniz. En 1797 empezó a enseñar cálculo en la École Poly-
technique y publicó su Théorie des fonctions analytiques, contenant les principes du calcul différentiel,
dégagés de toute considération d’infiniment petits ou d’évanouissans, de limites ou de fluxions, et réduits
a l’analyse algébrique des quantités finies. Afirma que casi cualquier función se puede escribir como
f .xC i/ D f xCa1iCa2i2C& c, donde i es un incremento arbitrario, siempre que uno pueda
obtener a1 del conocimiento de f x (Lagrange escribe, como era usual, f x por f .x/, y cuyos
vestigios los apreciamos hoy cuando escribimos por ejemplo sen x o log x, y C& c para � � � ).
Para él, f 0.x/ es simplemente el coeficiente de i , nada de límites de cocientes incrementales,
infinitésimos o cantidades evanescentes. Los principios y argumentos de Lagrange eran los si-
guientes: En primer lugar, exige que en el desarrollo de f .x C i/, donde i es un incremento
pequeño, no deben aparecer potencias fraccionarias de i , excepto para valores particulares de
x. Deduce, por ello, que f .x C i/ D f x C f 0xi C f 00xi2 C � � � que definen f 0.x/; f 000.x/; : : : .
A continuación observa que si en el desarrollo f .x C i/ D f .x/ C pi C qir C ri3 C � � � se
sustituye x por xCo donde o es independiente de x y se desarrolla f .xC iCo/, reemplazando
i por i C o y x por xC o, puede deducir que el proceso que determina p de f , esto es p D f 0,
también determina q de p, mediante 2q D p0, a r de q mediante 3r D q0, y así sucesivamente.
Finalmente, considerando ejemplos del cálculo elemental, deduce que f 0.x/ D df

dx
; i.e., la serie

de Taylor, f .x C i/ D f x C f 0xi C f 00x
2
i2 C f 000x

2�3 i
3 C f IV x

2�3�4 i
4 C & c.

Párrafos de Lagrange
Théorie des fonctions analytiques. . .
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Párrafos de Cauchy
Résumé des leçons données à l’École royale polytechnique sur le calcul

in�nitésimal (1823)

iv.3.5. Cauchy: Re-
sumè y Le Calcul des li-
mits En 1823, Cauchy en
su Résumé des leçons données
à l’École royale polytechnique
sur le calcul infinitésimal es-
tablece con claridad su re-
chazo a las series de po-
tencias como piedra fun-
dacional del cálculo. Lo
deja meridianamente claro
en su Avertissement que di-
ce: “Mi principal objetivo ha
sido reconciliar el rigor que
yo había hecho ley para mí
en mi Cours d’analyse, con
la sencillez que resulta de la
consideración directa de can-
tidades infinitamente peque-
ñas. Por esta razón, me he
creído en el deber de recha-
zar los desarrollos de funcio-
nes en series infinitas, toda
vez que las serie así obtenidas
no sea convergentes; y me he
visto obligado a posponer la
fórmula de Taylor al cálculo
integral, ya que esta fórmula
ya no puede ser admitida co-
mo general en tanto que la se-
rie que contiene no se reduz-
ca a un número finito de tér-
minos y sea completada con
una integral definida. Yo no
ignoro de que el ilustre autor
del Mecanique analytique
tomó la fórmula en cuestión
como base de su teoría de las
funciones derivadas. Pero, a

pesar de todo el respeto que requiere una autoridad tan grande, la mayoría de los geómetras ahora están
de acuerdo en reconocer la incertidumbre de los resultados a los que uno puede ser conducido por el uso de
series divergentes, y mostraremos que a pesar de que en muchos casos el teorema de Taylor parece propor-
cionar el desarrollo de una función en serie convergente, la suma de la serie difiere esencialmente de la
función propuesta [ver el final de la 38va lección].” Vemos que Cauchy está criticando las propuestas
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fundacionales de Lagrange que hemos descrito arriba. Ya que según Cauchy no se debe tomar
los desarrollos en series de potencias como la principal base del cálculo infinitesimal, y tampoco
como elemento principal en el análisis de sus propiedades. Si uno reemplaza una función por
su serie de Taylor f .x/ D f .0/ C f 0.0/x C f 0.0/x2

2
C � � � , y todas las derivadas en el origen

se anulan se llega al absurdo de que la función es nula. Como dice Cauchy “esta conclusión no

puede ser exacta” como demuestra su ejemplo, hoy en día canónico, f .x/ D e�
�
1
x

�2
y otros como

e�
1

sen2 x . Por ejemplo, las funciones e�x2C e�
�
1
x

�2
y e�x2 tiene un mismo desarrollo en serie de

Taylor 1 � x2 C x4

2
C � � � , pero la suma de la serie sólo da e�x2 .

Están discutiendo sobre un hecho básico, en el caso real las funciones analíticas son una clase
dentro de otras funciones, como las suaves C1 o las C k. Existen muchas funciones derivables
que no admiten un desarrollo de Taylor, aunque existan todas las derivadas. Esta debilidad de
las series desaparece en el caso de la variable compleja, una función holomorfa y una función
analítica son la misma cosa en este contexto complejo.

Volviendo al caso complejo, Cauchy en su Calcul des limits, del que ya hablamos de forma
extensa en el capítulo anterior en relación a la formula integral de Cauchy, aborda la construc-
ción de las series de Taylor. De hecho, como comentamos allí, ese era su objetivo principal
al deducir su fórmula integral, que tenia un papel meramente instrumental. Retomamos esa
discusión en donde la dejamos, y vemos como Cauchy continua haciendo notar que la serie
geométrica converge siempre que jxj < X y por ello, de la fórmula integral, se deduce que f .x/
se puede desarrollar en una serie de potencias convergente siempre que el módulo de la variable
real o imaginaria, dice Cauchy, x sea menor que el valor más pequeño en donde la función f .x/
deja de ser finita o continua. Menciona ahora que las funciones cos x; sen x; ex; ex

2

; cos.1� x2/
son ejemplos de funciones que siempre admiten un desarrollo en serie de potencias, mientras
que e1=x, e1=x

2

o cos.1=x/ son discontinuas en x D 0 y no admiten tales desarrollos. También
menciona que estos desarrollos serán también validos, siempre que se impongan condiciones
adecuadas en el dominio de las variables, para funciones como .1Cx/ 12 , 1

1�x , x

1Cp1�x2 . Cauchy
hace notar que cuando la función admite un desarrollo en serie de potencias se tiene

1

2�

Z �

��
xnf . Qx/
Qxn dp D xn

nŠ
f .n/.0/;

que le lleva a la serie de Taylor correspondiente. Esta fórmula se puede considerar como la
fórmula integral de Cauchy para las derivadas f .n/.z/ D nŠ

2� i

R


f .�/

.��z/nC1 d �.

iv.3.6. Weierstrass y la serie de potencias como piedra angular En 1841, en el ya
mencionado artículo Zur Theorie der Potenzreihen, Weierstrass demostró la convergencia analítica
para series en varias variables complejas, en donde asumía convergencia uniforme y absoluta.
En este trabajo se demuestran los Teoremas A, B y C. Los Teoremas A y B muestran cómo
evaluar los coeficientes de las series de Laurent, que enseguida introduciremos, en una y varias
variables complejas, sin necesidad de usar integrales. Weierstrass, que no conocía el Cacul des
limits de Cauchy, derivó las series de Taylor de forma independiente a Cauchy. Los teoremas
A, B y C dicen, esencialmente, lo siguiente:

A. Sea F.x/ DP�DC1
�D�1 A�x� una serie de potencias en la variable x con coeficientes dados y r

‘cualquier magnitud positiva determinada que yace en el dominio de convergencia de la serie’.
Sea sup jF.x/j D g con jxj D r . Entonces jA�j � gr�� para cualquier valor de �.
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B. Sea F.x1; x2; : : : x�/ D
P
.�/A�1;�2;:::��x

�1
1 : : : x

��
� (�1; �2; : : : �� D1 : : :1) una serie con-

vergente en las variables complejas x1; x2; : : : x�,A�1;�2;:::�� constantes dadas. Sean r1; r2; : : : r�
cantidades positivas pequeñas tales que .x1 D r1; x2 D r2; : : : x� D r�/ está en el dominio
de convergencia, y sea sup jF.x1; x2; : : : x�/j D g cuando jx1j D r1, jx2j D r2,. . . jx� D r�.
Entonces, jA�1;�2;:::�� j � gr�11 r

��2
2 � � � r���� .

C. Dada una secuencia de series de potencias

F0.x1; x2; : : : x�/; F1.x1; x2; : : : x�/; F2.x1; x2; : : : x�/; : : : ;

que convergen en un entorno G de .0; 0; : : : 0/ absoluta y uniformemente, y con coeficientes
de x�1x�2 � � � x�� en F�.x1; x2; : : : x�/ dados por A.�/�1;�2;:::�� , que se agrupan en

A�1;�2;:::�� D
X
.�/

A��1;�2;:::�� :

Entonces,

�DC1X
�D0

F�.x1; x2; : : : x�/ D
X
.�/

A�1;�2;:::��x
�1
1 x

�2
2 : : : x

��
� :

Párrafo de Weierstrass
Zur Theorie der Potenzreihen

Mathematische Werke 1, 67-74.

Weierstrass demues-
tra los teoremas A
y B usando la idea
de convergencia uni-
forme. En cuanto al
tercer teorema, nos
está diciendo que da-
das las condiciones
supuestas sobre la con-
vergencia la serie cons-
truida en términos de
las funciones, que a
su vez son series de
potencias, se puede
expresar de nuevo co-
mo una serie de po-
tencias. Por eso se le
llama el Teorema de

la series dobles de Weierstrass. La demostración que Weierstrass aporta se basa en las esti-
maciones de Cauchy derivadas en los teoremas A y B. Del teorema C, Weierstrass deduce
la posibilidad de hallar la derivada de una tal serie derivándola término a término. Para ello
tan sólo tiene que desarrollar cada F� en su serie de Taylor alrededor de cualquier punto
.a1; a2; : : : ; a�/ 2 G, y observar que, como consecuencia del teorema C, para a1; a2; : : : ; a� fijos
las series de Taylor convergen en algún disco centrado en .a1; a2; : : : ; a�/ 2 G. Luego la seriePC1
�D0 F�.a1; a2; : : : ; a�/ es una función analítica en ese disco y tiene derivadas de cualquier
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orden allí dadas por

@

@x�

�DC1X
�D0

F�.x1; x2; : : : ; x�/ D
�DC1X
�D0

@

@x�
F�.x1; x2; : : : ; x�/:

En 1881, en su Zur Functoinenlehre obtiene el resultado sin la necesidad de la convergencia
absoluta.

§iv.4. Series de Laurent y singularidades

D
esarrollar en serie de potencias es valido en entornos de puntos donde la función tiene
un buen comportamiento, por ejemplo donde es holomorfa. Sin embargo, conocemos fun-
ciones que son singulares en determinados puntos. Es posible estudiar el comportamien-

to alrededor de estos puntos introduciendo desarrollos más generales que las potencias, consi-
derando para ello las potencias inversas. Fijémonos en que las series del tipo

P1
nD1 bn.z�z0/�n

se pueden considerar como una serie de potencias en la variable .z � z0/�1, y por tanto tendrá
un a región de convergencia de la forma jz � z0j�1 < R, esto es jz � z0j > R�1. Obviamente,
poseen una singularidad en z D z0. La combinación de estas partes singulares con las series de
potencias conducen a las series de Laurent.

iv.4.1. Series de Laurent Introduzcamos ya nuestro objeto de estudio en esta sección.

Una serie de la forma
1P

nD0

an.z�z0/
nC

1P
nD1

a�n

.z � z0/n
se dice serie de Laurent centrada

en z0.

Series de Laurent

Si la series de potencias convergen en discos, las series de Laurent tienen como dominios de
convergencia a regiones un poco más complicadas, son anillos o coronas.

Dada una serie de Laurent f .z/ D
1P
nD0

an.z� z0/nC
1P
nD1

a�n
.z � z0/n , existen R1; R2 � 0

tales que la serie converge absoluta y uniformemente en cualquier subcorona cerrada
C.z0; r1; r2/ � C.z0; R1; R2/ de la corona de convergencia

C.z0; R1; R2/ D fz 2 C W R1 < jz � z0j < R2g:
Si R1 � R2 la corona de convergencia es vacia y la serie no converge. Cuando la
corona de convergencia es no vacia, en su interior f .z/ es una función holomorfa y
dado  un arco cerrado suave a trozos con � � C.z0; R1; R2/, para n 2 Z, se satisface
que

n.; z0/an D 1

2� i

Z


f .z/

.z � z0/nC1
d z:(15)

Coronas de convergencia de series de Laurent
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Demostración.

C

z0

R
2

R1
r2

r 1

C.z0; R1; R2/

C.z0; r1; r2/



x

y

Subcoronas de la corona de convergencia

Es una consecuencia directa de la estructura de una serie de Laurent. Por un lado, la serie de
potencias

P1
nD0 an.z�z0/n tendrá un disco de convergenciaD.z0; R2/. En cada discoD.z0; r2/,

r2 < R2, la serie de potencias converge ab-
solutamente y uniformemente a una función
que es holomorfa en D.z0; R2/. Por otro la-

do,
P1
nD1

a�n
.z � z0/n

, como serie de potencias

en .z � z0/�1 converge para jz � z0j > R1.
Esto es, tendremos convergencia a una fun-
ción holomorfa en la corona C.z0; R1;1/,
y en cada subcorona C.z0; r1;1/, r1 > R1,
la convergencia es absoluta y uniforme. Lue-
go ambas series convergen absoluta y uni-
formemente en cada subcorona R1 < r1 <

jz � z0j < r2 < R2, incluida en la corona de
convergencia, a funciones holomorfas en la
corona C.z0; R1; R2/, y así lo hará su suma.
Por otra parte, recordando que la serie de Laurent converge uniformemente en �, podemos
integrar término a término

1

2� i

Z


f .z/

.z � z0/nC1
d z D 1

2� i

Z


1X
mD�1

am.z � z0/m�n�1 d z D 1

2� i

1X
mD�1

am

Z


.z � z0/m�n�1 d z:

El teorema fundamental del cálculo asevera que
R

.z � z0/k D 0 cuando k ¤ �1, ya .z�z0/k D�

.z�z0/kC1
kC1

�0
, tiene antiderivada a .z�z0/kC1

kC1 para k ¤ 1. Por todo ello, deducimos que

1

2� i

Z


f .z/

.z � z0/nC1
d z D an 1

2� i

Z


d z

z � z0
D ann.; z0/:

□

Dos series de Laurent
P1

nD�1 an.z � z0/
n y

P1
nD�1 bn.z � z0/

n que coinciden en
alguna corona C.z0; r1; r2/, r1 < r2, deben coincidir: an D bn, 8n 2 Z.

Unicidad de las series de Laurent

Demostración. Es una consecuencia inmediata de (15). □

iv.4.2. Teorema de Laurent Hemos visto que las series de Laurent convergen en coro-
nas, y lo hacen absolutamente y uniformemente en las subcoronas cerradas, dando lugar a una
función holomorfa en el interior de la corona de convergencia. El teorema de Laurent es a
las series de Laurent lo que el teorema de Taylor es a las series de potencias. Nos asegura la
afirmación inversa, i.e. si hay holomorfía en una corona abierta, entonces podemos expresar
la función como serie de Laurent convergente en esa corona. Veamos una formulación más
precisa.
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Sean f W C.z0; R1; R2/ ! C, R1 < R2, una función holomorfa, y un arco  dado
por la circunferencia centrada en z D z0, de radio r , r 2 .R1; R2/, que se recorre en
sentido antihorario una vez. Entonces, la serie de Laurent

1X
nD�1

an.z � z0/n; an D 1

2� i

Z


f .z/

.z � z0/nC1 d z;

converge a f .z/ en la corona C.z0; R1; R2/, y lo hace absoluta y uniformemente en
cada subcorona cerrada C.z0; r1; r2/ � C.z0; R1; R2/.

Teorema de Laurent

Demostración.

C

z0

z

R
2

R1

C.z0; R1; R2/

C.z0; r1; r2/

2

1

r2

r 1

x

y

Vamos a estudiar la convergencia de la serie de Laurent para z 2 C.z0; r1; r2/ � C.z0; R1; R2/,
con R1 < r1 < r2 < R2. Para ello, consideramos dos arcos 1 y 2 que son dos circunferen-
cias centradas en z D z0 de radios r 01
y r 02, respectivamente, con R1 < r 01 <
r1 < r2 < r 02 < R2, que se recorren en
sentido antihorario una vez. Estos dos
arcos son homótopos (y homólogos) en
C.z0; R1; R2/ ya que existe una defor-
mación continua en la corona que lleva
uno al otro (ya que n.1; z/ D n.2; z/
para todo z 2 C n C.z0; R1; R2/). Esto
es, la cadena  D 2 � 1 es homóto-
pa a un punto (homóloga a cero) en la
corona de convergencia C.z0; R1; R2/.
Por tanto, dado que f .z/ es holomorfa
en esa corona, la fórmula integral de
Cauchy no asegura que n.; z/f .z/ D
1
2� i

R

f .�/

��z d �. Si z 2 C.z0; r1; r2/ ten-
dremos n.; z/ D 1 y podremos escri-
bir f .z/ D 1

2� i

R
2

f .�/

��z d �� 1
2� i

R
1

f .�/

��z d �. En primer lugar, para analizar 1
2� i

R
2

f .�/

��z d �, proce-

demos como hicimos en la demostración del teorema de Taylor. Para cada z 2 D.z0; r2/ tenemos

el desarrollo 1
��z D 1

��z0
P1
nD0

�
z�z0
��z0

�n
, que converge uniformemente en � 2 �2 , y podremos in-

tegrar término a término. Luego concluimos que 1
2� i

R
2

f .�/

��z d � D
P1
nD0

�
1
2� i

R
2

f .�/

.��z0/nC1 d �
�

.z � z0/n D
P1
nD0 an.z � z0/n, donde hemos usado

R
2

f .�/

.��z0/nC1 d � D
R


f .�/

.��z0/nC1 d � (ya
que 1 y  son arcos homótopos en C.z0; R1; R2/ —o homólogos— como se prefiera), que
al ser una serie de potencias tiene una convergencia absoluta y uniforme en el disco cerrado
D.z0; r2/. Para estudiar 1

2� i

R
1

f .�/

��z d �, usamos la expresión � 1
��z D 1

z�z0
1

1� ��z0
z�z0

, que conduce

a � 1
��z D 1

z�z0
P1
nD0

�
��z0
z�z0

�n
, que fijado un z 62 D.z0; r 01/, como es el caso, converge uniforme-

mente en � en el cerrado �1 . Así que, 1
2� i

R
1

f .�/

��z d � D
P1
nD1

�
1
2� i

R
1
f .�/.� � z0/n�1 d z

�
.z �
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z0/
�n D P1

nD1 a�n.z � z0/�n, donde, dado que 2 �  en C.z0; R1; R2/, hemos usado queR
1
f .�/.� � z0/n�1 d z D

R

f .�/.� � z0/n�1 d z, que converge absolutamente y uniformemente

en las coronas C.z0; r 0;1/, con r 0 > r 01. Por tanto, hemos obtenido la convergencia absoluta y
uniforme de la serie de Laurent en la subcorona cerrada C.z0; r1; r2/ a la función f .z/. □

� Ejemplo: Para ilustrar estas construcciones, consideramos diferentes desarrollos de Laurent
centrados en puntos regulares y punto singulares de la función f .z/ D 2

1�z2 . Una descompo-
sición en fracciones simples nos lleva a f .z/ D 1

1�z C 1
1Cz , que es una función holomorfa en

Cnf�1; 1g. Centremos nuestros desarrollos de Laurent en el origen ¿qué coronas de convergen-
cia encontraremos? Una primera corona es C.0; 0; 1/ que corresponde al desarrollo de Taylor
en el origen, esto es 2

1�z2 D 2C2z2C2z4C� � � , que se obtiene sumando los desarrollos de cada
término:

�
1CzCz2Cz3Cz4C� � � �C �1�zCz2�z3Cz4C� � � �. Pero, tenemos otra corona de

convergencia, C.0; 1;1/, en donde la convergencia se da en una región que circunda las singu-

laridades. En este caso, para jzj > 1, tendremos 1
1�z D �1

z
1

1� 1
z

D �1
z

�
1˙ 1

z
C 1
z2
˙ 1
z3
C 1
z4
C� � �

�
y 2
1�z2 D � 2

z2
� 2

z4
� 2

z6
� � � � . Subrayamos que estos desarrollos son validos en las coro-

nas prescritas, pero no más allá. Debemos notar que, aunque del desarrollo de Laurent pa-
rezca lo contrario, en el origen estas funciones son todas holomorfas y no tienen singula-
ridad alguna, es por ello importante, cuando se da un desarrollo de Laurent, anunciar la
corona de convergencia. Otra posibilidad es escoger, como centros del desarrollo de Lau-
rent, alguna de las dos singularidades ˙1. Por ejemplo, si decidimos desarrollar con centro
en z D 1, el factor � 1

z�1 ya está en su forma de desarrollo de Laurent que converge en la
corona C.1; 0;1/. El segundo factor, 1

1Cz , es más interesante: en la corona C.1; 0; 2/, i.e.,
jz � 1j < 2, podemos escribir 1

1Cz D 1
2

1

1C z�1
2

D 1
2
� 1

4
.z � 1/ C 1

8
.z � 1/2 � 1

16
.z � 1/3 C � � � .

Por tanto, el desarrollo de Laurent centrado en 1 con corona de convergencia C.1; 0; 2/ es
2

1�z2 D � 1
z�1 C 1

2
� 1

4
.z � 1/C 1

8
.z � 1/2 � 1

16
.z � 1/3 C � � � . Pasamos a la corona C.1; 2;1/,

ahora tendremos, para jz � 1j > 2, que 1
1Cz D 1

z�1
1

1C 2
z�1
D 1

z�1 � 2
.z�1/2 C 4

.z�1/3 � 8
.z�1/4 C : : :

y la serie de Laurent será 2
1�z2 D � 2

.z�1/2 C 4
.z�1/3 � 8

.z�1/4 C � � � valida para z 2 C.1; 2;1/. En
definitiva, podemos resumir los resultados obtenidos en la siguiente tabla (las dos últimas filas
resultan de la simetría z ! �z).

2

1 � z2 Convergencia

2C 2z2 C 2z4 C � � � jzj < 1

� 2
z2
� 2

z4
� 2

z6
� � � � jzj > 1

� 1

z � 1 C
1
2
� 1
4
.z � 1/C 1

8
.z � 1/2 � 1

16
.z � 1/3 C � � � 0 < jz � 1j < 2

� 2

.z � 1/2 C
4

.z � 1/3 �
8

.z � 1/4 C � � � jz � 1j > 2
1

z C 1 C
1
2
C 1

4
.z C 1/C 1

8
.z C 1/2 C 1

16
.z C 1/3 C � � � 0 < jz C 1j < 2

� 2

.z C 1/2 �
4

.z C 1/3 �
8

.z C 1/4 C � � � jz C 1j > 2
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Pierre Alphonse Laurent
(1813-1854)

iv.4.3. La triste historia del teorema de Lau-
rent El parisino Pierre Alphonse Laurent (1813-1854)
ingresó en la École Polytechnique en 1830 y se graduó
dos años después como uno de los mejores de su clase.
Tras dos años de formación en la Ecole d’Application de
Metz, fue destinado a Argelia como teniente del ejér-
cito. En 1840 regresa a Francia y pasa seis años tra-
bajando como ingeniero militar en la ampliación del
puerto de Le Havre. En este período se interesó por las
matemáticas y envió un artículo a la Académie des Scien-
ces, que fue revisado por Cauchy y Liouville, que infor-
maron positivamente y recomendaron su publicación,
sugerencia que fue ignorada y el artículo no fue publi-
cado. Más tarde, el mismo destino llegó a un artículo
sobre el cálculo de variaciones que Laurent había pre-
sentado para el Grand Prize en matemáticas para 1842.
El manuscrito llegó fuera de plazo y no fue considerado para el Prize. Una vez más el trabajo
de Laurent fue revisado positivamente por Cauchy y Liouville y, sin éxito, recomendado para
su publicación.

Párrafos de Laurent
Mémoire sur la théorie des imaginaires, sur l’équilibre des témpératures et sur
l’équilibre d’élasticité. Journal de l’École polytechnique. 23 (1863) 75–204.

Decepcionado, Laurent co-
menzó a trabajar en mate-
mática aplicada y publicó
artículos, por ejemplo, so-
bre la teoría de la luz. y
siguió trabajando como in-
geniero militar.

El artículo Note sur le
développement des fonctions
en séries ordonnées suivant
les puissances entières posi-
tives et négatives des varia-
bles (Comptes rendus heb-
domadaires des séances
de l’Académie des scien-
ces 17 (1843) 193–198) de
Cauchy fue el que motivó
a Laurent a enviar a la Aca-
démie des sciences una carta
en la que indicaba que sus
métodos podrían ser apli-
cados en la separación de
raíces de ecuaciones alge-

braicas sin necesidad del teorema Sturm. Esto provocó el interés inmediato de Cauchy que en
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el siguiente encuentro de la Académie des sciences7 explicó que él tenia prioridad en estos descu-
brimientos refiriéndose a trabajos de 1837.8. En el mencionado informe conjunto con Liouville
sobre el trabajo de Laurent, que presenta el 30 de octubre,9 observan que Laurent había pro-
porcionado una extensión del teorema de representación integral de Cauchy. Laurent deducía
que si x es una variable real o imaginaria, una función real o imaginaria f .x/ puede represen-
tarse por la suma de dos series convergentes, una en potencias ascendentes y otra en potencias
descendentes x siempre que jxj yazca entre los límites dentro de los cuales la función f .x/ y
su derivada son continuas y finitas. Cauchy afirma que la ecuación de la que Laurent derivaba
su teorema, se incluyó como un caso particular en algunas fórmulas que él mismo ya había
obtenido y publicado en 1826 en su libro Exercices de mathématiques.10 Es cierto que el Teorema
de Laurent se puede deducir de dos trabajos de 1840 de Cauchy.11. Más tarde, en 1843, Cauchy
mostró “la manera más sencilla” para derivar el resultado de Laurent en su articulo titulado
Note sur le développement des fonctions en séries convergentes ordonnées suivant les puissances entières
des variables (Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences 17 (1843)
940–942). Es muy notable que el articulo original de Laurent no se publicará y que de Cauchy
hubiera unos cuantos. Normal que Laurent decidiera que esto no era lo suyo y abandonará.
Sólo mucho más tarde, veinte años después, se publicó el trabajo original de Laurent.12

iv.4.4. Estudio de singularidades Después de introducir y trabajar con las series de
Laurent y el teorema de Laurent para funciones holomorfas en coronas, estamos preparados
para estudiar y clasificar un tipo de singularidad de las funciones complejas.

Sean una región A � A, un punto z0 62 A, R > 0 tal que C.z0; 0; R/ � A, y una
función f W A ! C holomorfa en A. Entonces, diremos que z0 es una singularidad
aislada de f .z/.

Singularidad aislada

Es decir, z0 no está en el dominio de holomorfía de la función f .z/, pero si entornos suficien-
temente pequeños al que se les ha sustraído el punto z0. Esto es, en todos los puntos cerca de

7Note. Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences 17 (1843) 370.
8Extrait d’une lettre à M. Coriolis. Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences

4 (1837) 216–218 y Première lettre sur la détermination complète de toutes les racines des équations de degré quelconque.
Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences 4 (1837) 773–783

9Rapport sur un mémoire de M. Laurent, qui a pour titre: ‘Extension du théorème de M. Cauchy relatif à la convergence
du développement d’une fonction suivant les puissances ascendantes de la variable x’. Comptes rendus hebdomadaires des
séances de l’Académie des sciences 17 (1843) 938–939.

10Ver capítulo titulado Sur quelques formules relatives à la détermination du résidu intégral d’une fonction donnée del
primer volumen, 133–139

11Sur la détermination et la réduction des intégrales dont les dérivées renferment une ou plusieurs fonctions implicites
d’une même variable. Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences 12 (1840) 1029–1045
y el capítulo titulado Résumé d’un mémoire sur la mécanique céleste et sur un nouveau calcul appelé calcul des limites en el
segundo volumen de Exercices d’analyse et de physique mathematique, 41–49

12Mémoire sur la théorie des imaginaires, sur l’équilibre des témpératures et sur l’équilibre d’élasticité. Journal de l’École
polytechnique. 23 (1863) 75–204.
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z0 la función f .z/ es holomorfa. En estas situaciones existe una corona C.z0; 0; R2/ � A en
donde podemos expresar la función como una serie de Taylor. Observar que z0 2 A.

Sean A una región, f W A! C una función holomorfa y z0 una singularidad aislada,
con un desarrollo de Laurent

f .z/ D
1X

nD�1
an.z � z0/

n

convergente en una corona C.z0; 0; R/ � A, R > 0. Entonces, se dice que la singula-
ridad z0 es

i) evitable si an D 0, 8n 2 f�1;�2; : : : g.
ii) un polo de orden k, k 2 N, si a�k ¤ 0 y an D 0, 8n 2 f�k � 1;�k � 2; : : : g.
iii) un polo simple si es un polo de orden 1.
iv) esencial si existen un número infinito de coeficientes en fa�ng1nD1 no nulos.

Clasi�cación de singularidades aisladas

Esta clasificación fue introducida por Weierstrass en la década de 1860.

Al coeficiente a�1 se llama residuo de f .z/ en la singularidad aislada z0 y se usa la
notación Res.f; z0/ D a�1.

Residuo

A la serie
�1P

nD�1

an.z � z0/
�n se le denomina parte principal en z0 de la función f .z/.

Parte principal

La parte principal nos cuenta cómo de singular es una función en una singularidad aislada.

Una función f W A ! C holomorfa en la región A con singularidades aisladas
fz0; z1; z2; : : : g se dicemeromorfa en A si todas las singularidades aisladas son polos.
Una función se f W C ! C se dice meromorfa si es meromorfa en C.

Función meromorfa

El término meromorfo viene del griego, con méros que significa parte o porción, en contra-
posición a holomorfo, donde holos se refiere al todo.

iv.4.4.1. Singularidades evitables, polos y ceros Para singularidades evitables el desarrollo de
Laurent es un desarrollo de potencias, y podemos extender la función a z0 de forma holomorfa
prescribiendo que f .z0/ D a0.
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Una singularidad aislada z0 de la función f W A! C es una singularidad evitable si
y sólo si alguna de las siguientes condiciones equivalentes se satisface:

i) Existe r > 0 tal que f .z/ está acotada en C.z0; 0; r/.
ii) Existe lKımz!z0

f .z/.
iii) lKımz!z0

.z � z0/f .z/ D 0

Caracterización de singularidades evitables

Demostración. Si f .z/ tiene una singularidad evitable entonces se puede desarrollar en
serie de potencias centrada en z0, que convergerá en un disco centrado en la singularidad
aislada y, por tanto, se cumplen las tres condiciones. Recíprocamente, si se cumplen I) o II)
se satisfará III). Veamos que III) implica que la singularidad aislada z0 es una singularidad
evitable. Cuando lKımz!z0.z � z0/f .z/ D 0 el teorema de Cauchy generalizado nos da que
a�n D

R

f .z/.z � z0/n�1 d z D 0, para n 2 f1; 2; : : : g, y la singularidad aislada es evitable. □

La singularidad aislada es evitable o un polo de orden a lo sumo n, si y sólo si .z�z0/nf .z/
tiene una singularidad evitable en z0.

Una singularidad aislada z0 de la función f W A! C es una singularidad evitable o
un polo si y sólo si se cumple alguna de las condiciones siguientes

i) ExisteM > 0, r > 0 y un entero n > 0 tal que jf .z/j � M
jz�z0jn en C.z0; 0; r/.

ii) Para algún n 2 N existe lKımz!z0
.z � z0/

nf .z/ .
iii) Para algún n 2 N se tiene lKımz!z0

.z � z0/
nC1f .z/ D 0.

Discriminación de singularidades esenciales

Una singularidad aislada z0 de la función f W A! C es un polo de orden n si y sólo
si para F.z/ WD .z � z0/

nf .z/ existe lKımz!z0
F.z/ y no es cero.

Caracterización de polos

Demostración. Si la singularidad aislada es un polo de orden n se tendrá para f .z/ el
siguiente desarrollo en serie de Laurent f .z/ D a�n.z � z0/�n C � � � C a�1.z � z0/�1 C a0 C
a1.z � z/ C a2.z � z0/2 C � � � , con a�n ¤ 0. Por ello, podremos escribir f .z/ D F.z/

.z�z0/n , donde
F.z/ es la serie de potencias F.z/ D a�n C a�nC1.z � z0/C � � � , que converge en algún disco
D.z0; R/ � A y toma el valor F.z0/ D a�n ¤ 0 en la singularidad aislada z0. Recíprocamente,
si existe lKımz!z0 F.z/ y no es cero, z0 será una singularidad evitable de F.z/, y ésta tendrá
un desarrollo en serie de potencias alrededor de z0, con el término constante no nulo. Luego
f .z/ D F.z/

.z�z0/p tendrá un polo de orden n. □
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�Observaciones:
i) Del anterior resultado para polos de orden n, deducimos que lKımz!z0 jz�z0jnjf .z/j D
M , M > 0. Luego cerca de un polo el módulo de la función explota, jf .z/j !

z!z0
1, y

el módulo de la función se comporta como jf .z/j � M
jz�z0jn cuando z � z0.

ii) De la anterior demostración vemos que los ceros y los polos están relacionados, ya que
han aparecido los factores primos .z � z0/n en que se factoriza cualquier polinomio
complejo —de acuerdo con el teorema fundamental del álgebra—. Efectivamente, he-
mos visto que la presencia de un polo de orden n en z0 no dice que la función reciproca
1

f .z/
D .z � z0/n 1

F .z/
donde F.z0/ ¤ 0, tiene un cero de orden n en la singularidad

aislada z0. Resumiendo, la función f .z/ tiene un polo de orden n en z0 si y sólo si la

función
�

1
f .z/

; z ¤ z0;
0; z D z0 tiene un cero de orden n.

Sean dos funciones f .z/ y g.z/, holomorfas en un entorno de z0 que se anulan en este
punto, siendo los ceros de ordenes n y m, respectivamente, y consideremos la función
h.z/ WD f .z/

g.z/
. Entonces,

i) Si n > m la función h.z/ tiene un cero de orden n �m en z0.
ii) Si n D m la función h.z/ tiene una singularidad evitable en z0 (extendemos

de forma holomorfa la función diciendo que h.z0/ D 0).
iii) Si n < m la función h.z/ tiene un polo de orden n �m en z0.

Ceros y polos de cocientes de funciones holomorfas

Demostración. Existe un R > 0 tal que en el disco D.z0; R/ podemos escribir f .z/ D
.z � z0/nF.z/ y g.z/ D .z � z0/mG.z/, donde F.z/ y G.z/ son funciones holomorfas y no
nulas en ese disco. Luego observando que H.z/ WD F.z/

G.z/
es holomorfa y no nula en D.z0; R/

concluimos para f .z/

g.z/
D .z � z0/n�mH.z/ el resultado anunciado. □

iv.4.4.2. Singularidades esenciales Hemos visto que cerca de un polo de orden n de cualquier
orden el módulo se va a infinito siguiendo un comportamiento del tipo jf .z/j � M

jz�z0jn cerca
de z0. Este comportamiento deja de ser cierto para singularidades esenciales, un prototipo de
tal función es f .z/ D e

1
z que tiene una singularidad esencial en z D 0, con serie de LaurentP1

nD0
z�n
nŠ

. Veamos que ocurre si nos aproximamos a cero, una primera forma es hacerlo por su
derecha con la secuencia

˚
1
n

	1
nD1, con

ˇ̌
f
�
1
n

�ˇ̌ D en �!
n!11, luego parece que la función explota

por ese lado. Bien, aproximémonos ahora por su izquierda con la secuencia
˚� 1

n

	1
nD1 y ahora,

sorpresa,
ˇ̌
f
�� 1

n

�ˇ̌ D e�n �!
n!1 0. ¡La función no explota! Peor es si decidimos explorar que pasa

en el eje imaginario, y nos aproximamos mediante la secuencia
˚

i
2�n

	1
nD1, ya que

ˇ̌
f
�

i
2�n

�ˇ̌ D 1.
Parece que la función, cerca de una singularidad esencial, no es que explote, que lo hará por
algún sitio, es que, según el camino elegido, tendremos un límite distinto.
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Sea una singularidad esencial z0 de f .z/ y a 2 C. Entonces, existe una secuencia˚
�n

	1
nD1
� C con lKım

n!1 �n D z0 tal que lKım
n!1f .�n/ D a.

Teorema de Casorati–Weierstrass–Sokhotskii

Demostración. Si tal sucesión no existe podremos 8� > 0 encontrar un R > 0 tal que
jf .z/�aj > � si z 2 C.z0; 0; R/, y en esa corona f .z/�a ¤ 0 y, por ello, la función g.z/ D 1

f .z/�a
es una función holomorfa en la corona C.z0; 0; R/ y que en ella g.z/ < 1

�
. por tanto, al estar

acotada, z0 es una singularidad evitable para g.z/. La función g.z/ puede tener un cero en z0,
pero no se puede anular en un entorno de z0, ya que la singularidad f .z/ en z0 es aislada.
Luego si g.z/ tiene un cero en z0 tendrá orden finito (ya que g.z/ admite un desarrollo en serie
de potencias g.z/ D ak.z � z0/k C akC1.z � z0/kC1 C � � � con ak ¤ 0. Entonces, dependiendo
si k D 0 ó k > 0 la función f .z/ tendrá una singularidad evitable o un polo de orden k en
z0, respectivamente, contradiciendo la hipótesis inicial de que la singularidad no era de estos
tipos, sino esencial. □

Este teorema aparece por primera vez en 1868, primero en dos trabajos del matemático ita-
liano Felice Casorati, en su monumental manual Teorica delle funzioni di variabili complesse (Fusi,
Pavia), ver páginas 434-35, y también en el articulo Un teorema fondamentale nella teorica delle
discontinuità delle funzioni (Rendiconte del Reale Istituto Lombardo di Scienze e Lettere (2) 1
(1868) 123-125). El matemático ruso Yulian V. Sokhotskii completó su tesis de máster en 1866,
pero tuvo que esperar hasta 1868 ya que Chebyshev no la aceptaba en la forma en que estaba
debido al desprecio que procesaba a la teoría de los residuos, que aparecía profusamente en
la disertación de tesinando. En su primer capítulo, Sokhotskii escribe “Si una función f .z/ es
infinita de orden infinito en algún punto entonces la función debe tomar todos los posibles valores en ese
punto”. Más tarde, en 1876, de forma completamente independiente, Weierstrass encuentra el
mismo teorema y lo publica en Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen (Abhandlungen
der Königlichen Akademie der Wissenschaften zu Berlin. Math. Kl. 1876. S. 11-60). Considera
Weierstrass una función univaluada con un número finito de singularidades esenciales y analiza
una de ellas, que llama c. Entonces, dice “en un entorno infinitamente pequeño del punto c la fun-
ción f .x/ se comporta de tal modo discontinuo que puede aproximarse arbitrariamente cerca a cualquier
valor arbitrario dado, para x D c, no tienen un valor determinado”. El 21 de diciembre de 1868,
Casorati envió una copia de su libro a Weierstrass, que según Casorati “lo ha mirado cuidadosa-
mente”. También dice que Weierstarass “ha ciertamente encontrado el teorema por si mismo, pero yo
he enviado mi Teorica como un presente en 1868”. Schwarz le comenta a Casorati en septiembre de
1880 cuando se encuentran en el lago Como, que Weierstrass sabia del teorema desde 1863,
cuando probó que una función entera trascendente con una singularidad esencial en infinito
toma valores cercanos a cualquier valor complejo. De hecho el teorema aparece en las lecciones
de Weierstrass en Berlín, tanto en las notas tomadas por Pasch para el curso 1865/66 como por
Killing en 1868.

Se puede incluso ser más fino en el análisis y deducir los teoremas pequeño y grande de
Picard que veremos a continuación.
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Una función entera no puede omitir dos valores finitos distintos salvo que sea la fun-
ción constante.

Teorema pequeño de Picard

Émile Picard presenta este resultado en 1879 en el articulo titualdo Sur une proprieété des fonctions
entières. (Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences 88 (1879)
1024–1027). Poco después encuentra la siguiente versión mejorada (ver Sur les fonctions entières.
Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des sciences 89 (1879) 662–665)

Una función entera no polinómica toma todo valor finito infinitas veces salvo por a lo
sumo una excepción.

Teorema pequeño de Picard mejorado

Finalmente demuestra su teorema grande en Sur les fonctions analytiques uniformes dans le voisinage
d’un point singulier essentiel (Comptes rendus hebdomadaires des séances de l’Académie des
sciences 89 (1879) 745–747)

Sean z0 una singularidad esencial de f .z/, R > 0 y C.z0; 0; R/ una corona arbitraria
alrededor de la singularidad. Entonces, para todo a 2 C, salvo por a lo sumo una
excepción, la ecuación f .z/ D a tiene infinitas soluciones en la corona C.z0; 0; R/,
por muy pequeño que sea R.

Teorema grande de Picard

�Observaciones:

i) Vemos como, aunque reduzcamos la corona, vamos a encontrar siempre secuencias
dentro de la corona que no es que tiendan en el límite a cualquier valor, es que toman
ese valor de siempre, constantemente.

ii) De los resultados anteriores deducimos que si se da jf .z/j �!
z!z0

1 entonces z0 es

un polo, ya que no es una singularidad esencial, como descartan los resultados de
Casaroti–Weierstrass o de Picard.

iii) De lo dicho podemos concluir que si f .z/ es entera con jf .z/j �!
z!11 entonces f .z/

es un polinomio. Efectivamente, al ser entera, f .z/ tiene un desarrollo en serie de
potencias que converge en todo C, f .z/ D a0 C a1z C a2z2 C � � � . Por otro lado, la
función g.z/ D f �1

z

�
, que es una función holomorfa en C.0; 0;1/, satisface jg.z/j �!

z!0
1. Esto es, g.z/ tiene una singularidad aislada en 0, que debe de ser un polo de algún
orden, digamos n. Pero, el desarrollo de Laurent, de acuerdo con el desarrollo en serie
de potencias de f .z/, será g.z/ D a0 C a1z�1 C a2z�2 C � � � , y como la singularidad
es un polo de orden n, sabemos que la serie de Laurent se truncará en ese punto,
g.z/ D a0 C a1z�1 C a2z�2 C � � � C anz�n. Luego f .z/ D anzn C an�1zn�1 C � � � C a0.

iv) Del punto anterior deducimos que las funciones enteras no polinómicas tienen una
singularidad esencial en1.
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§iv.5. Ejercicios

i) Encontrar las series potencias centradas en 0 y sus discos de convergencia de las
funciones: a) cosh2 z, b)

p
1C z, c) .1 � z/a con a 2 C, d) arc sen z, e) ez �1�z

z
, f)R 1

0
et
2z2 d t , g) sen2 z, h) arc tan z y i) log 1Cz

1�z .
Solución:
a) En este caso cosh2 z D e2zC e�2z

4
C 1

2
D 1

2
.1 C cosh 2z/ y usando que cosh z D

1P
nD0

z2n

.2n/Š
, z 2 C, concluimos que

cosh2 z D 1C
1X
nD1

22n�1

.2n/Š
z2n; z 2 C:

b) Ahora f .z/ D p1C z y las derivadas serán

f .n/.z/ D 1

2

�1
2
� 1

��1
2
� 2

�
� � �
�1
2
� .n � 1/

�
.1C z/1=2�n

luego, evaluando en 0,

f .n/.0/ D .�1/n�1 .2n � 3/ŠŠ
2n

donde kŠŠ WD k.k� 2/.k� 4/ � � � , esto es, como el factorial pero de dos en dos. Así,
llegamos a la serie de Taylor centrada en el origen

p
1C z D 1C z

2
� z

2

8
C z3

16
� 5z

4

128
C � � �

D 1C
1X
nD1

.�1/n .2n � 3/ŠŠ
nŠ2n

zn:

Como an D .�1/n .2n�3/ŠŠnŠ2n
queda

ˇ̌
ˇanC1an

ˇ̌
ˇ D

.2n�1/ŠŠ
.nC1/Š2nC1
.2n�3/ŠŠ
nŠ2n

D 2n�1
2nC2 ���!n!1 1 D 1

R
. Así que

el radio de convergencia es R D 1 y la serie de Taylor converge en D.0; 1/.
c) Tenemos para f .z/ D .1�z/a, en su determinación principal, que f 0.z/ D �a.1�
z/a�1, f 00.z/ D a.a � 1/.1 � z/a�2 y en general f .n/.z/ D .�1/na.a � 1/ : : : .a �
nC 1/.1� z/a�n, por lo que f .n/.0/ D .�1/na.a� 1/ : : : .a� nC 1/ y el desarrollo
de Taylor es

.1 � z/a D 1 � az C a.a � 1/
2

z2 � a.a � 1/.a � 2/
6

z3 C � � �

D 1C
1X
nD1

.�1/na.a � 1/ : : : .a � nC 1/
nŠ

zn

y aplicando el criterio de d´Alambert del cociente con an D .�1/n a.a�1/:::.a�nC1/
nŠ

llegamos a
ˇ̌
anC1
an

ˇ̌ D
ˇ̌
ˇ a.a�1/:::.a�n/

.nC1/Š
a.a�1/:::.a�nC1/

nŠ

ˇ̌
ˇ D ˇ̌

a�n
nC1

ˇ̌ ���!
n!1 1 D 1

R
. Así que el radio de

convergencia es R D 1 y la serie de Taylor converge en D.0; 1/.
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d) En este caso f 0.z/ D .1 � z2/� 12 , así que, recordando el ejemplo anterior con
a D �1

2

.1 � z/� 12 D 1C 1

2
z C 3

8
z2 � 5

16
z3 C � � �

D 1C
1X
nD1

.�1/n�
1
2
.�1

2
� 1/ : : : .�1

2
� nC 1/

nŠ
zn

D 1C
1X
nD1

.2n � 1/ŠŠ
2nnŠ

zn;

que converge normalmente en D.0; 1/. Concluimos pues que

.arc sen.z//0 D 1C
1X
nD1

.2n � 1/ŠŠ
2nnŠ

z2n;

que utilizando el teorema fundamental del calculo y el teorema de la convergencia
normal de Weierstrass lleva a

arc sen z D arc sen z � arc sen 0 D z C
1X
nD1

.2n � 1/ŠŠ
2n.2nC 1/nŠz

2nC1;

que converge normalmente en D.0; 1/.
e) Usando los desarrollos de Taylor conocidos obtenemos

f .z/ D 1

z

�
1C z C z2

2Š
C � � � � 1 � z� D

1X
nD1

zn

.nC 1/Š

que converge en C.
f ) Ahora

R 1
0
et
2z2 d t , como et

2z2 D P1
nD0

t2nz2n

nŠ
, con convergencia uniforme en C.

Integrando termino a término concluimos

Z 1

0

et
2z2 d t D

1X
nD0

z2n

nŠ

Z 1

0

t2n d t

D
1X
nD0

z2n

nŠ.2nC 1/

que converge uniformemente en C.
g) Como

sen2 z D 1

2
� e2 i zC e�2 i z

4
D 1

2
.1 � cos 2z/
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llegamos a

sen2 z D 1

2

�
1 � 1C 22z2

2Š
� 2

4z4

4Š
C � � �

�

D
1X
nD1

.�1/nC12
2n�1

.2n/Š
z2n; z 2C:

h) Si f .z/ D arc tan z , entonces f 0.z/ D 1
1Cz2 y

1

1C z2 D 1 � z
2 C z4 C � � �

con convergencia normal en D.0; 1/. Aplicando, como el caso del arc sen z tratado
anteriormente, el teorema fundamental del calculo y el teorema de la convergencia
normal de Weierstrass concluimos, en la determinación principal de arc tan,

arc tan z D z � z
3

3
C z5

5
C � � � :

i) Finalmente, la función f .z/ D log 1Cz
1�z es f .z/ D 2 arc tanh z D �2 i arc tan i z en

C n f1;�1g así que

log
1C z
1 � z D �2 i

�
i z C i

z3

3
C i

z5

5
C � � � �;

lo que conduce a

log
1C z
1 � z D 2

�
z C z3

3
C z5

5
C � � � �

que convergente normalmente en D.0; 1/.
ii) Encontrar las series de potencias centradas en 1 e indicar los radios de convergencia

de: a) z2

.zC1/2 , b) 4z
z2�2zC5 , c) 3

p
z , d) sen.z � z3/.

Solución:
a)

z2

z C 1 D
.z � 1C 1/2
z � 1C 2 D

.z � 1/2 C 2.z � 1/C 1
z � 1C 2 D 1

2

.z � 1/2 C 2.z � 1/C 1
z�1
2
C 1

D 1

2
..z � 1/2 C 2.z � 1/C 1/�1 � z � 1

2
C .z � 1/2

4
� .z � 1/

3

8
C � � � �

D 1

2

�
1 � z � 1

2
C 2.z � 1/C

1X
nD2

�.�1/n
2n
C 2.�1/

n�1

2n�1
C .�1/n�2

2n�2
�
.z � 1/n

D 1

2

�
1C 3

2
.z � 1/C

1X
nD2

.�1/n
2n

.z � 1/n
�

que converge normalmente en el disco D.1; 2/, en cuya frontera encontramos la
singularidad z D �1 de la función.
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b)

4z

z2 � 2z C 5 D
4.z � 1C 1/

.z � 1C 1/2 � 2.z � 1C 1/C 5 D
4.z � 1/C 4
.z � 1/2 C 4 D

.z � 1/C 1
.z�1
2
/2 C 1

D ..z � 1/C 1/
�
1 � �z � 1

2

�2 C �z � 1
2

�4 C � � �
�

D
1X
nD0

�.�1/n
2n

.z � 1/2n C .�1/n
2n

.z � 1/2nC1
�

que converge en el disco D.1; 2/ (observar que el denominador se anula z tal que
z�1
2
D ˙ i, esto es z D 1C˙2 i, que distan 2 unidades de 1).

c)

z
1
3 D .1C z � 1/ 13 D 1C

1X
nD1

1
3
.1
3
� 1/ : : : .1

3
� nC 1/

nŠ
.z � 1/n

D 1C
1X
nD1

.�1/n�1
1
3
2
3
: : : 3n�2

3

nŠ
.z � 1/n

D 1C
1X
nD1

.�1/n�1 .3n � 2/ŠŠŠ
3nnŠ

.z � 1/n

D 1C 1

3
.z � 1/ � 1

9
.z � 1/2 C 5

81
.z � 1/3 � 10

243
.z � 1/4 C � � � ;

donde el triple factorial salta de tres en tres kŠŠŠ D k.k � 3/.k � 6/ � � � , esta serie
de potencias converge normalmente en el disco D.1; 1/, recordar que en z D 0 la
raíz cubica presenta un corte, el semieje negativo en la determinación principal.

d) Tenemos z � z3 D .z � 1C 1/ � .z � 1C 1/3 D 1C .z � 1/ � 1 � 3.z � 1/ � 3.z �
1/2 � .z � 1/3 D �2.z � 1/ � 3.z � 1/2 � .z � 1/3

sen.z � z3/ D � sen.2.z � 1/C 3.z � 1/2 C .z � 1/3/

Por otro lado, recordando que sen z D 1
2 i
.ei z � e� i z/ calculamos

e˙ i.z�z/3 D e�2 i.z�1/ e�3 i.z�1/
2

e� i.z�1/3

que recordando la serie de Taylor de la exponencial se escribe como

e˙ i.z�z/3 D
� 1X
n1D0

.� i/n12n1

n1Š
.z � 1/n1

�� 1X
n2D0

.� i/n23n2

n2Š
.z � 1/2n2

�� 1X
n3D0

.� i/n3

n3Š
.z � 1/3n3

�

D
1X
kD0

� X
n1C2n2C3n3Dk

.� i/n1Cn2Cn3
2n13n2

n1Šn2Šn3Š

�
.z � 1/k:
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Así que,

sen.z � z3/ D
1X
kD0

� X
n1C2n2C3n3Dk

.�1/n1Cn2Cn3 � 1
2

in1Cn2Cn3�1
2n13n2

n1Šn2Šn3Š

�
.z � 1/k

D
1X
kD0

� X
n1C2n2C3n3Dk
n1Cn2Cn3 es impar

.�1/bn1Cn2Cn3c 2
n13n2

n1Šn2Šn3Š

�
.z � 1/k

con convergencia normal en C. Aquí, dado x 2 R, denotamos por bxc el número
entero menor que x y más cercano a x. en particular, los primeros sumandos son

sen.z � z3/ D �2.z � 1/ � 3.z � 1/2 C 1

3
.z � 1/3 C 6.z � 1/4 C 161

15
.z � 1/5 C � � � :

iii) Encontrar la serie de Taylor de la función error erf.z/ D 2p
�

R z
0
e��2 d �.

Solución: La derivada de la función error es una gaussiana que tienen el siguiente
desarrollo en serie de potencias convergente en C

.erf.z//0 D 2p
�
e�z

2 D 2p
�

1X
nD0

.�1/n z
2n

nŠ
:

Como erf.0/ D 0 el Teorema Fundamental del Calculo nos lleva a

erf.z/ D 2p
�

1X
nD0

.�1/n z2nC1

.2nC 1/nŠ:

iv) Hallar los primeros cinco términos de los desarrollos en serie de Taylor alrededor de
0 de: a) .log.1 � z//2, b) e

z
1�z , c) ee

z

, d) ez sen z, e)
p
cos z, f) .1C z/z.

Solución:
a)

.log.1 � z//2 D
�
z C z2

2
C z3

3
C z4

4
C z5

5
C � � �

�2

D z2 C
�1
2
C 1

2

�
z3 C

�1
3
C 1

3
C 1

4

�
z4C

D z2 C z3 C 11

12
z4 C � � � :

b)

e
z
1�z D ezCz

2Cz3Cz4C��� D 1C z C z2 C z3 C z4 C � � � C z2

2
.1C z C z2 C � � � /2

C z3

6
.1C z C � � � /3 C z4

24
.1C � � � /4 C � � �

D 1C z C
�
1C 1

2

�
z2 C

�
1C 2

2
C 1

6

�
z3 C

�
1C 1

2
C 2

2
C 3

6
C 1

24

�
z4 C � � �

D 1C z C 3

2
z2 C 13

6
z3 C 73

24
z4 C � � � :
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c)

ee
z D e1CzC

z2

2
C z3
6
C z4
24
C��� D e ezC

z2

2
C z3
6
C z4
24
C���

D e
�
1C z C z2

2
C z3

6
C z4

24
C � � � C z2

2

�
1C z

2
C z2

6
C � � �

�2

C z3

6

�
1C z

2
C � � �

�3
C z4

24

�
1C � � �

�4
C � � �

�

D e
�
1C z C

�1
2
C 1

2

�
z2 C

�1
6
C 1

2

2

2
C 1

6

�
z3 C

� 1
24
C 1

2

1

22
C 1

2

2

6
C 1

6

3

2
C 1

24

�
z4 C � � �

�

D e
�
1C z C z2 C 5

6
z3 C 5

8
z4 C � � �

�
:

d)

p
cos z D

p
1C .cos z � 1/ D 1C .cos z � 1/

2
� .cos z � 1/

2

8
C � � �

D 1C �
z2

2
C z4

24
C � � �

2
� .�

z2

2
C � � � /2
8

C � � �

D 1 � z
2

2
C
� 1
48
� 1
4

1

8

�
z4 C � � �

D 1 � z
2

2
� z

4

96
C � � �

e)

.1C z/z D ez log.1Cz/ D ez
�
z� z2

2
C z3
3
� z4
4
C���
�
D ez

2
�
1� z

2
C z2
3
� z3
4
C���
�

D 1C z2
�
1 � z

2
C z2

3
� z

3

4
C � � �

�
C z4

2

�
1 � z

2
C z2

3
� z

3

4
C � � �

�2
C � � �

D 1C z2 � z
3

2
C
�1
3
C 1

2

�
z4 C � � �

D 1C z2 � z
3

2
C 5z4

6
C � � �

v) Desarrollar en serie de potencias alrededor de 0 la función f .z/ WD log.1 C ez/, ha-
llando la relación recurrente entre sus coeficientes. Ayuda: hallar previamente los de-
sarrollos para la derivada.
Solución:

La derivada es

f 0.z/ D ez

ezC1 D
1

2

� ez �1
ezC1 C 1

�
D 1

2

� e z2 � e� z2

e
z
2 C e� z2

C 1
�
D 1

2

�
1C tanh

z

2

�
:

Para la tangente hiperbólica tenemos

tanh0.z/ D 1 � tanh2 z:
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Como esta función es impar su desarrollo de Taylor solo tiene potencias impares

tanh z D a1z C a33 C a5z5 C � � � ; jzj < �

2

y deben cumplir

a1 C 3a3z2 C 5a5z4 C � � � D 1 � z2.a1 C a3z2 C a5z4 C � � � /2
D 1 � a21z2 � 2a1a3z4 � .2a1a5 C a23/z6 C � � �

En definitiva, tendremos

a1 D 1; 3a3 D �a21; 5a5 D �2a1a3; 7a7 D �2a1a5 � a23
y en general

a2nC1 D � 1

2nC 1
n�1X
kD0

a2kC1a2n�1�2k:

Los primeros son a1 D 1, a3 D �13 , a5 D 2
15

, a7 D �17
�
4
15
C 1

9

�
D 17

315
y así obtenemos

tanh z D z � z
3

3
C 2z5

15
� 17z

7

315
C : : : ;

en el disco D.0; �
2
/.

Alternativamente, se sabe que podemos escribir

tanh z D
1X
nD1

22n.22n � 1/B2nz2n�1
.2n/Š

; jzj < �

2
;

donde aparecen los números de Bernoulli (fueron llamados así por Abraham De Moi-
vre, en honor de Jakob Bernoulli, primer matemático que los estudió)

Bm WD
mX
kD0

kX
lD0
.�1/l

 
k

l

!
.nC l/m
k C 1 :

Para más sobre los números de Bernoulli ver ejercicio VIII más adelante.
Volviendo a f .z/, tenemos

f 0.z/ D 1

2
C
1X
nD0

a2nC1
22nC2

z2nC1

que converge normalmente en D.0; �/ y por ello podemos integrar término a término,
en un arco que una 0 con z, con jzj < � , para llegar a

log
�
1C ez

� D log 2C z

2
C
1X
nD0

a2nC1
22nC2.2nC 2/z

2nC2:

Observar que, por un lado, la función log
�
1 C ez

�
es singular en z D ˙ i� , de ahí

el radio de convergencia de la serie. Por otro lado, log 2 D f .0/ es la constante de
integración.
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vi) Con ayuda del producto de Cauchy de series y la sustitución de una serie en otra hallar
los desarrollo en serie de potencias de: a) .log.1 � z//2, b) arc tan.z/ log.1C z2/.
Solución:
a) Tenemos que

log.1 � z/ D z
1X
nD0

zn

nC 1
Por lo tanto, el producto de Cauchy da

�
log.1 � z/�2 D z2

1X
nD0

cnz
n

con

cn D
nX
kD0

1

k C 1
1

nC 1 � k :

Pero,
1

.k C 1/.nC 1 � k/ D
1

nC 2
� 1

k C 1 C
1

nC 1 � k
�
:

y así

cn D 1

nC 2
� nX
kD0

1

k C 1 C
nX
kD0

1

nC 1 � k
�

D 2

nC 2
nX
kD0

1

k C 1:

En la última igualdad hemos usado que
nX
kD0

1

k C 1 D
nX
kD0

1

nC 1 � k
que se ve inmediatamente con el cambio k ! l D n � k en la segunda suma. Por
lo tanto, en términos de los números armónicos Hn WD

Pn
kD1

1
k
, los coeficientes

que aparecen en el producto de Cauchy son

cn D 2HnC1
nC 2

y la serie de Taylor pedida es

�
log.1 � z/�2 D 2z2

1X
nD0

HnC1zn

nC 2 :

b) Como

arc tan z D
1X
nD0

.�1/n z
2nC1

2nC 1; log.1C z2/ D z2
1X
nD0

.�1/n z2n

nC 1;
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convergiendo la primera enD.0; �
2
/ y la segunda enD.0; 1/, el producto de Cauchy

conduce a

arc tan.z/ log.1C z2/ D z2
1X
nD0

c2nC1z2nC1;

que converge en D.0; 1/ y que tiene solo potencias impares ya que la función es
impar, con

c2nC1 D
nX
kD0

.�1/k
2k C 1

.�1/n�k
n � k C 1 D .�1/

n

nX
kD0

1

2k C 1
1

n � k C 1:

Vamos a manipular esta expresión y expresarla en términos de números armónicos,
ver el caso anterior. En primer lugar, nos damos cuenta de que

1

2k C 1
1

n � k C 1 D
1

2nC 3
� 2

2k C 1 C
1

n � k C 1
�

y podemos concluir que

c2nC1 D .�1/n
2nC 3

�
HnC1 C 2

nX
kD0

1

2k C 1
�
:

Ahora bien,

1

1
C 1

3
C 1

5
C � � � C 1

2nC 1 D
�
1

1
C 1

2
C 1

3
C 1

4
C � � � C C 1

2n
C 1

2nC 1
�
�
�
1

2
C 1

4
C � � � C 1

2n

�

D H2nC1 � 1
2
Hn

lo que conduce a

c2nC1 D .�1/n
2nC 3

�
HnC1 C 2H2nC1 �Hn

�

D .�1/n
2nC 3

� 1

nC 1 C 2H2nC1
�
:

y, por ende,

arc tan.z/ log.1C z2/ D z2
1X
nD0

.�1/n
2nC 3

� 1

nC 1 C 2H2nC1
�
z2nC1:

vii) Para el desarrollo en serie de potencias 1
cos z
D P1

nD0.�1/n E2n.2n/Š
z2n, demostrar que

E0 D 1, E0 C
�
2n

2

�
E2 C � � � C

�
2n

2n

�
E2n D 0, y que E2 D �1 y E4 D 5. (E2n son los

números de Euler.)
Solución: Aplicamos el producto de Cauchy a

� 1X
nD0

.�1/nE2n
.2n/Š

z2n
�� 1X

mD0

.�1/m
.2m/Š

z2m
�
D
1X
nD0

cnz
2n
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y obtenemos

cn D
nX
kD0

.�1/k E2k
.2k/Š

.�1/n�k 1

.2.n � k/Š D .�1/
n

nX
kD0

E2k

.2k/Š.2.n � k//Š
que usando los números binomiales

�
n

k

� D nŠ
kŠ.n�k/Š se expresa como

cn D .�1/n
.2n/Š

nX
kD0

 
2n

2k

!
E2k:

Ahora bien, como el producto de ambas series es, por definición, la unidad tenemos
c0 D 1 y cn D 0, n 2 f1; 2; : : : g, de donde se sigue el resultado pedido. Además, de la
segunda relación obtenemos, a primeros ordenes 

2

0

!
E0 C

 
2

2

!
E2 D 0; H) E0 CE2 D 0;

 
4

0

!
E0 C

 
4

2

!
E2 C

 
4

4

!
E4 D 0; H) E0 C 6E2 CE4 D 0;

de donde se deducen los valores E2 D �1 y E4 D 5.
viii) Para el desarrollo en serie de potencias centrada en 0 de z

ez �1 D
P1
nD0

Bn
nŠ
zn: a)

Demostrar que B0 D 1 y
�
nC1
0

�
B0 C

�
nC1
1

�
B1 C � � � C

�
nC1
n

�
Bn D 0. b) Usando la

relación z
ez �1 C z

e�z �1 D �z, demostrar que B2mC1 D 0 si m � 1. c) Desarrollar en
serie de Taylor alrededor de 0, hallando su disco de convergencia, la función z cot z.
(Ayuda: z cot z D i z C 2 i z

e2 iz �1 .) d) Encontrar las series de Laurent centradas en el
origen para sec z y sech z.
Solución:
a) Dada la serie de Taylor ez �1 DP1nD1 znnŠ , consideramos el producto de Cauchy

� 1X
nD0

Bn

nŠ
zn
�� 1X

mD1

zm

mŠ

�
D
1X
nD1

cnz
n

donde

cn D
n�1X
kD0

Bk

kŠ.n � k/Š D
1

nŠ

n�1X
kD0

 
n

k

!
Bk; n 2 f1; 2; : : : g;

y como c1 D 1 y cn D 0 para n > 1 llegamos a B0 D 1 y a
nX
kD0

 
nC 1
k

!
Bk D 0; n 2 f1; 2; : : : g:

b) Efectivamente, como

z

ez �1 C
z

e�z �1 D
z

ez �1 �
z ez

ez �1 D
z.1 � ez/

ez �1 D �z;
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concluimos que
1X
nD0

Bn

nŠ
zn �

1X
nD0

Bn

nŠ
.�z/n D �z;

esto es

2

1X
nD0

B2nC1
.2nC 1/Šz

2nC1 D �z;

y así B1 D �12 y B2nC1 D 0, n 2 f1; 2; : : : g.
c)

z cot z D i z
ei zC e� i z

ei z � e� i z
D i z C 2 i z

e2 i z �1
D i z C

1X
nD0

Bn

nŠ
.2 i z/n D i z C

1X
nD0

2nBn

nŠ
in zn

D i z C 1 � 21
2
i z C

1X
nD1

.�1/n2
2nB2n

.2n/Š
zn

D 1C
1X
nD1

.�1/n2
2nB2n

.2n/Š
z2n:

d) Por sencillez determinamos en primer lugar la serie de Laurent de sech z. Para usar
los números de Bernoulli, realizamos las siguientes manipulaciones algebraicas

z sech z D z

senh z
D z

ez � e�z
2

D 2z

ez � e�z
D 2z ez

e2z �1

D 2z ezC2z � 2z
e2z �1 D 2z ez �1

e2z �1 �
2z

e2z �1 D 2z
ez �1

.ez �1/.ezC1/ �
2z

e2z �1

D 2 z

ez �1 �
2z

e2z �1 D 2
� 1X
nD0

Bn

nŠ
zn
�
�
1X
nD0

Bn

nŠ
.2z/n

D 2
�
1 � z

2
C
1X
nD1

B2n

.2n/Š
z2n

�
�
�
1 � 2z

2
C
1X
nD1

B2n

.2n/Š
22nz2n

�

D 1C 2
1X
nD1

.1 � 22n�1/B2n
.2n/Š

z2n:

Esta es la serie de Taylor de z sech z que converge en D.0; �/, ya que el senh z se
anula en fn i�gn2Z, y por tanto la singularidades de sech z más cercanas al origen
son ˙ i� . Por ello, la serie de Laurent pedida es

sech z D 1

z
C 2

1X
nD1

.1 � 22n�1/B2n
.2n/Š

z2n�1;
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con corona de convergencia C.0; 0; �/. Por otro lado, recordando que senh i z D
i sen z, obtenemos sec z D i sech i z y así el desarrollo de Laurent pedido será

sec z D i

i z
C 2

1X
nD1

.1 � 22n�1/B2n
.2n/Š

i.i z/2n�1

D 1

z
C 2

1X
nD1

.�1/n.1 � 22n�1/B2n
.2n/Š

z2n�1;

donde hemos usado que i2n D .�1/n, que converge en la corona C.0; 0; �/.
ix) Considerar el desarrollo en serie de potencias alrededor de 0 de la función 1

1�z�z2 D
F0 C F1z C F2z2 C � � � , demostrar que sus coeficientes satisfacen Fn D Fn�1 C Fn�2,
para n � 2. Determinar Fn y el radio de convergencia de la serie. (Fn son los números
de F i).
Solución: De la relación

1 D .1 � z � z2/
1X
nD0

Fnz
n

obtenemos

1 D F0 C .F0 � F1/z C
1X
nD2

.Fn � Fn�1 � Fn�2/zn;

y deducimos que F0 D F1 D 1 y

Fn D Fn�1 C Fn�2; n 2 f2; 3; : : : g:
Esta es la serie de Fibonacci.

La recurrencia se puede escribir en forma matricial
0
BBB@
Fn

FnC1

1
CCCA D F

0
BBB@
Fn�1

Fn

1
CCCA ; F WD

0
BBB@
0 1

1 1

1
CCCA :

Dado el polinomio característico det.F � �I2/ D �2 � � � 1, los autovalores de F se

expresan en términos de la razón aurea ' WD
p
5C1
2

y son
n
� '�1; '

o
, donde �'�1 D

�p5C1
2

. La correspondiente base de autovectores es
8̂
ˆ̂<
ˆ̂̂:

0
BBB@

1

�'�1

1
CCCA ;

0
BBB@
1

'

1
CCCA

9>>>=
>>>;
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que conforman la matriz de cambio de base P y su inversa

P D

0
BBB@

1 1

�'�1 '

1
CCCA ; P �1 D 1p

5

0
BBB@
' �1

'�1 1

1
CCCA ;

en donde hemos tenido en cuenta que detP D ' C '�1 D p5. Por lo tanto, como0
BBB@
Fn

FnC1

1
CCCA D F n

0
BBB@
F0

F1

1
CCCA ; F n D P

0
BBB@
.�'/�n 0

0 'n

1
CCCAP

�1

queda, observando que �'�1 C ' D 1,0
BBB@
Fn

FnC1

1
CCCA D P

0
BBB@
.�'/�n 0

0 'n

1
CCCAP

�1

0
BBB@
1

1

1
CCCA D

1p
5
P

0
BBB@
.�'/�n 0

0 'n

1
CCCA

0
BBB@
' � 1

'�1 C 1

1
CCCA

D 1p
5
P

0
BBB@
.�'/�n.' � 1/

'n.'�1 C 1/

1
CCCA D

1p
5

0
BBB@

.�'/�n.' � 1/C 'n.'�1 C 1/

.�'/�n�1.' � 1/C 'nC1.'�1 C 1/

1
CCCA

D 1p
5

0
BBB@
�.�'/�n�1 C 'nC1

�.�'/�n�2 C 'nC2

1
CCCA

y, por todo ello,

Fn D 1p
5

�
'nC1 � .�'/�n�1�:

Con respecto a la convergencia de la serie de Taylor observamos que las dos singula-
ridades de la función yacen en ' y �'�1, como ' > '�1 el disco de convergencia será
D.0; '�1/.

x) Hallar los desarrollos de Laurent en z D 0 y z D1, cuando sea posible, y las coronas
de convergencia para las funciones a) 1

z2�3zC2 , b) sen
�
z�1

�
, c) 1

.z�a/.z�b/ con ab ¤ 0,
d) log z�a

z�b con ab ¤ 0, e) arc tan z
z4

.
Solución:
a) La función f .z/ D 1

z2�3zC2 tiene dos polos simples en los ceros del denominador,
que son 2 y 1. Podemos escribir la siguiente descomposición en fracciones simples

f .z/ D 1

z � 2 �
1

z � 1
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que para el estudio del origen escribimos en la forma

f .z/ D 1

1 � z �
1

2

1

1 � z
2

que ya se encuentra preparada para aplicar el desarrollo en serie geométrica

1

1 � z D
1X
nD0

zn; jzj < 1; 1

1 � z
2

D
1X
nD0

zn

2n
; jzj < 2:

Por tanto, en el disco D.0; 1/ tenemos el siguiente desarrollo de Taylor (que, como
sabemos, es un caso especial de los desarrollos de Laurent)

f .z/ D
1X
nD0

�
1 � 1

2nC1
�
zn:

Si queremos un desarrollo en un entorno de z D1 escribimos

f .z/ D 1

z

1

1 � 2
z

� 1
z

1

1 � 1
z

y tenemos los siguientes desarrollos en forma de serie geométrica

1

z

1

1 � 1
z

D
1X
nD1

1

zn
; jzj > 1; 1

z

1

1 � 2
z

D
1X
nD1

2n�1

zn
; jzj > 2;

y, por ello, en la corona C.0; 2;1/ tenemos el siguiente desarrollo de Laurent

f .z/ D
1X
nD1

�
2n�1 � 1

� 1
zn
:

Dados los desarrollos hallados, y aunque no se pregunta dejamos aquí el desarrollo
de Laurent en C.0; 1; 2/,

f .z/ D
1X
nD0

zn

2nC1
�
1X
nD1

1

zn
:

b) Como sen z es entera con serie de Taylor dada por

sen z D
1X
nD0

.�1/n z2nC1

.2nC 1/Š
queda el siguiente desarrollo de Laurent

sen
1

z
D
1X
nD0

.�1/n 1

.2nC 1/Šz2nC1 :

con convergencia normal en en la corona C.0; 0;1/.
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c) Como

f .z/ D 1

a � b
� 1

z � a �
1

z � b
�
;

podemos usar la serie geométrica. En primer lugar escribimos

1

z � a D �
1

a

1

1 � z
a

D �
1X
nD0

zn

anC1

que converge para jzj < jaj. Por ello, llegamos a la serie de Taylor

f .z/ D 1

b � a
1X
nD0

� 1

anC1
� 1

bnC1
�
zn

que converge normalmente en el disco D.0;mKın.jaj; jbj//. Por otro lado, si escribi-
mos

1

z � a D
1

z

1

1 � a
z

D �
1X
nD0

an

znC1

con convergencia normal la corona C.0; jaj;1/. Por lo tanto,

f .z/ D 1

a � b
1X
nD2

an�1 � bn�1
zn

que converge normalmente en la corona C.0;mKax.jaj; jbj/;1/.
d) Ahora f .z/ D log z�a

z�b , y f 0.z/ D 1
z�a � 1

z�b . Por lo tanto, usando los resultados
del ejercicio anterior queda

f 0.z/ D
1X
nD0

� 1

bnC1
� 1

anC1
�
zn; z 2 D.0;mKın.jaj; jbj//;

f 0.z/ D
1X
nD2

an�1 � bn�1
zn

; z 2 C.0;mKax.jaj; jbj/;1/;

con convergencia normal. Por lo tanto, podemos integrar término a término y ob-
tener

f .z/ D log
a

b
C
1X
nD1

1

n

� 1
bn
� 1

an

�
zn; z 2 D.0;mKın.jaj; jbj//;

f .z/ D
1X
nD2

an�1 � bn�1
n � 1

1

zn�1
; z 2 C.0;mKax.jaj; jbj/;1/;

en donde hemos tenido en cuenta para calcular las constantes de integración que
f .0/ D log a

b
y lKımz!1 f .z/ D log 1 D 0.

e) Por último, f .z/ D arc tan z
z4

, que usando

arc tan z D
1X
nD0

.�1/n z
2nC1

2nC 1
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lleva a

f .z/ D
1X
nD0

.�1/n z
2n�3

2nC 1

D 1

z3
� 1

3z
C
1X
nD0

.�1/n z
2nC1

2nC 5
que converge en la corona C.0; 0; 1/.

xi) Hallar los desarrollos de Laurent de las siguientes funciones en los puntos indicados:

a) 1
z2C1 en i, b) e

1
1�z en 1, c) sen z

.z��/2 en � . d) z2 sen
�

1
z�1

�
en z D 1.

Solución:
a) Escribimos

1

z2 C 1 D
1

2 i

�
� 1

z � i
C 1

z C i

�
I

como 1
zCi es holomorfo calculamos su serie de potencias en i que convergerá en un

disco D.i; R/ con R � 2, para ello usamos la serie geométrica

1

z C i
D 1

z � iC2 i D
1

2 i

1

1C z�i
2 i

D
X
nD0

.�1/n
.2 i/nC1

.z � i/n

y el radio de convergencia es R D 2. Por lo tanto el desarrollo de Laurent pedido
es

1

z2 C 1 D
i

2

1

z � i
� 1
4

X
nD0

in

2n
.z � i/n;

que converge absolutamente en la corona C.i; 0; 2/ y uniformemente en cualquier
corona C.i; 0; r/ con radio exterior r < 2.

b) Usamos la serie de Taylor de la exponencial que converge en todo el plano complejo
y escribimos

e
1
1�z D

1X
nD0

.�1/n
nŠ

1

.z � 1/n

que converge absolutamente en la corona C.1; 0;1/ y uniformemente en cualquier
corona de la forma C.1; 0;R/ con R > 0.

c) Como sen.z � �/ D � sen z para hallar la serie de Laurent pedida usamos la serie
de Taylor del seno

sen z

.z � �/2 D �
sen.z � �/
.z � �/2 D

1X
nD0

.�1/nC1
.2nC 1/Š.z � �/

2n�1

que converge absolutamente en la corona C.�; 0;1/ y uniformemente en cualquier
corona de la forma C.�; 0;R/ con R > 0.
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d) De nuevo usamos la serie de Taylor del seno y que z2 D .z � 1C 1/2 D .z � 1/2C
2.z � 1/C 1

z2 sen
� 1

z � 1
�
D �.z � 1/2 C 2.z � 1/C 1�

1X
nD0

.�1/n
.2nC 1/Š

1

.z � 1/2nC1

D
1X
nD0

.�1/n
.2nC 1/Š

1

.z � 1/2n�1 C 2
1X
nD0

.�1/n
.2nC 1/Š

1

.z � 1/2n C
1X
nD0

.�1/n
.2nC 1/Š

1

.z � 1/2nC1

D .z � 1/C 2
1X
nD0

.�1/n
.2nC 1/Š

1

.z � 1/2n C
1X
nD0

�
� 1

2nC 3 C 1
� .�1/n
.2nC 1/Š

1

.z � 1/2nC1

D .z � 1/C 2C 2
1X
nD0

nC 1
2nC 3

.�1/n
.2nC 1/Š

1

.z � 1/2nC1 C 2
1X
nD1

.�1/n
.2nC 1/Š

1

.z � 1/2n

que converge absolutamente en la corona C.1;1/ y uniformemente en cualquier
corona de la forma C.1; 0;R/ con R > 0.

xii) Hallar los desarrollos de Laurent centrados en 0 en las coronas C.0; 0;1/ de: a)
ezC e

1
z , b) sen z C sen 1

z

Solución:
a) Como ez D P1

nD0
zn

nŠ
, z 2 C, tenemos e

1
z D P1

nD0
1

nŠzn
, que converge uniforme-

mente en la corona C.0; 0;1/. Así que,

ezC e
1
z D

1X
nD1

1

nŠzn
C 2C

1X
nD1

zn

nŠ

b) Recordando que sen z D P1
nD0.�1/n z2nC1

.2nC1/Š , z 2 C, concluimos que sen 1
z
DP1

nD0
1

.2nC1/Šz2nC1 converge de forma uniforme en C.0; 0;1/. En definitiva,

sen z C sen
1

z
D
1X
nD1

1

.2nC 1/Šz2nC1 C
1X
nD1

z2nC1

.2nC 1/Š

en C.0; 0;1/.
xiii) Si la función f .z/ es meromorfa en la región A � C y f .z/ tiene un cero de orden n

en z0 demostrar que f 0.z/
f .z/
� n
z�z0 es una función holomorfa en un entorno de z0.

Solución: Como la función es meromorfa todas sus singularidades son polos. Como
la función f .z/ tiene un cero en z0 de orden n, sabemos que existe algún � > 0 tal que
en ele disco D.z0; �/ la función se expresa como

f .z/ D .z � z0/ng.z/
donde g.z/ es una función holomorfa en ese disco que no se anula g.z/ ¤ 0 en
D.z0; �/. Por lo tanto, en ese disco tenemos

f 0.z/ D n.z � z0/n�1g.z/C .z � z0/ng0.z/
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así que, en la corona C.z0; 0; �/ tenemos

f 0.z/
f .z/

D n.z � z0/n�1g.z/C .z � z0/ng0.z/
.z � z0/ng.z/

D n

z � z0
C g0.z/
g.z/

:

Concluimos pues que

f 0.z/
f .z/

� n

z � z0 D C
g0.z/
g.z/

:

es holomorfa en D.z0; �/.
xiv) Sea la función f .z/ D zC16

.z�1/.z2C16/
a) ¿Se puede desarrollar f .z/ en serie de Taylor alrededor de z D 2 i? ¿cual es el

radio de convergencia? (no se pide el cálculo del desarrollo)
b) Calcular el desarrollo de Laurent de f .z/ en una corona C.0IR1; R2/, centrada en

el origen y radios R1 < R2, convergente en 2 i. Hallar el menor R1 y el mayor R2.
(Recordar que f .z/ D 1

z�1 � z
z2C16 .)

Solución:
a) La función f .z/ tiene tres polos simples situados en z D 1;˙4 i siendo holo-

morfa en z D 2 i. Por ello, admite un desarrollo en serie de Taylor en di-
cho punto, como la singularidad más cercana es 4 i el radio de convergencia es
R D j4 i�2 i j D 2:

b) Buscamos una corona centrada en el origen que contenga al punto 2 i. Dada la dis-
posición de los polos, las posibles coronas centradas en 0 serán C.0I 0; 1/, C.0I 1; 4/
y C.0I 4;1/, así que la corona pedida es C.0I 1; 4/. En dicha corona, recordando
la serie geométrica, se tiene

1

z � 1 D
1

z

1

1 � 1
z

D
1X
nD1

1

zn
;

z

z2 C 16 D
z

16

1

1C .z
4
/2
D z

16

1X
nD0

.�1/n z
2n

42n
:

En definitiva, en dicha corona, la función f .z/ admite el desarrollo de Laurent
siguiente

f .z/ D
1X
nD1

1

zn
C
1X
nD0

.�1/n z
2nC1

42nC2
:

xv) Dada la función

f .z/ WD 1

z.z2 � 1/:

a) Determinar el mayor R > 0 tal que f .z/ admite un desarrollo en la corona
C.0I 0;R/ y encontrar dicho desarrollo explícitamente.

b) Determinar el menor R > 0 tal que f .z/ admite un desarrollo en la corona
C.0IR;1/ y encontrar dicho desarrollo explícitamente.

Solución
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a) Las singularidades de f .z/ son f�1; 0; 1g, por tanto un desarrollo de Laurent con-
vergente en C.0; 0;R/ requiere R � 1. En la corona C.0; 0; 1/ tenemos

f .z/ D �1
z

1

1 � z2 D �
1

z
.1C z2 C z4 C � � � /

D �1
z
� z � z3 � z5 � � � � :

b) Hay que escoger R � 1 para que la corona C.0;R;1/ no contenga singularidades
de la función. En la corona C.0; 1;1/ tenemos

f .z/ D 1

z3
1

1 � 1
z2

D 1

z3

�
1C 1

z2
C 1

z4
C � � �

�

D 1

z3
C 1

z5
C 1

z7
� � � :

xvi) Sea la función f .z/ D zC16
.z�1/.z2C16/

a) ¿Se puede desarrollar f .z/ en serie de Taylor alrededor de z D 2 i? ¿cual es el
radio de convergencia? (no se pide el cálculo del desarrollo)

b) Calcular el desarrollo de Laurent de f .z/ en una corona C.0IR1; R2/, centrada en
el origen y radios R1 < R2, convergente en 2 i. Hallar el menor R1 y el mayor R2.
(Recordar que f .z/ D 1

z�1 � z
z2C16 .)

Solución:
a) La función f .z/ tiene tres polos simples situados en z D 1;˙4 i siendo holo-

morfa en z D 2 i. Por ello, admite un desarrollo en serie de Taylor en di-
cho punto, como la singularidad más cercana es 4 i el radio de convergencia es
R D j4 i�2 i j D 2:

b) Buscamos una corona centrada en el origen que contenga al punto 2 i. Dada la dis-
posición de los polos, las posibles coronas centradas en 0 serán C.0I 0; 1/, C.0I 1; 4/
y C.0I 4;1/, así que la corona pedida es C.0I 1; 4/. En dicha corona, recordando
la serie geométrica, se tiene

1

z � 1 D
1

z

1

1 � 1
z

D
1X
nD1

1

zn
;

z

z2 C 16 D
z

16

1

1C .z
4
/2
D z

16

1X
nD0

.�1/n z
2n

42n
:

En definitiva, en dicha corona, la función f .z/ admite el desarrollo de Laurent
siguiente

f .z/ D
1X
nD1

1

zn
C
1X
nD0

.�1/n z
2nC1

42nC2
:
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§v.1. El Teorema de los Residuos de Cauchy

A
plicaremos en este tema los potentes resultados deducidos en los dos anteriores ca-
pítulos para así obtener el Teorema de los Residuos. Este teorema permite evaluar
integrales complejas, de integrando con singularidades aisladas, en términos de los
residuos que introdujimos en el tema IV. Para poder aplicarlo, también daremos varias

formas de calcular los residuos de funciones complejas.

v.1.1. El teorema

Sean una región A � C, un arco  W Œa; b�! C suave a trozos, que es homótopo a un
punto en A, el conjunto fz1; : : : ; zng � A de n puntos distintos de la región A que no
yacen en el arco, fzj gnjD1\� D ¿, y f W Anfzj gnjD1 ! C una función holomorfa con
singularidades aisladas en fzj gnjD1. Entonces, se verifica la fórmula de los residuos

Z


f .z/ d z D 2� i

nX
jD1

n.; zj /Res.f; zj /:

Teorema de los residuos (versión homotópica)

Demostración. Para j inf1; : : : ; ng, el Teorema de Laurent nos asegura que para la singu-
laridad aislada zj existirá un rj > 0 tal que en la corona C.zj ; 0; rj / es valido el desarrollo de
Laurent f .z/ D Pj .z/Cfj .z/, donde Pj .z/ WD aj;1

z�zj C
aj;2

.z�zj /2C� � � es la parte principal del desa-
rrollo de Laurent, y fj .z/ WD aj;0Caj;1.z� zj /C� � � es la parte regular del mismo. Observemos
que Pj .z/ es holomorfa en la corona C.zj ; 0;1/ D Cnfzj g, siendo la convergencia absoluta en
esa corona y uniforme en C.zj ; r;1/ para cualquier r > 0. Podemos pues considerar la función

189
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F.z/ D f .z/ � P1.z/ � � � � � Pn.z/, que se encuentra definida y es holomorfa en A n fzj gnjD1,
ya que así lo son todos los sumandos. Además se cumple que lKımz!zj ..z � zj /F.z// D 0, i.e. la
singularidad aislada de F.z/ en zj es evitable. Efectivamente, teniendo en cuenta los desarrollos
de Laurent de f .z/ D Pj .z/ C fj .z/ y su coronas de convergencia C.zj ; 0; rj /, sabemos que

.z � zj /F.z/ D .z � zj /
�
fj .z/�

P
k2f1;:::;ng
k¤j

Pk.z/
�
�!
z!zj

0. Por tanto, podemos extender la fun-

ción F.z/ al conjunto fzj gnjD1 prescribiendo que F.zj / D lKım
z!zj

F.z/. Esta función, que también

denotaremos por F.z/, está definida en A y es holomorfa en esta región. Por tanto, podemos
aplicar el teorema de Cauchy para arcos homótopos a un punto y obtener

R

F.z/ d z D 0. Esto

es,
R

f .z/ d z DPn

jD1
R


Pj .z/ d z, la suma de la integrales de las partes principales. El lector
debe observar que las integrales

R


Pj .z/ d z están perfectamente definidas ya que las parte
principal Pj .z/ lo está en Cnfzj g. Además converge uniformemente en las coronas C.zj ; r;1/,
con r > 0. Pero, como zj 62 �, existirá algún �j > 0 tal que � � C.zj ; �j ;1/, y por ella la
parte principal Pj .z/ converge uniformemente sobre �, lo que permite usar el desarrollo en
serie de la misma e integrar término a término:

Z


Pj .z/ d z D
Z


1X
kD1

aj;k

.z � zj /k d z

D
1X
kD1

Z


aj;k

.z � zj /k d z convergencia uniforme

D aj;1
Z


d z

z � zj
teorema fundamental del cálculo:

Luego,
R


Pj .z/ d z D n.; zj /Res
�
f; zj

�
y se deduce el resultado. □

Damos ahora una versión homológica del teorema.

Sean una región A � C, un ciclo � hómologo a cero con respecto a A, el conjunto
de puntos fz1; : : : ; zng � A n ��, y f W A n fzj gnjD1 ! C una función holomorfa con
singularidades aisladas en fzj gnjD1. Entonces, se verifica la fórmula de los residuos

Z
�

f .z/ d z D 2� i

nX
jD1

n.�; zj /Res.f; zj /:

Teorema de los residuos (versión homológica)

Demostración. Sea j la circunferencia centrada en zj de radio �j recorrida en sentido an-
tihorario una vez de modo que �j � A y j\� D ¿. Entonces el ciclo Q� WD ��Pn

jD1 n.�; zj /j
es homólogo a cero en A. Por tanto, la versión homológica del teorema de Cauchy nos dice
que

R
Q� f .z/ d z D 0. Esto es, podemos escribir

R
�
f .z/ d z D Pn

jD1 n.�; zj /
R
j
f .z/ d z, peroR

j
f .z/ d z D 2� i Res

�
f; zj

�
. □
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v.1.2. Cálculo de residuos Visto el teorema de los residuos parece claro que para sus
aplicaciones será útil tener herramientas y técnicas que permitan el cálculo de residuos de
funciones holomorfas en sus singularidades aisladas, sin tener que calcular las correspondientes
series de Laurent alrededor de dichas singularidades.

v.1.2.1. Polos simples Veamos en primer lugar un par de resultados útiles para el cálculo de
residuos cuando la singularidad es un polo simple.

Sean dos funciones F1.z/ y F2.z/, holomorfas en un entorno de z0 con

F1.z0/; F
0
2.z0/ ¤ 0 y F2.z0/ D 0. Entonces la función f .z/ D F1.z/

F2.z/
tiene un polo

simple en z0 con residuo dado por Res.f; z0/ D F1.z0/

F 0
2.z0/

.

Residuos en un polo simple I

Demostración. Como F2.z/ es holomorfa en z0, donde tiene un cero y su derivada no
se anula, su desarrollo de Taylor será de la forma F2.z/ D .z � z0/ QF2.z/, donde QF2.z/ WD
F 02.z0/C 1

2
F 002 .z0/.z � z0/C � � � . Luego, f .z/ D F1.z/

QF2.z/
1

z�z0 , con F1.z/
QF2.z/ una función holomorfa en

z0. Vemos que z0 es un polo simple y del correspondiente desarrollo de Laurent, que se puede
obtener, por ejemplo, del desarrollo de Taylor de F1.z/

QF2.z/ dividiendo por z � z0, concluimos que

Res .f; z0/ D F1.z0/

F 02.z0/
. □

Sean dos funciones F1.z/ y F2.z/, holomorfas en un entorno de z0, donde F1.z/ y
F2.z/ tienen un cero de ordenes n y nC1, respectivamente. Entonces la función f .z/ D
F1.z/

F2.z/
tiene un polo simple en z0 con residuo dado por Res.f; z0/ D .nC1/ F

.n/
1 .z0/

F
.nC1/
2 .z0/

.

Residuos en un polo simple II

Demostración. Dadas las condiciones sobre las funciones F1.z/ y F2.z/, los correspondien-

tes desarrollos de Taylor en z0 serán de la forma F1.z/ D .z�z0/n QF1.z/ con QF1.z/ WD F
.n/
1 .z0/

nŠ
C

F
.nC1/
1 .z0/

.nC1/Š .z�z0/C� � � , y F2.z/ D .z�z0/nC1 QF2.z/ con QF2.z/ WD F
.nC1/
2 .z0/

.nC1/Š C
F
.nC2/
2 .z0/

.nC2/Š .z�z0/C� � � ,
respectivamente. Aquí las funciones QF1.z/ y QF2.z/ son funciones holomorfas en un entorno de

z0 y no se anulan allí, tomando los valores QF1.z0/ D F
.n/
1 .z0/

nŠ
y QF2.z0/ D F

.nC1/
2 .z0/

.nC1/Š . Luego, ten-

dremos para f .z/ D QF1.z/
QF2.z/

1
z�z0 , esto es, un polo simple en z0, con coeficiente en su desarrollo

de Laurent alrededor de z0 dado por
QF1.z0/
QF2.z0/ , que es el residuo anunciado. □

v.1.2.2. Polos dobles Procedemos ahora a discutir un caso un poco más elaborado, el de
polos dobles.
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Sean dos funciones F1.z/ y F2.z/, holomorfas en un entorno de z0 con

F1.z0/; F
00
2 .z0/ ¤ 0 y F2.z0/ D F 0

2.z0/ D 0. Entonces la función f .z/ D F1.z/

F2.z/
tie-

ne un polo doble en z0 con residuo dado por Res.f; z0/ D 2 F
0
1.z0/

F 00
2 .z0/

� 2
3

F1.z0/F
000
2 .z0/�

F 00
2 .z0/

�2 .

Residuos en un polo doble I

Demostración. Dadas las condiciones sobre las funciones F1.z/ y F2.z/, los correspon-
dientes desarrollos de Taylor en z0 serán de la forma F1.z/ D F1.z0/ C F 01.z0/.z � z0/ C � � � ,
y F2.z/ D .z � z0/2 QF2.z/ con QF2.z/ WD F 002 .z0/

2
C F 0002 .z0/

6
.z � z0/C � � � , respectivamente. Tendre-

mos para f .z/ D F1.z/
QF2.z/

1
.z�z0/2 , que claramente muestra la existencia de un polo doble en z0.

Para hallar el residuo hay que desarrollar en serie de Laurent, e identificar su coeficiente en la
potencia .z � z0/�1. Esto es, hay que resolver

a�2
.z � z0/2

C a�1
z � z0

C a0 C a1.z � z0/C � � � D F1.z0/C F 01.z0/.z � z0/C � � �
F 002 .z0/
2
C F 0002 .z0/

6
.z � z0/C � � �

1

.z � z0/2

o despejando

�
a�2 C a�1.z � z0/C a0 C a1.z � z0/2 C � � �

��F 002 .z0/
2
C F 0002 .z0/

6
.z � z0/C � � �

�

D F1.z0/C F 01.z0/.z � z0/C � � � :

Por tanto, nos queda a�2
F 002 .z0/
2
D F1.z0/ y a�1

F 002 .z0/
2
C a�2 F

000
2 .z0/

6
D F 01.z0/ que conducen a

a�2 D 2 F1.z0/F 002 .z0/
y a�1

F 002 .z0/
2
D F 01.z0/ � a�2 F

000
2 .z0/

6
. Que implican el residuo anunciado. □

También se puede demostrar que

Sean dos funciones F1.z/ y F2.z/, holomorfas en un entorno de z0 con
F 0

1.z0/; F
000
2 .z0/ ¤ 0 y F1.z0/ D F2.z0/ D F 0

2.z0/ D F 00
2 .z0/ D 0. Entonces, la fun-

ción f .z/ D F1.z/

F2.z/
tiene un polo doble en z0 con residuo dado por Res.f; z0/ D

3
F 00

1 .z0/

F 000
2 .z0/

� 3
2

F 0
1.z0/F

IV
2 .z0/�

F 000
2 .z0/

�2 .

Residuos en un polo doble II

v.1.2.3. Polos de orden arbitrario Cuando los ordenes de los polos crecen la dificultad en el
cálculo del residuo también. Una fórmula alternativa, aunque computacionalmente a menudo
costosa es la siguiente.
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Si f .z/ tiene un polo de orden n en z0 el residuo será

Res.f; z0/ D 1

.n � 1/Š lKım
z!z0

dn�1

d zn�1

�
.z � z0/

nf .z/
�
:

Residuos en un polo múltiple I

Demostración. En alguna corona C.z0; 0; R/, R > 0, alrededor del polo tendremos el
desarrollo de Laurent f .z/ D a�n

.z�z0/n C� � �C
a�1
z�z0 CF.z/, donde F.z/ es una serie de potencias

centrada en z0 que converge en D.z0; R/. Luego, .z � z0/nf .z/ D a�n C a�nC1.z � z0/C � � � C
a�1.z � z0/n�1 C .z � z0/nF.z/, y la fórmula se deduce inmediatamente. Basta con considerar
que .z � z0/nf .z/ tiene una singularidad evitable en z0, que nos permite extender su valor a
z0 mediante la serie de potencias recién escrita. Ahora, si interpretamos este desarrollo como
un desarrollo de Taylor, la fórmula para el .n � 1/-ésimo coeficiente nos da la fórmula para el
residuo. □

Sean m; n 2 ZC, y F1.z/ y F2.z/ holomorfas en un entorno de z0 en donde tienen un

cero en z0 de ordenes m y mC n , respectivamente. Entonces, f .z/ D F1.z/

F2.z/
tiene un

polo de orden n en z0 y el residuo se puede calcular mediante la siguiente fórmula
determinamental:

Res.f; z0/ D
� .mC n/Š
F

.mCn/
2 .z0/

�n

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

F
.mCn/

2 .z0/

.mCn/Š
0 : : : 0

F
.m/

1 .z0/

mŠ

F
.mCnC1/

2 .z0/

.mCnC1/Š

F
.mCn/

2 .z0/

.mCn/Š

: : :
:::

F
.mC1/

1 .z0/

.mC1/Š

:::
: : : 0

:::

F
.mC2n�2/
2 .z0/

.mC2n�2/Š

F
.mC2n�3/

2 .z0/

.mC2n�3/Š
� � � F

.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š

F
.mCn�2/

1 .z0/

.mCn�2/Š

F
.mC2n�1/
2 .z0/

.mC2n�1/Š

F
.mC2n�2/

2 .z0/

.mC2n�2/Š
� � � F

.mCn�1/
2 .z0/

.mCn�1/Š

F
.mCn�1/

1 .z0/

.mCn�1/Š

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

:

Residuos en un polo múltiple II

Demostración. Dados m; n 2 ZC, si F1.z/ y F2.z/ tienen un cero en z0 de ordenes m y
mC n , respectivamente, esto es

F1.z/ D .z � z0/m
1X
kD0

F
.kCm/
1 .z0/

.k Cm/Š .z � z0/
k; F2.z/ D .z � z0/mCn

1X
kD0

F
.kCmCn/
2 .z0/

.k CmC n/Š .z � z0/
k;

convergentes en algún disco centrado en la singularidad. Por tanto, sabemos que f .z/ D F1.z/

F2.z/

tiene un polo de orden n en z0. Más aún, podemos elegir un R > 0 tal que las series de Taylor
convergen en el disco D.z0; R/ y la serie de Laurent

f .z/ D a�n
.z � z0/n

C � � � C a�1
z � z0

C a0 C a1.z � z0/C � � � ;
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en la corona C.z0; 0; R/. Luego, se deberá tener

F
.m/
1 .z0/

mŠ
C F

.mC1/
1 .z0/

.mC 1/Š .z � z0/C � � �

D
�F .mCn/2 .z0/

.mC n/Š C
F
.mCnC1/
2 .z0/

.mC nC 1/Š .z � z0/C � � �
��
a�n C � � � C a�1.z � z0/n�1 C � � �

�

Obtenemos así un sistema lineal para los n coeficientes fa�n; : : : ; a�1g de la forma�
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š 0 : : : 0

F
.mCnC1/
2 .z0/

.mCnC1/Š
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š
: : :

:::

:::
: : : 0

F
.mC2n�1/
2 .z0/

.mC2n�1/Š
F
.mC2n�2/
2 .z0/

.mC2n�2/Š � � �
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š

�ˇ
a�n
a�nC1
:::

a�1



D

�
F
.m/
1 .z0/

mŠ

F
.mC1/
1 .z0/

.mC1/Š
:::

F
.mCn�1/
1 .z0/

.mCn�1/Š

�

La matriz de este sistema es invertible ya que su determinante es
�
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š
�n

, que hemos
supuesto distinto de cero. Por tanto, en términos de la matriz inversa tendremos

ˇ
a�n
a�nC1
:::

a�1



D

�
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š 0 : : : 0

F
.mCnC1/
2 .z0/

.mCnC1/Š
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š
: : :

:::

:::
: : : 0

F
.mC2n�1/
2 .z0/

.mC2n�1/Š
F
.mC2n�2/
2 .z0/

.mC2n�2/Š � � �
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š

��1�
F
.m/
1 .z0/

mŠ

F
.mC1/
1 .z0/

.mC1/Š
:::

F
.mCn�1/
1 .z0/

.mCn�1/Š

�

;

de donde extraemos la expresión del residuo

Res .f; z0/ D .0; 0; : : : ; 0; 1/

�
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š 0 : : : 0

F
.mCnC1/
2 .z0/

.mCnC1/Š
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š
: : :

:::

:::
: : : 0

F
.mC2n�1/
2 .z0/

.mC2n�1/Š
F
.mC2n�2/
2 .z0/

.mC2n�2/Š � � �
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š

��1�
F
.m/
1 .z0/

mŠ

F
.mC1/
1 .z0/

.mC1/Š
:::

F
.mCn�1/
1 .z0/

.mCn�1/Š

�

;

que conduce a la siguiente expresión determinamental

Res .f; z0/ D �
� .mC n/Š
F
.mCn/
2 .z0/

�n

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š 0 : : : 0
F
.m/
1 .z0/

mŠ

F
.mCnC1/
2 .z0/

.mCnC1/Š
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š
: : :

:::
F
.mC1/
1 .z0/

.mC1/Š
:::

: : :
:::

F
.mC2n�1/
2 .z0/

.mC2n�1/Š
F
.mC2n�2/
2 .z0/

.mC2n�2/Š � � �
F
.mCn/
2 .z0/

.mCn/Š
F
.mCn�1/
1 .z0/

.mCn�1/Š
0 0 : : : 1 0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

:

Esta expresión, una vez se desarrolla por Laplace a lo largo de la última fila, da lugar al resul-
tado. □
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Por ejemplo, pongamos m D 1 y n D 3, esto es F1.z/ tiene un cero de orden 1 en z0 y F2.z/
tiene un cero de orden 4 en ese punto. Entonces, f .z/ D F1.z/

F2.z/
tiene un polo triple en z0. La

fórmula anterior nos dice para el residuo que

Res .f; z0/ D
� 24

F
.4/
2 .z0/

�3
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

F
.4/
2 .z0/

24
0 F 01.z0/

F
.5/
2 .z0/

120

F
.4/
2 .z0/

24

F
00
1 .z0/

2

F
.6/
2 .z0/

720

F
.5/
2 .z0/

120

F
000
1 .z0/

6

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

D 4F
.3/
1 .z0/

F
.4/
2 .z0/

� 12
15

F
.6/
2 .z0/F

.1/
1 .z0/C 3F .5/2 .z0/F

.2/
1 .z0/�

F
.4/
2 .z0/

�2 C 72

75

�
F
.5/
2 .z0/

�2
F
.1/
1 .z0/�

F
.4/
2 .z0/

�3 :

x

y

�

C

Esfera de Riemann C

Norte

z

Sur

P
ˇ

�

a

Esfera de Riemann
Proyección esterográfica al plano de Wessel–Argand

v.1.3. Residuos en el
infinito Vamos a añadir al
plano complejo el punto del
infinito1, transformando C
en el plano complejo exten-
dido C D C [ f1g.1 Es-
to proceso tiene un senti-
do topológico, y se constru-
ye mediante una proyección
estereográfica, que envía el
plano complejo a una esfe-
ra de radio unidad, en don-
de el cero es el polo sur y
el 1 el polo norte. La pro-
yección se consigue situan-
do el plano complejo como
si fuera un plano paralelo al
plano ecuatorial de la esfe-
ra que pasa por el polo sur,
soportando la esfera de Rie-
mann, y se trazan rayos que
parten del polo norte a pun-
tos del plano complejo, sien-
do el punto de corte con la
esfera el punto que se le asigna a ese punto del plano complejo en la esfera de Riemann. La
esfera de Riemann es compacta y toda secuencia tiene una subsecuencia convergente, y por lo
tanto C también es compacto, como muestra la proyección estereográfica. Hay que ser cuida-
doso ya que cuando el limite es el infinito se suele decir que diverge. Diverge en el plano de
Wessel–Argand y converge en la esfera de Riemann.

Si una función f .z/ es holomorfa para todos los posibles z, por muy grandes que estos
fueran en módulo, salvo por un conjunto acotado de singularidades, entonces es holomorfa en
una corona alrededor de infinito, donde se debe entender que estamos trabajando en la esfera
de Riemann. Así el 1 es una singularidad aislada, tal vez una singularidad evitable, o bien
un polo o una singularidad esencial. Para tratar dichas singularidades se considera la función
F.z/ D f �1

z

�
, y se traslada así el estudio del punto infinito para f .z/ al del origen para F.z/.

1Al no existir un orden que respete la estructura de cuerpo no se introducen dos infinitos como en R, �1
es menor que cualquier real y C1 mayor que cualquier real. En los complejos sólo se habla de un 1, al que se
puede llegar por muchas direcciones, todas las del plano de Wessel–Argand.
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Sea F.z/ WD f �1
z

�
. Entonces:

i) Si F.z/ tiene un polo de orden n en 0 diremos que f .z/ tiene un polo de
orden n en1.

ii) Si F.z/ tiene un cero de orden n en 0 diremos que f .z/ tiene un cero de
orden n en1.

iii) Se define Res.f;1/ WD �Res.F.z/z�2; 0/

Polos y residuos en el in�nito

Hay que tener cierto cuidado, ya que no hay acuerdo sobre el signo escogido para el residuo
en el1. Dependiendo del libro o texto se cambia el signo del mismo.

SeaR0 > 0 tal que f .z/ es una función holomorfa en C.0;R0;1/. Entonces, siR > R0
y  es la circunferencia centrada en el origen de radio R que se recorre una vez en
sentido antihorario, se tendráZ



f .z/ d z D �2� i Res.f;1/:

Teorema de los residuos en el in�nito

Demostración. Sea Q el arco que recorre en sentido antihorario una vez la circunferencia
centrada en el origen de radio 1

R
. De este modo, si z está en el interior de Q , i.e. jzj < 1

R
, sabemos

que 1
z

pertenece al exterior de  , i.e.,
ˇ̌
1
z

ˇ̌
> R. Así que f .z/ D 1

z2
f
�
1
z

�
es una función holomorfa

en el interior de Q salvo por el origen, esto es, en la corona C
�
0; 0; 1

R

�
, donde tiene una sin-

gularidad aislada. Luego, el teorema de los residuos asegura que 2� i Res .f ; 0/ D R
Q f .z/ d z,

que por definición de residuo en el infinito es equivalente a �2� i Res .f;1/ D R
Q f .z/ d z. Un

cambio de variable dentro de la integral z 7! 1
z
, y concluimos el resultado. Efectivamente,

�2� i Res .f;1/ D
Z
Q
f .z/ d z D

Z
Q
1

z2
f
�1
z

�
d z D

Z
Q
f
�1
z

�
d
�
� 1
z

�

D �
Z
�
f .�/ d �; cambio de variable � D 1

z

D
Z


f .�/ d �:

□
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Sean  un arco suave a trozos, simple y cerrado que se recorre en sentido antihorario
una vez y f .z/ una función holomorfa en C salvo por un número finito de singulari-
dades fzigmiD1 que no yacen en �, � \ fzigmiD1 D ¿. Entonces,Z



f .z/ d z D �2� i
X

zi2Ext./
Res.f; zi/ � 2� i Res.f;1/

Teorema de los residuos en el in�nito II

Demostración. Al tener un número finito de singularidades, existirá un R > 0 suficiente-
mente grande para que la circunferencia � de radio R, centrada en el origen, recorrida una vez
en sentido antihorario, contenga a todas las singularidades en su interior, fzigmiD1 � Int.�/ D
D.0;R/ . Por tanto, utilizando el teorema de los residuos, tendremos

�2� i Res .f;1/ D
Z
�

f .z/ d z D 2� i

nX
jD1

Res
�
f; zj

�
:

De donde, separando en la suma los residuos en el exterior de los del interior, concluimos que
�Res .f;1/�Pzi2Ext./Res .f; zi/ D

P
zi2Int./Res .f; zi/. Por otro lado, también del teorema

de los residuos, sabemos que Z


f .z/ d z D 2� i
X

zi2Int./
Res .f; zi/

y el resultado se sigue. □

i) Sea el desarrollo de Laurent f .z/ D
1P

nD�1
anz

n convergente en la corona

C.0;R;1/, R > 0 . Entonces, Res.f;1/ D �a�1.
ii) Sea f .z/ una función con singularidades aisladas en C tal que lKım

z!1f .z/ D 0.
Entonces, Res.f;1/ D � lKım

z!1 zf .z/.

Residuos en el in�nito

Demostración. i) Tendremos que la serie de Laurent z�2F.z/ DP1nD�1 an
znC2 con-

verge en la corona C.0; 0; 1
R
/, por tanto Res

�
z�2F.z/; 0

� D a�1.
ii) Como lKım

z!1f .z/ D 0 el desarrollo de Laurent en1 es f .z/ D a�1
z
C a�2

z2
C � � � . Luego

a�1 D lKımz!1 zf .z/.
□
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� Ejemplos:
i) Sea  el arco que recorre la circunferencia unidad en sentido antihorario una vez.

Calculemos la integral 1
2� i

R

z2 e

1
z d z. La función f .z/ D z2 e

1
z es una función ho-

lomorfa en el interior del arco salvo por una singularidad, que es esencial, en 0. El

correspondiente desarrollo de Laurent es f .z/ D z2
�
1C 1

z
C 1

2z2
C 1

6z3
C 1

24z4
� � �
�
D

z2C zC 1
2
C 1

6z
C 1

24z2
C� � � , por lo que Res .f; 0/ D 1

6
y así, el teorema de los residuos

nos asegura que 1
2� i

R

z2 e

1
z d z D 1

6
.

C

�8� i
�6� i
�4� i
�2� i

2� i
4� i
6� i
8� i

0



x

y

Polos simples en el interior del arco N D 4

ii) Sean N 2 N un entero positivo y 

el arco que recorre la circunferencia
de radio r , 2�N < r < 2�.N C 1/,
centrada en 0 en sentido antihorario
dos veces. Calculemos

R

f .z/ d z, con

f .z/ WD 1
ez �1 . La función ez �1 es una

función entera, y sus ceros son los pun-
tos en f2� ingn2Z, que son simples ya
que .ez �1/0 D ez no se anula nun-
ca. Luego, la función f .z/ es una fun-
ción meromorfa en C con singularida-
des aisladas en f2� ingn2Z, que son po-
los simples. Para el cálculo del resi-
duo consultamos el cuadro Residuos en
un polo simple I para así obtener que
Res .f; 2� in/ D 1. Por lo tanto, dado
que el arco sólo circunda 2N C 1 polos simples, el conjunto f2n ingNnD�N , y que ca-
da uno de estos polos simples es rodeado dos veces por la curva n.; 2� in/ D 2,
n D 0;˙1; : : : ;˙N , del teorema de los residuos obtenemos el siguiente valor para la
integral

R

f .z/ D 4.2N C 1/� i.
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C

0



x

y

Polos en el interior del arco N D 8

iii) Compliquemos un poco el ejemplo an-
terior. Sean N 2 N un entero positivo
y  el arco que recorre la circunferencia
de radio r ,

p
2�N < r <

p
2�.N C 1/

centrada en 0 en sentido antihorario
una vez. Calculemos

R

f .z/ d z, con

f .z/ WD 1

e�z2 �1 . La función F2.z/ D
e�z2 �1 es una función entera, y sus
ceros son los puntos en f˙p�n.1 C
i/gn2N, que son simples ya que F 02.z/ D
�2z e�z2 no se anula nunca salvo en 0,
y el origen, que es un cero de segundo
orden. Efectivamente, la segunda deri-
vada es F 002 .z/ D .4z2 � 2/ e�z2 , que
toma el valor F 002 .0/ D �2. Por tan-

to, la función f .z/ es una función meromorfa en C con singularidades aisladas en˚ ˙ p�n.1 C i/
	
n2N

, que son polos simples y un polo doble en el origen. Para los
polos simples usamos de nuevo el cuadro Residuos en un polo simple I, y deducimos
Res

�
f;˙p�n.1C i/

� D � 1

2
p
�n.1Ci/ D � 1�i

4
p
�n

. Para evaluar el residuo en el origen
usamos el cuadro Residuos en un polo doble I, para lo que requeriremos el cálculo de
F 0002 .z/ D �4z

�
2z2 � 3� e�z2 , y como F 0002 .0/ D 0 el residuo en el origen se anula,

Res .f; 0/ D 0. El arco  encierra los polos simples
˚ ˙ p�n.1 C i/

	N
nD1 y el polo

doble 0, y la integral se anulará,
R


d z

e�z2 �1 D 0, ya que al aplicar el teorema de los
residuos, podemos agrupar los polos simples en parejas, que dados que tienen residuos
opuestos, no contribuyen a la suma, y el polo doble tiene residuo nulo.

iv) Sea f .z/ D c2�z2
.c2Cz2/z y  una curva que circunda los puntos f0;˙ i cg en sentido anti-

horario una vez. Luego,
R

f .z/ d z D �Res .f;1/, ya que no hay singularidades en

el exterior de  . Pero. lKımz!1 f .z/ D 0 así que Res .f;1/ D � lKımz!1 zf .z/ D 1.
Así que,

R

f .z/ D �2� i. Este ejemplo se puede generalizar del siguiente modo, su-

pongamos dos polinomios P.z/ D cN z
N C � � � C c0 y Q.z/ D dNC1zNC1 C � � � C d ,

con cNdNC1 ¤ 0. Vamos a evaluar
R

f .z/ d z donde f .z/ D P.z/

Q.z/
y  es un arco suave

a trozos que circunda los N C 1 raíces de Q una vez en sentido antihorario. Se tiene
que lKımz!1 f .z/ D 0 y que lKımz!1 f .z/ D cN

dNC1 . por tanto, aplicando el teorema de
los residuos concluimos que

R

f .z/ d z D 2� i cN

dNC1
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Párrafos de Cauchy
Bulletin de la Societe Philomatic (1822) 161-174

v.1.4. Historias resi-
duales En el caso del Teo-
rema de los Residuos no
hay duda, Cauchy es el
padre del resultado. Pero
¿cómo lo obtuvo? Posible-
mente el resultado comen-
zó a tomar forma antes de
1820, ya que se mencionan
resultados parciales no pu-
blicados en su Mémoire de
1819. Fue en 1822 cuando,
en el trabajo titulado Mé-
moire sur les intégrales dé-
finies, où l’on fixe le nom-
bre et la nature des constan-
tes arbitraires et des fonctions
arbitraires que peuvent com-
porter les valeurs de ces mê-
mes intégrales quand elles de-
viennent indéterminées, que
se publicó en Bulletin de
la Societe Philomatic escri-
be de forma bastante ge-
neral el teorema de los re-
siduos. Cauchy comienza
afirmando que los resulta-
dos que presenta en ese
trabajo desarrollan resulta-
dos previos de una memo-
ria presentada a la Acadé-
mie des Sciences el 13 de ma-
yo de 1816, que nunca fue
publicada. Después de re-
cordar la definición de in-

tegral singular considera la integral
R x00
x0 f .x/ d x donde f .x/ es “infinita o indeterminada” en

x0. Si k es un “número muy pequeño” y f0 es el valor verdadero de kf .x0 C k/ correspondiente
a k D 0, entonces la integral singular

R x0Ck˛00
x0�k˛0 f .x/ d x, siendo ˛0 y ˛00 constantes, es igual

a f0 log ˛
00
˛0 . Esta idea la extiende para considerar n posibles singularidades x0 < x0 < x1 <

: : : < xn�1 < x00. Por tanto, la integral A D R x00
x0 f .x/ d x es equivalente a la suma de inte-

grales singulares siguiente A D R x0�k˛0
x0 f .x/ d x C R x1�kˇ 0

x0Ck˛0 f .x/ d x C � � � C
R x00
x0Ck�00 f .x/ d x.

Cuando 1 D ˛0 D ˛00 D ˇ0 D � � � D �00 uno obtiene el valor principal B de la integral
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R x00
x0 f .x/ d x (un polo simple en la terminología al uso). El “valor general” de la integral A

será A D B C f0 log ˛00˛0 C f1 ˇ
00
ˇ 0 C � � � C fn�1 log �

00
�0 . Aquí f0,f1,. . . , fn�1 designan a los valores

que adquieren los productos .x�x0/f .x/,.x�x1/f .x/,. . . ,.x�xn�1/f .x/ cuando los primeros
factores son evanescentes. Luego la condición A D B para valores muy pequeños de k es nece-
saria y suficiente para que la integral sea finita y determinada. Cauchy extiende estos resultados
a funciones complejas que son infinitas en x0; x1; : : : ; xn1 , esto es 1

f .x/
D 0, cuyas partes reales

yacen entre x0 y x00 y cuyas partes imaginarias están entre y 0 e y 00. Si f0,f1,. . . , fn�1 designan
“véritables valeurs” de los productos kf .x0 C k/,kf .x1 C k/,. . . ,kf .xn�1 C k/ correspondientes
a k D 0, entonces, sin demostración, Cauchy escribe lo siguiente
Z x00

x0
Œf .xC y 00

p
�1/� f .xC y

p
�1//� d x D

p
�1

Z y00

y0
Œf .x00C y

p
�1/� f .x0C y

p
�1/� dy

� 2�
p
�1.f0 C f1 C : : :C fn�1/:

Está fórmula, señala Cauchy, expresa de una forma más condesada, otra que es equivalente
a ésta, cuando se toman partes real e imaginaria, que publicó en su Mémoire sur les intégrales
définies. Mémoires présentés par divers savants 1 en 1814 (en realidad fue un añadido de 1825 a
su memoria como pie de página). También, indica que cuando alguna de las singularidades,
que eran polos simples, yace en en el perímetro rectangular de integración “se necesita sólo la
mitad del término correspondiente a la raíz de que se trate”. Cómo ejemplo de aplicación encuentraR C1
0

e�x2 cos 2ax d x D 1
2
�
1
2 e�a2 . Cauchy generaliza este resultado permitiendo que el arco no

sea un rectángulo, y x D P CRp�1, donde P y R son funciones reales de dos variables reales
p; r , que varían entre p0; p00 y r 0; r 00, respectivamente. Escribe‚

�.p; r/ D f .P CRp�1/d.P CR
p�1/

dp
;

 .p; r/ D f .P CRp�1/d.P CR
p�1/

d r
;

y afirma (de nuevo, sin demostración)Z p00

p0
Œ�.p; r 00/ � �.p; r 0/� dp D

Z r 00

r 0
Œ .p00; r/ �  .p0; r/� d r � 2�

p
�1.˙f0 ˙ f1 ˙ : : :˙ fn�1/

donde el signo ˙ lo determina el signo @P
@p

@R
@r
� @P

@r
@R
@p

(el jacobiano de la transformación).
Tres años después, en su Mémoire sur les intégrales définies prises entre des limites imaginaire

de 1825, considera a una función f .x C p�1y/ que toma valores infinitos en el punto x D
a C bp�1, 1

f .z/
D 0, y llama f (que hoy llamamos residuo) al límite lKım

x!a
y!b

.x � a C p�1.y �

b//f .x C p�1y/ que “sans erreur sensible” f D "f .a C p�1b C "/. Continua, cómo ya había
hecho con su teorema de Cauchy, realizando pequeñas variaciones del arco. Para obtener la
variación de la integral ACp�1B D R T

0
Œ� 0.t/Cp�1�0.t/�f .�.t/Cp�1�.t// d t y usando su

teoría del valor principal demuestra que su valor es 2�
p�1f .
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Párrafo de Cauchy
Mémoire sur les intégrales dé�nies prises entre des limites imaginaire

(Imprimerie Royale, Paris)

Prosigue con una demos-
tración alternativa, para ello
descompone el integrando en
dos partes

f .z/ D f

z � a �p�1b C !.z/;

donde !.z/ es finita en a Cp�1b, y por tanto su con-
tribución a la integral es nu-
la. Para infinitos múltiples,
lo que hoy llamamos polos
múltiples, llega a la fórmu-
la para los residuos f D
f .m�1/.aCp�1b/
1�2�3���.m�1/ y a

f D 1

1 � � � 2 � 3 � � � .m � 1/
dm�1 "mf .aCp�1b C "/

d "m�1
:

Cuando existen varios infinitos Cauchy obtiene la versión del Teorema de los Residuos para un
rectángulo

Z X

x0

f .x C y0
p
�1/ d x C

p
�1

Z Y

y0

f .X C y
p
�1/ dy

D
Z X

x0

f .x C Y
p
�1/ d x C

p
�1

Z Y

y0

f .x0 C y
p
�1/ dy

C 2�.f1 C f2 C : : : /
p
�1:

Más tarde, publica en los Annales de Mathematiques de Gergonne, en dos partes, el trabajo
Mémoire sur les intégrales définies, où l’on donne une formule générale de laquelle se déduisent les valeurs
de la plupart des intégrales définies déjà connues et celles d’un grand nombre d’autres. En la primera
parte (Annales de Mathematiques 16 (1825) 97-108), vuelve a considerar

R C1
�1 f .x/ d x D 2�.f1C

f2 C � � � C fn/ y relaja las condiciones que imponía para el comportamniento en el infinito. En
particular, estudia el caso de singularidades aisladas de tipo polo múltiple en el semiplano
superior. En la segunda parte (Annales de Mathematiques 17 (1826) 84-127), aplica todos estos
resultados a la evaluación de casi 200 integrales definidas.

§v.2. Evaluación de integrales reales

A
plicaciones de la teoría de funciones de una variable compleja existen muchas. Nosotros
nos detendremos en una tradicional, la aplicación del teorema de los residuos de Cauchy
a la evaluación de integrales de variable real. Ello va a dotarnos con un importante

conjunto de herramientas para calcular diferentes tipos de integrales definidas cuyo cálculo
de otro modo sería mucho más difícil. Los tipos de integrales van a ser de diferente tipo,
integrales racionales en funciones trigonométricas, integrales impropias en toda la recta real,
transformadas de Fourier, integrales de valor principal e integrales sobre cortes.
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v.2.1. Integrales de expresiones racionales de funciones trigonométricas En pri-
mer lugar mostraremos como calcular integrales de la forma

R aC2�
a

R.cos �; sen �/ d � donde
R.x; y/ D P.x;y/

Q.x;y/
siendo P.x; y/;Q.x; y/ 2 RŒx; y� polinomios reales en dos variables.

Ejemplo: Para ilustrar el método calcularemos la integral

I.a/ D
Z �

��
cos2 �

a2 C cos2 �
d �

para a > 0. En primer lugar, si escribimos z D ei � para los puntos de la circunferencia unidad,
podemos parametrizar cos � D zCz�1

2
D z2C1

2z
y d � D d z

i z
. Por tanto, si  es el arco que recorre

la circunferencia unidad una vez en sentido antihorario, deducimos la siguiente expresión para
la integral

i I.a/ D i

Z


�z2 C 1
2z

�2

a2 C
�z2 C 1

2z

�2
d z

i z
D
Z


f .z/ d z; f .z/ W D
�
z2 C 1�2��

z2 C 1�2 C 4a2z2�z :

Ésta es una integral de una función f .z/ holomorfa, salvo por singularidades aisladas, a lo
largo de un arco cerrado  y, por tanto, podemos aplicar el teorema de los residuos para su
evaluación. Los ceros del numerador de f .z/, que son dobles, son los puntos ˙ i. Los ceros del
denominador def .z/ son el origen y las raíces de la ecuación bicuadrática

�
z2C1�2C4a2z2 D 0.

En este caso, tal como está escrita, podemos resolverla directamente. Efectivamente, tomando
raíces cuadradas vemos que z2C 1 D ˙2a i z, esto es, hay dos ecuaciones cuadráticas, con dos
soluciones cada una que hacen un total de cuatro soluciones. ¿Cuantos de estos cinco ceros
están en el interior de ?

0;5 1 1;5 2

1

2

3

a

jzj aCp1C a2

�aCp1C a2

Distancia al origen de los polos

Obviamente, el 0 está. Por ello, hay
que discutir que ocurre con los otros
cuatro. Así pues, z2�2a i zC1 D 0 si
y sólo si z 2 ˚ i �aCp1C a2�; i �a�p
1C a2�;� i

�
aCp1C a2�;� i

�
a�p

1C a2�	. Vemos que
ˇ̌ ˙ i

�
a Cp

1C a2�ˇ̌ > 1 para todo a > 0. Por
otro lado,

ˇ̌˙ i
��aCp1C a2�ˇ̌ < 1

para todo a > 0 (la función �a Cp
1C a2 tiene como derivada �1C
ap
1Ca2 < 0, es por tanto decrecien-

te y como en a D 0 vale 1, sabe-
mos que siempre es menor que la
unidad). Luego, en el interior de 
tenemos sólo los tres cerosn

z0 WD 0; z1 WD
�p
1C a2 � a� i; z2 WD ��

p
1C a2 � a� i

o
;
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que son polos simples del integrando, ya que el numerador no se anula sobre ellos salvo que
a D 0, caso que hemos excluido. Recordamos ahora el Cuadro Residuos en un polo simple I con
F1.z/ WD

�
z2C 1�2 y F2.z/ D

��
z2C 1�2C 4a2z2�z. Antes de continuar, y evaluar los residuos,

debemos fijarnos en que, por construcción, se dan las siguientes identidades

z21 C 1 D �2 i az1; z21 C 1 D 2 i az1;
�
z21 C 1

�2 D �4a2z21 ; �
z22 C 1

�2 D �4a2z22 :
Para cada residuo tenemos Res .f; zi/ D F1.zi /

F 02.zi /
, i 2 f0; 1; 2g, por tanto calculamos la derivada

del polinomio en el denominador, F 02.z/ D
�
z2C 1�2C 4a2z2C �2z�z2C 1�C 8a2z�z. Por ello,

F 02.0/ D 1, F 02.z1/ D
�
2z1

�
z21 C 1

� C 8a2z1�z1 D 8a.� i z1 C a/z21 D 8a
p
1C a2z21 y también

que F 02.z2/ D
�
2z2

�
z22 C 1

�C 8a2z2�z2 D 8a.i z2 C a/z22 D 8a
p
1C a2z22 . Podemos evaluar los

diferentes residuos

Res .f; 0/ D F1.0/

F 02.0/
D 1;

Res .f; z1/ D F1.z1/

F 02.z1/
D �4a2z21
8a
p
1C a2z21

D � a

2
p
1C a2 ;

Res .f; z2/ D F1.z2/

F 02.z2/
D �4a2z22
8a
p
1C a2z22

D � a

2
p
1C a2 :

Finalmente, el teorema de los residuos da
R

f .z/ d z D 2� i

�
Res .f; 0/ C Res .f; z1/ C

Res .f; z2/
�

y, por ende,

Z �

��
cos2 �

a2 C cos2 �
d � D 2�

�
1 � ap

1C a2
�
:

Obsérvese que esta expresión es siempre positiva. Mostramos en las imagenes adjuntas la po-
lología del problema, indicando los polos en el interior y los que se quedan fuera. También, en
la gráfica de la derecha dibujamos el valor de la integral I.a/ frente al parámetro a.

Cp
1C a2 C a

p
1C a2 � a

�p1C a2 � a

�p1C a2 C a
0



x

y

Polología y arco de integración
0;5 1 1;5 2

2

4

6

a

I

Valor de la integral I.a/
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Sean R.x; y/ D P.x; y/

Q.x; y/
una función racional con P.x; y/ y Q.x; y/ polinomios en

las variables x e y, primos relativos, y tal que Q.cos �; sen �/ ¤ 0, 8� 2 Œa; a C 2��,
a 2 R, y la función

f .z/ D �1
z
R
�1C z2

2z
; i
1 � z2
2z

�

cuyos polos son fzignID1. Entonces,Z aC2�

a

R.cos �; sen �/ d � D 2�
X

jzi j<1
Res.f; zi/:

Integrales de funciones racionales de funciones trigonométricas

Demostración. Sea  el arco que recorre la circunferencia unidad una vez en sentido
antihorario, entonces

R aC2�
a

R.cos �; sen �/ d � D � i
R

f .z/ d z. La función f .z/ es una función

holomorfa en C salvo por singularidades aisladas que son polos. La polología de f .z/ determina
el valor de la integral via teorema de los residuos, sólo hay que identificar los polos que estén
en Int./ y evaluar los correspondientes residuos. □

v.2.2. Integrales impropias con límites de integración infinitos Otro tipos de inte-
grales que se pueden considerar en este contexto son las integrales impropias en toda la recta
real.

�Ejemplo: Como un primer caso vamos a calcular, para n;m 2 N, m < n, la integral

In;m D
Z C1
0

x2m

1C x2n d x:

C

R

�R R



�R

ei
�
12

ei
3�
12

ei
5�
12ei

7�
12

ei
9�
12

ei
11�
12

ei
13�
12

ei
15�
12

ei
17�
12 ei

19�
12

ei
21�
12

ei
23�
12

x

y

Polología para n D 6 y arco de integración

Una observación inmediata es que al ser in-
tegrando par tendremos 2In;m D

R C1
�1

x2m

1Cx2n d x,
que se presta a un cálculo por residuos. Otra, es
que la integral impropia converge ya que exis-

ten M > 1;R0 > 0 tal que
ˇ̌
ˇ x2m

1Cx2n
ˇ̌
ˇ < M

jxj2 ,
para jxj > R0

2 Aplicaremos el teorema de los
residuos integrando a lo largo del arco  con
� D Œ�R;R�[��R que se recorre una vez en sen-
tido antihorario. Cómo vemos, tiene dos partes,
el arco que recorre el intervalo Œ�R;R� y el arco
que recorre el semicírculo �R, con ��R D fz 2
C W jzj D R;Re z � 0g. Estudiamos primero

la integral
R

f .z/ d z, donde f .z/ WD z2m

1C z2n .

Lo hacemos ya que la contribución a la integral
proveniente del arco �R tiende a cero a medida
que R crece. Efectivamente, de la desigualdad

2Tenemos
ˇ̌
x2m

1Cx2n
ˇ̌ � jxj2m

jxj2n�1 para jxj > 1, así que buscamos aquellos x tales que jxj2m
jxj2n�1 � M

jxj2.n�m/ ; esto es,

la cota M debe ser tal que M
M�1 � jxj2n, esto es R0 � 2n

q
M
M�1 .
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ja � bj � jjaj � jbjj deducimos que jz2nC 1j � jjzj2n � 1j, así que cuando z 2 �R con R > 1 se
satisface que jz2nC 1j � R2n � 1. Luego, obtenemos la cota jz2mj

jz2nC1j � R2m

R2n�1 cuando z 2 ��R, lo
que nos permite deducir que

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Z
�R

z2m

1C z2n d z
ˇ̌
ˇ̌
ˇ �

Z
�R

jz2mjˇ̌
1C z2nˇ̌ j d zj �

�R2mC1

R2n � 1 :

Por ende, cómo 2m C 1 < 2n, concluimos que lKım
R!1

R
�R

z2m

1Cz2n d z D 0, y llegamos, usando el

teorema de los residuos, a

lKım
R!1

Z R

�R
x2m

1C x2n d x D 2� i
X
zk2H

Res .f; zk/ ;

donde zk denotan los polos de f .z/ y H WD fz 2 C W Im z > 0g es el semiplano superior.
Analizamos ahora la polología de f .z/. Los polos de f .z/ son los ceros de 1C z2n D 0, esto
es las raíces 2n-ésimas de �1, zk D ei

�
2n eik

�
n donde k 2 f0; 1; : : : ; 2n� 1g. Así pues el conjunto

de 2n polos, que son todos simples, es
˚
ei

�
2n ; ei

3�
2n ; ei

5�
2n ; : : : ; ei

.4n�1/�
2n

	
, y sólo la mitad está en

el semiplano superior,
˚
ei

�
2n ; ei

3�
2n ; ei

5�
2n ; : : : ; ei

.2n�1/�
2n

	 � H. En la figura hemos ilustrado la
polología de este problema. Como son polos simples, los residuos se obtienen de acuerdo con
el Cuadro Residuos en un polo simple I con F1.z/ WD z2m y F2.z/ D 1C z2n. Por tanto, dado que

F 02.z/ D 2nz2n�1 y F 02.zk/ D 2nz2nk z�1k D �2nz�1k , obtenemos Res .f; zk/ D �
z2mC1
k

2n
. Por ello,

2In;m D �2� i

n�1X
kD0

z2mC1
k

2n
D ��

n
i ei

.2mC1/�
2n

n�1X
kD0

�
ei
.2mC1/�

n

�k

D ��
n
i ei

.2mC1/�
2n

1 �
�
ei
.2mC1/�

n

�n�1C1

1 � ei
.2mC1/�

n

D ��
n
i ei

.2mC1/�
2n

2

1 � ei
.2mC1/�

n

D �

n

2 i

ei
.2mC1/�

2n � e� i .2mC1/�
2n

D �

n

1

sen .2mC1/�
2n

:

Finalmente, llegamos a

Z C1
0

x2m

1C x2n d x D
�
2n

sen .2mC1/�
2n

:(15)

La fórmula (15) adopta aún formas más simples para valores especiales de n;m:

i) Si 2mC1
2n
D 1

2
se tiene sen 2mC1

2n
� D 1 y por tanto

Z C1
0

x2m

1C x4mC2 d x D
�

4mC 2;

ii) Cuando 2mC1
2n
D 1

4
; 3
4
, con sen 2mC1

2n
� D

p
2
2

obtenemos

Z C1
0

x2m

1C x8mC4 d x D
Z C1
0

x6mC2

1C x8mC4 d x D
�

.4mC 2/p2:
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iii) Si 2mC1
2n
D 1

6
; 5
6

se tiene sen 2mC1
2n

� D 1
2

y llegamos a

Z C1
0

x2m

1C x12mC6 d x D
Z C1
0

x10mC4

1C x12mC6 d x D
�

6mC 3;

iv) Los valores especiales 1
3

y 1 no son factibles cuando n;m 2 N.
v) También observamos que lKımn!1 In:m D 1

2mC1 .
Por ejemplo,

Z C1
0

d x

1C x2 D
�

2
;

Z C1
0

d x

1C x4 D
Z C1
0

x2

1C x4 d x D
�

2
p
2
;

Z C1
0

d x

1C x6 D
Z C1
0

x4

1C x6 d x D
�

3
;

Z C1
0

x2

1C x6 d x D
�

6
;

Las ideas introducidas en este ejemplo se puede extender a casos como el cálculo, para a > 0,
de la integral

I D
Z C1
0

cos ax

1C x6 d x :

Consideramos ahora las mismas integrales que en el caso estudiado, pero ahora ponemos
f .z/ D ei jajz

1Cz6 y obtenemos la cota j e
i jajz j
jz6C1j � e�jajy

R6�1 � 1
R6�1 , cuando z 2 ��R. lo que nos per-

mite deducir que ˇ̌
ˇ̌
ˇ
Z
�R

ei jajz

1C z6 d z
ˇ̌
ˇ̌
ˇ �

�R

R6 � 1 �!R!1 0:(16)

Luego, concluimos que 2I D Re
R

f .z/ d z D Re

�
2� i

P
zi2H Res .f; zi/

�
. Las singularidades

en H de f .z/ siguen siendo polos simples situados en
˚
z1 WD ei

�
6 ; z2 WD ei

3�
6 ; z3 WD ei

5�
6

	
, i.e.,

z1 D
p
3
2
C i

2
, z2 D i y z3 D �

p
3
2
C i

2
. Los residuos son Res .f; zk/ D �zk e

iazk

6
, esto es

Res .f; z1/ D �1
6
ei
�
6 ei

jaj
2
.
p
3Ci/ D �e

� jaj
2

6

�
cos

� jajp3
2
C �

6

�
C i sen

� jajp3
2
C �

6

��
;

Res .f; z2/ D �1
6
i e�jaj

Res .f; z3/ D �1
6
.� e� i �

6 / ei
a
2
.�p3Ci/ D e�a2

6

�
cos

� jajp3
2
C �

6

�
� i sen

� jajp3
2
C �

6

��
;

de donde obtenemos

Res .f; z1/C Res .f; z2/C Res .f; z3/ D � i

6

�
2 e�

jaj
2 sen

� jajp3
2
C �

6

�
C e�jaj

�
;

y, finalmente concluimos

Z C1
0

cos ax

1C x6 d x D
�

6

�
2 e�

jaj
2 sen

� jajp3
2
C �

6

�
C e�jaj

�
:
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C

R

�R R



�R

ei
�
6

ei
3�
6

ei
5�
6

ei
7�
6

ei
9�
6

ei
11�
6

x

y

Polología y arco de integración

2 4 6 8 10 12
�0;2

0;2

0;4

0;6

0;8

1

a

I

Valor de la integral I.a/

Esta integral se anula infinitas veces. Efectivamente, se anulara en sen
�
jajp3
2
C �

6

�
D � e�

jaj
2 ,

que aproximadamente se anula en jaj
p
3

2
C �

6
D k� , para k un número natural suficientemente

grande, siendo la diferencia exponencialmente pequeña, esto es cerca de los valores del pará-
metro a D .k � 1

6
/� 2

p
3
3

.

i) Sea A � H un conjunto abierto que contiene al semiplano superior y f .z/
una función holomorfa en A salvo por un conjunto finito de singularidades
aisladas fzkg que no yacen en R. Supongamos que existen constantes p, y
M;R0 > 0 y p > 1 tales que jf .z/j � M

jzjp , 8z 2 H\ C.0;R0;1/. Entonces,Z C1
�1

f .x/ d x D 2� i
X

zk2H

Res.f; zk/

ii) Sea A � H{ un conjunto abierto que contiene al semiplano inferior y f .z/
una función holomorfa en A salvo por un conjunto finito de singularidades
aisladas fzkg que no yacen en R. Supongamos que existen constantes p, y
M;R0 > 0 y p > 1 tales que jf .z/j � M

jzjp , 8z 2 H{\C.0;R0;1/. Entonces,Z C1
�1

f .x/ d x D �2� i
X

zk2H{

Res.f; zk/

Integrales impropias I

Demostración. i) En primer lugar, dadas las acotaciones para el módulo de f .x/
sabemos que las integrales impropias en la recta real convergen. Utilizamos el arco
que hemos utilizado en los ejemplos con � D Œ�R;R� [ ��R. Dadas las acotaciones
tendremos j R

�R
f .z/ d zj � M�R

Rp
�!
R!1

0.
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ii) El mismo argumento que en la anterior pero ahora el camino se debe recorrer en
sentido antihorario para que así el tramo real se recorra de izquierda a derecha.

□

Sean P.x/ y Q.x/ dos polinomios primos relativos entre si, con degQ � degP � 2 y
los ceros fzj g de Q.x/ yacen en C n R. EntoncesZ C1

�1
P.x/

Q.x/
d x D 2� i

X
zk2H

Res
�P
Q
; zi

�

D �2� i
X

zk2H{

Res
�P
Q
; zi

�

Integrales impropias II

�

C

2�
5 R

R



�RO�

�

a ei
�
5

x

y

Polología y arco de integración para n D 5

Ejemplo: A veces es necesario modificar leve-
mente estas técnicas para abarcar otros casos. Por
ejemplo, para a > 0 y n;m 2 N, n > mC 1 (para
que la integral impropia exista), vamos a calcular

I D
Z C1
0

xm

xn C an d x:

Ahora no podemos aplicar las técnicas anteriores,
cuando las potencias involucradas eran pares, ya
que al perderse eventualmente la paridad, no sólo
no podemos recuperar la integral impropia en R
doblando la parte del semieje positivo, sino que
ademas en el semieje negativo, cuando n es impar,
encontramos singularidades del integrando en �a.
Por tanto, debemos modificar las ideas anteriores
para aplicar el teorema de los residuos. La clave

es observar que
�
x e

2� i
n

�n
D xn, y considerar la

integral de la función f .z/ D zm

znCan a lo largo del

arco de integración  D �C�RC O� , donde �� D Œ0; R�, y O�� D ei
2�
n Œ0; R� y �R es el arco de una

circunferencia centrada en el origen de radio R que subtiende un ángulo 2�
n

. Las singularidades

de f .z/, que son polos simples situados son
˚
a ei

�
n ; a ei

3�
n ; a ei

5�
n ; : : : ; a ei

.2n�1/�
n

	
. Por ende,

nuestro circuito de integración rodea, en sentido antihorario una vez, el primer polo simple
z1 D a ei

�
n . Del teorema de los residuos sabemos que

R

f .z/ D 2� i Res .f; z1/. Por un lado,

Res .f; z1/ D 1

nzn�m�11

D � ei
.mC1/�

n

nan�m�1 , por lo que
R

f .z/ d z D �2� i e

i
.mC1/�

n

nan�m�1 . Por otro lado,
tendremos Z



f .z/ d z D
Z R

0

f .x/ d x C
Z
�R

f .z/ d z �
Z R

0

f .ei
2�
n x/ d.ei

2�
n x/

D
�
1 � ei

.mC1/2�
n

� Z R

0

f .x/ d x C
Z
�R

f .z/ d z:
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Pero, cómo jzn C anj � jjzjn � anj � jzjn � an, cuando jzj � a, sabemos que
ˇ̌
ˇ zm

znCan
ˇ̌
ˇ �

jzjm
jzjn�an , si jzj � a. Luego, cuando R � a, concluimos que

ˇ̌
ˇ R�R f .z/ d z

ˇ̌
ˇ � 2�R

n
Rm

Rn�a y,

por ello
R
�R
f .z/ d z �!

R!1
0 (ya que m C 1 < n). Por ende, I D �

nan�m�12 i
ei
.mC1/�

n

�1Cei .mC1/2�n

D
�

nan�m�1
2 i

� e� i
.mC1/�

n C ei
.mC1/�

n

. Finalmente, llegamos a

Z C1
0

xm

xn C an d x D
�

nan�m�1
1

sen .mC1/�
n

;(17)

que extiende la fórmula (15), incluyendo el parámetro a, y contempla todas las posibles poten-
cias naturales, y no sólo las pares.

Sea f .z/ una función holomorfa en C salvo por un conjunto finito de singularidades
aisladas fzkg que no yacen en el semieje positivo, Arg zk ¤ 0. Supongamos que existen
constantes p, yM;R0 > 0 y p > 1 tales que jf .z/j � M

jzjp , 8z 2 C.0;R0;1/ y que
m 2 N es un entero mayor que cero tal que pn > mC 1. EntoncesZ C1

0

xmf .xn/ d x D ˙ 2� i

1 � e˙ i .mC1/2�
n

X
zk

Res
�
zmf .zn/; n

p
jzkj ei

argI˙ zk
n

�
;

donde IC WD Œ0; 2�/ y I� WD .�2�; 0�.

Integrales impropias III

�

C

�2
n

R



�RO�

�

x

y

Arco de integración

Ejemplo: Otra integral que podemos

calcular es In.t/ D
Z C1
0

ei tx
n

d x. Toma-

remos t > 0, para t < 0 argumentos de
paridad permiten hallar la solución. De
nuevo consideramos un sector circular,
cuya frontera será la traza de nuestro ar-
co  D � C �R C O� , con �� D Œ0; R�,
O�� D ei

�
2n Œ0; R�, y ��R es el arco de una

circunferencia centrada en el origen de
radio R y que subtiende un ángulo �

2n
.

En primer lugar, comprobamos que la
contribución sobre el arco circular la po-
demos despreciar cuando R ! 1. Para
ello es necesario acotar la integral para
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lo que usamos, como es habitual, la desigualdad triangular
ˇ̌
ˇ̌
Z
�R

ei tz
n

d z

ˇ̌
ˇ̌ D

ˇ̌
ˇ̌
Z �

2n

0

ei tR
n.cos.n�/Ci sen.n�// iR ei � d �

ˇ̌
ˇ̌

� R
Z �

n2

0

e�tR
n sen.n�/ d �:

Pero, de sen � > 2�
�

si � 2 �0; �
2

�
concluimos que senn� > 2n�

�
si � 2 �0; �

2n

�
. Así que,

ˇ̌
ˇ̌
Z
�R

ei tz
n

d z

ˇ̌
ˇ̌ � R

Z �
2n

0

e�tR
n 2n�
� d � D R �

2nRnt
e�

2nRnt
�

�

ˇ̌
ˇ̌
�
2n

0

D �

2nRn�1t

�
1 � e�R

nt
�
�!
R!1

0:

Por otro lado, para el trozo O� tenemos
Z
O�
ei tz

n

d z D �
Z R

0

ei t
�
ei
�
2n x

�n
d
�
ei

�
2n x

�
D � ei

�
2n

Z R

0

e�tx
n

d x:

Por lo tanto, dado que no hay singularidades en el interior del arco  obtenemos
Z C1
0

ei tx
n

d x D ei
�
2n

Z C1
0

e�tx
n

d x:

Con el cambio de variable u D txn, x D n
p
u
t
, d x D u

1
n�1
n n
p
t
du, llegamos a

R C1
0

e�txn d x D
1

n n
p
t

R C1
0

e�u u 1n�1 du D 1

n n
p
t
�
�
1
n

�
. Por tanto, obtenemos las fórmulas

Z C1
0

cos txn d x D 1

n n
p
t
�
�1
n

�
cos

� �
2n

�
;

Z C1
0

sen txn d x D 1

n n
p
t
�
�1
n

�
sen

� �
2n

�
;

En el caso particular y más simple en que n D 2 se tiene �
�
1
2

� D p� y por tanto
Z C1
0

cos tx2 d x D
Z C1
0

sen tx2x d x D
p
�

2
p
2t

Para t D 1 estos son los límites de las integrales de Fresnel que valen
p
�
8
. En los demás

casos n > 2 no hay expresiones conocidas en términos de otros números más habituales, se
sabe que �

�
1
3

�
; �
�
1
4

�
son transcendentales, es decir no son ceros de un polinomio complejo con

coeficientes enteros, pero si se tienen las siguientes aproximaciones numéricas

�
�
1
3

� � 2;678 938 534 707 747 6337; �
�
1
4

� � 3;625 609 908 221 908 3119;
�
�
1
5

� � 4;590 843 711 998 803 0532; �
�
1
6

� � 5;566 316 001 780 235 2043:

v.2.3. Transformada de Fourier Dada una función f .x/ definida sobre la recta real
f W R! C su transformada de Fourier Of .p/ es la siguiente transformada integral

Of .p/ � F .f /.p/ WD 1p
2�

Z C1
�1

f .x/ e� ipx d x:
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Cuando la función f .x/ toma valores reales f W R ! R, a la transformada de Fourier se le
asocian la transformada coseno y seno como se indica a continuación

Of cos.p/ D Re Of .p/ D 1p
2�

Z C1
�1

f .x/ cospx d x;

Of sen.p/ D � Im Of .p/ D 1p
2�

Z C1
�1

f .x/ senpx d x:

En la sección anterior hemos calculado la transformada coseno de f .x/ D 1
1Cx6 usando

el método de los residuos y hemos obtenido Of cos.p/ D
p
�

3
p
2

�
2 e�

jpj
2 sen

�
jpjp3
2
C �

6

�
C e�jpj

�
.

Nos dimos cuenta de que j e
� i jpjz j
jz6C1j � e�jpjy

R6�1 cuando z D x C iy, x2 C y2 D R2. Obsérvese que,
cuando p < 0, tenemos un decaimiento exponencial que se puede aprovechar para calcular las
integrales.

� Ejemplo: Dada la función f .x/ D x3Ca3
x4C3x2C2 , a > 0, vamos a considerar su transformada

de Fourier

Of .p/ D 1p
2�

Z C1
�1

x3 C a3
x4 C 3x2 C 2 e

� ipx d x:

C

i

p
2 i

� i �p2 i
R2�R1

R2 C iL�R1 C iL

�1

�2�4

�3

x

y

Polología y arco de integración p < 0

Vemos que la función F.z/ D z3Ca3
z4C3z2C2 e

� ipz

es una función holomorfa salvo por polos sim-
ples en los ceros del polinomio P.z/ D z4 C
3z2 C 2 D .z2 C 1/.z2 C 2/, i.e. en

˚
z1 Dp

2 i; z2 D i; z3 D � i; z4 D �
p
2 i
	
. Para calcu-

lar la transformada dividiremos la discusión en
dos partes. Supongamos, en primer lugar, que
p < 0 y consideremos el circuito de integración
de la figura adjunta. El borde de un rectángulo
de base R1CR2 y altura L, con R1; R2; L > 0,
que se recorre en sentido antihorario una vez:
 D �1 C �2 C �3 C �4, con ��1 D Œ�R1; R2�,
��2 D

˚
z 2 C W z D R2 C iy; y 2 Œ0; L�

	
,

��3 D
˚
z 2 C W z D x C iL; x 2 Œ�R1; R2�

	
y ��4 D

˚
z 2 C W z D �R1 C iy; y 2 Œ0; L�	.

Hay que señalar que f .z/ �!
z!1 0, esto es, que

8� > 0 existe un R tal que si jzj > R entonces
jf .z/j < �, vamos a integrar en un rectángulo
con R1; R2; L > R. Para evaluar

R

F.z/ d z, analizamos cada una de las cuatro integrales a lo

largo de los lados del rectángulo, para los segmentos verticales tenemos por un parte que

ˇ̌
ˇ
Z
�2

F.z/ d z
ˇ̌
ˇ �

Z L

0

jf .R2 C iy/jˇ̌ e� ip.R2Ciy/ ˇ̌ dy D
Z L

0

jf .R2 C iy/j epy dy

� �
Z L

0

epy dy D � e
pL�1
p

� �

jpj ;
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y por la otra
ˇ̌
ˇ
Z
�4

F.z/ d z
ˇ̌
ˇ �

Z L

0

jf .�R1 C iy/jˇ̌ e� ip.�R1Ciy/ ˇ̌ dy D
Z L

0

jf .�R1 C iy/j epy dy

� �
Z L

0

epy dy D � e
pL�1
p

� �

jpj :
Por lo tanto, para p < 0 las integrales son tan pequeñas como queramos. Estudiemos ahora la
integral a lo largo de �3,

ˇ̌ R
�3
F.z/ d z

ˇ̌ � R R2�R1 jf .xC iL/jˇ̌ e� ip.xCiL/ ˇ̌ d x � �.R2CR1/ e�jpjL
y escogemos L suficientemente grande de modo que .R1CR2/ e�jpjL < 1, lo que conduce a la
desigualdad

ˇ̌ R
�3
F.z/ d z

ˇ̌ � �. En definitiva,
R

F.z/ d z D R R2

R1
f .x/ e� ipx d x C �1C 2

jpj
�
�. Si

recordamos el teorema de los residuos obtenemos que

Of .p/ D 1p
2�

lKım
R1!1
R2!1

Z


F.z/ d z D
p
2� i

�
Res .F; z1/C Res .F; z2/

�

Para el cálculo de los residuos recordamos que las dos singularidades aisladas son polos simples
y usamos el Cuadro Residuos en un polo simple I con F1.z/ WD .z3 C a3/ e� ipz y F2.z/ D z4 C
3z2 C 2. Esto es,

Res
�
F; zj

� D .z3j C a3/ e� ipzj

4z3j C 6zj
D
(�
1C i

p
2a3

4

�
e
p
2p; zj D

p
2 i;

�1Cia3
2

ep; zj D i :

Finalmente, para p < 0, deducimos la siguiente expresión explicita de la transformada de
Fourier

Of .p/ D 1p
2�

Z C1
�1

x3 C a3
x4 C 3x2 C 2 e

� ipx d x D
p
2� i

��
1C i

p
2a3

4

�
e�
p
2jpj�1C i a3

2
e�jpj

�
:

C

i

p
2 i

� i �p2 i

R2�R1

R2 � iL�R1 � iL

�1

�2�4

�3

x

y

Polología y arco de integración p > 0

En segundo lugar, consideramos el ca-
so en que p > 0 y el circuito de inte-
gración de la figura, la frontera de un rec-
tángulo de base R1 C R2 y altura L, con
R1; R2; L > 0, que se recorre en senti-
do horario una vez:  D �1 C �2 C
�3 C �4, con ��1 D Œ�R1; R2�, ��2 D˚
z 2 C W z D R2 � iy; y 2
Œ0; L�

	
, ��3 D ˚

z 2 C W z D x �
iL; x 2 Œ�R1; R2�

	
y ��4 D ˚

z 2
C W z D �R1 � iy; y 2 Œ0; L�

	
. Eva-

luamos
R

F.z/ d z estudiando cada una de

las cuatro integrales a lo largo de los lado
del rectángulo para los segmentos verticales.

En primer lugar, acotamos
ˇ̌
ˇ R�2 F.z/ d z

ˇ̌
ˇ �R L

0
jf .R2� iy/j

ˇ̌
e� ip.R2�iy/ ˇ̌ dy D R L

0
jf .R2�

iy/j e�py dy � �
R L
0
e�py dy D � 1�e

�pL
p

�
�
jpj , y seguimos con la acotación siguiente:ˇ̌

ˇ R�4 F.z/ d z
ˇ̌
ˇ � R L

0
jf .�R1 � iy/jˇ̌ e� ip.�R1�iy/ ˇ̌ dy D R L

0
jf .�R1 � iy/j e�py dy �

�
R L
0
epy dy D � 1�e

�pL
p
� �
jpj . Pasamos a

ˇ̌ R
�3
F.z/ d z

ˇ̌ � R R2
�R1 jf .x � iL/jˇ̌ e� ip.x�iL/ ˇ̌ d x �
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�.R2CR1/ e�jpjL. Eligiendo L de manera que .R1CR2/ e�jpjL/ < 1 se llega a
ˇ̌ R
�3
F.z/ d z

ˇ̌ � �.
Como en el caso p < 0, en esta nueva situación con p > 0 también se deduce queR

F.z/ d z D R R2

R1
f .x/ e� ipx d x C �1C 2

jpj
�
� y

Of .p/ D 1p
2�

lKım
R1!1
R2!1

Z


F.z/ d z D �
p
2� i

�
Res .F; z3/C Res .F; z4/

�
:

En donde hemos tenido en cuenta el sentido horario del arco de integración y los polos que
circunda. Para el cálculo de los residuos usamos de nuevo el Cuadro Residuos en un polo simple
I con F1.z/ WD .z3 C a3/ e� ipz y F2.z/ D z4 C 3z2 C 2. Esto es,

Res
�
F; zj

� D .z3j C a3/ e� ipzj

4z3j C 6zj
D
(�
1 � i

p
2a3

4

�
e�
p
2p; zj D �

p
2 i;

�1�ia3
2

e�p; zj D � i :

Obtenemos la transformada de Fourier para p > 0

Of .p/ D 1p
2�

Z C1
�1

x3 C a3
x4 C 3x2 C 2 e

� ipx d x D �
p
2� i

��
1 � i

p
2a3

4

�
e�2jpj�1 � i a3

2
e�jpj

�
:

En definitiva, reuniendo los dos casos, concluimos que

1p
2�

Z C1
�1

x3 C a3
x4 C 3x2 C 2 e

� ipx d x D
˚p

2� i
��
1C i

p
2a3

4

�
e�
p
2jpj�1Cia3

2
e�jpj

�
; p < 0;

�p2� i
��
1 � i

p
2a3

4

�
e�
p
2jpj�1�ia3

2
e�jpj

�
; p > 0:

Así que obtenemos las siguientes expresiones para transformada seno de Fourier

Of sen.p/ D 1p
2�

Z C1
�1

x3 C a3
x4 C 3x2 C 2 sen.px/ d x D �

p
2� sgn.p/

�
e�
p
2jpj�1

2
e�jpj

�
;

y para la transformada coseno

Of cos.p/ D 1p
2�

Z C1
�1

x3 C a3
x4 C 3x2 C 2 cos.px/ d x D

p
2�a3

�
�
p
2

4
e�
p
2jpjC1

2
e�jpj

�
;

Estos resultados se pueden extender a situaciones en las que la función cuya transformada
calculamos decae en el infinito, ya sea en el semiplano superior o en el semiplano inferior. Para
el siguiente resultado, debemos indicar que lKımz!1 f .z/ D 0 en H significa que 8� > 0 9R > 0
W jf .z/j < � cuando jzj > R y z 2 H, y análogamente lKımz!1 f .z/ D 0 en H{.
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i) Caso p < 0. Sea f .z/ una función holomorfa en el abierto A, que contiene al
semiplano superior H, salvo por un número finito de singularidades aisladas
fzj gpjD1 que no yacen en R, y tal que lKımz!1 f .z/ D 0 en H. Entonces,

1p
2�

Z C1
�1

f .x/ e� ipx d x D
p
2� i

X
zj2H

Res.f .z/ e� ipz; zj /:

ii) Caso p > 0. Sea f .z/ una función holomorfa en el abierto A, que contiene al
semiplano inferior H{, salvo por un número finito de singularidades aisladas
fzj gpjD1 que no yacen en R, y tal que lKımz!1 f .z/ D 0 en H{. Entonces,

1p
2�

Z C1
�1

f .x/ e� ipx d x D �
p
2� i

X
zj2H{

Res.f .z/ e� ipz; zj /:

Transformadas de Fourier I

�Observación: Dados dos polinomios P.z/ yQ.z/ con degP.z/ < degQ.z/ y con las raíces
de Q.z/ fuera del eje real R, se puede aplicar el resultado anterior

1p
2�

Z C1
�1

P.x/

Q.x/
e� ipx d x D

˚p
2� i

P
zj2H Res

�
P.z/

Q.z/
e� ipz; zj

�
; p < 0

�p2� i
P
zj2H{ Res

�
P.z/

Q.z/
e� ipz; zj

�
; p > 0:

En vez de arcos rectangulares se pueden usar arcos circulares con la ayuda de Lema de Jordan,
que explicamos en sus dos versiones, p ? 0.

Sean �R un arco que recorre en sentido antihorario la semicircunferencia centrada en
el origen de radio R contenida en el semiplano superior H y una función f .z/ cuya
restricción a ��R tiende a cero uniformemente, f j��

R
�!
R!1

0; esto es, para todo � > 0

existe R > 0 tal que jf .R ei �/j < � para todo � 2 Œ0; ��. Entonces, para p > 0, se
tiene que

lKım
R!1

Z
�R

f .z/ eipz d z D 0

Lema de Jordan

Demostración. Dada la condición impuesta a f .z/ sabemos que para cada R > 0 existe
un KR tal que jf .z/j < KR sobre ��R, por elloˇ̌
ˇ
Z
�R

f .z/ eipz d z
ˇ̌
ˇ �

Z �

0

ˇ̌
f
�
R.cos � C i sen �/

�ˇ̌ˇ̌ˇ eipR.cos �Ci sen �/
ˇ̌
ˇR d � � KR

Z �

0

e�pR sen � d �:
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��
2

1

x

y

sen �
2
�
�

Paridad y acotaciones para sen �

Para analizar esta última integral se pueden utili-
zar dos propiedades de la función trigonométrica
sen � . En primer lugar, dada la paridad del sen �
con respecto a �

2
, sen

�
�
2
� x� D sen

�
�
2
C x

�
,

sabemos que es cierto que
R �
0
e�pR sen � d � D

2
R �
2

0
e�pR sen � d � . Por otro lado, en el interva-

lo de integración
�
0; �

2

�
se tiene 2�

�
< sen �

y, por tanto, como p > 0, se llega a que
e�pR sen � < e�pR 2

�
� . La aplicación de estas dos

propiedades nos conduce a la siguiente acota-

ción
ˇ̌
ˇ R�R f .z/ eipz d z

ˇ̌
ˇ � 2KR R �20 e�pR 2

�
� d � D

2KR
e�pR

2
�
�
2 � e�pR 2� 0
�pR 2

�

D �KR 1�e�pRpR
. Podemos ya

deducir de esta desigualdad, haciendo crecer el radio indefinidamente, el Lema de Jordan. □

Sean �R un arco que recorre en sentido horario la semicircunferencia centrada en el
origen de radio R contenida en el semiplano inferior H{ y una función f .z/ cuya
restricción a ��R tiende a cero uniformemente, f j��

R
�!

R!1
0. Entonces, para p < 0, se

tiene que

lKım
R!1

Z
�R

f .z/ eipz d z D 0:

Lema de Jordan II

� Ejemplo: La técnica discutida no es la única que se puede aplicar, veamos ahora un ejemplo
en donde no es aplicable el método anterior. Sea fa;b;c.x/ WD eax

bCecx , a; b; c > 0 y a < c, esta
última condición es suficiente para que podamos asegurar que su transformada de Fourier

Ofa;b;c.p/ D 1p
2�

Z C1
�1

eax

b C ecx
e� ipx d x:

converge. Llamando ! WD a � ip, la función F.z/ D e!z

bCecz es holomorfa en C salvo por polos
simples en los puntos z donde se anula el denominador, i.e., ecz D �b que, tomando logaritmos,
conduce a zn D log b

c
C i .2nC1/�

c
, n 2 Z.

Es claro que el método descrito anteriormente no es aplicable ahora. En primer lugar se
tienen una infinidad de polos simples. Además, no podemos encontrar un semiplano, ya sea el
superior o el inferior, en donde la función sea acotada.
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C

log b
c
C i 3�

c

log b
c
C i 5�

c

log b
c
C i 7�

c

log b
c
C i �

c

log b
c
� i �

c

R2�R1

R2 C i 2�c�R1 C i 2�c

�1

�2
�4

�3

x

y

Polología y arco de integración p � 0

Dividamos la discusión en dos casos
según p 7 0. En primer lugar, asuma-
mos que p < 0, que implica, como ve-
remos a continuación, que el análisis se
realiza en el semiplano superior H. Da-
dos,R1; R2 > 0, el arco de integración 
es el que se indica en la figura, el períme-
tro de un rectángulo recorrido en senti-
do antihorario una vez,  D �1 C �2 C
�3C�4, con ��1 D Œ�R1; R2�, ��2 D

n
z 2

C W z D R2 C iy; y 2 �0; 2�
c

�o
, ��3 D˚

z 2 C W z D x C i �
c
; x 2 Œ�R1; R2�

	
y ��4 D

n
z 2 C W z D �R1 C iy; y 2�

0; 2�
c

�o
. En primer lugar, acotamos las

integrales
R
�2
F.z/ d z y

R
�3
F.z/ d z co-

mo sigue. Cuando R2 >
�
mKax log b

c
; 0
�
,

tenemos las acotaciones
ˇ̌
ˇ̌
Z
�2

F.z/ d z

ˇ̌
ˇ̌ D

ˇ̌
ˇ̌
Z 2�

c

0

e!.R2Ciy/

b C ec.R2Ciy/
i dy

ˇ̌
ˇ̌ �

Z 2�
c

0

ˇ̌
ˇ e.a�ip/.R2Ciy/

ˇ̌
ˇˇ̌

ˇb � ˇ̌ ec.R2Ciy/ ˇ̌
ˇ̌
ˇ
dy D eaR2

ecR2 �b
Z 2�

c

0

epy dy

� 2�
c

eaR2

ecR2 �b ;
en donde hemos usado que p � 0 y, por ende, epy � 1, 8y 2 �

0; 2�
c

�
.3 Luego, dado que

c > a, concluimos que lKımR2!1
R
�2
F.z/ d z D 0. Si R1 > mKax � � log b

c
; 0
�

(en donde estamos
incluyendo los casos en que 0 < b < 1 donde log b < 0) llegamos a las acotaciones siguientes

ˇ̌
ˇ̌
Z
�4

F.z/ d z

ˇ̌
ˇ̌ D

ˇ̌
ˇ̌
Z 0

2�
c

e!.�R1Ciy/

b C ec.�R1Ciy/
i dy

ˇ̌
ˇ̌ �

Z 2�
c

0

ˇ̌
ˇ e.a�ip/.�R1Ciy/

ˇ̌
ˇˇ̌

ˇb � ˇ̌ ec.�R1Ciy/ ˇ̌
ˇ̌
ˇ
dy D e�aRŠ

b � e�cR1

Z 2�
c

0

epy dy

� 2�
c

e�aR1

b � e�cR1
;

y, de nuevo, lKımR1!1
R
�4
F.z/ d z D 0. En segundo lugar, señalemos que

Z
�3

f .z/ d z D
Z �R1
R2

e!
�
xCi 2�

c

�

b C ec
�
xCi 2�

c

� d x D � e! i 2�
c

Z R2

�R1

e!x

b C ecx
d x:

3En este paso también podríamos haber considerado p > 0, ya que satisfaría la desigualdad
ˇ̌ R
�2
F.z/d z

ˇ̌ �
eaR2

ecR2 �b
e
2�p
c �1
p

. Al no estar e
2�p
c acotado, para cada R2 considerado se encontrará un p tal que la cota se mantiene

constante, y no va a decrecer. Por ello, separamos la discusión, aunque finalmente el resultado para p > 0 sea el
mismo.
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Por todo ello, con la ayuda del teorema de los residuos, obtenemos
�
1� e! i 2�

c

�p
2� Ofa;b;c.p/ D

2� i Res .F; z1/. Evaluamos el residuo, recordando tanto que z1 D log b
c
C i �

c
es un polo simple

como el Cuadro Residuos en un polo simple I con F1.z/ WD e!z y F2.z/ D b C ecz. Esto es,

Res .F; z1/ D e!z1

c ecz1
D � e

!

�
logb
c Ci �c

�
bc

, que conduce a la siguiente expresión

Ofa;b;c.p/ D
r
�

2

e
logb
c
.a�ip/

bc

2 i

� e� i �
c
.a�ip/C ei

�
c
.a�ip/ :(18)

Abordamos la discusión cuando p > 0. Cambiamos al semiplano inferior H
{

y el arco de

C

log b
c
� i 3�

c

log b
c
� i 5�

c

log b
c
� i 7�

c

log b
c
C i �

c

log b
c
� i �

c

R2�R1

R2 � i 2�c�R1 � i 2�c

�1

�2�4

�3

x

y

Polología y arco de integración p � 0

integración  , que anteriormente yacía
en el semiplano superior por su refle-
xión especular en el semiplano inferior,
y por tanto se recorre en sentido con-
trario. Así pues, el arco  es el que se
indica en la figura, el perímetro de un
rectángulo recorrido en sentido hora-
rio una vez,  D �1 C �2 C �3 C �4,
con ��1 D Œ�R1; R2�, ��2 D

n
z 2 C W

z D R2 � iy; y 2 �0; 2�
c

�o
, ��3 D

˚
z 2

C W z D x C i �
c
; x 2 Œ�R1; R2�

	
y ��4 Dn

z 2 C W z D �R1 � iy; y 2 �0; 2�
c

�o
.

De nuevo procedemos a acotar las in-
tegrales

R
�2
F.z/ d z y

R
�3
F.z/ d z tal y

como se indica a continuación. En pri-
mer lugar, cuando R2 > mKax � log b

c
; 0
�
,

tenemos las siguientes desigualdades
ˇ̌
ˇ̌
Z
�2

F.z/ d z

ˇ̌
ˇ̌ �

Z 2�
c

0

ˇ̌
e.a�ip/.R2�iy/

ˇ̌
ˇ̌
b � ˇ̌ ec.R2�iy/ ˇ̌ˇ̌ dy D

eaR2

ecR2 �b
Z 2�

c

0

e�py dy � 2�
c

eaR2

ecR2 �b �!R2!1
0

en donde hemos tenido en cuenta que p � 0 lo que implica que e�py � 1, 8y 2 �0; 2�
c

�
y que

c > a. Si R1 > mKax � � log b
c
; 0
�

obtenemos que
ˇ̌
ˇ̌
Z
�4

F.z/ d z

ˇ̌
ˇ̌ �

Z 2�
c

0

ˇ̌
e�.a�ip/.R1Ciy/

ˇ̌
ˇ̌
b � ˇ̌ e�c.R1Ciy/ ˇ̌ˇ̌ dy D

e�aR1

b � e�cR1

Z 2�
c

0

epy dy � 2�
c

e�aR1

b � e�cR1
�!
R1!1

0;

Por último, observamos que

Z
�3

F.z/ d z D
Z �R
R

e!
�
x�i 2�

c

�

b C ec
�
x�i 2�

c

� d x D � e�! i 2�
c

Z R

�R
e!x

b C ecx
d x:

El teorema de los residuos, teniendo especial cuidado en observar el sentido horario en que
se recorre el arco que tiene por lo tanto índice �1, conduce a

�
1 � e�! i 2�

c

�p
2� Ofa;b;c.p/ D

�2� i Res .F; Nz1/. Evaluamos el residuo en el polo simple Nz1 D log b
c
� i �

c
con ayuda del Cuadro



§v.2] Evaluación de integrales reales (219

Residuos en un polo simple I con F1.z/ WD e!z y F2.z/ D b C ecz, i.e., Res .F; Nz1/ D e! Nz1
c ec Nz1 D

� e
!

�
logb
c �i �c

�
bc

. De todo ello concluimos que

Ofa;b;c.p/ D
p
2� i

e
logb
c
.a�ip/

bc

e� i �
c
.a�ip/

1 � e� i 2�
c
.a�ip/

D
r
�

2

e
logb
c
.a�ip/

bc

2 i

ei
�
c
.a�ip/� e� i �

c
.a�ip/ :(19)

Juntando los dos casos, p ? 0, concluimos que

1p
2�

Z C1
�1

eax

b C ecx
e� ipx d x D

r
�

2

b
a
c
�1

c

e� i
logb
c
p

sen
�
�
c
.a � ip/

� ; p 2 R:

Con partes real e imaginaria dadas por las transformadas coseno y seno, que se expresan en

términos de ˛.p/ WD arctan
sen 2�a

c

e� 2�c p � cos 2�a
c

, cómo sigue

1p
2�

Z C1
�1

eax

b C ecx
cospx d x D �p� b

a
c
�1

c

1q
cosh 2�p

c
� cos 2�a

c

sen
� log b
c
p C ˛.p/ � �a

c

�
;

1p
2�

Z C1
�1

eax

b C ecx
senpx d x D p� b

a
c
�1

c

1q
cosh 2�p

c
� cos 2�a

c

cos
� log b
c
p C ˛.p/ � �a

c

�
:

Observamos que ˛.p/ � �2�a
c

cuando p ! 1 y ˛.p/ � 0 cuando p ! �1, y por ello
tendremos en el régimen p � C1

1p
2�

Z C1
�1

eax

b C ecx
cospx d x D �

p
2�
b
a
c
�1

c
e�

�p
c sen

� log b
c
p � 3�a

c

�
;

1p
2�

Z C1
�1

eax

b C ecx
senpx d x D

p
2�
b
a
c
�1

c
e�

�p
c cos

� log b
c
p � 3�a

c

�
;

y para p � �1
1p
2�

Z C1
�1

eax

b C ecx
cospx d x D �

p
2�
b
a
c
�1

c
e
�p
c sen

� log b
c
p � �a

c

�
;

1p
2�

Z C1
�1

eax

b C ecx
senpx d x D

p
2�
b
a
c
�1

c
e
�p
c cos

� log b
c
p � �a

c

�
;

Las ideas anteriores nos permiten encontrar la transformada de Fourier

Of .p/ D 1p
2�

Z C1
�1

eax f
�
ecx

�
d x:

donde f .z/ es una función adecuada.
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Sean los intevalos IC WD Œ0; 2�/, I� WD .�2�; 0�, una función f .z/ holomorfa en
C n fZj gnjD1 con un número finito de singularidades aisladas fZj gnjD1 � C n RC,
ArgZj ¤ 0, y tal que para a; c > 0 se tiene lKımz!1 eaz f

�
ecz

� D 0. Entonces, para
p R 0 se cumple que

1p
2�

Z C1
�1

eax f
�

ecx
�

e� ipx d x

D ˙
p
2� i

1 � e˙ i 2�
c

.pCia/

X
Zj

Res
�

e.a�ip/z f
�

ecz
�
;

log jZj j
c

C i
argI˙ Zj

c

�
:

Transformadas de Fourier II

Demostración. La función fa.z/ WD eaz f
�
ecz

�
tiene singularidades aisladas en los puntos

zj;k D log jZj j
c

C i
ArgZj

c
C i

2�

c
k, k 2 Z. Consideramos las siguientes bandas B˙ WD ˚

z 2
C W ˙ Im z 2 �0; 2�

c

�	
. Usaremos la notación F.z/ WD f .z/ e!z, con ! D a � ip. Para p � 0,

trabajamos en el semiplano superior H, y el circuito  será el mismo que cuando discutíamos, en
el ejemplo anterior, el caso p � 0, � � H. Sin embargo, ahora encerrará un número en general
distinto de singularidades aisladas, aquellas con zj;k 2 BC. Estas singularidades las podemos

escribir como
log jZj j
c

C i
argŒ0;2�/Zj

c
. En primer lugar, acotamos las integrales

R
�2
F.z/ d z yR

�3
F.z/ d z como sigue. Dado � > 0 existe un R > 0 tal que jfa.z/j � � si jzj > R. Por tanto, si

R2; R1 > R se tiene
ˇ̌ R
�2
F.z/ d z

ˇ̌ � � R 2�c
0

e�jpjy dy � 2�
c
� y

ˇ̌ R
�4
F.z/ d z

ˇ̌ � � R 2�c
0

e�jpjy dy �
2�
c
�. Para la integral a lo largo del arco �3 podemos escribir
Z
�3

F.z/ d z D
Z �R1
R2

e.a�ip/
�
xCi 2�

c

�
f
�
ec
�
xCi 2�

c

� �
d x D � e

2�
c
.pCia/

Z R2

�R1
e!x f

�
ecx

�
d x:

Aplicando el teorema de los residuos, dado que F.z/ es holomorfa en BC salvo por las singu-
laridades aisladas zj;k 2 BC, obtenemos el resultado anunciado.

Discutimos ahora el caso p � 0, utilizando en el semiplano inferior H{, y el circuito 
será el mismo que cuando discutíamos, en el ejemplo anterior, el caso p � 0, � � H{, que
encerrará un número de singularidades aisladas, aquellas con zj;k 2 B�, y que se escriben como
log jZj j
c
C i

arg.�2�;0�Zj
c

. Procedemos a acotar las integrales
R
�2
F.z/ d z y

R
�3
F.z/ d z para las

que obtenemos
ˇ̌ R
�2
F.z/ d z

ˇ̌ � � R 2�c
0

e�jpjy dy � 2�
c
� y

ˇ̌ R
�4
F.z/ d z

ˇ̌ � � R 2�c
0

e�jpjy dy � 2�
c
�,

cuando R1; R2 > R. La integral a lo largo del arco �3 seráZ
�3

F.z/ d z D
Z �R1
R2

e.a�ip/
�
x�i 2�

c

�
f
�
ec
�
x�i 2�

c

� �
d x D � e�

2�
c
.pCia/

Z R2

�R1
e!x f

�
ecx

�
d x:

Aplicando el teorema de los residuos, dado que F.z/ es holomorfa en B� salvo por las singu-
laridades aisladas zj;k 2 B� y el sentido horario del arco  obtenemos el resultado.

□

v.2.4. Integrales impropias en valor principal de Cauchy Hasta ahora la integrales
impropias que hemos tratado eran del tipo

R C1
0

f .x/ d x o
R C1
�1 f .x/ d x donde las singulari-

dades del integrando f .x/ estaban fuera del dominio de integración. Eran impropias porque
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se tomaban limites infinitos. Vamos a presentar ahora técnicas basadas en el teorema de los
residuos que permiten evaluar integrales del tipo anterior pero con singularidades sobre el eje
real. En primer lugar, deberemos definir con cuidado que se entiende por tal integral impropia.
Si f .x/ tiene una singularidad en su dominio de integración en digamos x0 hay que dar sentido
a
R C1
�1 f .x/ d x. Si para las integrales I�� WD

R x0��
�1 f .x/ d x y IC� WD

R C1
x0C� f .x/ d x, existen

ambos límites lKım�!0 I�� D I� y lKım�!0 IC� D IC, decimos que la integral impropia converge

y tiene como valor
R C1
�1 f .x/ d x D I� C IC. A veces esta perspectiva es demasiado exigente

y es preferible una definición más relajada. Por ejemplo, si tomamos f .x/ D 1
x3

vemos que 0 es

una singularidad en el integrando. Tenemos I�� D � 1
2x2

ˇ̌
ˇ���1 D � 1

2�2
y IC� � D � 1

2x2

ˇ̌
ˇ1
�
D 1

2�2
y

así lKım�!0 I�� D �1 y lKım�!0 IC� D C1 y los límites no existen. Luego, la integral impropiaR C1
�1

dx
x3

no converge. Es ahora cuando el asunto se pone interesante, ya que podemos permitir
que los límites laterales a la singularidad, que eran independientes ahora sean dependientes,
por ejemplo si tomamos el limite con � D �, que se conoce como valor principal de Cauchy
tendremos VP

R C1
�1

dx
x3
D lKım�!0.I�� CIC� / D 0, y la integral en valor principal si que existe y es

cero. Se podían haber considerado otras posibilidades, como por ejemplo � D 3�2 y tendríamos
de nuevo una integral divergente a que lKım�!0.I�� C IC3�2/ D �1.

Dada una integral impropia
R C1
�1 f .x/ d x con singularidades del integrando en el

ejere real en los puntos fx1; x2; : : : ; xng � R, xj < xjC1, su valor principal de Cauchy
se define como el límite

VP

Z C1
�1

f .x/ d x D lKım
�!0

� Z x1��

�1
f .x/ d x C

Z x1��

x1C�
f .x/ d x C � � �

C
Z xn��

xn�1C�
f .x/ d x C

Z C1
xnC�

f .x/ d x
�
:

Valor principal de Cauchy

La aplicación del teorema de los residuos al cálculo de integrales en valor principal de
Cauchy pasa por considerar arcos endentados o con melladuras. Para ello necesitamos el siguiente
resultado

Sean f .z/ una función holomorfa con un polo
simple en z0 y  un arco tal que su imagen � es
un arco de la circunferencia centrada en z0 de
radio r y que subtiende un ángulo ˛. Entonces,
lKım
r!0

R

f .z/ d z D ˛ i Res.f; z0/.

Lema para las endentaduras C


z0

r˛

˛
0

x

y

Arco de integración

Demostración. Como z0 es un polo simple, existe R tal que en la corona C.z0; 0; R/ se tie-
ne f .z/ D a�1

z�z0 C F.z/, donde F.z/ es una función holomorfa en el disco D.z0; R/, y por
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tanto acotada sobre él con a�1 D Res .f; z0/. Por tanto, tomando r < R podemos escri-
bir

R

f .z/ d z D a�1

R


d z
z�z0 C

R

F.z/ d z. Sea M tal que jF.z/j < M si jzj < R, entoncesˇ̌ R


F.z/ d z

ˇ̌ �M˛r �!
r!0 0. Por otro lado,

R


d z
z�z0 D

R ˛0C˛
˛0

i r ei� d �
r ei�

D i˛, de donde se infiere el

resultado anunciado. □

� Ejemplo: Dados t; a 2 R, discutimos la integral

Ia.p/ WD VP

Z C1
�1

cospx

x4 C .1 � a2/x2 � a2 d x:

Para ello observamos, en primer lugar, que es una transformada coseno, y por ello

Ia.p/ D ReVP

Z C1
�1

e� ipx

x4 C .1 � a2/x2 � a2 d x:

C

�a a

R

� �

R�R

�R
��� �C�i

� i

x

y

Polología y arco de integración endentado,
p < 0

El polinomio P.z/ D z4 C .1 � a2/z2 � a2
tiene cuatro ceros simples f�a; a; i;� ig, y por
ello la función F.z/ WD e� ipz f .z/, con f .z/ WD

1
z4C.1�a2/z2�a2 , es una función holomorfa en C sal-
vo por cuatro polos simples, dos en el eje real,
˙a, y dos en el eje imaginario ˙ i. Por lo tan-
to, aparecen dos singularidades sobre el dominio
de integración, y vamos a estudiar el valor princi-
pal de Cauchy de dicha integral. Cuando p < 0,
integramos F.z/ a lo largo de un arco endenta-
do, contenido en el semiplano superior H, como
se muestra en la figura. La cadena  se compo-
ne varios arcos, entre ellos el arco �R, que re-
corre la semicircunferencia de radio R centrada
en el origen, y dos melladuras o endentaduras,
que recorren dos semicircunferencias centradas en
los dos polos reales ˙a de radio � que subtien-

den ambas un ángulo de �� radianes, ya que se recorren en sentido contrario. Utilizan-
do el teorema de los residuos y el Lema para las endentaduras, haciendo � ! 0, obtene-
mos Ia.t/ � i� Res .F;�a/ � i� Res .F; a/ C R

�R
F.z/ d z D 2� i Res .F; i/. Observamos que

jf .z/j �!
R!1

0 y recordamos el Lema de Jordan II para deducir que

VP

Z C1
�1

e� ipx

x4 C .1 � a2/x2 � a2 d x D i� Res .F;�a/C i� Res .F; a/C 2� i Res .F; i/ :

Para calcular los residuos aplicamos de nuevo Cuadro Residuos en un polo simple I con F1.z/ WD
e� ipz y F2.z/ D P.z/, pero P 0.z/ D 4z3 C 2.1 � a2/z, lo que da la siguiente tabla de residuos

Res .F;˙a/ D ˙ e� ipa

2a.a2 C 1/; Res .F;˙ i/ D ˙ i
e˙p

2.a2 C 1/;
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lo que permite escribir cuando p < 0 que

VP

Z C1
�1

e� ipx

x4 C .1 � a2/x2 � a2 d x D
�

a2 C 1
�sen ap

a
� ep

�
:

C

�a a

R

� �

R�R

�R

��� �C�

i

� i

x

y

Polología y arco de integración endentado

Discutimos ahora el caso p > 0, integramos
F.z/ a lo largo del arco endentado, simétrico del
caso anterior, tal como se muestra en la figura ad-
junta. La cadena  se compone varios arcos, entre
ellos el arco �R, que recorre la semicircunferencia
de radio R centrada en el origen, contenida en el
semiplano inferior H{, y dos endetentaduras, que
recorren dos semicircunferencias centradas en los
dos polos reales˙a de radio � que subtienden am-
bas un ángulo de � radianes. El teorema de los
residuos y el lema para las endentaduras, hacien-
do � ! 0, obtenemos Ia.t/ C i� Res .F;�a/ C
i� Res .F; a/ C R

�R
F.z/ d z D �2� i Res .F;� i/.

Cómo jf .z/j �!
R!1

0 podemos aplicar el Lema de

Jordan I y concluir

VP

Z C1
�1

e� ipx

x4 C .1 � a2/x2 � a2 d x D � i� Res .F;�a/ � i� Res .F; a/ � 2� i Res .F;� i/ :

Luego, para p > 0, tenemos

VP

Z C1
�1

e� ipx

x4 C .1 � a2/x2 � a2 d x D
�

a2 C 1
�
� sen ap

a
� e�p

�
:

En definitiva, obtenemos para p 2 R

VP

Z C1
�1

e� ipx

x4 C .1 � a2/x2 � a2 d x D �
�

a2 C 1
�sen ajpj

a
C e�jpj

�
:

que conduce directamente a las transformadas seno y coseno en valor principal

VP

Z C1
�1

senpx

x4 C .1 � a2/x2 � a2 d x D 0;

VP

Z C1
�1

cospx

x4 C .1 � a2/x2 � a2 d x D �
�

a2 C 1
�sen ajpj

a
C e�jpj

�
:
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i) Sea A � H un conjunto abierto que contiene al semiplano superior y f .z/ una fun-
ción holomorfa en A salvo por un conjunto finito de singularidades aisladas fzkg que
no yacen en R y un conjunto de polos simples reales fxj g. Supongamos que existen
constantes p, y M;R0 > 0 y p > 1 tales que jf .z/j � M

jzjp , 8z 2 H \ C.0;R0;1/.
Entonces,

VP

Z C1
�1

f .x/ d x D 2� i
X

zk2H

Res.f; zk/C � i
X
xk

Res.f; xk/:

ii) Sea A � H{ un conjunto abierto que contiene al semiplano inferior y f .z/ una fun-
ción holomorfa en A salvo por un conjunto finito de singularidades aisladas fzkg que
no yacen en R y un conjunto de polos simples reales fxj g. Supongamos que existen
constantes p, yM;R0 > 0 y p > 1 tales que jf .z/j � M

jzjp , 8z 2 H{ \ C.0;R0;1/.
Entonces,

VP

Z C1
�1

f .x/ d x D �2� i
X

zk2H{

Res.f; zk/ � � i
X
xk

Res.f; xk/:

iii) Sean P.x/ y Q.x/ dos polinomios primos relativos entre si, con degQ � degP � 2 y
los ceros de Q.x/ se dividen en fzj g, que yacen en C n R, y fxkg � R, que son polos

simples de
P.x/

Q.x/
. Entonces,

VP

Z C1
�1

P.x/

Q.x/
d x D 2� i

X
zk2H

Res
�P
Q
; zi

�
C � i

X
xk

Res
�P
Q
; xk

�

D �2� i
X

zk2H{

Res
�P
Q
; zi

�
� � i

X
xk

Res
�P
Q
; xk

�
:

Integrales impropias en valor principal de Cauchy I

i) Caso p < 0. Sea f .z/ una función holomorfa en el abierto A, que contiene al
semiplano superior H, salvo por un número finito de singularidades aisladas
fzj gpjD1 que no yacen en R y un conjunto de polos simples reales fxj g, y tal
que lKımz!1 f .z/ D 0 en H. Entonces,

1p
2�

VP

Z C1
�1

f .x/ e� ipx d x D
p
2� i

X
zj2H

Res.f .z/ e� ipz; zj /C
r
�

2
i
X
xj

Res.f .z/ e� ipz; xj /:

ii) Caso p > 0. Sea f .z/ una función holomorfa en el abierto A, que contiene al
semiplano inferior H{, salvo por un número finito de singularidades aisladas
fzj gpjD1 que no yacen en R, y tal que lKımz!1 f .z/ D 0 en H{. Entonces,

1p
2�

VP

Z C1
�1

f .x/ e� ipx d x D �
p
2� i

X
zj2H{

Res.f .z/ e� ipz; zj / �
r
�

2
i
X
xj

Res.f .z/ e� ipz; xj /:

Transformadas de Fourier en valor principal de Cauchy I
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Ejemplo: Calculemos para a > 0 y n;m 2 N, n > mC 1

I D VP

Z C1
0

xm

xn � an d x:

�

C

�

�
2�
5

R



�RO�

� a

a ei
2�
5

x

y

Polología y arco de integración para n D 5

Vamos a considerar la integral de la función
f .z/ D zm

zn�an a lo largo del arco de integra-
ción endentado  D � C �R C O� , donde �R
es el arco de una circunferencia centrada en
el origen de radio R que subtiende un ángu-
lo 2�

n
y los arcos � y O� tienen dos endentadu-

ras. Las singularidades de f .z/ son polos sim-
ples situados en

˚
a; a ei

2�
n ; a ei

4�
n ; : : : ; a ei

.2n�2/�
n

	
.

Del teorema de los residuos (o del teorema de
Cauchy) como el arco no contiene singularida-
des y del Lema para las endentaduras (que po-
demos aplicar ya que son polos simples) deduci-
mos cuando � ! 0 que

R

f .z/ � � i Res .f; a/ �

� i Res
�
f; a ei

2�
5

�
D 0. Para los residuos tene-

mos Res .f; a/ D 1
nan�m�1 y Res

�
f; a ei

2�
5

�
D

ei
2�.mC1/

n

nan�m�1 , por lo que
R

f .z/ d z D � i 1Ce

i
2�.mC1/

n

nan�m�1 .
Por otro lado,

R
�R
f .z/ d z �!

R!1
0 (ya que m C

1 < n). Finalmente, teniendo en cuenta que
f .ei

2�
n z/ D ei

2�m
n f .z/, observamos que

R
O� f .z/ d z D � ei

2�.mC1/
n I y concluimos que I D

�
nan�m�1 i

1Cei 2�.mC1/n

1�ei 2�.mC1/�n

, que en términos de la cotangente es

VP

Z C1
0

xm

xn � an d x D
1

an�m�1
�

n
cotg

�.mC 1/
n

:

Sea f .z/ una función holomorfa en Cn�fZj g[fXj g
�
, donde fZj g � CnRC, ArgZj ¤

0, son singularidades aisladas y fXj g � RC, Xj > 0, son polos simples en el semieje
positivo. Supongamos que existen constantes p, y M;R0 > 0 y p > 1 tales que
jf .z/j � M

jzjp , 8z 2 C.0;R0;1/ y que m; n 2 N satisfacen m < pn. Entonces,

VP

Z C1

0

xmf .xn/ d x D �

n
cotg

�.mC 1/
n

X
Xj

Res.f .zn/; Xj /

C 2� i

1 � ei
.mC1/2�

n

X
Zj

Res
�
zmf .zn/; n

q
jZj j ei

argŒ0;2�/ Zj
n

�
:

Integrales impropias en valor principal de Cauchy II
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Demostración. La prueba sigue los pasos indicados en el ejemplo anterior. Basta con
endentar adecuadamente el circuito de integración para el caso en que no se permitían singu-
laridades positivas. Obtendremos

VP

Z C1
0

xmf
�
xn
�
d x D 2� i

1 � ei
2�.mC1/

n

X
Zj

Res
�
zmf

�
zn
�
; n
q
jZj j ei

argŒ0;2�/ Zj
n

�

C � i

1 � ei
2�.mC1/

n

X
Xj

�
Res

�
zmf

�
zn
�
; Xj

�
C Res

�
zmf

�
zn
�
; Xj e

i 2�
n

��
:

Pero, dado que los residuos en los polos simples determinados por las endentaduras son

Res
�
zmf

�
zn
�
; Xj

�
D Xm

j Res
�
f .zn/; Xj

�
; Res

�
zmf

�
zn
�
; Xj e

i 2�
n

�
D ei

2�.mC1/
n Xm

j Res
�
f .zn/; Xj

�
;

concluimos que

VP

Z C1
0

xmf
�
xn
�
d x D 2� i

1 � ei
2�.mC1/

n

X
Zj

Res
�
zmf

�
zn
�
; n
q
jZj j ei

argŒ0;2�/ Zj
n

�

C �

n
i
1C ei

2�.mC1/
n

1 � ei
2�.mC1/

n

X
Xj

Xm
j Res

�
f .zn/; Xj

�

□

�

C

log jbj
c
C i 2�

c

log jbj
c
C i 4�

c

log jbj
c
C i 6�

c

log jbj
c

log jbj
c
� i 2�

c

R2�R1

R2 C i 2�c�R1 C i 2�c

�

�

x

y

Polología y arco de integración endentado
p � 0

Ejemplo: Sea fa;b;c.x/ WD eax

bCecx ,
a; c > 0 y a < c, pero ahora b < 0, y
calculemos su transformada de Fourier
Ofa;b;c.p/ D 1p

2�

R C1
�1

eax

bCecx e
� ipx d x.

Obviamente ahora tenemos una singu-
laridad en el integrando, ya que el de-
nominador se anula, ecz D jbj, si zn D
log jbj
c
C i 2n�

c
, n 2 Z. Si cómo antes

! WD a� ip, la función F.z/ D e!z

bCecz es
holomorfa en C salvo por polos simples
en los puntos zn. Vemos que z0 yace en
z0 2 R y por tanto, la transformada de
Fourier la calcularemos en valor princi-
pal de Cauchy

1p
2�

VP

Z C1
�1

eax

ecx �jbj e
� ipx d x:

De nuevo, separamos el estudio en dos
escenarios dependiendo de p 7 0. Si
p < 0, se realiza en el semiplano su-
perior H. Dados, R1; R2 > 0, el arco

de integración  es el que se indica en la figura, el perímetro de un rectángulo con en-
dentaduras en los polos simples log jbj

c
y log jbj

c
C i 2�

c
, recorrido en sentido antihorario una

vez,  D �1 C �2 C �3 C �4, con ��2 D
n
z 2 C W z D R2 C iy; y 2 �

0; 2�
c

�o
, y

��4 D
n
z 2 C W z D �R1 C iy; y 2 �0; 2�

c

�o
. Las integrales

R
�2
F.z/ d z y

R
�3
F.z/ d z cuando
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R2 >
log jbj
c

se acotan como antes:
ˇ̌ R
�2
F.z/ d z

ˇ̌ � 2�
c

eaR2

ecR2 �jbj y
ˇ̌ R
�4
F.z/ d z

ˇ̌ � 2�
c

e�aR1
jbj�e�cR1 , Por

tanto, dado que c > a, concluimos que lKımR2!1
R
�2
F.z/ d z D 0 y lKımR1!1

R
�4
F.z/ d z D 0.

En segundo lugar, señalemos que

Z
�1

f .z/ d z D VP

Z R2

�R1

e!x

ecx �jbj d x � i� Res
�
F;

log jbj
c

�
;

Z
�3

f .z/ d z D � e! i 2�
c VP

Z R2

�R1

e!x

ecx �jbj d x � i� Res
�
F;

log jbj
c
C i

2�

c

�
:

Vemos que el circuito endentado no contiene ninguna singularidad, luego la aplicación del

teorema de los residuos nos conduce a
�
1 � e! i 2�

c

�p
2� Ofa;b;c.p/ D i� Res

�
F; log jbj

c

�
C

i� Res
�
F; log jbj

c
Ci 2�

c

�
. Evaluamos los residuos con ayuda del Cuadro Residuos en un polo simple I

con F1.z/ WD e!z y F2.z/ D ecz �jbj. Esto es, Res
�
F; log jbj

c

�
D e!

log jbj
c

jbjc y Res
�
F; log jbj

c
C i 2�

c

�
D

e
!

�
log jbj
c Ci 2�c

�
jbjc que conduce a la siguiente expresión Ofa;b;c.p/ D

p
�
2
i e

log jbj
c .a�ip/
jbjc

1Cei 2�c .a�ip/
1�ei 2�c .a�ip/ D

�p�
2
e
log jbj
c .a�ip/
jbjc cot

�
�
c
.a � ip/

�
, valida para p � 0.

C

log jbj
c
� i 2�

c

log jbj
c
� i 4�

c

log jbj
c
� i 6�

c

log jbj
c

log jbj
c
C i 2�

c

R2�R1

R2 � i 2�c�R1 � i 2�c

�

�

x

y

Polología y arco de integración endentado
p � 0

Abordamos la discusión cuando p >
0, y para ello cambiamos al semiplano

inferior H
{

y, dados, R1; R2 > 0, el arco
de integración  es el que se indica en
la figura, el perímetro de un rectángulo
con endentaduras en los polos simples
log jbj
c

y log jbj
c
� i 2�

c
, recorrido en sentido

horario una vez,  D �1C�2C�3C�4,
con ��2 D

n
z 2 C W z D R2 � iy; y 2�

0; 2�
c

�o
, y ��4 D

n
z 2 C W z D �R1 �

iy; y 2 �
0; 2�

c

�o
. Para las integralesR

�2
F.z/ d z y

R
�3
F.z/ d z cuando R2 >

mKax
�
log jbj
c
; 0
�

y R1 � mKax
�
� log jbj

c
; 0
�

tenemos
ˇ̌ R
�2
F.z/ d z

ˇ̌ � 2�
c

eaR2

ecR2 �jbj
y
ˇ̌ R
�4
F.z/ d z

ˇ̌ � 2�
c

e�aR1
jbj�e�cR1 . Luego,

concluimos que lKımR2!1
R
�2
F.z/ d z D

0 y lKımR1!1
R
�4
F.z/ d z D 0. En segun-

do lugar, hay que observar que

Z
�1

f .z/ d z D VP

Z R2

�R1

e!x

ecx �jbj d x C i� Res
�
F;

log jbj
c

�
;

Z
�3

f .z/ d z D � e�! i 2�
c VP

Z R2

�R1

e!x

ecx �jbj d x C i� Res
�
F;

log jbj
c
� i

2�

c

�
:
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Cómo el circuito endentado no contiene ninguna singularidad,
�
1 � e�! i 2�

c

�p
2� Ofa;b;c.p/ D

� i� Res
�
F; log jbj

c

�
� i� Res

�
F; log jbj

c
� i 2�

c

�
. Pero Res

�
F; log jbj

c
� i 2�

c

�
D e

!

�
log jbj
c �i 2�c

�
jbjc , y así

Ofa;b;c.p/ D �
r
�

2
i
e

log jbj
c
.a�ip/

jbjc
1C e� i 2�

c
.a�ip/

1 � e� i 2�
c
.a�ip/ D �

r
�

2

e
log jbj
c
.a�ip/

jbjc cot
��
c
.a � ip/

�
;

valida para p � 0.
Agrupando los resultados para p ? 0 obtenemos

1p
2�

VP

Z C1
�1

eax

ecx �jbj e
� ipx d x D �

r
�

2

1

c
cotg

��
c
.a � ip/

�e� i
log jbj
c
p

jbj c�ac :

Sean los intervalos IC WD Œ0; 2�/, I� WD .�2�; 0�, una función f .z/ holomorfa en
C n �fZj gnjD1 [ fXj g

�
con un número finito de singularidades aisladas fZj gnjD1 �

C n RC, ArgZj ¤ 0, fXj g � RC polos simples, y tal que para a; c > 0 se tiene
lKımz!1 eaz f

�
ecz

� D 0. Entonces, para p R 0 se cumple que

1p
2�

VP

Z C1
�1

eax f
�

ecx
�

e� ipx d x

D �
r
�

2
cotg

�.a � ip/

c

X
Xj

X
a
c

j e� i
logXj
c

p Res.f .ecz/; log c
p
Xj /

˙
p
2� i

1 � e˙ i 2�
c

.pCia/

X
Zj

Res
�

e.a�ip/z f
�

ecz
�
;

log jZj j
c

C i
argI˙ Zj

c

�
:

Transformadas de Fourier en valor principal de Cauchy II

Demostración. La función f
�
ecz

�
tiene singularidades aisladas en los puntos zj;k D

log jZj j
c

C i
ArgZj

c
C i

2�

c
k, k 2 Z y en xj;k D logXj

c
C i

2�

c
k, k 2 Z. Consideramos las

siguientes bandas B˙ WD ˚z 2 C W ˙ Im z 2 �0; 2�
c

�	
. Siguiendo los pasos indicados en el ejem-

plo, con endentaduras en los puntos determinados por los polos simples en el semieje positivo,
para p Q 0, obtenemos que

1p
2�

VP

Z C1
�1

eax f
�
ecx

�
e� ipx d x D ˙

p
2� i

1 � e˙ i 2�
c
!

� X
zj;k2B˙

Res
�
e!z f

�
ecz

�
; zj;k

�

C 1

2

X
xj;0

�
Res

�
e!z f

�
ecz

�
; xj;0

�
C Res

�
e!z f

�
ecz

�
; xj;0 ˙ i

2�

c

���
;
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donde ! WD a � ip. Pero, dado que los residuos en los polos simples determinados por las
endentaduras son

Res
�
e!z f

�
ecz

�
; xj;0

�
D e!

logXj
c Res

�
f
�
ecz

�
; xj;0

�
;

Res
� e!z

P
�
ecz

� ; xj;0 ˙ i
2�

c

�
D e!

logXj
c Res

�
f
�
ecz

�
; xj;0

�
e˙ i 2�

c
!;

tenemos que

1p
2�

VP

Z C1
�1

eax f
�
ecx

�
e� ipx d x D ˙

p
2� i

1 � e˙ i 2�
c
!

X
zj;k2B˙

Res
�
e!z f

�
ecz

�
; zj;k

�

˙
r
�

2
i
1C e˙ i 2�

c
!

1 � e˙ i 2�
c
!

X
Xj

e!
logXj
c Res

�
f
�
ecz

�
; xj;0

�

D ˙
p
2� i

1 � e˙ i 2�
c
!

X
zj;k2B˙

Res
� e!z

P
�
ecz

� ; zj;k
�

�
r
�

2
cotg

�!

c

X
Xj

e!
logXj
c Res

�
f
�
ecz

�
; xj;0

�
:

□

v.2.5. Transformada de Mellin La transformada de Mellin4 es una transformada inte-
gral de la forma

M.f /.p/ D
Z C1
0

xp�1f .x/ d x;

en donde nosotros asumiremos que p > 0, p 62 N.

C

��

�C

�

��

'R�R
x

y

Arco de ojo de cerradura, polología y
puntos de rami�cación

Se debe puntualizar que aquí zp D
ep logI z, donde la determinación es I D
Œ0; 2�/,5 que es una función holomorfa en
C n RC.

Evaluamos la transformada de Mellin de
f .x/ D 1

1Cxn , 0 < p < n 2 N. Para ello inte-
gramos a lo largo del arco  D �CC��C�CC
�R que se describe en la figura, que se recorre
una vez y que se compone de cuatro arcos, los
dos arcos �˙ son segmentos rectilíneos, que
forman un ángulo ˙' con el semieje positivo,
y los arcos �R y ��, que recorren circunferen-
cias de radio R y �, respectivamente, y que
subtienden ángulos de 2� � '. Los ceros de
zn C 1 son de orden 1 y forman el conjunto˚
zk WD ei

2kC1
n

�
	n�1
kD0. La función F.z/ WD zp�1

1Czn
es holomorfa en el Int  salvo por n polos sim-
ples situados en fzkgn�1kD0. Por lo tanto, según
el teorema de los residuos, sabemos que

R

F.z/ d z D 2� i

Pn�1
kD0Res .F; zk/.

4Hjalmar Mellin (1854-1933) fue un matemático finés cuya tesis doctoral superviso Gösta Mittag-Leffler. Aparte
de la transformada integral que lleva su nombre fue el primer rector del Instituto Politécnico de Helsinki y un firme
opositor a la teoría de la relatividad de Einstein.

5O cualquier otra posibilidad que situé el corte sobre el semieje positivo, esto es I D .0; 2��; .�2�; 0�; Œ�2�; 0/.
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Vamos a acotar las integrales en los arcos circulares. En primer lugar estudiamos
R
�R
F.z/ d z.

Para ello observamos que sobre el arco de integración z D R ei � , i.e., jzp�1j D ˇ̌ e.p�1/ logI z ˇ̌ Dˇ̌
e.p�1/.logRCi �/

ˇ̌ D Rp�1. Por tanto, para R > 1,
ˇ̌ R
�R
F.z/ d z

ˇ̌ � R 2��'
'

Rp�1
Rn�1R d � D 2.� �

'/ Rp

Rn�1 . Dado que p < n, para todo ' 2 I se tiene lKımR!1
R
�R
F.z/ d z D 0. Realiza-

mos una estimación similar sobre el arco ��. Sobre ��� , con z D � ei � tenemos, para � <
K < 1, que jF.z/j D �p�1

j1C�n ein� j � �p�1
1��n � M�p�1, M D 1

1�Kn , y por ello
ˇ̌ R
��
F.z/ d z

ˇ̌ �
M
R 2��'
'

�p�1� d � D 2.��'/�pM . Dado que p > 0 deducimos, independientemente del valor
de ', que lKım�!0

R
��
F.z/ d z D 0. Para las integrales a lo largo de �˙ fijémonos en que

Z
��
F.z/ d z D

Z �

R

ei.2��'/.p�1/ xp�1

1C ei.2��'/n xn
d.ei.2��'/ x/ D � ei.2��'/p

Z R

�

xp�1

1C ei.2��'/n xn
d x;

Z
�C
F.z/ d z D

Z R

�

ei'.p�1/ xp�1

1C ei'n xn
d.ei' x/ D ei'p

Z R

�

xp�1

1C ei'n xn
d x:

Luego, cuando ' ! 0, obtenemos
R C1
0

xp�1
1Cxn d x D 2� i

1�ei2�p
Pn�1
kD0Res .F; zk/. Por otro lado,

para los residuos tenemos Res .F; zk/ D z
p�1
k

nzn�1
k

D �z
p

k

n
D � ei

2kC1
n �p

n
D � ei

�.p�2/
n

n

�
ei
2�.p�2/

n

�k
.

Así que

Z C1
0

xp�1

1C xn d x D �
2� i

1 � ei2�p
ei
�p
n

n

n�1X
kD0

�
ei
2�p
n

�k
D � 2� i

1 � ei2�p
ei
�p
n

n

1 � ei2�p

1 � ei
2�p
n

D ��
n

2 i

e� i �p
n � ei

�p
n

;

y, por lo tanto, llegamos a

Z C1
0

xp�1

1C xn d x D
�

n

1

sen �p

n

:

Que está de acuerdo con (17), cuando a D 1 y p ! m < n.

C

�C

�
R

�
�

�
�

� '
2�
5R

x

y

Alternativa a arco de ojo de cerradura
para n D 5, polología y rama

Dada la simetría del integrando, f .!z/ D
f .z/ si !n D 1, se podría plantear un arco
alternativo  D �C C �� C �C C �R que se
dibuja en la figura adjunta. Éste recorre una
vez y se compone de cuatro arcos, los dos
arcos �˙ son segmentos rectilíneos, que for-
man un ángulo ' y 2�

n
con el semieje positi-

vo, y los arcos �R y ��, que recorren circun-
ferencias de radio R y �, respectivamente, y
que subtienden ángulos de 2�

n
�'. La función

F.z/ WD zp�1
1Czn es holomorfa en el Int  salvo

por un polo simple situado en z0 D ei
�
5 . por

tanto, según el teorema de los residuos sabe-
mos que

R

F.z/ d z D 2� i Res .F; z0/. En es-

te caso se repite que lKımR!1
R
�R
F.z/ d z D

0 y lKım�!0
R
��
F.z/ d z D 0, independiente-

mente de '. Por otro lado,
R
�� F.z/ d z DR �

R
ei
2�
n .p�1/ xp�1
1Cxn d.ei

2�
n x/ D � ei

2�
n
p
R R
�

xp�1
1Cxn d x y

R
�C F.z/ d z D

R R
�

ei'.p�1/ xp�1
1Cxn d.ei' x/ D
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ei'p
R R
�

xp�1
1Cei'n xn d x . Por tanto,

Z C1
0

xp�1

1C xn d x D �
2� i

1 � ei
2�p
n

ei
�p
n

n
D �

n

1

sen �p

n

;

que recupera, de una forma alternativa, el resultado ya obtenido.

Sean f .z/ una función holomorfa en C salvo por un número finito de singularidades
aisladas fzj g que no yacen en el semieje real positivo Arg zj ¤ 0 y p 2 RC n Z.
Supongamos que existen constantes M1; R1 > 0 y q1 > p tal que jf .z/j � M1

jzjq1
para

jzj > R1 y M2; R2 > 0 y 0 < q2 < p tal que jf .z/j � M2

jzjq2
para z ¤ 0 y jzj � R2.

Entonces, Z C1
0

xp�1f .x/ d x D �� e� i�p

sen�p

X
zj

Res.zp�1f .z/; zj /

Transformadas de Mellin I

Sean P.z/;Q.z/ 2 CŒz� dos polinomios tales que 0 < p < degQ� degP y, si 0 es un
polo de P.z/

Q.z/
, el orden del polo es menor que p. Entonces
Z C1
0

xp�1
P.x/

Q.x/
d x D �� e� i�p

sen�p

X
zj

Res
�
zp�1

P.z/

Q.z/
; zj

�

Transformadas de Mellin II

§v.3. Ejercicios

i) Aplicar el teorema de los residuos para calcular las siguientes integrales:
a)
R


1Cz
1�cos z d z donde el arco  recorre una vez en sentido antihorario la circunferen-

cia de radio 7 centrada en el origen.
b)
R

cosh z cot z d z donde  es un arco que recorre una vez en sentido antihorario la

circunferencia centrada en el origen de radio
�
nC 1

2

�
� , con n 2 ZC.

c)
R

zn ez

�1
d z, con n 2 N y  el arco que recorre en sentido antihorario la circunfe-

rencia centrada en el origen de radio 1.
Solución:
a) El integrando f .z/ D 1Cz

1�cos z tiene polos simples en los ceros del denominador,
esto es en f2k�gk2Z, de estos infinitos ceros solo tres tiene modulo menor que 7,
esto es f�2�; 0; 2�g. Por lo tanto, de acuerdo con el teorema de los residuosZ



1C z
1 � cos z

d z D 2� i
�
Res.f;�2�/C Res.f; 0/C Res.f; 2�/

�
:
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Los ceros del denominador 1� cos z son dobles, ya que la derivada sen z también
se anula en los múltiplos enteros de 2� . De acuerdo con la caja Residuos en un

polo doble I, tenemos Res .f; z0/ D 2
F 01.z0/
F 002 .z0/

� 2
3

F1.z0/F
000
2 .z0/�

F 002 .z0/
�2 , donde F1 D 1C z

y F2 D 1 � cos z, y z0 es uno de los polos. Así que, como F 01 D 1, F 02 D sen z,
F 002 D cos z y F 0002 D � sen z, tenemos que el segundo sumando en la fórmula del
residuo se anula, ya que el seno se anula en esos puntos, y queda

Res .f;�2�/ D Res .f; 0/ D Res .f; 2�/ D 2:
Así pues, Z



1C z
1 � cos z

d z D 12� i :

b) El integrando f .z/ D cosh z cot z D cosh z cos z
sen z

tiene polos simples en los ceros de
sen z, esto es en fk�gk2Z. La circunferencia de radio de radio

�
nC 1

2

�
� contiene

en su interior a los polos simples fk�gn
kD�n, por tanto

Z


cosh z cot z d z D 2� i

nX
kD�n

Res .f; k�/ :

Como f D F1
F2

, donde F1 D cosh z cos z no tiene ceros en los polos y F2 D sen z
tiene ceros simples en los polos sabemos que

Res .f; k�/ D F1.k�/

F 02.k�/
D cosh k�

y así

Z


cosh z cot z d z D 2� i

nX
kD�n

cosh k� D 2� i
senh

�
nC 1

2

�
�

senh �
2

:

c) El integrando f D zn e 1z tiene una singularidad esencial en el origen. Efectivamen-
te, su serie de Laurent es

f .z/ D
1X
kD0

1

kŠ
zn�k; z 2 C.0; 0;1/:

El residuo en el origen es el coeficiente en z�1, i.e.,

Res .f; 0/ D 1

.nC 1/Š
y por ello Z



zn ez
�1

d z D 2� i

.nC 1/Š :

ii) Si  es el arco que recorre la circunferencia unidad en sentido antihorario una vez
calcular
a)
R


z2

2z4C1 d z
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b)
R


ez

z2.z2�9/ d z
c)
R

sen 1

z
d z

d)
R

sen2 1

z
d z

e)
R

zn e

2
z d z con n 2 f0; 1; 2; : : : g

Solución:
a) El integrando f .z/ D z2

2z4C1 es de la forma f D F1
F2

con F1 D z2 y F2 D 2z4C1. Los

ceros del denominador F2 son las soluciones de z4 D �1
2
, esto es

n
˙ ei

�
4

4
p
2
;˙ ei

3�
4

4
p
2

o
,

todos son simples y se encuentran en el interior del circuito de integración. De
acuerdo con el teorema de los residuos encontramos que

Z


z2

2z4 C 1 d z D 2� i
X

zi es un polos simple

Res .f; zi/ :

Los residuos son

Res .f; zi/ D z2i
8z3i
D 1

8zi
:

Así pues
Z


z2

2z4 C 1 d z D i
4
p
2�

4

�
e� i �

4 C e� i 3�
4 � e� i �

4 � e� i 3�
4

�
D 0:

b) El integrando f D ez

z2.z2�9/ tiene singularidades en los ceros del denominador
z2.z2 � 9/, esto es en f0;˙3g siendo la primera un polo doble y las segundas
polos simples. De estos tres polos solo el origen esta en el interior del camino de
integración. Por ello

Z


ez

z2.z2 � 9/ d z D 2� i Res .f; 0/ D 2� i lKım
z!0

d

d z

ez

z2 � 9 D 2� i lKım
z!0

z2 � 2z � 9
.z2 � 9/2 ez

D �2�
9

i

c) El integrando f .z/ D sen 1
z

tiene una singularidad esencial en el origen con serie
de Laurent

f .z/ D
1X
kD0

.�1/k
.2k C 1/Š

1

z2kC1

convergente en la corona C.0; 0;1/. Así que

Res .f; 0/ D 1
y Z



sen
1

z
d z D 2� i :
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d) En este caso f .z/ D sen2 1
z

tiene como serie de Laurent

f .z/ D
�1
z
� 1

3Šz3
C � � �

�2
D 1

z2
� 2

3Šz4
C � � �

convergente en la corona C.0; 0;1/. Por ello,

Res .f; 0/ D 0
y Z



sen2
1

z
d z D 0:

e) El integrando f D zn e
2
z vuelve a tener una singularidad esencial en el origen.

Efectivamente, su serie de Laurent

f .z/ D
1X
kD0

2k

kŠ
zn�k

converge en C.0; 0;1/ y, por lo tanto,

Res .f; 0/ D 2nC1

.nC 1/Š
que conduce a

Z


zn e
2
z d z D 2nC2�

.nC 1/Š i :

iii) Estudiar la naturaleza de las singularidades, incluyendo el infinito, y calcular los resi-
duos en los puntos singulares finitos de: a) ez

1Cz2 , b) cos.z2Cz�2/, c) z2n

.1Cz/n , d) 1
sen z�sena ,

e) .z � 3/ sen. 1
zC2/, f) z2 e�z4 , g) 1

z3�z5 , h) z e
z
1�z � 1

.z�1/2 sen
1
z
.

Solución:
a) La función f D ez

1Cz2 es holomorfa fuera de los ceros del denominador, i.e., es una
función meromorfa con polos simples en f˙ ig. Para calcular los residuos tenemos
en cuenta que el numerador no tiene ceros en los polos y que los polos son ceros
simples del denominador. Por ello

Res .f;˙ i/ D ez

2z

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
zD˙ i

D � i
e˙ i

2
:

b) El origen es una singularidad esencial de f D cos.z2 C z�2/ ya que el desarrollo
de Laurent en la corona C.0; 0;1/ contiene infinitas potencias negativas. Este
desarrollo se obtiene a partir del desarrollo de Taylor del coseno. El residuo será
cero, ya que en la serie de Taylor del coseno solo aparecen potencias pares y en
el argumento del coseno, z2C z�2, también solo hay potencias pares, así que solo
habrá potencias pares, positivas y negativas, pero ninguna potencia impar.
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c) La función f D z2n

.1Cz/n es meromorfa en C con un polo de orden n situado en �1.
Para calcular el residuo usamos el binomio de Newton

z2n D .z C 1 � 1/2n D
nX

mD0
.�1/m

 
2n

m

!
.z C 1/m

luego

Res .f;�1/ D .�1/n�1
 
2n

n � 1

!
D �.�1/n 2nŠ

.nC 1/Š.n � 1/Š :

d) La función f D 1
sen z�sena tiene singularidades en los ceros del denominador

sen z D sen a que ocurre cuando zn D a C 2n� , con n 2 Z, como cada uno
de estos ceros es simple concluimos que f es una función meromorfa con infini-
tos polos simples situados en fzngn2Z. Como f es una fracción con numerador
constante, sin ceros, y denominador con ceros simples concluimos que

Res .f; zn/ D 1

cos zn
D sec a:

e) la función f D .z�3/ sen. 1
zC2/ es singular en z D �2 que, atendiendo al desarrollo

de Laurent obtenido en C.�2; 0;1/ a partir del desarrollo de Taylor del seno, es
esencial,

f .z/ D .z C 2 � 5/ sen � 1

z C 2
� D ..z C 2/ � 5/

1X
nD0

1

.2nC 1/Š
1

.z C 2/2nC1

y así concluimos que Res .f;�2/ D �5.
f ) La función z2 e�z4 es una función entera, no tiene pues singularidades.
g) La función f D 1

z3�z5 D � 1
z3.z2�1/ es una función meromorfa con un polo triple

en 0 y dos polos simples en ˙1. En la corona C.0; 0; 1/ tenemos

f D 1

z3
.1C z2 C z4 C � � � / D 1

z3
C 1

z
C z C � � �

así que Res .f; 0/ D 1. Por otro lado, para los polos simples ˙1 tenemos

Res .f;˙1/ D � 1

z3.z ˙ 1/
ˇ̌
ˇ
zD˙1

D �1
2
:

h) La función f D z e z
1�z � 1

.z�1/2 sen
1
z

tiene dos singularidades en f0; 1g, ambas esen-

ciales. Para analizar el residuo en 0 observemos, en primer lugar z e
z
1�z es holomor-

fa en ese punto, por tanto admite un desarrollo en serie de potencias que converge
en el disco D.0; 1/. Así la parte principal en el origen de f es la parte parte prin-
cipal de f2 D � 1

.z�1/2 sen
1
z

en es punto. Usando el desarrollo de Taylor del seno
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obtenemos el siguiente producto

f2 D �.1C z C z2 C � � � /2
�1
z
� 1

3Šz3
C 1

5Šz5
C � � �

�

D �.1C 2z C 3z2 C 4z3 C � � � /
�1
z
� 1

3Šz3
C 1

5Šz5
C � � �

�

así que

Res .f2; 0/ D �1C 3

3Š
� 5

5Š
C � � �

D �1C 1

2Š
� 1

4Š
C 1

6Š
C � � � D � cos 1

y por ello

Res .f; 0/ D Res .f2; 0/ D � cos 1:

En z D 1 los dos sumandos de f tiene una singularidad. Para primer sumando
f1 D z e z

1�z tenemos una singularidad esencial

f1 D .z � 1C 1/ e�1� 1
z�1 D 1

e
.z � 1C 1/ e� 1

z�1

D 1

e
.z � 1C 1/

�
1 � 1

z � 1 C
1

2Š.z � 1/2 �
1

3Š.z � 1/3 C � � �
�

y por ello

Res .f1; 1/ D 1

e

� 1
2Š
� 1� D � 1

2 e
:(20)

Para el segundo sumando f2 tenemos un polo doble en �1. El residuo es

Res .f2;�1/ D lKım
z!�1

d

d z

�
.z � 1/2f2.z/

� D �
 

d

d z
sen

1

z

!ˇ̌
ˇ̌
ˇ
zD�1

D
� 1
z2

cos
1

z

�ˇ̌
ˇ
zD�1

D cos 1;

En definitiva, sumando ambas contribuciones obtenemos

Res .f;�1/ D cos 1 � 1

2 e
:

El resultado Res .f2;�1/ D cos 1 D �Res .f2; 0/ tiene la siguiente explicación.
El residuo en el infinito se calcula Res .f2;1/ D Res

�
F2z

�2; 0
�

donde F2.z/ D
f2.

1
z
/ D � 1

. 1
z
�1/2 sen z D � z2

.z�1/2 sen z. Por lo tanto, Res .f2;1/ D 0. Pero la

suma de todos los residuos y el residuo en el infinito debe anularse y de ahí que
Res .f2;�1/ C Res .f2; 0/ D 0 lo que permite encontrar Res .f2; 0/, de un modo
mas rápido, a partir de Res .f2;�1/.

iv) Determinar el valor de la integral
Z 1
0

x2 � 1
2x4 C 3x2 C 1 d x.

Solución: Al ser el integrando f .z/ D z2�1
2z4C3z2C1 una función par el valor de nuestra

integral será
R1
0

x2�1
2x4C3x2C1 d x D I

2
con I D R1

�1
x2�1

2x4C3x2C1 d x. Por otro lado, el
integrando es una función racional con el denominador dos grados superior que el



§v.3] Ejercicios (237

numerador, por lo que decrece la función suficientemente rápido en el infinito y se
asegura la aplicabilidad del método de los residuos. Por lo tanto,

I D 2� i
X

zi polo con Re zi > 0

Res.f; zi/:

Como 2z4 C 3z2 C 1 D 2.z2 C 1/.z2 C 1
2
/, vemos que f .z/ tiene cuatro polos simples

en ˙ i, ˙ ip
2
. Luego,

I D 2� i
�
Res

�
z2 � 1

2z4 C 3z2 C 1; i
�
C Res

�
z2 � 1

2z4 C 3z2 C 1;
ip
2

��
:

Los residuos se pueden calcular de diferentes maneras. Por ejemplo, recordamos que
si tenemos un cociente F=G, con F no nulo en z D z0 y G con un cero simple en
ese punto, se tendrá Res.F=G; z0/ D F.z0/=G

0.z0/. Ello conduce en nuestro caso a

Res
�

z2�1
2z4C3z2C1 ; z0

�
D z20�1

8z30C6z0
, esto es

Res

�
z2 � 1

2z4 C 3z2 C 1; i
�
D i2�1
8 i3C6 i D � i; Res

�
z2 � 1

2z4 C 3z2 C 1;
ip
2
/

�
D

�
ip
2

�2 � 1
8
�

ip
2

�3 C 6 ip
2

D 3 i

2
p
2
:

En definitiva,

I D 2� i
�
� iC 3 i

2
p
2

�

y, por ello, obtenemos el siguiente valor para la integral
Z 1
0

x2 � 1
2x4 C 3x2 C 1 d x D �

�
1 � 3

2
p
2

�
:

v) Calcular la integral:
Z 1
�1

cos kx

x4 C 8x2 C 16dx, k > 0.

Solución: La función no tiene singularidades sobre el eje real y tiene dos polos dobles
en el eje imaginario

x4 C 8x2 C 16 D 0; �
x2 C 4�2 D 0; x D ˙2i; dobles

y la integral Z 1
�1

sen kx

x4 C 8x2 C 16dx

al ser el integrando es impar es cero. Así que
Z 1
�1

cos kx

x4 C 8x2 C 16dx D
Z 1
�1

eikx

x4 C 8x2 C 16dx:

Como la integral se puede calcular usando el método de residuos, cerrando por una
circunferencia en el semiplano superior (pues k > 0 ).
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Haciendo tender R a infinito se tiene:Z 1
�1

eikx

x4 C 8x2 C 16dx D lKım
R!1

Z
�R

eikz

z4 C 8z2 C 16dz D 2� i
X
k

Res

�
eikz

z4 C 8z2 C 16; zk
�

donde zk son los polos del integrando en el semiplano superior, esto es 2 i (un polo
doble). El residuo es

Res

�
eikz

z4 C 8z2 C 16; 2i
�
D lKım

z!2i
d

dz

�
.z � 2i/2 eikz

z4 C 8z2 C 16
�
D lKım

z!2i
d

dz

�
eikz

.z C 2i/2
�

D lKım
z!2i e

ikz

�
ik.z C 2i/ � 2
.z C 2i/3

�
D � i

32
.2k C 1/e�2k

y la integral es:Z 1
�1

cos kx

x4 C 8x2 C 16dx D 2� i
�
� i

32
.2k C 1/e�2k

�
D �

16
.2k C 1/e�2k

vi) Calcular la integral

I D
Z 1
�1

sen kx

x2 � 2x C 1C a2 d x;

donde k; a > 0
Solución: La integral es I D ImJ donde

J D
Z 1
�1

eikx

x2 � 2x C 1C a2 d x;
que es una transformada de Fourier. Vemos que

lKım
z!1

1

jz2 � 2z C 1C a2j D 0

y por ello se puede aplicar el Teorema de los Residuos. Como k > 0, solo contribuyen
las singularidades que yacen en el semiplano superior. Los ceros del polinomio z2 �
2z C 1C a2 se obtienen de z � 1 D ˙ i a, esto es z D 1˙ i a. Luego,

I D Im

�
2� i Res

�
eikz

z2 � 2z C 1C a2 ; 1C i a

��

y así

I D 2� ReRes

�
eikz

z2 � 2z C 1C a2 ; 1C i a

�
:

Solo queda computar el residuo. Recordemos que Res
�
F.z/

G.z/
; z0

�
donde F y G son

holomorfas en z0 con G.z0/ D 0 y F.z0/; G 0.z0/ ¤ 0 se calcula como Res
�
F.z/

G.z/
; z0

�
D

F.z0/

G0.z0/ . En definitiva,

Res

�
eikz

z2 � 2z C 1C a2 ; 1C i a

�
D eik.1Cia/

2.z � 1/j1Cia D
e�ka

2a
.sen k � i cos k/;
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y, finalmente, podemos escribir

I D �

a
e�ka sen k:

vii) Calcular la integral Z 2�

0

d �

.2C cos �/2
:

Solución: Para el calculo de la integral

I D
Z 2�

0

d �

.2C cos �/2
;

escribimos z D ei � lo que permite escribir

I D
Z
jzjD1

1�
2C z C z�1

2

�2
d z

i z
:

Simplificando, llegamos a

I D �4 i
Z
jzjD1

z

.z2 C 4z C 1/2 d z:

El integrando tiene dos polos dobles en los puntos

z D �4˙
p
16 � 4
2

D �2˙
p
3:

El polo doble �2 �p3 está en el exterior del arco de integración y el polo �2Cp3
en el interior. Por lo tanto, el teorema de los residuos de Cauchy nos informa de que

I D 8� Res
� z

.z2 C 4z C 1/2 ;�2C
p
3
�
:

Recordamos ahora las fórmula para el cálculo de polos múltiples y escribimos

I D 8� lKım
z!�2Cp3

d

d z

��
z C 2 �

p
3
�2 z

.z2 C 4z C 1/2
�
D 8� lKım

z!�2Cp3
d

d z

� z

.z C 2Cp3/2
�

D 8� lKım
z!�2Cp3

.z C 2Cp3/2 � 2z.z C 2Cp3/
.z C 2Cp3/4 D 8� lKım

z!�2Cp3
�z C 2Cp3
.z C 2Cp3/3 D 8�

4

8 � 3 �p3:

En definitiva,

I D 4�

3
p
3
:

viii) Hallar el valor de la siguientes integrales
a)
R 2�
0

e2 cos � d �

b)
R 2�
0

cosn � d � , n 2 Z

c)
R 2�
0

ecos � cos.n� � sen �/ d � , n 2 Z
Solución:
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a) Tenemos Z 2�

0

e2 cos � d � D
Z
jzjD1

ezC
1
z
d z

i z

El integrando f .z/ D ez ez
�1
z

tiene una singularidad esencial en el origen, su desa-
rrollo de Laurent se calcula del producto de Cauchy

f .z/ D
� 1X
kD0

zk

kŠ

�� 1X
lD0

1

lŠzlC1
�
;

que converge en la corona C.0; 0;1/ y da el residuo, coeficiente en z�1,

Res .f; 0/ D 2C 1

.2Š/2
C 1

.3Š/2
C � � � D I0.2/ D 2;27958530233607;

donde I0.z/ es la función de Bessel modificada de primera especie, que está tabu-
lada y bien estudiada. Así queZ 2�

0

e2 cos � d � D
Z
jzjD1

ezC
1
z
d z

i z
D 2� Res .f; 0/ D 2�I0.2/:

b) Si n es un entero negativo, como el coseno se anula en el intervalo de integración,
la integral sólo existiría en sentido impropio. Para n 2 f0; 1; : : : g tenemosZ 2�

0

cosn � d � D
Z
jzjD1

�z C z�1
2

�nd z
i z
D 2�n

Z
jzjD1

.1C z2/n d z

i znC1

D 2�n
nX
kD0

Z
jzjD1

 
n

k

!
z2k

d z

i znC1
:

Así que si n es impar el residuo del integrando f D
�
zCz�1
2

�n
1
i z

en el origen es

nulo, y si n D 2m es par, el residuo será Res .f; 0/ D � i 22m
�
2m

m

�
y la integral

Z 2�

0

cosn � d � D
�
0; n es impar,�
2m

m

�
�

22m�1 ; n D 2m es par.

c) En este caso tenemosZ 2�

0

ecos � cos.n� � sen �/ d � D
Z 2�

0

ecos � Re.ei.� sen �Cn�// d � D Re

Z 2�

0

ecos ��i sen � ein� d �

D Re

Z
jzjD1

ez
�1
zn

d z

i z
D Im

Z
jzjD1

e
1
z zn�1 d z:

Como el integrando f D e
1
z zn�1 tiene como única singularidad una singularidad

esencial en el origen con residuo Res .f; 0/ D 1
nŠ

, obtenemos
Z 2�

0

ecos �.cos.� � sen �// d � D 2�

nŠ
:

ix) Calcular las integrales
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a)
R C1
�1

x
.x2C4xC13/2 d x

b)
R C1
0

xm

.1Cxn/2 d x con m; n 2 N y m < 2n � 1
c)
R C1
�1

dx
.x2Ca2/.x2Cb2/ , a; b > 0

Solución:

C

R

�R R



�R

�2C 3 i

�2 � 3 i

x

y

Polología y arco de integración

a) Por un lado, dado los grados de los poli-
nomios en el numerador y el denomina-
dor la integral impropia existe y además
tenemos asegurada la aplicación del teo-
rema de los residuos. Por otro lado, el in-
tegrando f D z

.z2C4zC13/2 es una función
meromorfa con singularidades aisladas,
que como veremos son polos dobles, si-
tuadas en los ceros del denominador. Es-
tos ceros son las soluciones de la ecuación
cuadrática z2C4zC13 D 0, que resultan
ser z˙ D �2 ˙ 3 i. Como vemos en z˙
el numerador no se anula así que son po-
los dobles. Tal como se ve en el diagrama
solo uno de ellos esta en semiplano supe-
rior. Por ello, tendremosZ C1

�1
x

.x2 C 4x C 13/2 d x D 2� i Res .f; zC/ :

Como la singularidad aislada zC es un polo doble para calcular el residuo podemos
proceder usando que

Res .f; zC/ D lKım
z!zC

d

d z

�
.z � zC/2f .z/

� D
� d

d z

z

.z C z�/2
�ˇ̌
ˇ
zDzC

D �z C 2C 3 i
.z C 2C 3 i/3

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
zD�2C3 i

D i

54
:

Así que Z C1
�1

x

.x2 C 4x C 13/2 d x D �
�

27
:

b) El integrando f D zm

.1Czn/2 tiene polos dobles en el conjunto
˚
ei.

�
n
.2kC1// 	n�1

kD0.
Escogemos un camino de integración representado en la figura, esto es la frontera
de un sector circular de apertura 2�

n
que contiene solamente un polo doble situado

en ei
�
n .
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C

2�
n R

R



�RO�

�

ei
�
n

x

y

Polología y arco de integración

Así queZ


f .z/ d z D
Z
�

f .z/ d z C
Z
�R

f .z/ d z C
Z
O�
f .z/ d z;

peroZ
�

f .z/ d z D
Z R

0

xm

.1C xn/2 d x;Z
O�
f .z/ d z D �

Z R

0

xm ei
2�.mC1/

n

.1C xn/2 d x D � ei
2�m
n

Z R

0

xm

.1C xn/2 d x
y, consecuentemente, podemos concluir queZ



f .z/ d z D
�
1 � ei

2�.mC1/
n

� Z R

0

xm

.1C xn/2 d x C
Z
�R

f .z/ d z:

Ahora bienˇ̌
ˇ
Z
�R

f .z/ d z
ˇ̌
ˇ �

Z
�R

jzjm
j1C znj d jzj �

�RmC1

.Rn � 1/2 ;

donde hemos usado que jzj D R y j1 C znj � j1 � j � zjnj D Rn � 1 cuando
R > 1. Dado que m < 2n � 1 deducimos que

R
�R
f .z/ d z �!

R!1
0. Por ello, dado

que
R

f .z/ d z D 2� i Res

�
f; ei

�
n

�
concluimos, si mC 1 ¤ n, queZ 1

0

xm

.1C xn/2 d x D
2� i�

1 � ei
2�.mC1/

n

� Res
�
f; ei

�
n

�
:

Obsérvese que 1 � ei
2�.mC1/

n D 0 implica m C 1 D n; 2n; 3n; : : : , pero dado que
mC 1 < 2n sólo tenemos que excluir el primer caso mC 1 D n. Pero, si n D mC 1
la integral es inmediata y no hacen falta residuos ya que

xn�1

.1C xn/2 D �
1

n

d

d x

1

1C xn
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y
Z 1
0

xn�1

.1C xn/2 d x D
1

n
:

Debemos subrayar que en este caso, por consistencia se tendrá

Res
� zn�1

.1C zn/2 ; e
i �
n

�
D 0

Escribiendo f D F1
F2

con F1 D zm y F2 D .1 C zn/2 podemos aplicar la técnica
para polos dobles de funciones cociente con numerador sin cero y denominador

con cero doble. En este caso, como vimos Res .f; z0/ D 2 F
0
1.z0/

F 002 .z0/
� 2
3

F1.z0/F
000
2 .z0/�

F 002 .z0/
�2 .

Un cálculo con SAGE conduce a

2
F 01.z/
F 002 .z/

� 2
3

F1.z/F
000
2 .z/�

F 002 .z/
�2

D .6.mC 1/n � 4n2 � 3m � 2/zn C .3.mC 1/n � n2 � 3m � 2/
3..4n3 � 4n2 C n/z3n C 2.2n3 � 3n2 C n/z2n C .n3 � 2n2 C n/zn/z

mC1

y recordando que en el polo doble zn D �1 obtenemos para el residuo

Res
� zm

.1C zn/2
�
D � ei�

mC1
n
n �m � 1

n2
;

que, tal y como adelantamos, se anula para n D mC 1.
En definitiva, podemos concluir que

Z 1
0

xm

.1C xn/2 d x D �
2� i�

1 � ei
2�.mC1/

n

� ei�
mC1
n
n �m � 1

n2

D
�
n

sen� mC1
n

�
1 � mC 1

n

�
;

a comparar con el resultado previo
R1
0

xm

1Cxn d x D
�
n

sen�mC1
n

. Hay que indicar que

el caso m C 1 D n se puede recuperar en el límite, asumiendo que mC1
n

es una
variable continua que tiende a 1 y calculando el límite, por ejemplo con la regla de
l’Hôpital.

c) El integrando f D 1
.z2Ca2/.z2Cb2/ tiene cuatro polos simples f˙ i a;˙ i bg. Este

integrando decae suficientemente rápido en el infinito así que podemos integrar
usando residuos en el semiplano superior y obtener

Z C1
�1

d x

.x2 C a2/.x2 C b2/ D 2� i.Res .f; i a/C Res .f; i b//:
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El residuo en i a se calcula como el límite

Res .f; i a/ D lKım
z!ia

.z � i a/f .z/ D lKım
z!ia

1

.z C i a/.z2 C b2/ D
1

2 i a.�b2 C a2/
y el residuo en i b se obtiene intercambiando a con b, esto es

Res .f; i a/ D 1

2 i b.�a2 C b2/ :

Así pues la integral pedida es
Z C1
�1

d x

.x2 C a2/.x2 C b2/ D 2� i
� 1

2 i a.�b2 C a2/ C
1

2 i b.�a2 C b2/
�
D �

a2 � b2
�1
b
� 1
a

�

D �

ab.aC b/:

x) Evaluar
a)
R C1
�1

x cosx
x2�2xC10 d x y

R C1
�1

x senx
x2�2xC10 d x

b)
R C1
0

cosax
x2Cb2 d x, a; b > 0

c)
R C1
�1

x senax
x2Cb2 d x, a; b > 0

Solución:
a) Ambas integrales son la parte real e imaginaria, respectivamente, de la transfor-

mada de Fourier Z C1
�1

x

x2 � 2x C 10 e
ix d x:

Como, por un lado, el transformando f D z
z2�2zC10 decae en el infinito, f .z/ �!

jzj!1
0 y por otro lado tiene solo dos singularidades aisladas en los ceros del polinomio
z2 � 2z C 10, esto es en 1˙ 3 i, que resultan ser polos simples, podemos calcular
la integral cerrando un circuito en el semiplano superior y asegurar que el valor lo
determina el residuo en el polo simple 1C 3 i por la fórmula

Z C1
�1

x

x2 � 2x C 10 e
ix d x D 2� i Res .f; 1C 3 i/ :

Pero,

Res .f; 1C 3 i/ D z ez jzD1C3 i
.z2 � 2z C 10/0jzD1C3 i D

.1C 3 i/ ei.1C3 i/
6 i

D � i

6
.1C 3 i/ e�3Ci :

y por ende
Z C1
�1

x

x2 � 2x C 10 e
ix d x D �

3
.1C 3 i/ e�3Ci :
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Esto es Z C1
�1

x

x2 � 2x C 10 cos x d x D
�

3 e3
.cos 1 � 3 sen 1/;

Z C1
�1

x

x2 � 2x C 10 sen x d x D
�

3 e3
.3 cos 1C sen 1/;

b) Por un lado, el integrando cosaz
z2Cb2 es una función par, así que

Z 1
0

cos ax

x2 C b2 d x D
1

2
Re

Z 1
�1

eiax

x2 C b2 d x:

Por otro lado, f D 1
z2Cb2 tiene dos polos simples situados en ˙ i b. Como a > 0

podemos calcular la transformada de Fourier integrando en el semiplano superior,
y por el teorema de los residuos bastará con usar el polo simple i b. Esto esZ 1

0

cos ax

x2 C b2 d x D
1

2
Re
�
2� i Res

�
f eiaz; i b

� �

D �� ImRes
�
f eiaz; i b

�
:

Pero,

Res
�
f eiaz; i b

� D ei z

2z

ˇ̌
ˇ
zDib
D � i

e�ab

2b

y, así, Z 1
0

cos ax

x2 C b2 d x D �
e�ab

2b
:

c) La integral, que es una transformada seno de Fourier, se puede calcular como la
parte imaginaria de la transformada de Fourier. Como el integrando f D z

z2Cb2 se
anula en el infinito y, dado que a > 0, para la aplicación del teorema de los residuos
solo usaremos el polo simple i b (uno de dos polos simples ˙ i b del integrando)
que yace en el semiplano superior. Así,Z C1
�1

x sen ax

x2 C b2 d x D Im
�
2� i Res

�
f eiaz; i b

� � D 2� Re
�
Res

�
f eiaz; i b

� �

y como

Res
�
f eiaz; i b

� D z eiaz

2z

ˇ̌
ˇ
zDib
D 1

2
e�ab

concluimos que Z C1
�1

x sen ax

x2 C b2 d x D � e�ab :

xi) Calcular los valores principales de Cauchy de
a)
R C1
�1

senx
x

d x

b)
R C1
�1

sen3 x
x3

d x

c) VP
R C1
�1

x cosx
x2�5xC6 d x
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d) VP
R C1
�1

senx
.x2C4/.x�1/ d x

e) VP
R C1
�1

cos tx
x2�1 d x

Solución:
a) La función sen z

z
tiene una singularidad evitable en el origen, efectivamente lKımz!0 sen z

z

y su serie de potencias, que converge en C es sen z
z
D 1 � z2

3Š
C z4

5Š
C � � � . Por ello,

la integral pedida
R C1
�1

senx
x

d x no se toma en valor principal, no es necesario, ya
que debe existir como integral normal. Por otro lado, la integral

VP

Z C1
�1

eix

x
d x

se debe tomar en valor principal de Cauchy, ya que el integrando tiene un polo
simple en el origen. Así tendremos

VP

Z C1
�1

eix

x
d x D VP

Z C1
�1

cos x

x
d x C i

Z C1
�1

sen x

x
d x

o bien Z C1
�1

sen x

x
d x D ImVP

Z C1
�1

eix

x
d x:

Para la integral en valor principal, al tener un polo simple en el origen, podemos
aplicar el teorema de Cauchy con endentaduras

VP

Z C1
�1

eix

x
d x D i� Res

�ei z
z
; 0
�
;

y como Res
�
eiz

z
; 0
� D 1, deducimos que

VP

Z C1
�1

eix

x
d x D i�;

de donde se obtiene queZ C1
�1

sen x

x
d x D �:

Obsérvese que de esta discusión basada en residuos se concluye que

VP

Z C1
�1

cos x

x
d x D 0;

lo que, por otro lado, es evidente al ser el integrando una función impar y la integral
tomada en valor principal.

b) Del problema anterior sabemos que el integrando sen3 z
z3

es una función holomorfa
con una singularidad evitable en el origen. Por tanto, la integral no es necesario
tomarla en valor principal. Para poder utilizar la técnica de los residuos recordamos
que

4 sen3 z D 3 sen z � sen 3z
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lo que permite escribir
Z C1
�1

sen3 x

x3
d x D 1

4
Im
�
VP

Z C1
�1

3 eix � e3 ix

x3
d x
�
:

El integrando tiene el siguiente desarrollo en serie de Laurent alrededor de 0

3 ei z � e3 i z

z3
D 1

z3

�
3C 3 i z C 3.i z/

2

2Š
C 3.i z/

3

3Š
C � � � � 1 � 3 i z � .3 i z/

2

2Š
� .3 i z/

3

3Š
C � � �

�

D 2

z3
C 3

z
C 3 i

1X
nD0

in
.3nC2 � 1/
.nC 3/Š z

n

que converge en la corona C.0; 0;1/. Vemos que el polo en el circuito de integra-
ción no es simple, sino triple. Por lo tanto, no se puede aplicar la técnica de las
endentaduras, validas para polos simples. Aunque existe una extensión aplicable
a este caso que discutiremos en el siguiente problema, ya que la parte principal no
tiene potencias pares.
Nosotros en este caso vamos a variar el argumento como sigue. Observamos que
a la integral

VP

Z C1
�1

3 eix � e3 ix �2
x3

d x

si se le puede aplicar el lema de las endentaduras ya que el integrando

f .z/ D 3 ei z � e3 i z �2
z3

D 3

z
C 3 i

1X
nD0

in
.3nC2 � 1/
.nC 3/Š z

n

tiene un polo simple en el origen, con Res .f; 0/ D 3. Por lo tanto,

VP

Z C1
�1

3 eix � e3 ix �2
x3

d x D 3� i

y como

VP

Z C1
�1

d x

x3
D 0

concluimos que

VP

Z C1
�1

3 eix � e3 ix

x3
d x D 3� i

Luego
Z C1
�1

sen3 x

x3
d x D 3�

4
:

c) La integral se puede escribir comoZ 1
�1

x cos x

x2 � 5x C 6 d x D Re

Z 1
�1

x eix

x2 � 5x C 6 d x:
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El integrando f D z eiz

z2�5zC6 es una función meromorfa con polos simples en los
ceros del denominador, i. e., z2 � 5zC 6 D 0, luego los polos ocurren en f2; 3g. Al
estar las singularidades situadas en el camino de integración y ser polos simples
podemos aplicar la técnica de las endentaduras teniendo en cuenta el decaimiento
f ! 0 cuando z ! 1. Tal como hemos escrito cos z D Re ei z, tenemos que
integrar en el semiplano superior, pero si hubiéramos puesto cos z D Re e� i z la
integral se realizaría en el semiplano inferior. Procedemos aplicando el teorema
de los residuos con endentaduras en las singularidades, polos simples sobre el eje
real, y obtenemosZ 1

�1
x cos x

x2 � 5x C 6 d x D Re
�
i�.Res .f; 2/C Res .f; 3//

�

D �� Im.Res .f; 2/C Res .f; 3//:

Pero

Res .f; 2/ D z ei z

z � 3
ˇ̌
ˇ
zD2
D �2 e2 i; Res .f; 3/ D z ei z

z � 2
ˇ̌
ˇ
zD3
D 3 e3 i :

y, consecuentemente,Z 1
�1

x cos x

x2 � 5x C 6 d x D �� Im
� � 2 e2 iC3 e3 i �

D �.2 sen 2 � 3 sen 3/:
d) Tenemos

VP

Z C1
�1

sen x

.x2 C 4/.x � 1/ d x D ImVP

Z C1
�1

eix

.x2 C 4/.x � 1/ d x

donde el integrando f D eiz

.z2C4/.z�1/ tiene tres polos simples situados en f˙2 i; 1g.
dado el signo en la exponencial aplicamos el teorema de los residuos con endenta-
duras, la singularidad en la recta real es un polo simple, en el semiplano superior
y obtenemos

VP

Z C1
�1

sen x

.x2 C 4/.x � 1/ d x D Im.2� i Res .f; 2 i/C � i Res .f; 1//

D � Re
�
2Res .f; 2 i/C Res .f; 1/

�
:

Como

Res .f; 2 i/ D ei z

.z C 2 i/.z � 1/

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
zD2 i
D e�2

4 i.2 i�1/ D �
2 � i

20 e2
;

Res .f; 1/ D ei z

.z2 C 4/

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
zD1
D cos 1C i sen 1

5

Luego, obtenemos

VP

Z C1
�1

sen x

.x2 C 4/.x � 1/ d x D
�

5

�
cos 1 � 1

e2

�
:
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e) En este caso tendremos

VP

Z C1
�1

cos tx

x2 � 1 d x D ReVP

Z C1
�1

ei tx

x2 � 1 d x:

El integrando f D ei tz

z2�1 determina que para t > 0 se integre en el semiplano
superior y para t < 0 en el semiplano inferior. El denominador tiene ceros en ˙1,
que yacen en el camino de integración. Por tanto, teniendo en cuenta el decaimiento
de 1

z2�1 en el infinito podemos aplicar la técnica de los residuos, en este caso con
endentaduras. Así

VP

Z C1
�1

cos tx

x2 � 1 d x D
˚
Re
�
i�.Res .f; 1/C Res .f;�1//

�
; t > 0

�Re
�
i�.Res .f; 1/C Res .f;�1//

�
; t < 0

D
��� Im.Res .f; 1/C Res .f;�1//; t > 0
� Im.Res .f; 1/C Res .f;�1//; t < 0

Por otro lado,

Res .f;˙1/ D ei tz

z ˙ 1
ˇ̌
ˇ
zD˙1

D ˙e˙ i t

2

y obtenemos

VP

Z C1
�1

cos tx

x2 � 1 d x D �� sen jt j:x
xii) Encontrar una posible extensión de lema de las endentaduras. Aplicarlo al calculo de

la integral
R C1
�1

sen5 x
x5

d x.
Solución: Supongamos que z0 es un polo múltiple de orden n, existe R tal que en
la corona C.z0; 0; R/ se tiene f .z/ D a�n

.z�z0/n C � � � C
a�1
z�z0 C F.z/, donde F.z/ es

una función holomorfa en el disco D.z0; R/, y por tanto acotada sobre él con a�1 D
Res .f; z0/. Por ello, si r < R podemos escribir

R

f .z/ d z D a�n

R


d z
.z�z0/n C � � � C

a�1
R


d z
z�z0 C

R

F.z/ d z. Como ya hemos visto, si M es tal que jF.z/j < M para

jzj < R,
ˇ̌ R

F.z/ d z

ˇ̌ �M˛r �!
r!0 0 y

R


d z
z�z0 D i˛. Por otro lado, para k D f2; 3; : : : g

tendremosZ


d z

.z � z0/k D
Z ˛0C˛

˛0

i r ei �

rk ek i �
d � D i

rk�1

Z ˛0C˛

˛0

e� i.k�1/� D e� i.k�1/˛0

.k � 1/rk�1
�
1 � e� i.k�1/˛ �:

Por tanto, salvo que

.k � 1/˛ D 0 mKod 2�
y, por ende, Z



d z

.z � z0/k
D 0;

las integrales divergen en el límite

lKım
r!0

Z


d z

.z � z0/k D1:
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Por tanto, dada una función f .z/ con un polo de orden n en z0 siempre que en su parte

principal
nP
kD1

a�k.z � z0/�k sólo sean distintos de cero aquellos coeficientes a�k, con

k > 1, tales que .k � 1/˛ D 0 mKod 2� , tendremos lKım
r!0

R

f .z/ D i� Res .f; z0/. Si

existe algún coeficiente no nulo a�k con .k�1/˛ ¤ 0 mKod 2� entonces lKım
r!0

R

f .z/ D

1.
Por ejemplo, si escogemos ˛ D �

2
podremos tomar una f con parte principal de la

forma a�1.z�z0/�1Ca�5.z�z0/�5Ca�9.z�z0/�9Ca�13.z�z0/�13C� � �Ca�4m�1.z�
z0/
�4m�1, esto es con un polo de orden 4mC 1, con m � 1. Por ejemplo, si ˛ D 2�

5
, la

parte principal podrá ser de la forma a�1.z�z0/�1Ca�6.z�z0/�6Ca�11.z�z0/�11C
a�16.z � z0/�16 C � � � C a�5m�1.z � z0/�5m�1.

Probablemente, la endentadura más interesante sea con ˛ D � . Ahora solo las
potencias impares pueden aparecer en la parte principal a�1.z � z0/�1 C a�3.z �
z0/
�3 C a�5.z � z0/�5 C � � � C a�2m�1.z � z0/�2m�1, y el orden del polo es un impar.
Podemos aplicar este resultado para el cálculo de la integral

Z C1
�1

sen5 x

x5
d x:

El integrando sen5 z
z5

solo tiene una singularidad en C, que es evitable, en el origen, así
que la integral existe. Para su calculo recordamos la formulas de De Moivre,

sen5 z D 1

16
.sen 5z � 5 sen 3z C 10 sen z/

que conducen a
Z C1
�1

sen5 x

x5
d x D 1

16
ImVP

Z C1
�1

ei5x �5 ei3xC10 eix
x5

d x:

El integrando f D ei5z �5 ei3zC10 ei z
z5

tiene un desarrollo de Laurent convergente en

la corona C.0; 0;1/ dado por

f D 6

z5
C 5

z3
C 115

12z
C F.z/;

donde F.z/ es una serie de potencias que converge en C. Así que se cumplen las
condiciones para poder aplicar la técnica de las endentaduras generalizada para polos
múltiples

VP

Z C1
�1

ei5x �5 ei3xC10 eix
x5

d x D i� Res .f; 0/ D i
115�

12
;

que conduce a
Z C1
�1

sen5 x

x5
d x D 115�

192
:
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Generalizando estas ideas se puede demostrar que

Z C1
�1

sen2mC1 x
x2mC1

d x D �

4m

mX
kD0

.�1/m�k
 
2mC 1
k

!
.2.m � k/C 1/2m

.2m/Š
:

¡Probarlo!
xiii) Evaluar las transformadas de Mellin de

a)
R C1
0

xp�1 cos ax d x y
R C1
0

xp�1 sen ax d x donde 0 < Rep < 1, a > 0
b)
R C1
0

xp

.1Cx2/2 d x, con �1 < p < 3
c)
R C1
0

xp

x2C2.cos�/xC1 d x, con �1 < p < 1 y 0 < � < �
Solución:
a) Vamos analizar la transformada de Mellin Mp de e� iax, luego tomaremos sus

partes real e imaginaria para contestar a la cuestión planteada. Vamos pues a
analizar la integral

Mp D
Z 1
0

xp�1 e� iax d x:

Vemos que realizando el cambio de variable ax ! x obtenemos

Mp D a�pMp; Mp WD
Z 1
0

xp�1 e� ix d x:

Debemos recordar que tomamos zp�1 D e.p�1/ log z, con log z en su determinación
Œ0; 2�/. Para evaluar Mp, la idea es considerar la función

f .z/ D zp�1 e�z

e integrarla en  D �� C �� C �R C ��, tal como se indica en la figura.

C

��

�
�

�C

�
R

�

'

R

x

y
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Obviamente, en el interior de  la función f es holomorfa y por el teorema de
Cauchy tenemos

R

f .z/ d z D 0. Sobre �� tenemos

Z
��
f .z/ d z D

Z �

R

.iy/p�1 e� iy i dy

pero .iy/p�1 D e.p�1/ log.iy/ D e.p�1/.log jyjCi �2 / D ei
.p�1/�
2 yp�1, así pues

lKım
R!1
�!0

Z
��
f .z/ d z D � ei

�
2
p Mp:

Por otro lado, la integral sobre �C es
Z
�C
f .z/ d z D

Z R

�

�
ei' x

�p�1
e� i ei' x d x

así que

lKım
R!1
�!0
'!0

Z
�C
f .z/ d z D �.p/:

Donde � es la función gamma de Euler �.p/ D R1
0
xp�1 e�x d x. Vamos a ver que

las otras dos integrales se anulan en el límite considerado. Así,

ˇ̌
ˇ
Z
�R

f .z/ d z
ˇ̌
ˇ �

Z
�R

ˇ̌
ˇzp�1 e�z d

ˇ̌
ˇ d jzj D

Z �
2

'

ˇ̌
e.p�1/.logRCi �/�R cos ��iR sen �

ˇ̌
R d �

D RRep

Z �
2

'

e�R cos ��.Imp/� d �;

Como se muestra en la gráfica en el intervalo de integración se tiene cos � > 1� 2
�
�

�
2

1

�

cos �

1 � 2
�
�
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y por tanto e�R cos � < e�RC 2�R� , y así
Z �

2

'

e�R cos ��.Imp/� < e�R
Z �

2

'

e.
2
�
R�Imp/� d � D e�R

e.
2
�
R�Imp/�

2 � e.
2
�
R�Imp/'

2
�
R � Imp

D e� Imp �
2 � e.

2
�
R�Imp/'�R

2
�
R � Imp

y podemos concluir para 0 < Rep < 1 que

lKım
R!1
'!0

Z
�R

f .z/ d z D 0:

Para �� tenemos
ˇ̌
ˇ
Z
��

f .z/ d z
ˇ̌
ˇ �

Z
��

ˇ̌
zp�1 e�z d

ˇ̌
d jzj D

Z �
2

'

ˇ̌
e.p�1/.log �Ci �/�� cos ��i � sen �

ˇ̌
� d �

D �Rep

Z �
2

'

e�� cos ��.Imp/� d � � �Rep e
� Imp �

2 � e.
2
�
��Imp/'��

2
�
� � Imp

;

entonces, si Imp ¤ 0 y 0 < Rep < 1.

lKım
�!0
'!0

Z
��

f .z/ d z D 0

y si Imp D 0 con si 0 < Rep < 1 obtenemos

ˇ̌
ˇ
Z
��

f .z/ d z
ˇ̌
ˇ � �p 1 � e.

2
�
'�1/�

2
�
�

;

y de nuevo

lKım
�!0
'!0

Z
��

f .z/ d z D 0:

Por ende, el teorema de Cauchy permite concluir que

Mp D e� i �
2
p �.p/

y por ello

Mp D a�p e� i �
2
p �.p/:

Por lo tanto, Z 1
0

xp�1 cos ax d x D a�p�.p/ cos �p
2
;

Z 1
0

xp�1 sen ax d x D a�p�.p/ sen �p
2
;

validas si 0 < Rep < 1.
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b) Realizando el cambio q� 1 D p, la integral queda
R C1
0

xq�1
.1Cx2/2 d x, con 0 < q < 4.

Esta es justo la forma que debe tener para poder aplicar la técnica de los residuos a
la transformada de Mellin de funciones racionales, en este caso 1

.1Cx2/2 (la diferen-
cia del grado del denominador y el numerador es 4). Así pues, como los ceros del
denominador ˙ i (son dobles), el transformando 1

.1Cx2/2 tiene dos polos dobles en
˙ i y ninguna otra singularidad. Por ello, podemos evaluar la integral conociendo
los residuos como sigue

Z C1
0

xq�1

.1C x2/2 d x D �
� e� i�q

sen�q
.Res .f; i/C Res .f;� i//

donde f D zq�1
.1Cz2/2 . Ahora bien como los polos son dobles

Res .f;˙ i/ D lKım
z!˙ i

d

d z

zq�1

.z C i/2
D
 
.q � 1/zq�2
.z ˙ i/2

� 2zq�1

.z ˙ i/3

!ˇ̌
ˇ̌
ˇ
zD˙ i

D �1
4

�
.q � 1/.˙ i/q�2 � i.˙ i/q�1/ D

D .˙ i/q

4
q:

Por ello,
Z C1
0

xq�1

.1C x2/2 d x D �q
� e� i�q

4 sen�q
.ei

�
2
qC ei

3�
2
q/ D �q �

4 sen�q
.ei

�
2
qC e� i �

2
q/

D �q �

2 sen�q
cos

�

2
q

D � �q

4 sen �q

2

:

Volviendo a p, �1 < p < 3, obtenemos la fórmula
Z C1
0

xp

.1C x2/2 d x D �
�.p C 1/
4 sen �.pC1/

2

c) Para el calculo de
R C1
0

xp

x2C2.cos�/xC1 d x, con �1 < p < 1 y 0 � � < � procedemos
como en el caso anterior, y escribiendo p D q � 1, vemos que las condiciones
0 < q < 2 son las justas para aplicar el método de los residuos. El denominador
del integrando tiene ceros en � e˙ i�, que son los polos del integrando. Por tanto

Z C1
0

xp

x2 C 2.cos�/x C 1 d x D �
� e� i�q

sen�q
.Res

�
f;� ei�

�
C Res

�
f;� e� i�

�
/:

Para el calculo de los residuos necesitamos

arg.� ei�/ D � C �; arg.� e� i�/ D � � �;
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donde hemos usado la determinación Œ0; 2�/ y que 0 < � < � . Esto conduce a

Res
�
f;� ei�

�
D zq�1

z C e� i�

ˇ̌
ˇ
zD� ei�

D ei.q�1/ arg.� ei�/

� ei�C e� i�
D �e

i.q�1/.�C�/

ei�� e� i�
;

Res
�
f;� e� i�

�
D zq�1

z C ei�

ˇ̌
ˇ
zD� e� i�

D ei.q�1/ arg.� e� i�/

� e� i�C ei�
D ei.q�1/.���/

ei�� e� i�
:

Por lo tanto,Z C1
0

xp

x2 C 2.cos�/x C 1 d x D �
� e� i�q

sen�q

�
� ei.q�1/.�C�/

ei�� e� i�
C ei.q�1/.���/

ei�� e� i�

�

D �� e� i�q

sen�q
ei�.q�1/

� ei.q�1/�C e� i.q�1/�

ei�� e� i�

D � �

sen�q

sen.q � 1/�
sen�

D �

sen�p

senp�

sen�
:
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