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Résumé

On étudie la propagation de la lumière dans une multicouche périodique ferromagnétique/diélectrique, en se limitant aux modes
propres TE et au cas d’un champ magnétique parallèle aux couches. On obtient la matrice de transfert d’une période à l’autre, la
relation de dispersion et le coefficient de réflexion pour une multicouche semi-infinie dans le cas de l’incidence normale. Le spectre
et les caractéristiques de l’onde réfléchie peuvent être accordées en agissant sur le champ extérieur. Pour citer cet article : S.V. Elis-
séeva, D.I. Sementsov, C. R. Physique 7 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Electromagnetic waves dispersion in periodic multilayer in an external magnetic field: theory. Light propagation in a
periodic multilayer made of alternating ferromagnetic and dielectric layers is investigated for eigenwaves of the TE type. The
magnetic field is parallel to the layers. The transfer matrix from one period to the next is obtained, as well as the dispersion relation
and the reflection coefficient in the case of normal incidence. The spectrum and the characteristics of reflected waves can be tuned
by the external magnetic field. To cite this article: S.V. Elisséeva, D.I. Sementsov, C. R. Physique 7 (2006).
© 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Cet article représente une étude numérique de la propogation des ondes électromagnétiques dans une multicouche
périodique dans un champ magnétique extérieur. La propagation des ondes électromagnétiques dans les structures
périodiques multicouches a fait l’objet de nombreuses études au cours des dernières années [1–3]. Les matériaux semi-
conducteurs [4] et magnétiques [5,6] ouvrent des perspectives particulièrement intéressantes en raison de la possibilité
de transformer leurs caractéristiques en appliquant des champs électriques et magnétiques. En ce qui concerne la
propagation des ondes lumineuses. La relation entre la fréquence et le vecteur d’onde des modes propres (relation

* Auteur correspondant.
Adresse e-mail : yeliseyeva@bk.ru (S.V. Elisséeva).
1631-0705/$ – see front matter © 2006 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crhy.2006.03.008



256 S.V. Elisséeva, D.I. Sementsov / C. R. Physique 7 (2006) 255–261
de dispersion) présente un spectre de bandes, analogue à celui qui apparaît dans la structure électronique des métaux
cristallisés, avec des bandes énergétiques interdites et permises [7].

Les propriétés du spectre de bandes pour les multicouches semi-conducteur/diélectrique ont été examinées sous
tous les aspects dans les références [8–10]. Les particularités du spectre pour les structures périodiques gyromagné-
tiques du type spiral et hélicoïdal ont été largement examinées dans le domaine optique, où le gyromagnétisme du
matériau magnétique est déterminé par sa permittivité [11–13]. Dans les références [14–16] la relation de dispersion
pour les ondes dans le domaine UHF des structures multicouches ferromagnétique/diélectrique n’a été analysée que
dans l’approximation des couches minces, dont la période de la structure est beaucoup plus petite que la longueur
d’onde dans le milieu (d � λ). Dans ce travail on considère les conditions dans lesquelles se manifeste la structure
de bandes du spectre (d ≈ λ). On étudie les propriétés des ondes propres de la structure, composée de couches alter-
nées d’un ferromagnétique et d’un diélectrique non-magnétique et située dans le champ magnétique de l’extérieur. On
obtient le coefficient de réflexion et le spectre de fréquence de ce coefficient.

2. Les équations initiales

Considérons la structure périodique comprenant des couches de ferromagnétique d’épaisseur d1 et de diélectrique
non-magnétique d’épaisseur d2. L’axe OZ du système de coordonnées cartésiennes est orienté perpendiculairement
à l’interface des couches. Le champ extérieur magnétisant est orienté parallèlement à l’axe OX. L’onde électroma-
gnétique se propage parallèlement aux interfaces des couches (parallèlement à l’axe OY) et perpendiculairement au
champ magnétisant. Les caractéristiques de fréquence ultra-haute des couches magnétiques sont déterminées par la
perméabilité qui n’est dans le cas général qu’une caractéristique tensorielle. On sait que les caractéristiques tenso-
rielles des magnétiques déterminées par la magnétogyrotropie (est un matériau à perméabilité μ(ω)) se manifestent
dans le domaine UHF [17]. Pour une direction du champ magnétique donnée, compte non tenu de la relaxation ma-
gnétique, les composantes non nulles de la perméabilité du milieu ferromagnétique supposé isotrope dépendent de la
fréquence selon les formules suivantes :

μyy = μzz = 1 + ωMωH

ω2
H − ω2

, μyz = −μzy = iωωM

ω2
H − ω2

(1)

et μxx = 1, avec ωM = 4πγM , ωH = γH , où M désigne l’aimantation, H est le champ magnétique extérieur statique,
γ est le rapport gyromagnétique. La permittivité électrique εd et la perméabilité magnétique μd du diélectrique seront
supposées scalaires ainsi que la permittivité électrique εf du ferromagnétique.

La résolution des équations de Maxwell pour chaque couche nous conduit à deux ondes propres, de type TE et de
type TM, dont les champs ont pour composantes respectives (ex, hy,hz) et (hx, ey, ez). Dans la suite de cette Note
on ne va analyser que l’onde TE. Toutes les composantes du champ comportent un facteur exp(iωt) et un facteur
exp(iky), où k est la composante longitudinale du vecteur d’onde. En omettant ces facteurs et en ne retenant que la
dépendance par rapport à la coordonnée transversale z, les champs dans les couches magnétiques sont :

exf = A1 exp(iνf z) + A2 exp(−iνf z)

hyf = i

koμ⊥
dexf

dz
+ kμyz

koμ⊥μzz

exf (2)

hzf = − kμyy

koμzzμ⊥
exf − iμzy

koμzzμ⊥
dexf

dz

où ko = ω/c,ω et c sont la fréquence et la vitesse de l’onde dans le vide. De manière analogue pour les couches
diélectriques on déduit :

exd = B1 exp(iνdz) + B2 exp(−iνdz)

hyd = i

koμd

dexd

dz
, hzd = − k

koμd

exd

(3)

Dans ces expressions on a introduit les composantes transversales du vecteur d’onde de chaque couche qui sont
déterminées par les relations

ν2 = k2
oεf μ⊥ − k2, ν2 = k2

oεdμd − k2 (4)
f d
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où la perméabilité effective des couches magnétiques est μ⊥ = μyy − μyzμzy/μzz. Compte tenu de (1), et en négli-
geant la relaxation magnétique, cette expression de μ⊥ montre que la fréquence de la résonance ferromagnétique
(définie par μ⊥ = ∞) est ωf = √

ωH (ωH + ωM) et que la fréquence d’antirésonance (définie par μ⊥ = 0) est
ωf = ωH + ωM .

3. La matrice de transfert et l’équation de dispersion

Pour obtenir la distribution de champ dans la structure périodique multicouches on introduit la matrice de trans-
fert m̂ qui relie les composantes tangentielles du champ au début et à la fin de chaque période. Autrement dit, la
relation entre les amplitudes des champs sur la frontière de la nième couche avec des amplitudes sur la frontière de la
(n − 2)ième couche est :

exn = m11exn−2 + m12hyn−2, hyn = m21exn−2 + m22hyn−2 (5)

Les conditions de continuité et de périodicité des composantes tangentielles sont :

exf (d1) = exd(d1), hyf (d1) = hyd(d1)

exd(d) = exf (0) exp(iνef d), hyd(d) = hyf (0) exp(iνef d)
(6)

Pour les composantes de la matrice de transfert on obtient l’expression suivante :

m11 = C1C2 − i
kμyz

νf μzz

S1C2 − μ⊥νd

μdνf

S1S2

m22 = C1C2 − i
kμyz

νf μzz

S1C2 + μd

νdμf

(
k2μ2

yz

νf μ2
zz

− νf

)
S1S2

m12 = −koμd

iνd

C1S2 + kμyz

νf μzz

koμd

νd

S1S2 − koμ⊥
iνf

S1C2

m21 = iνd

koμd

C1S2 − kμyz

νf μzz

νd

koμd

S1S2 − i
1

koμ⊥

(
k2μ2

yz

νf μ2
zz

− νf

)
S1C2

(7)

avec C1 = cosνf d1, C2 = cosνdd2, S1 = sinνf d1, S2 = sinνdd2. En utilisant les deux premières égalités on obtient
la relation de dispersion des ondes électromagnétiques dans la multicouche infinie :

cosdνef = m11 + m22

2
= C1C2 − μd

2μ⊥

(
μ2⊥νd

μ2
dνf

+ νf

νd

− k2

νf νd

μ2
yz

μ2
zz

)
S1S2 (8)

où νef est la composante transversale du vecteur d’onde de l’onde qui se propage dans la structure et joue le rôle du
nombre d’onde de Bloch. La partie imaginaire du nombre d’onde de Bloch détermine la profondeur de pénétration
effective du champ de fréquence ultra-haute dans la structure δef = (Imνef )−1.

Les relations k(ω) sont :

k1 = ω

c

√
εdμd, k2 = ω

c

√
εf μ⊥(ω) (9)

sont importantes à l’analyse de la relation de dispersion (8) parce que les nombres d’ondes transversales νd et νf

sont imaginaires pour les valeurs k > k1,2 et les ondes réalisées dans cette situation sont celles de surface. La Fig. 1
représente les dépendances de la fréquence du nombre d’onde normé (courbes 1, 2) obtenues par les relations (9). Les
domaines où les paramètres νd et νf sont réels (de sorte qu’il y a des ondes de volume) sont hachurés, alors que les
domaines où νd et νf sont imaginaires (de sorte que les ondes sont des ondes de surface) ne le sont pas. Les ondes
de surface se localisent sur l’interface qui sépare les couches différentes. Le domaine doublement hachuré marque les
ondes de volume appartenant à deux milieux. Le domaine simplement hachuré marque les ondes de volume du côté
du milieu correspondant et les ondes de surface du côté de l’autre milieu. Les fréquences caractéristiques présentées
sur la figure dépendent essentiellement du champ magnétisant. Ici et plus bas pour l’analyse numérique on va utiliser
les valeurs suivantes des paramètres des couches : εf = 5,5, 4πM = 1767G, γ = 1,76 × 107 s Oe−1, εd = 2, μd = 1,
qui sont caractéristiques des ferromagnétiques et diélectriques.
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Fig. 1. Domaines des ondes de volume et de surface en fonction de la fréquence et de la constante de propagation. Les courbes 1 et 2 correspondent
aux Éqs. (9).

Fig. 1. Domains of bulk and surface waves in the plane (frequency, propagation constant). Curves 1 and 2 correspond to Eq. (9).

4. Analyse de la relation de dispersion

La relation (8) se simplifie dans l’approximation des couches minces, quand se réalisent les conditions
νef d, νf d1, νdd2 � 1. Dans ce cas le nombre d’onde de Bloch effectif est donné par l’expression :

νef = 1

1 + θ

[
ν2
f θ2

(
1 + μd

θμ⊥

)
+ ν2

d

(
1 + θμ⊥

μd

)
− μ2

yzμd

μ2
zzμ⊥

θk2
]1/2

(10)

où θ = d1/d2. La relation (10) est satisfaisante pour d < 102 µm si ω ≈ 1010 s−1. D’après l’Éq. (10) les caractéris-
tiques de la multicouche peuvent varier considérablement selon la valeur de θ . L’Éq. (10) est analysée sous tous les
aspects dans les références [15,16], on y a obtenu des caractéristiques d’onde du milieu stratifié dans l’approximation
indiquée. Pour les couches ferromagnétiques épaisses la relation (8) exige un calcul plus précis. On va faire l’ana-
lyse numérique de la relation de dispersion générale pour la structure symétrique à d1 = d2 = d/2 et de ses valeurs
déterminées.

La Fig. 2 représente la fréquence du paramètre νef obtenue par (8) pour trois valeurs de k/kf = 0.31,1.86,3.10
(les domaines 1–3), qui correspondent aux domaines différents sur le diagramme ω(k). Le spectre est une fonction
périodique de νef , de période 2π/d , et n’est donc représenté que pour une zone de Brillouin. Les bandes permises, qui
autorisent la propagation des ondes de volume et celles de surface, se trouvent entre les nombres d’onde νef = 2πn/d

et νef = π(2n + 1)/d , où n = 0,1,2, . . . . Dans le domaine ω < ωf on constate la concentration des bandes permises
et la réduction de la largeur des bandes permises et interdites. Cela est lié au fait que l’épaisseur optique des couches
du ferromagnétique tend vers l’infini à l’approche de la fréquence de ferrorésonance μ⊥ → ∞, ce qui mène à une
oscillation rapide des fonctions trigonométriques dans la relation (8) et à la formation de nombreuses bandes permises
et interdites. Quand k/kf augmente, les bandes se déplacent vers les fréquences plus hautes. Dans le domaine des
fréquences ω > ωf apparaît une bande étroite isolée qui est un polariton de surface. Pour k petit on a un mode de
surface du côté des couches ferromagnétiques et le mode de volume du côté des couches diélectriques. Dans le cas
où k > k1(ω) on a aussi un mode de surface du côté du diélectrique. Si ω > ωa les ondes de volume apparaissent de
nouveau. Le numérotation de ces bandes est n′ = 1,2,3, . . . .

La Fig. 3 représente la dépendance de la fréquence de constante de propagation obtenue par le calcul numérique
à partir de la même relation (8). On y voit comment les bandes de fréquences permises et interdites dépendent de
la constante de propagation. Les premières bandes permises dans les domaines ω < ωf et ω > ωa qui autorisent la
propagation des ondes de volume sont hachurées. Les bandes trop serrées ne sont pas indiquées. Dans le domaine ω >
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Fig. 2. Fréquence en fonction du nombre d’onde de Bloch effec-
tif de la structure. Pour les domaines 1, 2, 3 on a respectivement
k/kf = 0,31;1,86;3,10.

Fig. 2. Frequency versus effective Bloch wave vector of periodic structure.
In domains 1, 2, 3 the values of k/kf are respectively 0.31; 1.86; 3.10.

Fig. 3. Bandes permises et interdites (déterminées par
νef d = nπ quand ω < ωf et νef d = n′π quand
ω > ωa).

Fig. 3. Allowed and forbidden bands (determined by
νef d = nπ for ω < ωf and by νef d = n′π for ω > ωa ).

ωf on observe une bande étroite isolée qui est un polariton de surface. La largeur des bandes permises correspondant
aux modes de volume diminue quand k augmente. Pour les bandes dans le domaine ω < ωf cette diminution est
rapide, tandis qu’elle est moins sensible pour les bandes dans le domaine. Dans le domaine qui correspond au mode
de surface, la largeur du mode étroite isolé croît lentement avec k.

5. Le spectre du coefficient de réflexion

On va déterminer le coefficient de réflexion pour la structure périodique examinée et analyser sa dépendance vis à
vis de la structure et de la radiation. Supposons, que l’onde plane à la fréquence ω et au nombre d’onde ki = ko

√
εμ

tombe normalement aux interfaces des couches du domaine z < 0, occupé par le milieu homogène non-magnétique
à ε et μ sur la structure périodique qui occupe le domaine z > 0. Dans cette situation le champ total d’onde dans le
domaine z < 0 est la somme des champs d’ondes incidente et réfléchie

hy = h
(i)
y

[
exp(ikiz) + r exp(−ikiz)

]
ex = −√

μ/εh
(i)
y

[
exp(ikiz) − r exp(−ikiz)

] (11)

où r = h
(r)
y /h

(i)
y est le coefficient complexe de réflexion, h(r)

y et h
(i)
y sont les amplitudes des ondes réfléchie et incidente.

Pour obtenir le coefficient de réflexion, on va utiliser les expressions pour les champs dans chacun des milieux (voir
ci-dessus), les conditions aux limites et les conditions de périodicité (6), et en plus les conditions aux limites à la
surface qui sépare le milieu homogène du ferromagnétique :

ex(0) = exf (0), hy(0) = hyf (0) (12)
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Fig. 4. Coefficient de réflexion R en fonction de la fréquence, dans le cas d’une onde tombant perpendiculairement sur la multicouche (k = 0).

Fig. 4. Reflectance R versus frequency for propagation normal to the periodic structure (k = 0).

A l’aide des expressions (6), (12) on obtient le système des équations dont la solution conduit à l’expression du
coefficient de réflexion R = |r|2 :

R =
∣∣∣∣exp(iνef d) − m22 − m12

√
ε/μ

exp(iνef d) − m22 + m12
√

ε/μ

∣∣∣∣
2

(13)

où il est nécessaire de poser k = 0 en conformité de l’incidence normale de l’onde sur la structure dans les éléments
m12 et m22 de la matrice de transfert de la structure périodique étudiée.

La Fig. 4 donne les dépendances de fréquence du coefficient de réflexion obtenues à l’aide de l’expression (13).
Le coefficient de réflexion prend la valeur R = 1 dans les bandes interdites, alors que pour les bandes permises des
ondes de volume du ferromagnétique, le coefficient de réflexion R tend vers 0 et l’énergie de l’onde incidente pénètre
presque totalement dans la multicouche. En négligeant la relaxation, la proportion qui pénètre est égale au coefficient
de transmission T = 1 − R. Dans le domaine des fréquences ωf < ω < ωa on constate la réflexion totale, c’est-à-dire
R = 1, bien qu’il y ait une bande étroite répondant à l’onde de surface. Cela signifie que, dans le cas de l’incidence
normale, l’excitation du mode collectif de surface est impossible.

6. Conclusion

Dans cet article on étudie les propriétés dispersives de la structure périodique magnétique/diélectrique. Nous avons
analysé la relation de dispersion et la condition de l’existence des ondes de volume et de surface. Nous avons analysé
la relation dispersive et la condition de l’existence des ondes de volume et de surface. Si l’on change le rapport des
épaisseurs des couches, il en résulte un changement de la largeur et de la quantité des bandes permises et interdites, de
la profondeur de pénétration du champ de haute fréquence et du coefficient de réflexion. Un changement de la couche
magnétique extérieure provoque un déplacement des fréquences caractéristiques et des bandes permises et interdites.
En agissant sur le spectre on peut changer le coefficient de réflexion de la structure, et ce type de structure est donc
capable de produire de multiples mécanismes dans le domaine UHF. Si on remplace les couches de semi-conducteur
par les couches diélectriques, on aura la structure dont les propriétés sont guidées par la perméabilité μ(ω) dans le
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domaine UHF et par la permittivité électrique ε(ω) dans le domaine infrarouge. Par la suite on suggère de tenir compte
des procès dissipatifs.
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