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Résumé

Un modèle analytique est développé dans cette Note pour déterminer la distribution tridimensionnelle de la température dans un
disque tournant soumis à des sources de chaleur surfaciques multiples. Les transformées intégrales de Fourier fréquentielle et de
Hankel finie sont utilisées pour conduire les calculs analytiques. L’expression obtenue par cette technique est explicite et permet de
calculer la température sans restriction sur les valeurs de la vitesse de rotation et des propriétés physiques. Parmi les applications
industrielles pratiques concernées par ce modèle on peut citer le contact plaquette-disque dans les systèmes de freinage, ou bien
les dispositifs tribologiques pion-disque. Pour citer cet article : A. Hocine et al., C. R. Mecanique 337 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Thermal behaviour of a rotating disc subjected to discrete surface heat sources. Analytical model is developed in this
Note to determine the 3D temperature distribution in a rotating disc subjected to multiple surface heat sources. The Fourier and
Hankel integral transforms are used to perform the analytical calculations. The expression obtained by this way is explicit and
allows one to compute the temperature without restriction on the rotating speed and the physical properties values. Some practice
industrial applications are concerned by this calculation such the contact between pad and disc in braking systems, or the pin-on-
disc tribological devices. To cite this article: A. Hocine et al., C. R. Mecanique 337 (2009).
© 2009 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

L’étude du comportement thermique des matériaux soumis au frottement revêt un grand intérêt dans de nombreux
secteurs industriels. On peut citer comme exemples : la mise en forme des matériaux, la transmission de puissance,
le freinage et bien d’autres. De nombreux auteurs se sont intéressés à cette problématique au cours de ces dernières
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décennies. Le problème thermique a été abordé par l’étude de la diffusion dans un milieu soumis à une ou plusieurs
sources de chaleur mobiles ou à une excitation rapide [1–9]. Les développements analytiques associés à ce type
de problème sont difficiles à réaliser en raison de la présence du terme de transport lié à la mobilité relative. La
modélisation du frottement pose également la problématique de la description des mécanismes de transferts de chaleur
à l’interface. Des travaux théoriques et expérimentaux [10–15] ont été développés à ces fins. Ces travaux s’inscrivent
dans la continuité des études antérieures effectuées dans le domaine des contacts statiques [16,17].

Dans la référence [4], l’étude d’un contact unique a été proposée pour, d’une part, examiner l’influence des
échanges convectifs sur les températures surfaciques, et d’autre part, poser les bases d’une modélisation analytique
du problème de la source mobile excentrée. Dans cet article, nous généralisons cette modélisation au cas de plusieurs
sources de chaleur localisées excentrées. Ces sources ont des rayons différents et peuvent occuper des positions quel-
conques. Cette configuration correspond à celle du freinage TGV (Train Grande Vitesse) où la plaquette est pourvue
de plusieurs plots sertis frottant contre le disque tournant. D’autres exemples peuvent également être cités : contact
non uniforme plaquette-disque d’un frein à disque automobile (contacts discrets et irréguliers) ou encore le dispositif
de friction pion-disque, couramment utilisé en tribologie.

2. Description du problème

On considère un disque (Fig. 1) de rayon b, d’épaisseur d , tournant à une vitesse constante ω. La face z = 0 est
soumise à plusieurs sources de chaleur circulaires (j = 1, . . . ,N), excentrées de ej par rapport au centre du disque,
ayant chacune un rayon aj et dissipant un flux de chaleur de densité qj (uniforme et constante). Le repérage angulaire
est noté θj . Le reste de la face z = 0 est considéré adiabatique. La face opposée, z = d , est maintenue à une température
uniforme considérée nulle. La face latérale, r = b, est supposée adiabatique.

3. Equations du problème

En se référent aux notations de la Fig. 1 et en considérant que les propriétés thermiques du disque sont indé-
pendantes de la température, les équations qui gouvernent la diffusion de la chaleur dans le disque en régime établi
s’écrivent :

Fig. 1. Schéma du dispositif étudié.

Fig. 1. Scheme of the studied device.
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Les paramètres α et λ représentent respectivement la diffusivité et la conductivité thermique du disque. Le dernier
terme de gauche de l’équation (1) est le terme de transport. Il traduit le défilement de la matière (du disque) sous les
sources de chaleur.

4. Solution analytique

Pour résoudre le système d’équations (1)–(4) on utilise successivement la transformée de Fourier fréquentielle puis
la transformée de Hankel finie :

T̃ = 1

2π

π∫
−π

T e−imθ dθ (m = 0,1,2, . . . ,∞) (5)

˜̃
T =

b∫
0

rJm(βnr)T̃ dr (6)

Dans l’équation (5) i est le nombre imaginaire pur tel que : i2 = −1. Dans l’équation (6) Jm est la fonction de Bessel
de première espèce d’ordre m et βn sont les racines de l’équation transcendante suivante :

J ′
m(βnb) = 0 (7)

J ′
m est la dérivée de la fonction Jm.

Les équations transformées se ramènent à une simple équation différentielle de second ordre :
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Les transformées intégrales (5) et (6) des conditions aux limites de flux qj en z = 0 sont délicates à calculer en raison
de l’interdépendance des bornes d’intégration en r et θ . Pour pallier cette difficulté, il est procédé à un changement de
repère [4,15]. Le repère initial (r, θ) est transformé en (ρ,ϕ) comme l’illustre la Fig. 2. L’intégration dans ce nouveau
repère est plus aisée étant donné que les bornes d’intégration y sont indépendantes. Les deux référentiels sont liés par
la relation : r2 = e2

j + ρ2 − 2ejρ cos(ϕ).
Nous disposons par ailleurs de la relation suivante [18, p. 363] :

Jm(βnr)e
−imθ = Jm(βnr)e

−im(θj +ξ) = e−imθj

∞∑
k=−∞

Jk(βnρ)Jk+m(βnej )e
−ikϕ (10)

Les transformées intégrales (5) et (6) appliquées à qj conduisent à :
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Fig. 2. Changement de référentiel.

Fig. 2. Change of referential.

Dans l’équation (11), l’intégrale suivant ϕ est nulle, excepté pour le cas particulier k = 0, pour lequel elle vaut 2π .
Ainsi, l’équation (11) se réduit à :

˜̃qj = qj e
−imθj Jm(βnej )

aj∫
0

ρJ0(βnρ)dρ (12)

Soit :

˜̃qj = qj e
−imθj Jm(βnej )

aj J1(βnaj )

βn

(13)

Pour exprimer la solution de l’équation (8), il convient de distinguer le cas particulier (m = 0, n = 0) pour lequel on a :

˜̃
T (m = 0, n = 0) = 1

2λ

N∑
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qja
2
j (d − z) (14)

Lorsque m et/ou n �= 0, on a :
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avec γ = √
β2

n + imω/α.
En utilisant les transformées intégrales inverses (16) et (17) on déduit l’expression de la température T (r, θ, z).
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∞∑
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β2
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[(βnb)2 − m2]J 2
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˜̃
T (16)
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εmT̃ eimθ

}
(ε0 = 1, εm �=0 = 2) (17)

La notation �e désigne la partie réelle.
La Fig. 3 présente des exemples de deux cartographies thermiques du disque dans le cas de 4 sources identiques

situées 2 à 2 sur les mêmes rayons et positions angulaires. Ces cartographies correspondent à deux vitesses de rotation
différentes, caractérisées par le groupement adimensionnel de Peclet : Pe = ωb2/α. On peut observer : (i) la formation
d’une traînée thermique qui s’accentue avec l’augmentation de la vitesse, (ii) l’interaction entre les sources qui est
plus marquée à faible vitesse.

5. Conclusion

Nous avons présenté dans cet article un modèle analytique pour calculer la température d’un disque tournant soumis
à des sources de chaleur surfaciques. La solution proposée est explicite et n’impose aucune limitation en termes
de vitesse et de grandeurs géométriques et physiques. Elle permet de s’affranchir des modélisations numériques,
particulièrement complexes pour ce type de problème. Les températures et les gradients thermiques sont exprimés par
des relations simples et rapides en temps de calculs.



620 A. Hocine et al. / C. R. Mecanique 337 (2009) 616–620
Fig. 3. Cartographies thermiques.

Fig. 3. Thermal maps.
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