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Résumé

Une simulation des grandes échelles (SGE) est utilisée pour étudier la dispersion de scalaires passifs dans un écou
bulent. Les particules fluides contenant le scalaire sont suivies, donc la description est lagrangienne. Une équation st
de Langevin est utilisée pour déterminer la composante sous-maille de la vitesse des particules. Ce modèle stoch
reformulé en termes de grandeurs filtrées et il est exprimé uniquement en fonction des grandeurs obtenues par la SG
de cette étude réside dans le couplage et dans la formulation du modèle stochastique tridimensionnel adaptée à u
turbulence inhomogène. Les résultats sont comparés à l’expérience de Fackrell et Robins [J. Fluid Mech. 117 (198
Pour citer cet article : I. Vinkovic et al., C. R. Mecanique 333 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Coupling of a subgrid Lagrangian stochastic model with large-eddy simulation. A large eddy simulation (LES) is use
to compute passive scalar dispersion in a turbulent flow. Instead of resolving the passive scalar transport equation, flui
are tracked in a Lagrangian way and a Langevin stochastic modelling is used for the small scale component of the v
fluid particles at a subgrid-scale level. The stochastic model is written in terms of subgrid-scale statistics. The spec
this study resides in the coupling of a LES with a stochastic model using the filtered subgrid-scale statistics in inhomo
turbulence. The results are compared with the wind tunnel experiments of Fackrell and Robins [J. Fluid Mech. 11
1–26].To cite this article: I. Vinkovic et al., C. R. Mecanique 333 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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The velocity of fluids particles is considered to have an Eulerian large-scale partũi (�xp(t)) and a fluctuating
subgrid-scale contributionv′

i (t) (Eq. (1)). While the large-scale velocity is directly computed by the LES w
a modified dynamic Smagorinsky subgrid-scale model [13], the movement of fluid elements containing
below the grid is given by a three-dimensional Langevin model (Eq. (2)). Since�v(t) is Markovian, the local La-
grangian subgrid probability density function (PDF) of the fluid velocityPL(�v; �x(m), t) satisfies a Fokker–Planc
equation (3). By integrating this equation all the subgrid statistical moments of�v(t) can be obtained (Eqs. (5), (6)
The coefficients of the stochastic model,αij , βij andγi , are determined by relating the subgrid statistical mom
of �v(t) to the filtered Eulerian moments of the fluid velocity. Here, we proceed by analogy with van Dop et a
who developed this approach in the case of the Reynolds averaged decomposition. By assuming that a
level Lagrangian and Eulerian statistics are equivalent, the subgrid Lagrangian mean fluid velocity, at a g
sition and at a given time is supposed equal to the filtered Eulerian fluid velocity (Eqs. (7) and (8)) given
filtered Navier Stokes equations. Finally, knowing that the subgrid turbulence is homogeneous and isotro
coefficients of the stochastic model are given by Eqs. (10), (13) and (14). The velocity of fluid particles
written as in Eq. (15). The large-scale part is directly computed by the LES, while the subgrid-scale cont
is determined from the subgrid Reynolds stress tensorτ r

ij , the turbulent kinetic energỹE and the turbulent dissipa
tion rateε̃, given by the dynamic subgrid-scale model and by the turbulent kinetic energy transport equatio
respectively.

The results of our simulations are compared with the experiments on passive scalar dispersion in a
boundary layer of Fackrell and Robins [18]. A plume from an elevated point source is studied. Vertical p
of mean concentration and concentration fluctuations at two different positions along the plume are show
right-hand side of Figs. 1 and 2. The simulations match well with the experimental profiles.

1. Introduction

Depuis Deardorff [1], on étudie les écoulements turbulents ou stratifiés [2], le transport turbulent de s
passifs [3,4] ou réactifs [5,6] à l’aide de la simulation numérique des grandes échelles (SGE). Cette d
est particulièrement intéressante pour simuler la dispersion atmosphérique de polluants, la prédiction de
ségrégation ou des pics de pollution [7] parce qu’elle permet la prise en compte de l’évolution séparée des
échelles ne participant pas forcément à une dynamique modélisable simplement. En ce qui concerne la c
tion, quelques travaux résolvent l’équation de transport de la variance des fluctuations filtrées [8], alors que
résolvent l’équation aux densités de probabilité de présence (d.d.p.) grande échelle associée [9]. Afin d’o
flux de masse, les taux de ségrégation et les fluctuations de concentration, nous proposons ici la résolut
équation stochastique lagrangienne de Langevin sous-maille pour les particules porteuses de scalaire,
une SGE, au modèle de Smagorinsky dynamique et à un modèle de coalescence/dispersion pour la diffus
culaire [10].

Gicquel et al. [11] proposent une équation de transport de la d.d.p. filtrée de la vitesse du fluide. Cel
fermée de différentes manières en ce qui concerne les termes visqueux. Ils sont résolus via une équatio
gevin globale pour la vitesse dont les coefficients sont obtenus par identification aux équations eulérienne
déduites de l’équation de transport de la d.d.p. filtrée. Cette résolution n’utilise pas un modèle de sou
dynamique. Or, dans le cadre de la dispersion atmosphérique de polluants, où interviennent des écoule
paroi, des effets de convection, et où la présence d’obstacles doit être prise en compte, les modèles de s
sans une constante dynamique (variable en temps et en espace) donnent de moins bons résultats à caus
inhomogénéités [12].

Nous proposons une approche par d.d.p. locale en conservant la SGE avec un modèle de Smagor
namique modifié [13], et nous n’avons pas établi une analogie dynamique pour l’équation de Lange
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modélisation stochastique est bien adaptée à l’étude de la dispersion de scalaires passifs [14]. Elle p
traiter les sources ponctuelles et les géométries complexes. D’autre part, l’introduction de la diffusion mol
[10] et des réactions chimiques se fait à moindre coût, même si ce coût reste initialement important à c
grand nombre de particules injectées. Afin de réaliser le couplage voulu, le modèle de Langevin [15] est re
en termes de grandeurs locales (dans la maille) pour simuler les petites échelles en sous-maille de la
modèle stochastique est ainsi exprimé uniquement en fonction des grandeurs obtenues par la SGE avec
dynamique de sous-maille de Smagorinsky [13]. La diffusion moléculaire est prise en compte classiquem
un modèle de coalescence/dispersion dont on trouvera les détails dans [10].

L’intérêt de cette étude réside dans le couplage du modèle stochastique tridimensionnel avec la SGE
la formulation de celui-ci à l’aide de la notion de d.d.p. locale adaptée à une SGE avec modèle dynam
sous-maille. Par ailleurs, son application à la simulation d’un cas de dispersion atmosphérique de polluant
les prédictions d’une telle modélisation.

2. Modèle stochastique couplé avec une SGE

Dans un écoulement turbulent la vitesse d’une particule fluide peut être écrite sous la forme suivante :

vi(t) = ũi

(�xp(t), t
) + v′

i (t) (1)

où vi est la vitesse lagrangienne de la particule fluide dans la directionxi , etui la vitesse eulérienne du fluide à
position�xp(t) de la particule fluide. Le signe tilde est une convolution traduisant un opérateur de filtrage sp
v′
i est la fluctuation lagrangienne autour de la valeur eulérienne grande échelleũi . A chaque instantt , la position

d’une particule fluide est notée�xp(t) = �x(m) + �x(pm), où �x(m) est celle de la maille où se trouve la particule fluide
�x(pm) celle de la particule fluide par rapport au centre de cette maille. Pour modéliser le mouvement de la p
fluide à l’intérieur d’une maille on utilise le modèle de Langevin :{

dx
(pm)
i = vi dt

dvi = (
γi(�x(pm), �x(m), t) + αij (�x(pm), �x(m), t)

(
vj − ũj (�x(m), t)

))
dt + βij (�x(pm), �x(m), t)ηj (t)

(2)

où ηj (t) est un bruit blanc gaussien isotrope de moyenne nulle et de variance dt , tel que 〈ηi(t
′)ηj (t

′′)〉 =
δij δ(t

′ − t ′′)dt . La vitesse d’une particule fluide à l’instantt est donnée par une partie déterministeγi + αij v
′
j

et une partie aléatoireβij ηj (t). Au sein de la maille, la turbulence étant supposée homogène, les coefficienαij ,
βij et γi , ne dépendent pas de�x(pm). L’appartenance à la maille locale est traduite par la variable�x(m) dont on
tient compte pour déterminer les coefficients de (2). Nous définissons une d.d.p. localeP(�x(pm), �v; �x(m), t) des
vitesses�v et positions�x(pm) des particules fluides dans une maille, à partir des seules particules fluides con
cette maille. Le couple(�x(pm), �v) étant markovien, l’évolution de cette d.d.p. locale est donnée par une éq
de Fokker–Planck. En intégrant cette dernière par rapport à�x(pm), on obtient l’équation d’évolution de la d.d.
lagrangienne locale de�v, PL(�v; �x(m), t) :

∂PL(�v; �x(m), t)

∂t
= − ∂

∂vl

[(
γl + αlq

(
vq − ũq(�x(m), t)

))
PL(�v; �x(m), t)

]
+ 1

2

∂2

∂vl∂vq

(
βlkβqkPL(�v; �x(m), t)

)
(3)

En intégrant l’Éq. (3) on peut obtenir l’évolution de tous les moments statistiques de�v au sein d’une maille, comm
par exemple :

˜vi1 · · ·vin(�x(m), t) =
∫

vi1 · · ·vinPL(�v; �x(m), t)dvv (4)
R3
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Le signe tilde représente une moyenne sur l’ensemble statistique des particules fluides constituant la mail
en �x(m). Ce processus de moyenne correspond au filtrage spatial propre à la SGE. Avec (4) et (3) on obtie

dṽi

dt
= γi + αiq(ṽq − ũq) (5)

dṽivj

dt
= γi ṽj + γj ṽi + αiq(ṽj vq − ṽj ũq) + αjq(ṽivq − ṽi ũq ) + βikβjk (6)

Or, la SGE ne permet d’accéder qu’aux moments eulériens des grandeurs filtrées. Afin de déterminerαij , βij etγi ,
les quantités̃vi et ṽivj sont supposées égales aux moments eulériens correspondant calculés avec la SG
procédons ainsi de façon analogue à la démarche van Dop et al. [16] qui utilisaient la décomposition de R
pour les fluctuations de vitesse. Dans l’esprit du modèle de van Dop et al. [16], à un instant donné,to, et pour
une position donnée,�x(m), à l’échelle de la maille les statistiques eulériennes et les statistiques lagrangienn
confondues. On écrit alors dans le même esprit :

ṽi (�x(m), to) = ũi (�x(m), to) et

(
d̃vi(�x(m), t)

dt

)
t=to

=
(

d̃ui(�x, t)

dt

)
(�x=�x(m),t=to)

(7)

ṽivj (�x(m), to) = ũiuj (�x(m), to) et

(
d̃vivj (�x(m), t)

dt

)
t=to

=
(

d̃uiuj (�x, t)

dt

)
(�x=�x(m),t=to)

(8)

En appliquant l’opération de filtrage aux équations de Navier Stokes, on obtient par ailleurs :(
d̃ui

dt

)
(�x=�x(m),t=to)

=
(

∂ũi

∂t
+ ∂(ũi ũj )

∂xj

+ ∂τ r
ij

∂xj

)
(�x=�x(m),t=to)

(9)

où τ r
ij est le tenseur de sous-maille donné par le modèle dynamique de sous-maille [13]. Compte tenu d

et (9), on déduit :

γi(�x(m), to) =
(

∂ũi

∂t
+ ∂(ũi ũj )

∂xj

+ ∂τ r
ij

∂xj

)
(�x=�x(m),t=to)

(10)

Commeṽi = ũi et sachant quevi = ũi + v′
i :

d̃v′
iv

′
j

dt
= αiq ṽ′

j v
′
q + αjq ṽ′

iv
′
q + βikβjk (11)

Si l’on suppose que les structures qui constituent les fluctuations de sous-maille sont dans un état statistiq
de l’isotropieṽ′

iv
′
j = 2/3Ẽδij , où Ẽ est l’énergie cinétique turbulente de sous-maille, on obtient :

αij (�x(m), to) + αji(�x(m), to) = 1

Ẽ(�x(m), to)

(
dẼ

dt
δij − 3

2
βikβjk

)
(�x=�x(m),t=to)

(12)

Sous ces mêmes conditions, par analogie au cas classique de la turbulence homogène isotrope [15], on p
au sein de la maille un termeβik de la forme :

βik(�x(m), to) =
√

C0ε̃(�x(m), to)δik (13)

où C0 est la constante de Kolmogorov etε̃ le taux de dissipation de l’énergie cinétique turbulente. Par la m
hypothèse d’isotropie, les trois composantes de la vitesse données par l’Éq. (2) ne sont par ailleurs pas
entre elles. Le tenseurαij est donc isotrope, et on aαij = αji , d’où :

αij (�x(m), to) = 3
(m)

(
1
(

dẼ
)

− C0ε̃(�x(m), to)
)

δij (14)

2Ẽ(�x , to) 3 dt (�x(m),to)

2
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Tout calcul fait, on obtient pourvi :

dvi =
[
∂ũi

∂t
+ ∂(ũi ũj )

∂xj

+ ∂τ r
ij

∂xj

+ 3

2

vi − ũi

Ẽ

(
1

3

dẼ

dt
− C0ε̃

2

)]
dt +

√
C0ε̃

¬
δij ηj (t)dt (15)

D’après l’Éq. (15) chaque particule fluide possède une vitesse grande échelle associée à une vitesse pet
(sous-maille). La vitesse grande échelle est obtenue par interpolation du champ eulérien filtréũi , directement
résolu au sein de la maille où se trouve la particule fluide. La composante petite échelle est déterminée pa
grandeurs instantanées̃E, ε̃ sont obtenues en résolvant leur équation de transport [17]. Le tenseurτ r

ij est donné pa
la fermeture de sous-maille.

3. Résultats

Nous avons confronté ce modèle à l’expérience menée par Fackrell et Robins [18] (FR) pour un scalai
émis par une source au sein d’une couche limite neutre. Les profils verticaux de la vitesse et de l’énergie
turbulente moyennes de la Fig. 1 (gauche et centre) sont en bon accord avec les résultats expérimentaux.
de concentration moyenne et de fluctuation de concentration à différentes distances de la sources sont cal
1 droite et Fig. 2). En régime établi, il y a dans le domaine de calcul 110.000 particules, initialement ém
la source et contenant une concentration constante de scalaire. Les données de FR [18] s’arrêtent àz/H = 0.02.
La simulation numérique surestime manifestement l’énergie cinétique dont la valeur maximale n’a pas
mesurée par FR, d’où une légère surestimation de la variance de la concentration. Sans le modèle dyna

Fig. 1. Vitesse (gauche), énergie cinétique turbulente (centre) et concentration (droite), moyennes.

Fig. 1. Mean velocity (left), mean turbulent kinetic energy (center) and mean concentration (right).

Fig. 2. Concentration moyenne (gauche) et variance de concentrationc2 (centre et droite).

Fig. 2. Mean concentration (left) and mean-square fluctuation concentrationc2 (center and right).
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sous-maille, les particules fluides ne sont pas assez dispersées loin de la paroi [4]. Notons que Sykes et H
[4] modifient la rugosité pour approcher les résultats expérimentaux, ce que nous ne faisons pas.

Ce modèle stochastique semble ainsi bien adapté à la modélisation du mouvement des particules flu
une maille. Cela permet d’obtenir directement la concentration moyenne et la variance. Cette variance
calculée seulement avec les statistiques du champ filtré contrairement aux SGE classiques [7]. Elle tien
ici des fluctuations induites par les petites échelles et donc fournit les valeurs instantanées des cham
les statistiques au sens de Reynolds classiquement présentes dans tous les travaux expérimentaux de réf
obtenues. Le flux de masse ainsi que tous les autres moments du champ de concentration peuvent aussi ê
sans fermeture supplémentaire.
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