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Résumé

A petits temps suivant la distorsion d’un état isotrope, la théorie de distorsion rapide fournit la forme tensorielle des déve-
loppements des grandeurs turbulentes en un point pour les écoulements turbulents homogénes rotationnels en moyenne. Il est
considéré que la consistance avec de tels développements doit étre assurée pour tout modéle de fermeture. La note décrit la
structure générale de ces développements et examine certaines de leurs propriétés. Il est montré comment les effets cumulés (de
déformation et de rotation) sont mis en j@aur citer cet article: J. Piquet, C. R. Mecanique 333 (2005).
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Abstract

On the closure of rapid terms for rotational mean flows.For small times following the distortion of an isotropic state,
rapid-distortion theory provides the tensorial form of one-point correlation expansions for homogeneous rotational turbulent
mean flows. It is considered that the consistency with such expansions must be satisfied by any closure model. The Note
describes the general structure of these expansions as well as some of their properties. It is shown how cumulated effects (strain
and rotation) are involvedo citethisarticle: J. Piquet, C. R. Mecanique 333 (2005).
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Abridged English version

Rapid-distortion theory (RDT) assumes that turbulence is subjected to modifications that are rapid enough
not to leave time to nonlinear interactions (which develop on a times¢af® to cascade energy towards small
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scales. Hencés?}1/242/¢ >> 1. Nonlinear interactions are thus neglected. If we, moreover, consider inviscid RDT,
the shape of the spectra is irrelevant. Then the small-time expansion of Fourier amplitudes given by the RDT
equations (2) allows a computation of the small-time time expansion of the spectral velocity &ndort), in

terms of its value at= 0, ®;;(K), which is assumed to be isotropic. An integration over the wave nukdlyalds

the expansions of quantities defined by Eqgs. (4). Due to the homogeneity hypothesis, the rotational part of the mean
flow is not arbitrary and depends on the cumulated strjim a manner specified by (5), (6). The turbulent kinetic
energyg?/2 is given by (7), and, as it is the main quantity which involves the mean cumulated compression, every
quantity is normalized by?. For irrotational flows, the fact that principal axii bf(=y) — the nondimensional
Reynolds-stress anisotropy tensor defined in Eq. (4) —Aindhe cumulated distortion, coincide, an univoqual
relationship betweeh and A* being available [4—6]. For mean rotational flows, this is no longer the case and it

is necessary to distinguish between the componental anisobroayd the dimensional anisotropy,defined also

in (4). Both small-time expansions (8), (9) show the influence of rotational effects under a cumulated form which
appears at the second order in time. The use [13-15] of canonical decompositions of fourth-ordeMeasdrs

Y@ involved in the rapid transfer terms presenbinandy-equations allows one to specify the expansions (12),
(13) of the purely symmetric, trace-free pais(*”) andY ") of these fourth-order tensors. In particular, rotational
terms enter BI*) — Y@ (which vanishes in irrotational flows) as second-order effects. The stropholysis which
represents the sensitivity of the rapid pressure-strain tensor to rotational effects, as indicated by (14) is similarly
expanded, see (15). The higher-order tensor @ appearing in the equations f@ is finally treated in the

same way: its canonical decompositions is given by (16) as well as the RDT expansions of the purely symmetrical
components (18), (19), up to third order in time.

1. Introduction

La théorie de distorsion rapide (RDT) est utile pour comprendre la dynamique et les structures de la turbulence
sujette a d'intenses modifications de I'écoulement moyen. Son hypothése de base est que la turbulence est sou-
mise a un changement suffisamment brutal de celui-ci pour que les interactions non linéaires n'aient pas le temps
de propager la cascade d’énergie vers les échelles dissipatiisi] St {S?}Y/2 mesure le taux de déformation
moyen —{A} désigne la trace d& —, on admet quéS||¢g2/e > 1. Dés lors, les termes non linéaires et les effets vis-
queux sont négligeables. De fait, la théorie reste valable pour décrire des écoulements turbulents a évolution lente
(mais dans ce cas la condition initiale appropriée n’est pas en général isotrope) ou les structures tourbillonnaires
dominantes sont celles de la RDT : alternances de vorticité longitudinale et anti-longitudinale («double-roller »
eddies), présence de régions localisées d'intenses vorticité transversale ou vitesse longitudinale (« streaks »). Les
parameétres de grande échelle (comme les quantités du second ordre) étant donnés, les spectres ont, lors de la dis-
torsion rapide, des formes différentes des formes habituelles puisque les taux de déformation et de rotation imposés
sont assez forts pour dominer les effets non linéaires. Par suite, le taux de déformation peut influer directement sur
les petites échelles du spectre qui n'aura pas de forme équilibrée [1]. Toutefois, on peut montrer que dans le cas
non visqueux, la forme de ces spectres n’est pas affectée par la distorsion.

Le tenseuM décrivant le probléme RDT est en général une fonction de la déformation cumulée et de la rotation
cumulée définies par :

t

t
A(t) :=/S(t’) dr’ ; W(t):= /W(t’) dr’ 1)
0 0

Pour un spectre initial donne, le tenseur spectral des corrélations do@pjés), dans I'espace des nombres
d'ondek, ne peut étre calculé que dans de rares cas de fagon analytique. Les solutions disponibles sont connues de
longue date et incluent les cas d'un écoulement moyen irrotationnel, d’'un cisaillement pur et d’'une rotation pure
[2,3]. Par une intégration convenable du tenseur spectral, il est possible dans des cas encore plus rares d’en déduire
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la forme analytique des corrélations doubles (déformations pures planes ou axisymétriques). En régle générale, et
méme pour des écoulements moyens irrotationnels, il n’est possible d’effectuer I'intégration analytiquement qu’'a
des temps trés petits. Les corrélations doubles au cinquieme or¢lrg|eant pu ainsi étre déterminées [4—6] ou a

été déduit le développement en séries du terme rapide en fonctinndéeiateur adimensionnel des corrélations
doubles de vitesse, qui n'est fonction univoqueddgue dans le cas d’'un écoulement moyen irrotationnel.

Pour un écoulement moyen rotationnel, les axes principaux de sont plus alignés avec ceux deet le
déviateury, caractéristique de I'anisotropie dimensionnelle, differebd®ans ce qui suit, nous examinons le
développement a petit temps de la solution de distorsion rapide la plus générale dans un repére tournant a la
vitesse angulairg?, dans le cas o8 ne dépend pas du temps. Les développements qui suivent ont été obtenus au
moyen du calculateur symboliquenPLE, suivant en cela la suggestion [7]. La croissance trés rapide du nombre de
termes a intégrer dans les développements du spectre des corrélations doubles de vitesse nous a limité en pratique
au quatrieme ordre en temps. Pour des questions de place, nous présentons dans ce qui suit les développements
obtenus en général au troisieme ordre en temps.

2. Développements de distorsion rapide

Nous considérons dans ce qui suit les développements de distorsion rapide a petits temps, a partir d’'un état initial
isotrope. lls sont obtenus par développement limité autour-€ des équations spectrales (2) de la distorsion
rapide, pour les transformées de Fourigtk), des fluctuations de vitesse=: roty’.

db . o dk;
o = Mijbis Myj(0) = vk, + 2= 4 Vot =Viii g =k Vpis kit=0=K; (2)
ou d/dr est la dérivée particulaireka constant, c’est a dire derivée en suivant le mouventeat(F~T) - K, défini
a partie du gradient de déformation moyeffite). V et V@, la vitesse moyenne absolue, s’expriment en fonction
de la vitesse moyenne relativeet des2 selon :

V,-f[}) =Vij—ijm@m: Vij=Vij—26imQ2m et W =W +22; W;=W +4%; ®)

ou les vorticités correspondantes ont été aussi spécifiées (voir par exemple [8]). Il est alors possible, par utilisation
de (2), de développék et v;(k) au voisinage de =0, pour tout champ moyen. Lintégration sur le nombre
d’ondeK des ordres en temps successifs — en tenant compte de l'isotropie initialé pdky —, de chacune des
relations (4) qui spécifient les tenseurs en un point en fonctioh; i),

L 1 kik;
= <§8”+b’7>=/¢""dk; Yij =Wy, 2<§3ij+)’ij>=/ o Pun

— kiki kikjkpk

9*Mijpq :Z/ kzj Ppq dk; Clzyz(/zgq ._/ k4 Pk

52 4(6) . kikjkikm ) 6 . kikjkikmkpkg

szijlmpq 'Z/ k4 quq dk ’ qzyijlmpq = T(pnn dk (4)

fournit les développements au voisinage de l'isotropie de toutes les quantités susceptibles de nous intéresser lors
de la construction des modéles de fermeture. Notons tout d’abord que le champ de vorticité ma{€iine,

n'est pas arbitraire en turbulence homogene et qu'il résulte, par intégration de I'équation du tourbillon moyen, de
la connaissance de la déformation cumulég).

W (1) = expg[A(0)] - W (0) (5)

ou expi-] désigne I'opérateur d’exponentiation. La formule (5) peut étre développée a petits temps pour fournir :
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1 1 1 1 1 1 1
W (t)—|:|:1+3{A}+—18{A} +—18{A }+—162{A} i|| +|:1+3{A}+—18{A} +—12{A }i|A

1 1
+ 2|1+ Z(A}|A*2 |- W9 (0) (6)
2 3

A coté de la compression cumuldei}l /3, A*, pur déviateur dei, désigne la distorsion cumulée. On reconnait
dans (6) le terme d’étirement tourbillonnaire dans la direction de la vorticité initiale et le terme de gauchissement
produisant le changement d’orientationwl®’ avec le temps. Dans ce qui suit nous travaillerons avec le tenseur

W@ .= —¢.w@(r)/2 et son intégraléV @ (¢). L'énergie cinétique turbulente (4) se trouve étre la seule autre
quantité qui prenne en charge la compression moyé&gnde I'’écoulement :
= - 2 2(2 1 472 2 1
3201 S S a2 2a2) 4 2 (LAt — SiAvAF Dy — a3 ot 7
q qo[ 3{ }+3<5{ }+3{} +35 7{ } 5{ HA™) 9{} +0@%) (7

L'expression (7) fait en effet intervenir le développement & I'ordre quates &é!/3 qui est la solution de distor-
sion rapide pour le probléme de compression pure [7]. Afin d’éliminer une influence directe de la compression,
toutes les grandeurs seront normalisées par I'énergie cinétique turbulente. Les invariants conjoints dépendant du
taux de rotation cumulé et de la vitesse angulaire cumulée du repére n'apparaissent qu'ad:drdreaux de
déformation joue seul a travers ses invariants sur les trois premiéres dérivées temporelles de I'énergie cinétique
turbulente, une indication de la faible, mais néanmoins présente, influence de la force de Coriolis dans le méca-
nisme de distorsion rapide. Une application de (7) au cas des écoulements plans a déformation et rotation inégales
(S12 = S/2, W12 = —w3/2 = §/R) montre une croissance initiale gé plus modérée pour les écoulements el-
liptigues (R < 1) qu’hyperboliques R > 1), par le biais d'une contribution au quatrieme ordre proportionnelle
a 1— R~2. L'examen d’un écoulement cisaillé en repére tourndhp & Wi» = §/2, 23 = £2) dépendant de
R = —2£2/8§ montre une asymétrie entre les étRtet —1 — R dés les petits temps et donc une absence de simili-
tude de Bradshaw [3,9,10].

Les anisotropieb ety sont données par ;

_ A 22 *Z—E{A*Z}I) —}(A*W—WA* +§ i(4—6{,4*2}+{W2} A*
Y="1"% ~3|7 3 5 )+ 3|15\ 35
+ %(A*ZW — WA*?) — é(A*WZ + W2A* — g{A*Wz}I>] + 0% (8)

4 47 1/4 13 2 1
b=y— —[A*W@ - W@A 4 Z| —Z( (W2} + S t{Ww) — =r3{w?) |A* + Z(A*2W@ — w@ %2
y— 1l 1+ 2| =3 (502 + ZeiWol - S0} ) A% + )
2 2 8 2
+ 7 ( + 3{ } o1 o+ w 3{(» }

1 *2 *2 1 *2 *2 1 * * 2 * 4
— AW = WA = Sr(A0 —0A™) - i WATe + AW - é{WA o}l ) [+0ahH  (9)
ou Wi(;‘) = W;j + w;j, les symboledV etw désignant les intégrales en temps de W et w, l'intégrale en temps de
étant notéew ou . Si I'écoulement moyen est irrotationnel, alors a I'ordre quatre, en accord avec [6] :

4 92 124 4 62 1
y [ 15+1575{ }+3465{ }] +[ 21+1155{ } 3{ H+

En outre, un écoulement de rotation pure initialement isotrope reste isotrope, péisque n’'apparaissent
gu’en conjonction avec la déformation cumulée. Les invariants eiedey ne sont identiques que jusqu’a l'ordre
trois et ils ne dépendent alors que des invariantd deordre quatre calculé est donc nécessaire pour distinguer
les écoulements 2D et 2C, a travers les invariaptetlll,. Les développements (8), (9) coincident avec les formes
tensorielles des modéles algébriques explicites de contraintes (EARS models). Le terme demiidnb a déja
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donné poub dans [2]. Si I'on y introduit = «g?/¢, les modéles de viscosité turbulente classiques correspondent
acC, = —8a/15 et la procédure obtenue «fabrique » alors automatiquement des modeles d’ordre plus élevé. Dans
les cas de cisaillement pur ou de cisaillement en repére tournant, les développements qui précedent sont en bon
accord avec [11] et [12], respectivement. On retrouve en particulier que la composante longitRgiredeplus
grande dans le cas cyclonique que dans le cas anticyclonique, alors que la rédu®ien(o rapport au cas
£2 =0) dans le cas cyclonique est plus forte que dans le cas anticyclonique.

Pour les tenseurs d’ordre supérieur, il est utile d'introduire la notation suivAngeB) définie par le tenseur
totalement symétrique a traces nulles :

1
(A®B)ijpg :=(AijBpg)6) — ?[2<8pq(AikBjk + AjkBik)>(6) + {AN8ij Bpq) e + {B}(8ijApg) )]

K
[2{AB} +{A}B], (10)

etsiA=B:

2
7 = (3ij qu>(6) + [{Az} Z{A}Z](SI'(JA'?W

1
(A®A)ijpg = (AijApg) 3 — ?{A}wijqu)(G)
aveCle.(f?,q :=0ij0pq +8ipbjq +8igdjp, l'indice (3) ou (6) indiquant le nombre de termes dans la sommation. Ainsi,
VA, B symétriques{Aiijq)(s) = A,‘ijq + A,'ijq + Aiqij + Ajijq + quBip + quBij-
De méme, pour tout tenseArsymétrique et pour tout vectewur,

2 1
(AR V)ijk :=(Aij Vi) @3 — gvp<5ijAkp>(3) - E{A}(Bij Vi) 3 (11)

Les décompositions canoniques [13,14] conduisent & la pose du probléme de fermeture sur des tenseurs homogenes,
Y@ M@ Q* c’est a dire totalement symétrique a traces partielles toutes nulles (voir [15] pour les relations entre
ces tenseurs homogeénes et les tensé{fisM etQ définis par I'Eq. (4)). Pou¥ ", la théorie de distorsion rapide
conduita :

o 4
Y®) = —(A*QAY) + =

2 2 *2 * 1 * * * 4
0% [ (A ®A)—g((A W—WA)®A)}+O(t) (12)

21
et pour la partie correspondante € :
1

§ 2 11
=Y 4 S AW @2 A% + Z((A*W@ — WD AY) @ A%) | + Ot 13
3 567[< ®A*) + 5(( ) ® A*) | + 0@ (13)

M 49

Alors que le taux de rotation cumulé intervient au troisiéme ordfé,) n'est pas indépendant de la vitesse an-
gulaire cumulée, mais au quatriéme ordre seulement. Le résultat [14] selon YéGet 3M ") en écoulement
irrotationnel est confirmé et I'on trouve au quatriéme ordre :

« 4 314 4 188
Y(4 Y el A*Z AT @ A* — (A* A*Z A*Z A*Z
1051 75t A @A) og (AT @A IpgA T @ AT

expression qui produit une corrélation rapide pression-déformation en accord avec [5]. Considérons enfin la
stropholyse qui mesure la sensibilité des corrélations rapides pression-déformation [16] au taux de rotation de
I’écoulement, et donc la non-invariance par réflexion des corrélations de vitesse, en accord avec I'écriture (14) des
corrélations linéaires pression-déformation :

qu(r) =p p/(r)(v + U;"i) = CF[Z(Miqu + qupi)Spq - (Qijk + jSk)Wk(a)] (14)



262 J. Piquet / C. R. Mecanique 333 (2005) 257-263

La stropholyse se développe, pour sa partie totalement symétrisée, en accord avec :

2 2 5
F= (AT QU Y) + | (ATWD - WD AN ® Q) (4D - dA*) @ W'Y
Q' =-gA" 0w >+189[<( )@ Q) -S40 -aAm) @ ')

10 8
- §<A*2 Q@ w ) + §(A* ® A*. w“‘))} +01h (15)

et s’annule bien évidemment en écoulement irrotationnel. Alors que la vorticité absolue cumitléest seule
a apparaitre a 'ordre deux, I'ordre trois fait apparaitre simultanément a la fois la vorticité et la vitesse angulaire

cumulées. Parmi les corrélations d’ordre supérieur, une seule (a modéliser) intervient dans I'équation pour la stro-
pholyse [15]. Il s’agit de la quantit@fﬁ g = e,-mnM,iffnkpq qui posséde des propriétés analogues a son homologue
du troisieme ordre. Ses traces partleﬁes satisfont :

® _n. ® _n. ® _n. ® _ 0 _ 0 _ o
Qiikpq =0; Qikkpq =0; Qkikpq =0; Qijkpp - Qijpkp - Qijppk - Ql./k
Ce tenseur est aussi générateur des tenseurs du quatriéme ordre :

—e .0® . @ _ 0® .
Minnpg = Emij Qinqu ; ijpq = Emni Qinqu ;

“ ) 1 *
Xnipg = €mjn Qinjpg = Omi (é‘qu + yM) — Miipg = Yyipg

si bien que la décomposition canonique suivant@ s’écrit :
B _ O 1 1
Qijkpq = Q(ijkpq) + E(giannqu + €ipnMnjkq + 8iannjkp) + g(gjannipq + €jpnMnikq + 8jannikp)

1
+ %(&'annqu + 8iannqu + gipnMnqu + Sipnanjk + 8iannkjp + giannpjk)

3
y@

4
- E)gijn nkpq Y

njkq
13 y @ Y @ Y 4
- a)(gkj” nipq + €pjn nikq + &qjn nikp)

1 1 1 1
+ 6 Ekji §8pq + Ypq + Epji é(skq + Ykq + Eqji éapk + Ypk (16)
ou la partie purement symétrique @ peut étre décomposée en partie inhomogéne et partie a traces partielles
nulles,Q®" :

+ Eign Y,(4) )

+ €ipn 1jkp

1
(€]
+ a)(gikn Ynqu

1 "
® . 5 (5%)
Q(ijkpq) = 20<Qijkpq>(20) = 30<8ij szq>(10) + Qijkpq (17)

La méme démarche a été appliquée pour les deux derniers tené&lrst M © | définis en (4), dont les dé-
compositions canoniques sont omises pour des raisons de place. Seules les développements de distorsion rapide a
I'ordre 13 de leurs parties homogénes totalement symétriques sont spécifiées dans ce qui suit. On trouve :

6 _loey _ 32 [2 o0 @ 16 3¢
Mijklpq = gYijMpq = __45045[£{A }<Aij5k1pq>(15) + _231{A }(8ij8ki8pg) (15)
1 2
+ (A} (AZIA;(,)(:%))@ - ﬁ(&j(z‘\zzz‘\;q)(e))@] (18)

. 2
(5% —(a) (@) 42 2y :=(a) o(4)
Qitkpg = 675|:<wi” (A5 AL 3) s — 2080, Ape) @0 + 2{A™ K81, ) )

2_
- §w51a)<A7n {8k ;q>(6)>(5):| (19)
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A l'ordre trois, M®" et Y& ne dépendent que de la déformation cumulée et la forme trouvée est en accord
avec [17]. On remarque en particulier qud §”) = Y ®") identiquement en écoulement irrotationnel. Cette égalité
est mise en défaut au quatriéme ordre en temps qui met en jeu la vorticité aligGlielépend aussi dd et,
linéairement, de la seule vorticité absolue.

3. Conclusion

Le principal apport de cette note réside dans 'obtention des développements de distorsion rapide de I'ensemble
des grandeurs nécessaires a une modélisation des termes rapides dans le cas d’écoulements homogenes rotationnels.
Les développements qui mettent en jeu les déformations et rotations cumulées seront utilisés ultérieurement pour
construire des modéles de fermeture compatibles avec la théorie de distorsion rapide aux petits temps. Compte tenu
de ce qui précede, ces modéles se présenteront sous une forme nécessairement compatible avec les décompositions
canoniques (dont I'Eq. (16)) en partie homogeéne et inhomogeéne des te@sedrsY  ou de leur homologue
d’ordre plus élevéQ® , apparaissant dans I'équation de la stropholyse. Les résultats a la base de la construction
de modeéles de fermeture sont donc les Egs. (12), (13), (15) et éventuellement (18), (19). La substitution de (8), (9)
et d’éventuellement (15) dans des développements fonctionnels a coefficients indéterminés conduira, par identifi-
cation aux développements de distorsion rapide (12), (13), (15), (18), (19), a I'obtention des modéles de fermeture
cherchés. Cette procédure fera I'objet d’une prochaine Note.
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