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Résumé

Dans cette Note, nous proposons une généralisation d’un algorithme efficace et rapide de construction incrémen
triangulation de Delaunay au cas de la triangulation régulière d’un nuage de points dansR

d dont le dual est le diagramme d
Laguerre. En particulier, la formule du transport des centres des boules circonscrites aux simplexes de Delaunay se
naturellement au cas de la triangulation régulière. Des exemples numériques de diagrammes de Laguerre en trois d
sont présentés.Pour citer cet article : H. Borouchaki et al., C. R. Mecanique 333 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The Laguerre diagram. This Note presents a generalization of a known fast and robust algorithm of incremental const
of the Delaunay triangulation to the case of the regular triangulation of points inR

d . In particular, the transport formula o
simplex circumball centers are naturally extended to the case of the regular triangulation. The associated Laguerre di
then be obtained by duality from the regular triangulation. Some numerical examples of Laguerre diagrams in three dim
are given.To cite this article: H. Borouchaki et al., C. R. Mecanique 333 (2005).
 2005 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

The Delaunay triangulation [1] of a setS of points inR
d is such that the open circumballs of its simplices con

no point ofS. This triangulation is the dual of the set of Voronoï polyhedra [2] ofS. The Voronoï polyhedron
associated with a point ofS is the set of its closest points inRd with respect to other points ofS. The duality relates
thek-faces of simplices of the triangulation to the(d − k)-faces of Voronoï polyhedra. Thus, with each simplex
the triangulation is associated a vertex of one of the Voronoï polyhedra, which is the center of the circum
the simplex. The Voronoï polyhedra ofS constitute a graph whose nodes are the vertices and edges are the
of Voronoï polyhedra. By duality, this graph represents also the Delaunay triangulation ofS. An extension of this
graph consists in associating a weight to each point and modulating the proximity notion by this weight [3,4
weighted diagram is called the Laguerre diagram ofS. The Laguerre polyhedron associated with a point ofS is
the set of points inRd whose ‘power’ is smallest with respect to this point than the other points ofS. The dual
of Laguerre polyhedra is also a triangulation called regular triangulation. The Delaunay and regular triang
of S verify the same ‘empty sphere’ property: for each simplex of the triangulation, there is a point (the
which is closer to the simplex vertices than the other points ofS. The generic algorithm of incremental construct
of the Delaunay triangulation (the Delaunay kernel) can also be applied for the regular triangulation.

This Note presents a generalization of a fast incremental algorithm of construction of the Delaunay triang
[5] to the regular triangulation. The initial algorithm consists of several acceleration steps and in particular,
computation of the new simplices centers which is useful for the Delaunay kernel. We show that this comp
can naturally be extended to the case of regular triangulation. Some examples are given to illustrate the ap
of the Laguerre diagrams in 3D.

1. Introduction

La triangulation de Delaunay [1] d’un ensembleS de points deRd est telle que les boules ouvertes circonscr
aux simplexes ne contiennent aucun point deS. Cette triangulation est le dual de l’ensemble des polyèdres de
ronoï [2] associés àS. Le polyèdre de Voronoï associé à un point deS est l’ensemble des points deR

d plus proches
de ce point que des autres points deS. La dualité fait correspondre lesk-faces des simplexes de la triangulati
aux (d − k)-faces des polyèdres de Voronoï. Ainsi, à chaque simplexe de la triangulation est associé un
d’un des polyèdres de Voronoï, qui est le centre de la sphère circonscrite à ce simplexe. Les polyèdres de
deS constituent un graphe dont les nœuds sont les sommets et les arêtes sont les arêtes des polyèdres
Par dualité, ce graphe représente aussi la triangulation de Delaunay deS. Une généralisation de ce graphe cons
à associer un poids à chaque point et de le prendre en compte dans la notion de proximité [3,4]. On défin
diagramme de Laguerre deS. Le polyèdre de Laguerre associé à un point deS est l’ensemble des points deR

d dont
la « puissance » est plus petite par rapport à ce point qu’aux autres points deS. Le dual des polyèdres de Lague
représente aussi une triangulation appelée triangulation régulière. Les triangulations de Delaunay et réguS

vérifient la même propriété de sphères vides : pour chaque simplexe de la triangulation, il existe un point (le
plus « proche » des sommets du simplexe que des autres points deS. L’algorithme de construction incrémentale
la triangulation de Delaunay, le noyau de Delaunay, peut aussi être appliqué pour la construction incrém
la triangulation régulière.

Cette Note présente une généralisation d’un algorithme rapide de construction incrémentale de la trian
de Delaunay [5] au cas de la triangulation régulière. L’algorithme d’origine comprend plusieurs étapes d
ration, en particulier le calcul rapide des centres des nouveaux simplexes utiles pour le noyau de Delaun
montrerons que ce calcul s’étend naturellement au cas de la triangulation régulière. Quelques exemples so
pour illustrer les diagrammes de Laguerre en trois dimensions.
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2. Noyau de Delaunay

La méthode incrémentale de construction de la triangulation de Delaunay consiste à insérer un point dS dans
une triangulation de Delaunay de points déjà insérés. Elle repose sur le lemme général suivant [6–8] :

Lemme 2.1. La réunion des simplexes dont la boule ouverte circonscrite contient un point inséré intern
triangulation est un polyèdre étoilé par rapport à ce point; les simplexes définis en reliant ce point aux fa
frontalières du polyèdre constituent alors la nouvelle triangulation de celui-ci; la triangulation du complémentair
de ce polyèdre reste inchangée.

La mise à jour incrémentale de la triangulation de Delaunay est donc divisée en deux parties : recherch
truction des simplexes dont la boule ouverte circonscrite est non vide et création des nouveaux simplexe
en compte le point inséré. Appelons cavité associée à un point a insérer, le polyèdre formé par les sim
« sphères non vides » et « boule » la retriangulation de la cavité prenant en compte le point une fois inséré
à jour de la triangulation revient alors à déterminer la cavité et à construire la boule. Cet algorithme déjà
est malgré tout le plus efficace. Nous en rappelons une version [5], utilisant la notion de transport de st
qui permet une construction inductive de la boule à partir de la cavité. En effet, sis = [f,X] est un simplexe de
la boule oùf est une face externe de la cavité etX le point à insérer, alors il existe un simplexet de la cavité qui
est défini part = [f,Y ] et on peut définirs à partir det en remplaçantY par X. Nous montrons alors que l’o
peut transporter la struture det pour définir la struture des en utilisant des opérations élémentaires bien adap
au critère de Delaunay. Nous évitons ainsi la résolution de systèmes ou l’évaluation de signes de déte
traduisant l’appartenance d’un point à une sphère [9].

Pour déterminer la cavitéC associée au pointP à insérer, il suffit de rechercher parmi tous les simplexes c
dont la boule ouverte circonscrite est non vide ; mais cette recherche est coûteuse. Par définitionC est une partie
connexe deRd ; ainsi, ayant l’un de ses éléments, on peut la déterminer par une recherche par adjacence
profondeur dans le graphe). Un simplexeK est à sphère non vide si le critère de Delaunay correspondant
pas valide : la quantitéCd(K,P ) = d2(OK,P )− d2(OK,P K) est négative, oùd(·, ·) représente la distance euc
dienne,OK est le centre de la boule ouverte circonscrite àK etP K est un sommet deK . Comme les coordonnée
deOK sont en général réelles, le critère est basé sur un calcul inexact (comprenant des erreurs numériq
rondi) et peut conduire à des résultats non conformes. Pour pallier ce problème, on fera une hypothèse
validera par la suite.

Hypothèse. Si f est une face quelconque d’un simplexeK , alors l’évaluation deCv(f,P ) = Hf (P ) (puissance de
P par rapport à l’hyperplan support def ) est basée sur un calcul exact où l’on peut répondre de manière rob
la requêteCv(f,P ) > 0.

Cette hypothèse nous permet la construction de simplexes à volumes positifs. En effet, c’est une c
nécessaire pour garantir une triangulation correcte. On montre par la suite qu’elle est suffisante. Nous dé
la baseB comme étant l’ensemble des simplexes qui contiennentP . Par définition,B est une partie connexe deR

d ,
étoilée par rapport àP . La baseB est inclue dans la cavitéC. Désignons son complémentaire dansC parD. Par
la suite, nous proposons un algorithme robuste pour l’évaluation de la cavité (qui n’est qu’une version lég
modifiée de celui de George dans [10]), garantissant son étoilement par rapport àP ; il est divisé en deux parties
– initialisation, – correction. A partir d’un élément deB, par une recherche par adjacence on peut détermineB ;
à ce niveau, on utilise des critères de visibilité, donc basés sur un calcul exact (un simplexeK contientP si toutes
ses faces sont visibles du pointP ou∀f ∈ K , Cv(f,P ) � 0). La baseB vérifie ainsi l’étoilement par rapport àP et
ne contient, dans son intérieur, aucun point autre queP . De même, dans une recherche par adjacence, à part
éléments deB, on détermineD ; ainsi on obtientC = B ∪ D. À ce niveau, on utilise le critère de Delaunay, do
un calcul inexact. On en déduit que la cavité peut éventuellement ne pas être étoilée par rapport àP et contenir
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des points dans son intérieur. Pour cela, on apporte une correction à la cavité. La correction consiste à en
éléments deD pour retrouver les propriétés voulues deC. On obtient l’algorithme suivant :

– S’il existe un point interne àC, repérer l’un des simplexes deD le possédant comme sommet et retirer
simplexe deD.

– S’il existe une face frontalière deC non visible deP , repérer le simplexe deD qui la contient et retirer ce
dernier deD.

– Itérer si le nombre d’éléments deD est modifié.

On constate que dans le pire des cas, la cavitéC s’identifie à la baseB siD est réduit à l’ensemble vide ; on en déd
la convergence de l’algorithme. Les tests de visibilité assurent la connexité de la cavité ; commeB est toujours
inclue dans la cavité, cette dernière contient le pointP . Ainsi, la méthode proposée garantit une construc
correcte de la triangulation de la cavité prenant en compteP , à savoir : chaque simplexe de cette triangulation
défini parP et une face frontalière de la cavité. Dans cet algorithme, on a supposé que l’un des éléments d
est connu. Pour l’obtention de cet élément, il suffit de considérer un simplexe quelconqueK0 de la triangulation
(en particulier le dernier construit) et de parcourir la triangulation, par adjacence à partir deK0, pour aboutir à un
élément de la base. Deux éléments consécutifs dans ce parcours ont en commun une face dont l’hyperpla
sépare le premier élément du pointP . Pour éviter les cycles dans ce parcours, on propose, quand un cho
possible, de considérer de manière aléatoire l’une des faces du simplexe courant, dont l’hyperplan suppo
le simplexe du pointP . Comme il existe toujours un tel parcours, l’algorithme converge. L’efficacité de
méthode repose sur le choix du simplexe initial du parcours,K0. En particulier en choisissantK0 assez proche
deP , on réduit la longueur du chemin reliantK0 àP , donc le nombre de simplexes dans le parcours. Il suffit a
que l’un des sommets deK0 soit assez voisin deP . Ainsi, pour chaque point, il faut définir ses points voisins. P
cela, on pourra utiliser une grille de voisinage.

Pour justifier l’hypothèse, on propose un calcul exact du critère de visibilité qui n’est efficace qu’en
dimensions, en particulier sid = 2 ou 3. En supposant que toutes les coordonnées sont des entiers compris
et une valeurN donnée, on peut calculerHf (P ) = Volume([f,P ])/d! de manière exacte si le calcul de la quan
Nd est exact. En considérant un majorant 2m pour cette quantité, on obtientN < 2m/d . Dans la pratiquem est de
l’ordre de 51 (type réel double précision) ; ainsi le procédé n’est plus efficace pourd > 4. La méthode proposé
n’est pas optimale, mais sa mise en œuvre s’avère assez simple.

Chaque simplexeR de la boule est défini par le pointP et une face frontalièref de la cavité. La facef
appartient à un simplexeK de la cavité. Soientnf le vecteur unitaire normal à l’hyperplan support def orienté
versP K ; on a :K = [f,P K ] etR = [f,P ], où les crochets désignent l’enveloppe convexe. Pardéfinition, le centre
OR de la boule circonscrite àR appartient à la droite de vecteur directeurnf passant parOK . Il existe donc un rée
t vérifiantOR = OK + tnf . Soit P f l’un des sommets def . Si M est le milieu du segment[P f ,P ], alorsOR

appartient à l’hyperplan de vecteur normal
−−−−→
P f P passant parM , ou

−−−−→
P f P · −−−−→

MOR = 0. On peut déterminert à partir

de ces équations ; en effet,MOR = MOK + tnf et
−−−−→
P f P · (

−−−−−→
MOK + tnf ) = 0 ; on a

−−−−→
P f P = −−−−→

OKP − −−−−−→
OKP f ,

−−−−−→
OKM = (

−−−−→
OKP + −−−−−→

OKP f )/2 et Hf (P ) = −−−−→
P f P · nf , où Hf (P ) désigne la puissance du pointP par rapport à

l’hyperplan support def . On en déduit :

t = d2(OK,P ) − d2(OK,P f )

2Hf (P )

Nous remarquons que la quantitéCd(K,P ) = d2(OK,P ) − d2(OK,P f ) est associée au critère de Delaunay ;
particulier siCd(K,P ) < 0, la boule ouverte circonscrite àK contientP ; de même, la quantitéCv(f,P ) = Hf (P )

est associée à un critère de visibilité ; en particulier siCv(f,P ) > 0, la facef est visible du pointP .
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3. Extension à la triangulation régulière

À chaque point deS est associé un poids représentant un scalaire positif. La triangulation régulière deS peut
être vue comme la triangulation de Delaunay deS dans laquelle la quantitéd2(Q, ·) représentant la distance a
carré d’un pointQ deR

d à un point deS est remplacée par la quantitéΠ(Q, ·) représentant la puissance deQ par
rapport à un point (pondéré) deS. Plus précisément la puissance d’un pointQ par rapport à un point pondéréP
de poidsωP est la quantitéd2(Q,P ) − ω2

P qui représente la longueur du segment issu deQ tangent à la boule d
rayonωP centrée enP si Q n’appartient pas à cette boule. Les deux quantitésd2(Q, ·) et Π(Q, ·) permettent de
quantifier la « proximité » d’un pointQ par rapport à un point deS. Comme la quantitéΠ(Q, ·) peut être négative
l’existence de la triangulation régulière deS n’est pas garantie. On peut montrer que, si pour tout couple(P1,P2) de
points pondérés deS la relation|ω2

P1
− ω2

P2
| � d2(P1,P2) est satisfaite, alors la triangulation régulière deS existe.

La méthode incrémentale de construction de la triangulation régulière repose aussi sur le noyau de Dela
détermination de la cavité et construction de la boule) en prenant en compte la nouvelle notion de proximi
ce cas, la cavité est définie par l’ensemble des simplexesK vérifiantCr(K,P ) = Π(OK,P ) − Π(OK,P K) < 0.
On va montrer que la formule du transport du centre peut être appliquée en remplacantd2(·, ·) parΠ(·, ·).

SoientR un simplexe de la boule défini par le pointP (à insérer) et une face frontalièref de la cavité, etK le
simplexe de la cavité s’appuyant surf . Désignons parnf le vecteur unitaire normal à l’hyperplan support def

orienté versP K . Le pointOR dont les puissances par rapport aux sommets deR sont égales, appartient à la dro
de vecteur directeurnf passant parOK , et il existe donc un réelt vérifiant la relationOR = OK + tnf . SoientP f

l’un des sommets def et M le point du segment[P f ,P ] vérifiant la relationΠ(M,P f ) = Π(M,P ). On peut
montrer queM s’écrit comme :

M = 1

2

(
P f + P + ω2

Pf − ω2
P

‖−−−−→
P f P ‖2

−−−−→
P f P

)

CommeOR appartient à l’hyperplan de vecteur normal
−−−−→
P f P passant parM , alors on a

−−−−→
P f P · −−−−→

MOR = 0. Cette
relation permet d’établir l’expression det qui est donnée par :

t = d2(OK,P ) − d2(OK,P f ) − ω2
P + ω2

Pf

2Hf (P )
= Π(OK,P ) − Π(OK,P f )

2Hf (P )

Ici, la quantitéCr(K,P ) = Π(OK,P ) − Π(OK,P f ) est associée au critère de la triangulation régulière
particulier siCr(K,P ) < 0, la cavité associée àP contientK .

4. Exemples

Le premier exemple concerne le nuage de points(i, j, k) à coordonnées entières défini par les relations−10�
i, j, k � 10 eti2 + j2 + 4k2 < 100. La Fig. 1 à gauche montre le diagramme de Voronoï associé. En affect
poids plus important aux points se trouvant sur les plans diagonaux et en s’assurant que la triangulation
correspondante existe, on obtient le diagramme de Laguerre illustré par la Fig. 1 à droite.

Le deuxième exemple concerne une application intéressante des polyèdres de Laguerre développée
Français du Pétrole pour la simulation de réservoirs pétroliers. Il s’agit d’insérer un maillage radial autour d’u
dévié dans un maillage structuré d’un réservoir, en les connectant entre eux à l’aide d’un maillage polyhéd
transition fondé sur les diagrammes de Laguerre. Le maillage hybride ainsi obtenu suit localement les d
des écoulements autour du puits (cf. Fig. 2). A titre indicatif, le maillage de transition comprend 1496 c
polyèdriques et est réalisé en moins d’une seconde sur un Opteron AMD 146 (2 GHz). Le maillage s
de réservoir n’étant généralement pas uniforme, l’emploi du diagramme de Laguerrre permet l’obtentio
conformité globale du maillage, ce qui ne peut être assuré par les diagrammes de Voronoï [11].
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Fig. 1. Diagrammes de Voronoï et de Laguerre.

Fig. 1. Voronoï and Laguerre diagrams.

Fig. 2. Maillage hybride.

Fig. 2. Hybrid mesh.
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