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Résumé

On montre dans cette Note que la modélisation des écoulements turbulents homogeéenes rotationnels en moyenne exige de
considérer, a coté des effets liés au nombre de composantes de la fluctuation de vitesse et a la dimensionalité de celle-ci, les
effets directement liés a la rotation moyenne de I'écoulement a travers un tenseur du troisieme ordre, la stropholyse. On forme
I'équation pour la partie complétement symétrique de cette stropholyse et on discute les prérequis nécessaires a la fermeture
des termes qui interviennent dans cette équakour citer cet article: J. Piquet, C. R. Mecanique 331 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publi¢ par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

The stropholytic equation. It is shown that the modelling of homogeneous turbulent flows with mean rotation requires
the consideration of stropholytic effects, besides componentality and dimensionality effects. Stropholytic effects are directly
related to the mean-flow rotationality. The equation for the purely symmetric stropholysis is established and prerequisites for

the closure of terms involved in this equation are discusBedite thisarticle: J. Piquet, C. R. Mecanique 331 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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Abridged English version

The homogeneous turbulence modelling of the pressure-strain tefysois usually based on the Lumley
decomposition [1]. The rapid-part modelling problem amounts to determining the fourth-order Mpser
defined by (2) as a functional of tensorial arguments, the anisotropy of Reynolds stkesstgs single term
is sufficient in the case of mean irrotational flows — and other tensorial arguments: the so-called dimensional
anisotropy,y, defined from (5b) and the so-called stropholy€ds;., which is responsible for mean rotational
effects, and measures the sensitivity of pressure-strain to mean vorticity. By virtue of the canonical decompositions
(12)—(14) of third- and fourth-order tensors, only the purely symmetrical @ﬂéu of Q;j« is required, besides
b andy, for a complete description &fl, as shown by a comparison with rapid-distorsion theory (see discussion
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of 81). This Note gives Egs. (15), (16) satisfied®Yy under the homogeneity assumption and reduces as much as
possible their associated modelling problems, using realisability (84) and Cayley—Hamilton-type (85) arguments.

1. Introduction

La modélisation du tenseur des corrélations pression-déform@gtoest un enjeu important en turbulence
homogeéne. Celle-ci s'effectue a travers la décomposition de Lumley [1] en partie IéﬁLeet partie rapide
proportionnelle au gradient/,,(,fg, de vitesse moyenne absolue. On est alors conduit classiquement a :

th =p P(Mz juj, i)= (S) + Z(Mlqu '|'lepqi)vl](fll3 (1)

Le probleme de fermeture se pose alors [ tet pour le tenseur du quatrieme ordig;,, , défini comme une
intégrale sur tous les nombres d’ orideians ‘espace spectral, @®; (k) est le tenseur spectral des corrélations
doubles de vitesse :

Kok
Mijpg = / R ICL )

On suppose alors qug ) et M;;pq sont des fonctionnelles isotropes du tenseur adimensionnel d’anisadfropie

défini en fonction du tenseur des corrélations doubles de vilsg®mrb;; == R;; /2K — §;;/3. Malheureusement,

si cette hypothése s’avére justifiée dans le cas des écoulements moyens irrotationnels, il n’en va pas de méme dans
le cas des écoulements rotationnels. Il est facile de montrer qu’alors :

Lj= Ti,(/S) + 2(Mipgj + Mjpgi) Spg — (Qijk + Qjix) Wi (3)

oUW @ est la vorticité absolue de I'écoulement moyen. Le tengkur qui est responsable des effets rotationnels
est le tenseur de stropholyse [2] défini par :

Qijk = —ujVik = ipgMjqpk @

Dans (4),¢ désigne le potentiel vecteur (fonction de courant) des fluctuations de vitedisest remarquable
gu’en turbulence homogéne, le tens€us’annule pour toutes les contractions d’indice possibles et qu'il génére
les tenseurs du second ordre suivants :

Eimp Qmjp =uju; = / QDU (k) dk (5a)
N kik;
Eimp Qpmj = Yij = Yk,iVYk,j = k—2¢kk(k) dk (5b)
Eimp ijm = Xij = 1;0[,161///',16 (5¢)
Laissons de coté le tenseXy; donné par (5c¢). Il peut étre éliminé parce qu’en turbulence homogene, X;; +
Yi; =2K3§;;. A coté deb (d'invariants Il:= —b2 /2etlll:= b3 ;/3) caracteéristique du nombre de composantes

de la fluctuation de vitesse (un écoulement e{SlsﬂAb =1 + 91l 4+ 2711l > 0 s’annule, il a deux composantes
égales siA, := 4113 + 271112 < 0 s'annule), il apparait un tensedr caractéristique de la dimensionalité de

la turbulence (donnant en particulier les directiongle variation dey). De ce tenseur de tracek? introduit

dans [3], on peut extraire un déviateur de dimensionglité=Y;; /2K — §;;/3 (d'invariants I}, et lll, tels que

Ay :=149Il, 4+ 27111, > 0 s’annule pour des écoulements 2D). Afin de tenir compte de la relation (2), quelques
auteurs [2-5] ont tenté de modéliddrcomme une fonctionnelle isotrope det dey. Les conditions de symétrie
(Mijpg = Mjipg = Mijqp), d'incompressibilité(M;,,, = 0) et de normalisationM;ipq = Ypq. Mijpp = Rij)
spécifient complétement la partie linéaire Méb, y] [2—6]. Malheureusement, dans le cas d'un écoulement de
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rotation pure, tout modele de la fornm[b, y] conduit, comme d'ailleurs tout modeM[b], a la stationarité

des invariants d’anisotropie Il et Ill, en contradiction flagrante avec les théories de distorsion rapide. En outre,
le modéle linéaireM [b, y] ne peut, comme son homologM[b], étre réalisable. Enfin, nous avons pu montrer

gue dans le cas d’'un écoulement moyen de cisaillement pur, un mddlele] ne pouvait étre, et a fortioM [b],
consistant avec la théorie de distorsion rapide qu’au premier ordre en temps. La relation (3) indique d’emblée que la
stropholyse est ce qui manque dans la modélisation. Kassinos et Reynolds [5] ont montré qu’un modéle dépendant
de la stropholyse totalement symétrisgeet « tout linéaire M [b, y, Q*] permettait de retrouver une réponse des
contraintes de Reynolds a une rotation pure rapide. Malheureusement, un tel modéle conduit & des oscillations non
amorties de I'anisotropie dans la direction de la rotation [5,6] alors que la théorie de distorsion rapide conduit a des
oscillations amorties. L'amortissement n’a pu étre provoqué [4] que par I'introduction d’un terme ad-hoc produisant
la « randomisation rotationnelle » voulue en raison du mélange de phase d( a la dispersivité anisotrope des ondes
d’inertie. Enfin, le modéle «tout linéaire » [Be peut étre consistant avec la théorie de distorsion rapide qu’au
premier ordre en tempsar le terme linéaire e@* dansM ne peut contribuer a sa partie totalement symétrique

M*. Enfin, certaines conditions nécessaires de réalisabilité ne sont pas satisfaites par ce modele.

2. Lamodéisation

Les considérations qui précédent indiquent qu'il n'y a que peu d’espoir de progresser dans la modélisation
des écoulements fortement rotationnels, et en particulier de retrouver les propriétés des solutions exactes — pour
®;; (k) — de distorsion rapide [7], quand elles existent, sans prendre en compte le terme de stropholyse par sa
propre équation. C'est a cet effort que I'auteur de la présente Note s’attache. La premiere étape est d'identifier
les équations de travail qui accompagneront une modélisation dévifipgy, Q*]. Il nous faut évidemment les
équations poub, y, et Q*. Nous laissons celles pobrety qui sont classiques (voir par exemple [5-8]) et nous
nous concentrons sur I'équation p&it qui, elle, ne I'est pas, suivant en cela la voie ouverte dans [5]. La méthode
la plus expéditive [7, p. 253], est de partir de I'équation pbfi,, [8] :

dum, ijpq (S)
_ . (a) (6) (6)
d Tjpg = Eijpg + 2V (Minpqmj M, ipgmi

52 6
+ Vm,n (ZMi(j;qmn - Mijmpanq - Mijmq(snp) (6)

) - ‘Zn,n(Minpq(Sjm + Mnquaim)

ol la notationV,\’) = V. — Emnp2p s Vinn = Vimn — 26mnp$2,, désigne respectivement les vitesses absolues et
«tiltées» etf2 la vitesse angulaire du repére mobile. Les vorticités correspondantes se déduisent alors de :

I’}[\}m = Emgr Vr,q =W, + 28rqm8rqp~9p =Wy + 482, W,ff) =Wy + 202,

On remarque dans I'éqg. (6) que trois fermetures sont nécessaires, pour le terme linéaire (rapide)

kpkgkmk
(6) . pRqtmin
Miqumn :/Téu(k) dk (1)

pour le terme IenfTi(.S) et pour la destruction par effets visqueBy,,. On déduit alors (plus facilement que
dans [5], ég. (E1.38)) de I'éq. (6) :

dQijx s 6
d;j = SiIs(Tg(jti - Esjtk) - %{S}Quk + ZW&agsitsM;qikwj - qu(Qijwaqk + Siqusjwk)

i~ 6
- qu(Qiqk(Sjr + Sitqujtk) + ZS:)qSiISM‘Sq;kwj - S;fq(Qiqkajr + Sitqujtk)

6
+ S:;q (ZS”SM](‘s;kwq = Qijwlgk — Siqusjwk) 8)
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0USyq = {S}8pq/3+ S, Suivanten cela [5,6], on réduit ensuite la présence du tenseur d’ond€6au moyen
de l'identité :

2% Eirs Mo =287 g,,ijqu,k 2613 8% Yok + 28T, Qigk — 281 Sy (Yasoni + Mugrk)
+ 260 S5 (Y Sanic + Mjuwrk) (9)
si bien que (8) devient :
d%—;jk = ”S((ps(]tk Esjik) — 5(S) Qigi +Rl]k gk (10)
ou:
DY, =S Qimk — ;;kQ,-,-m +8i1g Sy (Mjurk + Mijtuk) — 22i05 S35 Yok — 261 Sy (Y ivoni + Mugrc)
+ 26110 S, Y S+ AS Eits Msjugr (11a)
RS, = 3 jgm Win Qigh + 8kmg Win Qijg) — W (Yijdmi — Yor; — Mumit)
+ (Wi Mijik + Won Mijir) (11b)

La forme (10), (11a) corrige I'ég. (E1.41) de [5] dont les traces partielles ne se contractent pas a zéro. On constate
gu'a coté des effets «lents », il existe trois sources de nature différente dans cette équation. Iﬁ%p(ﬂioenée

dans [6] pour le cas2 = 0) qui dépend des vorticités moyennes (absolue, relative ou «tiltée ») linéairement, et

la sourceD e qui dépend linéairement du taux de distorsion de I'écoulement m8yeknfin, un terme de
compressmn moyenne est présent. Le principal avantage de (10), (11) par rapport a (8) est que la modélisation de
M ® n'intervient plus qu’en une seule place, et ce

3. Lesdécompositions

Pour étudier séparément chaque contribution, il convient d’introduire les décompositions canoniques [5,7,
pp. 251, 252] deM et deQ en leurs parties totalement symétrique (notéeSym), partiellement symétrique
ou antisymétrique, et totalement antisymétrique. Pour les tenseurs nous concernant :
OQimk = %Simkéz + %[SikpRpm + Emip ka — Ekmp (Ypi + Rpi)] + Q;'kmk (12)
Miji = Mijiry + %(Szkj Q7 — €zl ijj) + %[ZK((Skj(Sil + 81j8ik — Ski18ij) + 3Gk Rji + 8ij Vi)
+ kY ji + 8ij Rir) — 8ij (Vi + Rii) — 8iu(Yji + Rji) — 81j(Yxi + Rii) — 8ix(Yji + Rjp) | (13)
ou
Mjkry = §(Miju) - avec{Miju) := Mijir + Mixij + Mirji + Myji + Mijix + Mij (14a)
Q,mk <Q1mk> avec(Qimk) := Qimk + Omki + Qkim + Omik + Qikm + Qkmi (14b)

L'avantage de la décomposition (12) est Q& concentre, dans ses composantes indépendantes réduites en
nombre par la symétrisation, I'information indépendantdRdet deY si bien que I'obtention des fermetures est

techniquement simplifiée. Aussi, la modehsaﬂorﬂt;f@ se réduit a celle des composantes indépendantel ge
Additionnant les six égs. (10) correspondant a chaque terme de (14b), il vient :

dQljk

dr (8”S(T;jst)k - ESjtk)) - %{S} Q;kjk + ng + ng (15)

ou
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D K= 4Q;'kjkwq :)q + 35 |:(81mps>‘< (ka - 2Rpk)> - S;Zp(me + me)(ajkgimp”

+ 385 (eirg (Mjurto + Y for) (16a)
Rs; = (‘Q W,; ))( Ejpm lek> W(a) (Yn(:lk)l] + 2M(mk1]))
+ ng ( im(Rjk — Yjk) — 8ij(2Ymk + Rui)) (16Db)

ou les crochets - -) désignent les parties complétement symétriséesjeh (cf. €gs. (14)). Il est facile de vérifier

gue toutes les traces partielles de ces deux termes sont nulles. L'éq. (16a) est nouvelle, I'éq. (16b) a été déja donnée
dans [5], mais sous une forme erronée, non symétrique par substitution circuldjik, @ sans les effets de
Coriolis.

4. Problémedefermeture

A coté des termes lents et des termes de destruction (modélisables simultanément, voir [8]), les équations
précédentes exigent des fermetures pour les termes complétement symﬂ%s e ? et Q(5)

'ijpq zjkwq
kikjkpk
4
1y = [ S o ok (17a)
5 k
ijlzu)q = %[S[IS(M.jgzkwq + Mkstjwq) + &j1s (Mkstiwq + Mistkwq) + Sle(MiStjwq + Mjstiwq)] (17b)

De telles fermetures doivent étre compatibles avec la distorsion rapide, y compris pour les écoulements rotationnels,
mieux qu’au premier ordrgs2, et matériellement indifférentes dans la limite d’écoulements de forte rotation. Le
probléme irrotationnel a conditions initiales isotropes, est caractérisb pay. Dans ce cas, on peut montrer

quele probleme de modélisation dégénear Y(‘L)q = 3M;jpq)- En outre, les fermetures doivent produire des
oscillations convenablementamorties dans le cas d’'un écoulement de rotation pure et, si possible, restituer au moins
qualitativement les tendances a la destruction de I'axisymétrie par la rotation mises en évidence dans [8]. Pour
cela, trois fonctionnelles doivent étre construites en les retenant dépendantes simultanément des effets « nombre
de composantes », liéska de dimensionalitdy) et de stropholys€Q*). Enfin, et c’est le point le plus délicat,

les fonctionnelles doivent étre réalisahl®®our le terméM, par exemple, dans I'état limiteC2en axes principaux

deb:

Mijiplb,y,Q*1=0, by =—326u et Qi =0, (alorsQzjz= 03j2), VY.b22 Q222€t Q333 (18)

De méme, dans I'état limite 2D),/dx1 = O (si bien que‘Tl(g) =0, T2<;> = —T?fg)), nous avons, en axes principaux
dey:

Mij14Ib,y,Q*1=0 lorsqueyy = —38u, Qij1 =0, b1 =0, Vb, y22, Q222 €t Q333 (19)
Du fait que les relations de trace s’écrivent :

Qi =0; Miiipg) = %(qu +Ypg), Yt(tp)q =Yy (20)

Il est possible d'écrir ) etY @ comme une somme de taéme forme a-priore contribution a trace nulle
et d’une contribution inhomogénkl” ou Y @i satisfaisant (20) :

211 1
Mtljnpq = Mjpg) — Mg = 31358118 pq) + 33(8ij Bpg + Ypo))] (21a)
(Wi 4 ~2r1 1
Yivg = Yijpg = Mijpg = [1548ij8pq) + 7(8jYpa)] (21b)

Les conditions seront toutes traduites $df — qui concentre la totalité des informations utiles relatives a
T® — plutét que suM et surY®. On notera que le modéle linéaire (non réalisable) étudié par Kassinos et
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Reynolds se réduit®l* = 0, la dépendanckl [Q*] n’étant autre que la contribution présente dans décomposition
canonique (13). Enfin, dans le cas rotationnel général, les fermetures conttéfeistinctes) des termed ( et
Y@ sont largement dictées par les contraintes (distinctes) de réalisabilité.

5. Derniéresrelations

Nous aurons aussi besoin d’'un théoreme de Cayley—Hamilton pour le tenseur totalement symétrique du
troisiéme ordreQ*. Formonsz;; := Q;ijXk ol X est un vecteur quelconque. Les invariantZdsont :

Zi=0, llz= —%kam QiinXmXn; Nlz= %Q}kms Qlns Ol Xm Xn X
Le polyndme de Cayley—Hamilton podrs’écrit alors pour touX :
1 1
XmXn X, [Q;kkm Q:ln Q;}r -2 Qme szn ;kjr -3 Q;kms Q?ns Q?trai./] =0

Soit :
B 1% * * \_ 1/x* * * Vs 0 22
qijmnr Z(Qkmekngth) S(ths ngs Qltg) j = ( )
ol l'onaposé:

& _1
qi.jm "~ 6 (Q;'kkm Qiln Q;kjr + Q;kkn Qer Q;km] + Q;'kkr Qilm Q;kn] + ijm QZln Q;klr + Q;kn Q;lr Q;kmi
+ Q;kr Qilm Q;knz)
et ou I'on a souligné les indices déterminant la partie complétement symétrique. La relation (22) est trivialement
satisfaite par la — j trace,

y*._ O _
%Snzr T qiimnr - <Q;kms Q;kgs QTI[)'

Une autre relation utile, omise pour des raisons de concision, est aussi obtenue a parinctealee deq® .
D’autres conditions intéressantes sont obtenues par antisymétrisation partielle de (22).

6. Conclusion

En conclusion, les apports principaux de cette note sont : (i) dans I'examen de la nécessité de recourir aux
€gs. (15), (16), pour partie, nouvelles, de la stropholyse symétrisée, (ii) dans l'utilisation de la décomposition
canonique et dans la réduction du probléme de fermeture au réle Mé davec la simple contrainté® = 3M*
pour les écoulements moyens irrotationnels, (iii) du résultat technique (22). L'étude de la réalisabilité de la
fermeture pouM* fera I'objet d’'une note ultérieure.
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