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Résumé

La modélisation des écoulements turbulents homogénes rotationnels en moyenne, abordée dans Lumley (Adv. Appl. Mech. 18
(1978) 123-176), est effectuée sous la foivhe= M[b, y, Q*] en fonction des anisotropies en composantes et en dimensions,
b ety et de la stropholyse symétrisée. Une technique systématique de développement est mise en place. Des conditions
nécessaires de réalisabilité sont ensuite appliquées. Il est montré qu'aucune fonctiorsatepe par rapport a ses arguments
n'est réalisablePour citer cet article: J. Piquet, C. R. Mecanique 331 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

On the closure of rapid terms for rotational mean flows. The modelling of homogeneous turbulent flows with mean
rotatio, considered in a previous Note, is handled under the Mita= M[b, y, Q*] in terms of componental and dimensional
anisotropies, and of the symmetrized stropholysis. A systematic technique of expansion is proposed. The necessary realisability
conditions are then applied. It is shown that there exists no realisable funatiamaich would be isotropic with respect to its
argumentsTo citethisarticle: J. Piquet, C. R. Mecanique 331 (2003).
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Abridged English version

The homogeneous turbulence modelling of the pressure-strain t@hsas, usually based on the splitting [1].
This Note is concerned with the study of rapid term models based ;@ as defined by (2) or, equivalently on
its fully symmetrized parM ¢, as given by (3), under the forid (, = M[b, y, Q*]. Besides the anisotroplg, of
Reynolds stresses, other arguments are the dimensional anisgtrapy, the purely symmetric stropholys@:.
The general closure takes the form (7). Besides contributions which depend dntyrgnone can identify a third
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contribution which does not depend @t. A diagram technique is presented to obtain contributions that depend
simultaneously orb, y, Q*, in an isotropic way. How the trace-free forfd,*, associated t (), as deduced

from the diagrams is shown on the expansion valid to the second order in terms of the small patantetdr
characterizes anisotropy. It is shown that componental realisability, which amounts to writing (12) together with
Mi‘qu + Mf/pq = 0 in principal axii ofb, whenb11 = —1/3, yields a polynomial expression fMi‘qu in terms of

X 1= {b22, Y11, ¥22, Y12, Y13, Y23, Q59 Q333}. The condition that terms quadratic ¥omust vanish for all values

of X leads to the fact that/y; , is free from terms that are either linearXnor independent oX. Sincerqu is
involved only with such terms, it follows that there is no isotropic functional of the flgktn= M[b, y, Q*] which

is realisable.

1. Introduction

La modélisation du tenseur des corrélations pression-déformagtjoest un enjeu important en turbulence
homogeéne. Elle s’effectue a travers la décomposition [1] en partie Iﬁf}’t)e,et partie rapide proportionnelle au

gradient,V,S?,;, de vitesse moyenne absolue. On est alors conduit classiquement a :
2K Tyj = p *pluij +uji) = 2K T + 4K (Mipgj + Mjpgi) V) (1)

Le probléeme de fermeture se pose alors pqﬁj} et pour le tenseur du quatriéme oradtg;,,, défini comme une
intégrale sur tous les nombres d’orlddans I'espace spectral :

k2

qui mesure la sensibilité au gradient de vitesse moyenne des corrélation linéaires pression-défabfpétjcest
le tenseur spectral des corrélations doubles de vités$énergie cinétique de la turbulence. L'objet de cette Note
est de formuler une loi de fermeture pour la partie,, totalement symétrisée dé,

kok
2K Mjjpq ::/ﬂqb,-j(k)dk (2)

Mjpg) = §(Mijpg):  (Mijpg) := Mipjq + Mipqj + Migjp + Mpjiq + Myjip + Mpqi; 3)

sous la formeM ), = M[b, y, Q*] — les crochets. - -) désignent 'opération de symétrisation totale, son nombre
de termes dépend des symétries partielles de la quantité avant symétrisation. Les arguments de la foridtionnelle
mettent en jeu la stropholyse symétrisée [2] :

Ofx = 5(Qijk)  OUQyjk 1= —u; ik /2K = €ipg M jgpi (4)

ou ¢ désigne le potentiel vecteur des fluctuations de vitass&n turbulence homogen& a toutes ses
traces partielles nulles, et il génére les tenseurs des corrélations doubles et de dimensionalité et les anisotropies
correspondantdsety en accord avec (5) :

1
uiuj/2K = 55,'.,' +bij =: €imp Omjp = / ®;;(k)dk/2K (5a)
. 1 kik;
Yij /2K = iV /2K =t 8ij + yij = Eimp Qpmj = / 2 Puc(k) dk /2K (5b)

Nous avons vu dans [3] qu'il était plus simple d’étudier la fermeture sous la ffne: M[b, y, Q*], dans la
mesure ou toutes les traces partielledtesont nulles :

. 1 1
Mg = Mjpg) — [25(8i/8pa) + 3(81 (Ppg + Ypo))] (6)
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2. La fonctionnelle symétriséeM[b, y, Q*]

Nous nous restreignons au cas d’'une fonctionndllsotrope de ses arguments et nous la développons en
puissances d’'un (petit) parameétre h caractéristique de l'anisotiopieQ(h), y = O(h), Q* = O(h), sous la
forme :

M*

Kpg =Mijpg =MD [b]+ M [yl + M5, [b,yl+ M) [b,y, Q1+ M3 [b,y, Q"]

ijpq ijpq ijpq
3 4

+M2 by, Q1+ M [0y, Q"+ (7
ou l'indice supérieur (i) désigne l'ordre en stropholyse. La limitation au quatrieme ordre en stropholyse est
consistante avec la limitation retenuéfdu développement de la fonctionnelle. Cette particularisation est fixée
pour éviter d’avoir a tenir compte des développements,gnd’ordre supérieur a deux. A cause du théoreme de
Cayley—Hamilton appliqué B+ Ay (VA) — voir Appendice A —, les déviateubsety générent un ensemblép,
de 12 tenseurs indépendants du second ordre d’extension deux, un enggmtkedeux tenseurs indépendants
d’extension trois et un ensembl@y, de quatre tenseurs indépendants d’extension quatre [4]. Par exemple :

L2:={b.y.b% y? by.yb, b%.yb? by? y?b, b?y? y?b?)
L3:={b%b,y?by},  La:={byby,ybyb, byb%? yby’b?} (8)
Notons enfinSkw(2) I'ensemble des tenseurs antisymétriques du second ordie@) son complémentgym(2)

I'ensemble des tenseurs symétriques du second ordre.
Les deux premiers termes (unidépendants) de (7) se composent de trois contributions. Par exemple :

Mi(gq (b) = CEO)((bijbpﬁ - %<8ijb.zpq> - 3is Il <5i1517q>) + C§0) ((bijb.zpq> + % 1(8ijbpg) — 3is i <5ij‘3pq>)

+c ((6%,6%,4) = 211 (8;bpg) + 211(bijbpg)) (9)

La forme (9), dite forme unidépendante, est la seule contribution a laquelle seMédthris le cas d’un écoulement
moyen irrotationnel. Elle dépend de trois scalai(é,g,), a =1, 2,3, fonctions des invariants de Il := —{b?}/2,
Il := {b3}/3, ou{.} désigne I'opération trace. Le troisiéme terme est un terme d'interaction entre anisotropies.
Si I'on considére deux tenseurs différents arbitraiBeg, C € Sym(2), la contribution a traces nulles du produit
BijCpq aM;;,, est nécessairement de la forme (10) :

(BijCpq) — 5(8ij (BipCrq + CipBrg)) + &(5{BCY — (BHC}) (816 pq) (10)

Il suffit alors restreindreB et C & I'ensembleSym(2) N £> dans la mesure ou les parties symétriques des
extensions d'ordre plus élevé ne sont pas indépendantes. Il est alors facile de vérifier que la modélisation

Mijpg = Mff.’; (b) + Mg];q )+ ijpq (b, y) n’est pas réalisable, ce qui justifie la présence des tekigsi > 1,
dépendant c({l *. Ecrivons pour cela la contrainte de réalisabilité dimensionnell®isure point de départ est :
Mijpqy =0siby = —81/3 enaxes principaux dg vQ tel queQ;i =0, Q2;3= 03j2, VY (11)
Utilisant la décomposition canonique @ nous trouvons que la limiteimpose que :
Qfix = — 1861k — 3[E1ipypk — €15k pi +bpi)] €N axes principaux de (12)

Ainsi, deux composantes indépendantes seuleme®@*deestent arbitraires dans la limiteC2 g2 := Q227 et
g3 := Q333. Les autres composantes indépendantes valent, en axes princigaux de

0111=0, Q},=—3y13 Qf13=3y12. Qipp=—35y23 Qirz=—15+ 3011+ 222+ b2
(13)
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On vérifie que la réalisabilité dimensionnelle résulte de
1 1
Qijk[bl =3 y]b = _Qijk[yl =3 b]

Chaque cotée est pris en axes propreb dey indiqués par la notatiof, or [ 1, respectivement. La décomposition
canoniqgue pouk () donne :

y

Mijpg = M5, + M, avec (14a)
8 1 ©0) 1 1
Miqu = 7(8117] jSq — €zig ijj) + Miqu + E<5ij5pq> + 4_2(51'1‘ (bpg + )’pq)> (14Db)
0
Mi(j;q = 53 (@3pq8i — 8pjBiq — 84i8ip) + 3Bqpbji +8i¥pq) + Sapyji +8ijbpg) — i (Vg + bgi)
—8ig(Vjp +bjp) = 84j (Ypi +bpi) = 8ip(yig +bjg)] (14c)
si bien que la réalisabilité « en composantes » péiirtraduite par
8 8
Mijpg = —Mijpy = =My, (15)
met en jeu les composantes indépendantes de la stropholyse :
Mfyp= %5 + 3y M§ =iz M§ja= s M§,= 7—10 — 2(y11+ y22 + b22);
M p5= _%)’233 M= %43 + 1_14)’12; Mfppe= %42 - %Y13 (16)

Les conditions de trace nulle fixent les autres composantéd*ddevant s’annuler. Il en résulte queMi* ne
dépend pas dgz et g3 (en repere principal db) et donc deQ*, la réalisabilité en composantes ne peut étre
satisfaite. Nous avons donc démontré la nécessité‘de

3. Latechnique de diagrammes et I'absence de fonctionnelle isotrope réalisable

Introduisons maintenant une méthode de diagrammes pour construire lesiétingsus notons tout d’abord
les tenseursB;; € Sym(2) par une barre; —— j, et les tenseur®;; € £in(2) par une barre orientée——j.
L'alternateur et la stropholyse symétrisée sont identifiés par les diagrammes ci-dessous :

J

. J . B ,
e,»jkzl{k Q=1 W = Qf Bj = 1@ (17)
k
Alors que la representation diagrammatiqueMﬁ@ et deM* est triviale (elle consiste en un ensemble de deux
barres), les représentations pour les terd#€8 ne le sont pas. On constate tout d’abord qu’il n’existe pas de

diagramme @) et qu'il existe un seul diagramme(@) alors qu'il existe cing diagrammes d’ordre trois (voir
Appendice B) et douze diagrammes d’ordre quatre (omis pour des raisons de place) :

p

(Skim Q;qumj> ~ (18a,b)

q

A partir de chaque diagramme —tel (18b) — et de son générateur associé —tel (18a) —, il est possible d'obtenir la base
fonctionnelle définissant chaque contributiaf. Pour ce faire, le générateur est combiné avec des groupements
tensoriels renfermant des— voir par exemple les termes-:[] dans (19) — de fagon a obtenir un groupement
totalement symétrique dont toutes les traces sont nulles. La derniére étape est de construire a partir de chaque type
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convenable, le développement complet. Détaillons & titre d’exemple la procédure suri®rdagorme adéquate
correspondant au générateur (18a) s'écrit :

M,(j];q [B]:= (8kzm quk ij) - % [8krm By (aij Q;qk> - er(aij (8kpm Q;rq + Ekgm Q:rp)ﬂ (19)

si bien qu'il existe deux termes dans le développement correspondant respectiv@8nebtét B =y. La méme
procédure peut étre utilisée pour calculer les termes quadratiqu@s. &m seul diagramme existe, il correspond

au générateu@l.(;zq) ou I'on a défini :

@ ._ o x _ *2q. . *2 . *
ql/pq Qiijqu’ q:/ = thijmk 3Q 51]’ 0™ = Qikaimk

Le seul groupement quadratique®i s'écrit :
2 ) 2 2 2
Mz]pq [Q <qszq> 7 <5U qz(ﬁq ) 15 (511 51"1 ) Q* (20)

Le modéle complet au second ordre, qui dépend de six fonctions scalaires des invafiegtsieg, s'écrit alors :

0
Mijpg = C117( )[<bijbpq> - g(‘si‘b.z > ;5|| <5u‘3pq>] + Cb(l)Mz(/lzzq[b]

(0) D, D)
+ C) [<yu)’pq> ( ijy. pq) 3i5“y(5ij5pq>] + C} Mijpq1Y]
+ Cl [(bij)’pq> - 7(51'/' (bkp)’kq + bkq)’kp)) + 315{by}<8ij5pq>] + CO Ml(jZ;q Q* (21)

A 'ordre 12 on trouve 21 termes indépendants résultant des diagrammes donnés dans I’Appendice B (et donc 21
fonctions scalaires des invariants, conjoints ou non) et 142 termes a ligtdeertains sont toutefois redondants

en raison du théoréme de Cayley—Hamilton [3] p@i7. Si nous substituons (12), (13) dans les Egs. (19)-
(21), nous obtenons pour qu un polynome du second degré par rapport aux variables indépendantes

{b22, y11, ¥22, Y12, Y13, 23, 42, ¢3}. Pour que la condition (15) soit satisfaitX, les termes quadratiques e&h

d’'un tel polynome doivent étre tous nuls. A elle-seule, cette contrainte impose ipso-facto que les termes constants
ou linéaires par rapport ¥ dansMj;,  s'annulent tous en axes principaux deCe résultat, obtenu a l'aide

de MAPLE®, est valable pour les trois fonctionnelligsjusqu’a I'ordres? inclus. A I'ordre 42, (21) conduit en
particulier & :

Commerl.p est linéaire erX, il s’en suit que la condition (15) ne peut étre satisfaite et donc qu’il n’existe pas
de fonctionnelleM;;,,, isotrope par rapport & ses arguments, qui soit componentalement réalisable. L'argument
reste également valable si I'on exige seulement la condition (moins exigeante) de réalisabilité au sens de Lumley,

Mflpq =0 en axes principaux de dans la limiteb1; = —1/3 (condition nécessaire pour quk;g/d: = 0).

4. Conclusion

Nous avons établi dans cette Note une méthode systématique d’expansion d’'une fonctionnelle isotrope par
rapport & plusieurs arguments, au moyen d’une technique diagrammatique. La réalisabilité apparait concerner
deux conditions distinctes, dites «en composantes» et dimensionnelle. Contrairement a ce qu'il est possible
de démontrer dans le cas unidépendamt= M[b], une fonctionnelle multidépendante isotrope de la forme
M* = M[b,y, Q*] ne peut étre réalisable.
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Appendice A. Théoréme de Cayley—Hamilton

Sil'on applique le théoréme de Cayley—Hamiltob & Ay (VA), le résultat est un polynome d’ordre trois an
qui doit étre identiquement nul. Il en résulte la condition :

bqnynkbkp + bzk)’kp + biykykq = {by}bqp =1l Ypg T {bzy}‘qu (A-l)
On trouve par premultiplication de (A.1) pay, que :
b3, yukbip + bigygkb’,, = {by}b3, + {by}bi, — 1l yip (A.2)

qui montre que I'une des deux extensions du troisieme ordre dans (A.2) s’exprime en fonction de l'autre. Les autres
relations nécessaires se déduisent de fagon analogue de (A.1) en remiplaggnpar un autre tenseur de trace
nulle (par exempley parb? + 211 §/3) ou par échange deet dey (et donc de Il et de = —{y?}/2).

Appendice B. Diagrammes d’ordre trois

Considérons tout d’'abord lermes linéaires erQ*. Cing diagrammes peuvent étre formés. Le vecteur

V® = ¢4 Bjr, B € Skw(2), remplacé paw'® = % Bjk, B € Lin(2), fournit un diagramme d’ordre trois
quadratique eQ*. L'invariant{B*C} :=¢;x 0}, ., BipCq €st un invariant conjoint @3), linéaire en stropholyse.
i p B .
* (B) Ve * ¢ € J
(Qijkv,' >N Ckl(glmiqukij>~ i
i q
p B i P . B J
(Qpnk Crngetomi Buj) ~ EN £imk(Q gt Bnj Cni) ~ i
q p q C
ik B 1 B
Bu{Cij 0} jnemig) ~ € - S (B*C}:=| @ :
it P q C

Les termes quadratiques &f mettent en jeu quatre diagrammes, dont les générateurs sont omis. Le dernier a la

méme forme que le premier des diagrammes quadratiques.
i B P i p p i
»—M Nb@ i bj ’b pq
i 4 j q q J

Il existe un seul diagramme cubique en stropholyse. Il est donné par (183 avet?.
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