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Résumé

En général, les avaries mécaniques de fonctionnement des engrenages résultent soit d'une fissuration au niveau du pied de
dent, soit d’'une pression de contact élevée entre les dents.

A partir du principe de la minimisation de masse nous développons une nouvelle formulation en terme de déplacements
envisageant une autre forme du pied de dent plus résistante et éventuellement de moindre volume pour limiter la premiére
cause de rupture qui se traduit a cet endroit par une concentration de contiRontesiter cet article: M.E.H. Bouanane,

M. Bouchama, C. R. Mecanique 331 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publi¢ par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Optimization of thetrochoid form in spur wheels. Generally, mechanical damage in gear wheels results from either cracks
at the base of the tooth or from high contact pressure between the teeth.

Starting from the principle of mass minimization, this Note develops a new formulation in terms of displacement, calling on a
new, more resistant and less voluminous form for the base of the teeth. As a result, the first cause of the breakages which happen
at this point because of a concentration of constraints are limitedte thisarticle: M.E.H. Bouanane, M. Bouchama, C. R.

Mecanique 331 (2003).
0 2003 Académie des sciences. Publié par Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.
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1. Introduction

Le contour d’'une dent d’engrenage cylindrique droit comporte deux parties : la partie engrenement définie par
une développante de cercle (cf. Fig. 1) pour des raisons cinématiques et la base de la dent de forme trochoidale;
bien que cette derniére ne participe pas a «l'engrénement» proprement dit et de ce fait si I'on conserve la forme
en développante on n’est plus astreint & respecter la trochoide en pied de dent qui est I'endroit de la ruine de cette
derniére par fatigue en flexion [1].

Il est donc naturel d’envisager une autre forme plus résistante et éventuellement de moindre volume. On est ainsi
conduit a un probléme d’optimisation de forme qui partant du principe de la minimisation de masse nous dévelop-
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Fig. 1. Profil d’'une dent d’engrenage droit.

pons dans cette étude une nouvelle formulation en terme de déplacements envisageant une autre forme de la tro-
choide plus résistante et éventuellement de moindre volume pour limiter la concentration de contrainte a cet endroit.

2. Formulation du probléme d’ optimisation deforme

La formulation ne concerne que la mécanique et ce de facon discrétisée. Le lien entre le probléme continu et
discrétisé a été étudié par Masmoudi [2].

On introduit une fonction cot notég(§2, U) présentée sous forme intégrale et que I'on cherche & minimiser.
Elle dépend du domaing et du champ de déplacemelit On noteX abscisse du point générique £(X) la
matrice de rigidité. Le déplacemetify est solution de I'équation d’état(X) - U(X) = B(X). Le vecteurB(X)
est représentatif des forces.

La dérivée de la fonction codt (dérivation par rapport au domaine) s'écit/ (X, Ux) = éx - J(X, Ux) +
3U(X,Ux)-8x - Uxéx - Ux estinconnue : c’est la variation du déplacement par rapport au domaine.

e [8x-A(X)]Ux + A(X)-éx-Ux = 8x - B(X) qui permet donc de calculéx - Uy puisqueA est réguliere [3].

La difficulté essentielle concerne le probléme de la dérivation qui est primordiale en optimisation de forme. On
introduit une perturbatiolX — X + ¢ - V(X), le parameétre pouvant étre assimilé & un tempg(X) est la
perturbation dans ce cas homogene a une vitesse.

Comme en mécanique des fluides On calcule la dérivée par rapport au tetimqtggrales de volume et de
surface [4]. Les variables relatives a I'état initial sont notéest a |'état final (ou optimiséX; (il y a lieu de ne
pas confondre état initial et état déformé sous I'effet du chargement et I'état optimisé).

Soit f une fonction a valeur scalaire suffisamment réguligter, x2, x3), apres une perturbation elle devient :

flx141Vi(x1, x2,x3), x2+1Va(x1, X2, x3), X3 +1V3(x1, X2, x3)
ona:éf/éx; = Zj (8f/8X;)(6;j +1tV;;). Ce quientrainedf/6X; =6f/5x;i — (8f/8X )tV ;.
Avec X; =x; +tV;(x1, x2, x3) eté;; estle symbole de Kronecker, Et de fagon généraletj,i@'%[af/axi -
8f/8x;1=—f; - V;,;. Cette forme de dérivation n’est pas liée a celle obtenue par transport par convection [5]. On

peut trouver une démonstration générale et rigoureuse dans Rousselet [6].
A titre d'illustration considérons une fonction d’'une seule varigtle). On poseF (x +tV (x)) = f(x).

e lim;_o %[F/(x) — f/(x)]=—f'(x)dV/dx et sir — 0 les valeurs dg’ sont identiques mais pas les dérivées.
Si f = U, composante de rangd’un vecteur on obtient :

im LU U= . im STuF _ ! 1=yl .
|m0t[Ue,, Upil==Uep Vi = tinOt[UeJ Us:l==U., Vp.i

e,i
t— ’

«U, ; » concerne les variablgs et le second &, ; » les variables. Lindice F désigne I'état final ou optimisé et
I T'initial.

e Ufi=U!,-U!, - Cp,;iavecC, =1V, etr «petit».



M.E.H. Bouanane, M. Bouchama / C. R. Mecanique 331 (2003) 373-382 375

3. Critiques et une nouvelle approche heuristique

L'étude que nous avons résumé indépendamment des difficultés de dérivation n’est valable que si la fonction
co(t se présente sous une forme intégrale. Il n'en est pas ainsi en général.

La fonction colt en mécanique est souvent liée a un critére de résistance qui doit étre vérifié en chaque point du
milieu.

Il est délicat de la présenter sous forme intégrale [7] @ moins d’utiliser un procédé de régularisation ce qui doit
alourdir les calculs et & notre connaissance n’a pas été envisagé.

Le probléme est ainsi «déplacé » et ceci de facon peu rigoureuse sur le plan mécanique car I'intégration est
effectuée sur le contour; or il est classique en mécanique des contacts de montrer que les défauts de résistance
apparaissent dans le volume (bien que trés prés du contour). Cette constatation a été mise en évidence par Hertz.

En ce qui nous concerne nous poserons le probléme d’optimisation de la fagon suivante

— L'augmentation de matiére est la plus petite possible. Elle peut étre éventuellement négative, c’est la fonction
co(t. On désigne par dJ cette quantité qui doit étre minimisées.
— Il faut s’assurer qu'un critere de résistance doit étre satisfait en chaque point du milieu optimisé.

On utilise en général le critere de von Mises donné par la rela%cﬂ,j, Sij <aGoavec :Go= K?/3, K lalimite
a la traction ety le coefficient de sécurité pour renforcer la structure.
Ou Gy est une constante donnéekeest la limite élastique a la traction.

4. Leproblémediscrétisé

4.1. Fonction co(t

On désigne la fonction codt par la quantité et par2y et £2; le volume final et initial de la structure.

. 1
J=/dV=>J=Iim—[/dVF—/dVI}
t—0t
2

NF 21

Le probléme étant plan, ce qui ne restreint pas la généralité, on pgse=:X; + ra(x,y) etYr =Y; +t8(x, y).
o J=limol[f,,dxF — [, dx].
Notons parC la perturbation infinitésimale inconnué.= (C, = at, C, = Bt). On obtient :

8§C, 8C, - -
dJ:/[ "+—’}ds=/CUdz
ox Sy
1 1

e
volume surface

C vecteur de déplacement d’un point quelconque.

y
"/
/
2 ¥
L.

Fig. 2. Elément du maillage.
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L'expression précédente montre qué geut étre approximée soit par le volume soit par la surface. La structure
initiale est maillée par la méthode des éléments finis avec des éléments triangulaires [8] (cf. Fig. 2).

On introduit ensuite la fonction de forn® relative a chaque triangle définie par exemple pour I'indice 1 [9] :

(3= y2)(x2—x) — (x3—x2)(y2— y) (1)
(¥3 — y2)(x2 —x1) — (x3 — x2)(y2 — ¥1)

(x;, y;) désignent les coordonnées d’'un nceud du triarigle 1,2,3) (cf. Fig. 2). Les fonctionsk, et R3
s'obtiennent par permutation des indices 1, 2 et 3.

Soit C le vecteur déplacement d’'un point quelconque de ce triangle. On peut I'exprimer en fonction des
déplacements €; » respectifs des noeuds et des fonctions de forRex<

Cj=RgCk; (2)
= Cji=Rk,iCkj 3

J :indice relatif a la composanteety (j = 1, 2) etK : indice du nceud du triangl&k =1, 2 ou 3).
La fonction co(t pour un triangle du maillage devient :

dJZ/C.,',,' ds = dJ=Rg,CkjAire 4)
2

Avec «Aire» I'aire du triangle concerné. La fonction co(t totale s’obtient manifestement en sommant sur tous les
triangles du maillage et c’est une forme linéaire par rapport aux incor@les

4.2. Critére de résistance

Le critéere adopté est celui de von Mises, par définition quadratique, et qui est donné par :
Critére de von Mises 3S;; S;j < aGo.
En envisageant la Loi de comportement moyen réduit [4], I'état des contraintes est donné par :

E
Ow,p = _—UZ[USyyaalB + (1— U)Saﬁ]

1
Avec E module de Young et coefficient de Poisson.
Dans un cas plaa et 8 varient de 1 a 2 et les contraintes suivantes sont nultes== 23 = 033 = 0.
On en déduit

S11 1 -1 00 £11
S | E -1 1 0 O £22
Si2 | 2(1+4+v) 0 0 2 0 £12
S21 0 0 O £21
avec :u = E/(2(1+ v)) le coefficient de Lamé homogéne a une pression et
1 -1 00
-1 1 00
H=l'9 0 20 )
0O 0 O

une matrice constante.
Donc :S = uHe et le critére de résistance s’explicite sous forme matricielle et en chague point du milieu par :
1
2

Sachant que la déformatiegy linéarisée se met sous la forme;; = %(U,»,j + U;,;). D'autres part la formule de
dérivation matérielle reliant les états de déformation initiale et finale, permet d’écrire :

85 = 81'11‘ —Uip-Cpj=Ujp-Cpi ")

1
SijSij = E[,LZSTHTHS (6)
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Avec : étatinitial etF : état final.
Finalement on peut écrire cette relation sous forme condensée :

ef=el +UC (8)
avecC =C; ;.
Finalement la relation (6) se traduit par :
ESUSU = 5(8 ) Lef 9)

avecL = u’H'H.
En introduisant la relation (8) dans (9), le critére de résistance danitiée optimiséevient :

1 1 T Tt
=SS = E[gTLg—i—eTLUC +CTU Le+CTUTLUC] (10)

2
1 2 3

Le premier terme 1 est connu, le second 2 est une forme linéaire par rappaet e dernier terme 3 est une
forme quadratique. La valeur du critére de résistance est donc une combinaison linéaire de fonctions convexes a
coefficients positifs et est donc convexe.

5. Conclusions

En utilisant les éléments isoparamétriques on peut écrire, de fagon générale pour un élément triangulaire, que :
Qj=RxQk; = 0Qji=Rk,i0k;j (11)

avecj =1 a 2 cas plan eK =1, 2 ou 3 numéro du nceud et les coefficie@tg ; ayant déja été définis sont
constants.
On note par R] cette matrice qui n’a pas de propriétés particulieres.
On peut remarquer que la fonction colt dépendRie; et deCk; et il en est de méme pour le critere de
résistance qui se résume alors en pogast RC
1

1
=8;Sij ==

> 2[8TL8 +e"LURC+C"R™UTLe + CTRTUTLURC]
— —_—

3
On ne prenant pas en compte le terme 3, le probléme d’optimisation devient linéaire par rapport aux inconnues
Ckj.

On determineCk; tels que d soit minimum avec des contraintes convexes relatives au critere de résistance
linéarisé. Ceci revient a trouver le minimum de :

fonction codt globale X dJ =min X (R - C - Aire) (12)
. 1 . .
contraintes E(eTLg +e"LURC+C"R'U Le) < aGo

La solution existe et est unique car le nombre des contraintes est inférieur au nombre d’'inconnues. En général le
nombre d’inconnues est égal a 2 fois le nombre de nceuds dans un cas plan et en tenant compte des conditions aux
limites (encastrement par exemple) ce nombre se réduit encore.

Cependant sur le plan théorique (sans discrétisation) le probléme reste ouvert.

Les coefficientLk; étant infinitésimaux, I'expression 3 n'est pas prise en compte (ce n'est pas une nécessité).
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6. Formulation matricielle du probléme
6.1. Calcul matriciel du codt

Au départ la structure est maillée par la méthode des éléments finis en triangles isoparamétriques a 3 nceuds et
est chargée pour avoir des déplacements de tous les nceuds.
Chaque triangle est défini par la position de ses ncetydsy() ainsi que leurs déplacemerdfs; (cf. Fig. 3). De
(1) on déduit la dérivée
Ri1 R21 R31 O 0 0
0 0 0 R1i2 Rz2 R3p2
Ri2 R22 R32 O 0 0
0 0 0 Ri1 R21 R31
Ainsi on en déduit la fonction co(t de chaque triangle

Cu
C21
Ca1
C12
C22
Ca2

La fonction co(t globale de la structure & minimiser sera :
J =X dJ =min[Z(R - Aire)|Cg; (13)

Et sous forme matricielle : miMat- C][C].

[R]=

- Aire

&
Il

[R]-

6.2. Calcul matriciel des contraintes

Partant des déplacemerii, Uz et Uz des nceuds d’un triangle et en utilisant la matrie§ jon en déduit la
matrice [/].

[U]=[RIIU] (14)
Ainsi on évite de faire des calculs de dérivées. Chaque triangle de la structure est soumis a la contrainte :
3(eTLe +eTLURC + CTRTUT Le) < @Gy et sous forme matricielltMat- A][C] < [Mat- B].

6.3. Application du probléme d’optimisation a un engrenage a dentures droites

La courbe de raccordement du pied de dent d'un profil de dent d’engrenage a optimiser dans cette étude est
celle d'un pignon de 25 dents a profil actif en développante de cercle, auquel on applique ufafert@ daN
au point le Plus Haut de Contact Unique (cf. Fig. 1) et dont les caractéristiques géométriques sont les suivantes :

w
-

3

u
3
1

<0/
o \\\“j" !

a x

Fig. 3. Triangle a 3 nceuds.
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Fig. 4. Cas initialFn = 10 daN au point P.H.C.U. Fig. 5. Répartition des contraintes au pied de la dent initiale.
Nombre de dents Z =25dents; Module m=1
Déport X=0; Elasticité du matériau E = 21000 daNmmn?
Coefficient de Poissonv =0.3; Force Fn=10daN au P.H.C.U.

(Point le plus Haut de Contact Unique)
Matériau du type 18NCD6 dont la limite élastique @ghite = 88 daN'mmn?.

Afin de renforcer la structure en impose un coefficient de sécurité 0.75. Donc K = 88 daN'mm? et
Go=K?/3.

Pour calculer la fonction co(t et les contraintes de tous les triangles, nous avons développé un programme en
Fortran qui puise ces données du logiciel ANSYS [10] coordonnées et déplacements des nceuds et calcule les
matricegMat - A], [Mat- B] et[Mat- C] pour la résolution du systéme linéaire :

Contraintes [Mat- A][X] < [Mat- B] [Mat- A] Matrice des termes fonctions dedans I'équation
des contraintes
[Mat- B] Matrice des termes constants dans I'équation des contraintes
Colt: mifMat- C][X] [Mat- C] Matrice des termes fonction dedans la fonction co(t

6.4. Maillage de la dent initiale

Le maillage de la dent initiale comporte 132 éléments quadrilateres et 157 noeuds dont 16 assurant
I'encastrement (cf. Fig. 4). Sur la Fig. 4 on n’a numéroté que les nceuds de la trochoide afin de ne pas surcharger le
dessin.

6.5. Contraintes au pied de la dent initiale

A partir de cette structure initiale, on recherche la contrainte maximale de von Mises en pied de dent. La
répartition de cette contrainte ainsi que sa valeur maximale est donnée par la Fig. 5 et qui n'est qu’'un «zoom »
exécuté au niveau du pied de dent.

7. Formulation dela fonction codt globale

Rappelons que I'équation de la fonction co(t globale (13) ést:> dJ = min[ X (R - Aire)]Ck;.
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Fig. 6. Partie a optimiser.

Comme la partie & optimiser ne concerne que la trochoide en utilisant des éléments triangulaires, on a divisé
tous les éléments quadrilatéres de cette partie pour avoir a faire a des triangles et on a limité la structure sur cette
partie en imposant des encastrements sur le contour frontalier avec le reste de la dent (cf. Fig. 6) [11,12].

Ainsi notre étude d’optimisation ne comportera que 70 éléments et 50 nceuds dont 20 sont encastrés.

8. Formulation des contraintes

En se rappelant I'équation des contraintes (12) et en utilisant les déplacements des noeuds stivaiisi
que la matrice R], on en déduit la matrice dérivé& ] sans faire de véritables dérivées en utilisant la relation (14).
L'ensemble de ces termes fonction d&s; nous constitue la matrigat- A].

On assemble lesGg — %sTLs de chaque triangle pour formgviat - B].

9. Resolution du problemed’ optimisation

Le nombre de noeuds est de 50, ce qui nous donne 100 incodhyed déterminer et regroupées dans la
matrice [x]. L'encastrement est effectué au niveau de 20 nceuds (cf. Fig. 6), on va avoir ainsi 40 inconnues en
moins a déterminer.

Le probleme posé devient sous forme matricielle :

Le résultat nous donne la matrice des inconnug¢srrespondant au déplacement des nceuds dans la trochoide.
9.1. Maillage de la dent optimisée

Dans la Fig. 8 on observe la différence entre la nouvelle forme (dent optimisée) et la forme initiale. (cf. Fig. 8).
Soulignons que tous les procédés d’optimisation de forme sont incrémetansg.notre cas le deuxieme
incrément n'a pas été significat{On trouve sensiblement les mémes résultats

9.2. Contraintes au pied de la dent optimisée
En reprenant cette nouvelle forme obtenue avec le maillage de la Fig. 7 et le méme char§emehd daN)
au méme point que celui de la dent initiale (P.H.C.U), on calcule la contrainte de von Mises en pied de dent.
La Fig. 9 nous montre la répartition de cette contrainte avec indication de la valeur maximale au point critique.

10. Interpretation et comparaison desrésultats

Commentons les résultats obtenus en envisageant cette nouvelle forme.



M.E.H. Bouanane, M. Bouchama / C. R. Mecanique 331 (2003) 373-382

Fn

Voir détail

b P

3

faoneamm
Sigma Von-Mises (daN/mm?)
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Dent optimisée

Dent initiale
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Fig. 8. Dent initiale et optimisée.

—e— Pignon optimisé —— Pignon initial
|

Point Intermédiaire  Sommet de la dent
Point de charge

s

=

PHCU

Fig. 10. Contrainte maximale de von Mises au pied de la dent

initiale et optimisée.

Fig. 9. Répartition des contraintes au pied de la dent
optimisée.

10.1. La nouvelle forme

Sur la Fig. 8 on ne distingue pas bien la différence de forme entre la trochoide du coté opposé de la charge « coté
gauche » et celui de charge «coté droit», mais d’aprés les valeurs des déplacements infinitésimaux obtenues les
deux cotés de la trochoide ne sont pas parfaitement symétriques.

Les résultats obtenus nous montrent que les déplacements se sont faits vers l'intérieur du pignon mais le coté
«gauche » de la trochoide s’est creusé plus que le coté «droit» ce qui est logique d’'un point de vue mécanique
puisque le coté de la charge étant soumis a une traction et le coté opposé a une compression.

Ces valeurs sont tout de méme trés voisines et on peut considérer que la dent est symétrique.
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10.2. La contrainte de von Mises

On remarque que la contrainte maximale de von Mises dans la dent optimis@fdation= 15.07 daN' mnv)
est inférieure a celle obtenue dans la dent initialgiae = 16.28 daN'mm?).

En plus de ces valeurs on s’est intéressé a la contrainte de von Mises le long de la développante (pour simuler
I'engrénement entre deux dents d’engrenages) pour une chafge-dd&0 daN appliquée sur le pignon initial et
optimisé. L'évolution de cette contrainte est représentée sur la Fig. 10.

11. Conclusions

On voit bien que la contrainte de von Mises au pied de la dent optimisée est inférieure a celle obtenue dans le
pignon initial.

Cette nouvelle formulation du probléme d’optimisation est encourageante puisqu’on a constaté une diminution
de volume au niveau de la trochoide tout en conservant au pignon sa résistance meécanique.

Le pignon ainsi optimisé, soumis au méme chargement qu’un pignon classique, voit sa contrainte maximale de
flexion en pied de dent diminuer.

Avec cette nouvelle approche d’optimisation on peut envisager une généralisation relative & une dent compléete
afin de définir une nouvelle forme de pignon ayant un rayon de raccordement du pied de dent calculé a partir des
résultats obtenus.

L'élaboration d’'une telle approche laisse une porte ouverte a la recherche pour caractériser une nouvelle
crémaillere génératrice et surtout fournit un cadre a la réalisation d’engrenages en matiére plastiques ainsi qu'a
des recherches d’ordre mathématique sur I'optimisation de forme.
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