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Résumé Nous présentons une analyse de stabilité linéaire d’'une couche liquide confinée dans une
cellule de Hele—Shaw annulaire horizontale en rotation; la couche liquide étant soumise
a un gradient de température radial orienté vers I'extérieur de la cellule. En considérant
gue le nombre de Prandtl est de I'ordre de I'unité ou supérieur a I'unité, nous étudions
I'influence des forces de Coriolis et du rayon de courbure de la cellule sur le seuil convectif
stationnaire. Nous montrons que les forces de Coriolis ont un effet stabilisant, que le nombre
d’'onde reste indépendant de ces forces. Cependant un régime multicellulaire se développe
dans la direction radiale au fur et a mesure que le nombre d’Ekman dinFoweciter cet
article: S. Ramezani et al., C. R. Mecanique 330 (2002) 633-640.
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Effects of the Coriolis forces on the stationary convectif threshold of a
liquid layer confined in an annular Hele—Shaw Cell in rotation

Abstract The convective instability of a horizontal liquid layer confined in an annular Hele—Shaw
cell subject to a constant rotation and submitted to a centrifugal gradient of temperature is
investigated. Using a linear stability analysis, we study the effects of both Coriolis forces
and curvature aspect on the stationary convective threshold when the Prandtl number is of
the order of unity or larger than unity. We show that the Coriolis forces have a stabilizing
effect, and the wave number is independent of these forces. However, a multicellular regime
in the radial direction is observed for small Ekman numbers. The results related to the
influence of the curvature are also shown.cite this article: S. Ramezani et al., C. R.
Mecanique 330 (2002) 633-640.

0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

computational fluid mechanics / linear stability / natural convection / annular Hele—
Shaw cell / Coriolis forces / centrifugal forces

Abridged English version

The effects of the Coriolis forces on the onset of convection in a fluid layer heated from below and
rotating about a vertical axis have been studied early in the case where the centrifugal forces are neglected
with respect to gravity [1]. It was shown that the onset of convection occurs in the form of oscillations
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when the Prandtl numbd®r is below the value 0.6766. Recently, several works have been devoted to
described thermal convection driven by centrifugal forces, in the absence of gravity, in a fluid gap between
two corotating coaxial cylinders kept at different temperatures [2,4]. In these works, different models have
been extensively used for understanding thermal atmospheric instabilities. In the present work, we further
extend the results reported by [2,4] to the configuration of a Newtonian liquid confined in an annular Hele—
Shaw cell and submitted to a centrifugal gradient of temperature (Fig. 1). The aspect ratio of the cell,

is considered smaller than unity. Under these assumptions, the dimensionless linear system describing the
evolution of disturbances upon the base state in the Boussinesq approximation is given by the conservation
equations (6)—(10). Here, two limiting cases depending on the order of magnitude of the Prandtl number
are distinguished. Hereafter, we discuss only the asymptotic ase,O(1) or Pr > 1. In this case,

a first approximation (11), (12) is obtained from Egs. (7) and (8) by settfng 0. These equations

are integrated, with respect to the variableo obtain the averaged velocity field (13). Furthermore, the
averaged continuity and energy equations are given by (14) and (16). These equations are associated to the
free—free boundary conditions (17). Using a normal mode analysis and a change of variables to simplify the
boundary conditions (17), we obtain the system (18) associated to the boundary conditions (19). The system
(18) is transformed into a set of four differential equations. The solution of this boundary value problem
is sought as a superposition of linearly independent solutions following a method often used in stability
problems [7]. Each independent solution which satisfies the boundary conditiers @t is constructed

by a Runge—Kutta numerical schema of fourth order. A linear combination of these solutions satisfying the
boundary conditions at the other extreme; 1, leads to a homogenous algebraic system for the coefficients

of the combination. A necessary condition for the existence of nontrivial solutions is the vanishing of the
determinant, which defines a characteristic equation, relating the cell curvature coefficteetEkman
number,E, the Rayleigh numbeRa, and the wave number;. We present in Fig. 2, for different values

of 8 (0 < 8 < 1), the variation of the critical Rayleigh numb®&a,, versust 1. In contrast to the critical
Rayleigh numberRa,., which increases wittlk ~* for a fixeds, the wave number stills independent on the
Ekman number and it depends only on the geometrical parathageshown in Fig. 3. Here, the Coriolis
forces have a stabilizing effect. In Fig. 4, we have plotted the streamlines, at the onset of convection, for
two values ofE~1. These plots show a transition phenomenon, in the radial direction, from a unicellular
regime corresponding to large Ekman numbers to a multicellular regime for fast rotation.

1. Introduction

Une premiere synthése concernant I'effet des forces de Coriolis sur l'instabilité convective de Rayleigh—
Bénard, au sein d’un liquide en rotation, a été présentée dans [1]. Dans cette synthése, on néglige les forces
centrifuges devant la pesanteur et on montre d’'une part que le seuil convectif est stationnaire pour des
nombres de Prandtl de I'ordre de I'unité ou supérieurs a I'unité et oscillant pour des nombres de Prandtl
inférieurs & 0.676. D’autre part, on montre que les forces de Coriolis ont un effet stabilisant. La situation
ou les forces centrifuges sont a 'origine du mouvement convectif et ot I'on néglige la pesanteur devant
ces forces a été largement abordée dans le cas d’une couche liquide confinée dans un cylindre annulaire
en rotation; la couche liquide étant soumise a un gradient de température radial orienté vers I'extérieur
du cylindre. Ce modéle a été souvent utilisé afin de comprendre des instabilités atmosphériques d’origine
thermique. Ce probléme a été abordé dans différentes configurations. Dans le cas d’une modulation spatiale
et azimutale de la hauteur du cylindre, on montre qu’en fonction des parameétres du probleme, le seuil
convectif peut étre stationnaire ou instationnaire avec I'apparition d’ondes thermiques de Rossby [2]. Une
simulation de la convection de Rayleigh—Bénard avec I'apparition d’ondes de Rossby ainsi que d’autres
caractéristiques d’écoulements convectifs a été effectuée dans le cas ou les couvercles du cylindre présentent
a leurs bords des chanfreins [3]; L'étude de stabilité des ondes de Rossby a été traitée dans cette méme
configuration pour de faibles nombres de Prandtl [4]. Linfluence d’une faible inclinaison des bases du
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cylindre en rotation rapide a été traitée avec une analyse de stabilité linéaire dans [5]. Dans cette note, et a
la suite des travaux cités au-dessus, nous présentons une étude de stabilité linéaire dans une configuration
ou la couche liquide est confinée dans une cellule de Hele—Shaw annulaire en rotation constante. En tenant
compte de I'analogie qui existe entre écoulement en cellule de Hele—Shaw et celui en milieu poreux (Loi
de Darcy), cette étude peut représenter un modéle d'étude des effets des forces de Coriolis sur le seuil
convectif stationnaire dans un milieu poreux en rotation. A l'inverse de I'approximation utilisée dans [3] et
[4], ou I'on néglige la largeur de la couche fluide par rapport au rayon moyen de la cavité cylindrique et
par rapport a sa longueur si bien que les conditions aux limites sur les parois horizontales deviennent sans
intérét, dans la configuration qu’on étudie, la largeur de la cavité est beaucoup plus grande que sa longueur
de telle sorte que les effets de viscosité entre les deux parois horizontales sont importants et par la suite les
conditions aux limites sur ces parois ont un rle essentiel. En outre, nous tenons en compte dans cette étude
du parametre traduisant la variation de la largeur de la couche fluide par rapport au rayon intérieur de la
cavité. Par la suite, 'approximation de Hele—Shaw nous permet de travailler avec des conditions aux limites
sur les rayons intérieur et extérieur du type libre—libre. En nous restreignant dans notre analyse linéaire aux
nombres de Prandtl de 'ordre de I'unité ou supérieurs a I'unité, nous étudions I'influence des forces de
Coriolis, par I'intermédiaire du nombre d’Ekman, sur le seuil de convection.

2. Formulation du probleme

On considére un liquide Newtonien confiné dans une cellule de Hele-Shaw annulaire laquelle effectue
un mouvement de rotation uniforme autour de son axe (Fig. 1), la vitesse angulaire de rotation étant
Q = Qk. Les parois horizontales situégs= +¢/2 sont supposées parfaitement adiabatiques. Le liquide
est maintenu aux températurBset 7o enr* = Ry etr* = Ry (T2 > T1). Le rapport d’aspect géométrique
delacelluleg =e/AR OUAR = Ry — Ry, est suppose trés petit devant I'unité, et le parametre de courbure
sera désigné par = AR/R1. Nous négligeons la pesanteur en considégaat Q2AR. Dans le repére
relatif, (O, ur, ug, k) lié a la cellule, les équations de conservation au voisinage du seuil de convection en
approximation de Boussinesq s’écrivent :

div(V) =0 (1)
av i}
p(@)z_vp + 1AV — pR A (R AOM) — 2pR AV )

Figure 1. Couche liquide
confinée en cellule de
Hele—Shaw annulaire en
rotation et soumise a un
gradient de température

centrifuge(Tz > Ty).

Figure 1. Confined liquid layer
in an annular, rotating
Hele-Shaw cell, with a
centrifugal temperature

gradient (7o > Ty).
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dr*

dr*
Les grandeurp, u, v et k désignent respectivement la masse volumique, la viscosité dynamique, la
viscosité cinématique et la diffusivité thermique du liquide. L'équilibre correspond a un champ de vitesse
nul et un champ de température conductif et vérifie les équations suivantes :

— KAT* 3)

Vi + QA (RAOM)=0 (4)

R R
Ty = [(T2 — Ty In(r™)] / In <R—j> + (=T2In(Ry) + Tlln(Rz))/ln (R_i) (5)

Nous faisons apparaitre le rapport d’aspect géométrique de la cellule en adimensionnant le temps par
AR?/k, la coordonnée* par e, le champ de vitess¥ (u*, v*, w*) par (/AR, ek/AR, k/AR), la
pression papvk /e? et la température p&f> — T1) [6]. Nous introduisons aussi le changement de variable

r = (r* — R1)/AR. Le systéme d’équations (1)—(3) s'écrit :

du n ) n 6 ov n Jw ©6)
i u 279"
or 1+6r 1+ 6r 06 0z
ou op 1+46r 2 9%u
2p,—1 2
Pr1 = 20 4 e2Au—Ra T+ v+ s 7
e ¥ ar—i-e ol 5 +Ev+8z2 @)
v 8§ dp 2 9%y
2py—1 2
Pr——=— — Aoy — — — 8
¢ ot = Tqerae TC AT EVT 2 ®
Jw ap 92w
4p,.—1 4 2
Pr—m=—— A — 9
& Y 92 +¢€ 2w+ ¢ 922 ( )
aT 1 8 a2T
298 .~ u| = 2AT + —= (10)
at  In(L+8) 1+6r 972
ou
32 5 9 s \2 o2 Q2R1(T> — T1)AR3
Ap= — 4+ —— — — Ra:’B 1(T2 1) 825
ar2 14 68r or 1+6r/) 062 VK

est le nombre de Rayleigh de la cellule = v/ Qe? est le nombre d’EkmarPr = v/« est le nombre de
Prandtl ets le coefficient de dilatation thermique.

3. Seuil de convection stationnaire — Effet du nombre d’Ekman

3.1. Approximation de Hele—Shaw

Nous considérons dans cette étude la situatioBrott 1 ouPr >> 1, les termes inertiels sont négligés des
équations de mouvement (7)—(9). On désignepan,, w,, p, et T, la solution du systeme (6)—(10) au
premier ordre4? = 0). L'équation (9) permet de montrer que la pression est indépendant&deitilisant
les conditions d’adiabaticité,7,,/dz = 0 enz = +1/2, on montre qud, est aussi indépendante ge_es
équations (7) et (8) s'écrivent :

ap 14 6r 2 9%u
oz_a_r"—R s ot 200+ = 5 (11)
s 0p, 2 92v,
=— = _Z -2 12
116r 90 E°7 322 (12)

Nous intégrons ce systeme par rappot sachant quer, = v, = 0 enz = £1/2. Nous obtenons les
composantes du champ de vitesseet v, qu'on moyenne, par la suite, par rapport a la variabjur
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obtenir :
1) ad
i=—M { Po 1-’_(SrRaTo]
1+6r )
5 0 9 1456 (13)
_ Po po r
= ——Mx(y)— — Rart,
V=T 2(7/)89 1(){ 5 e ]
ou
1 sin(y) cogy) + coshy) sinh(y)
Mi(y) = 8,2 .
8y 2y (costf(y) —sir(y))
1 [sin(y)cogy) — coshy)sinh(y) 1
Ma(y) = - , =_—=
82| 2y(cost(y) —sirP(y)) 2VE
L'équation de continuité (6) moyennée par rapport a la varialslécrit donc :
1 T T,
Azpo:—Ra[ZToJr +8r% — F( )h} (14)
r

avecF(y) = M1/ Mo.

Au premier ordre £2 = 0), les équations de mouvement (7), (8) et (9) ne peuvent étre couplées a
I'équation de I'énergie (10). Nous exploitons donc I'équation de I'énergie & I'arfren utilisant les
développements suivants:= u, + s2uy et T = T, + 2Ty ou T vérifie les conditions d’adiabaticité
0T1/9z =0enz = +1/2. En introduisant ces développements dans I'’équation (10) et en ne gardant que les
termes a I'ordre?, on obtient :

P71 8
9z2  In(1+8) 1+ 6r
Nous moyennons cette équation par rapport a la variaptaur obtenir :

RaMa(y) $ 1 9Po 9o
Al =g = Tharmasr s M )5—+1% M),
Contrairement au systéme (6)—(10) qui doit étre associé a six conditions aux limites, le systeme d'équations
(14) et (16), correspondant a I'approximation de Hele—Shaw n’a besoin que de quatre conditions aux limites
au lieu de six. Celles qui sont convenables correspondenta celles du cas libre-4ibfe &£ 0enr =0, 1) :
)
1+6r 5
Les solutions de (14) et (16) sont cherchees en modes normaux f (r) expimo) etT, = g(r) exp(imf)
oum est un nombre d’onde azimutale qui est ici un entier naturel. Ensuite, par souci de simplification des
conditions aux limites (17) et pour rendre la nature du probleme réelle et non complexe, nous introduisons
le changement de variable(r) = imMy(y) f + 1“’ Mo(y) df Nous obtenons ainsi :

AT, + Up (15)

(16)

9
5“: =0 enr=0,1 (17)

RaM>s(y) 82 A
Dy, (g) - 8= 2
In(1+6) ) (1+(23r) |n(1;r5) i (18)
(1+6r) dg  4AM5+mM; 1+ 6r dg
D, (A)=———-—"—MRa— — —=———=Rag —5RaM —
m(2) 52 dr2 My & 2 § dr
ou D, = %22 + %d% — . Ce systéeme est maintenant associé aux conditions aux limites simplifiées
suivantes :
A=g=0 pourr=0,1 (29)
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3.2. Résultats numériques

La méthode de résolution consiste & transformer le probléme aux valeurs propres (18), (19) en un
probléme aux conditions initiales [7]. Un ensemble de solutions indépendantes, satisfaisant les conditions
aux limites enr = 0, sont construites par un schéma numérique de Runge—Kutta du quatriéme ordre avec
un pas de 'ordre de 0.001. Une combinaison linéaire de ces solutions satisfaisant les conditions aux limites
enr =1, méne a un systeme algébrigue homogéne dont les inconnus sont les coefficients d’'une telle
combinaison. Une condition nécessaire de I'existence de solutions non nulles est que le déterminant de ce
systéme homogene soit nul. Ceci méne a une équation de dispersion qui peut s’écrire formellement sous la
forme :3(8, m, Ra, E) = 0. Sur la Fig. 2, nous présentons I'évolution du nombre de Rayleigh crifRae,
en fonction de I'inverse du nombre d’Ekmaf; 1, pour différentes valeurs de= AR/R1, variant entre
8§ =0,1ets = 1. On remarquera que le nombre de Rayleigh critique augmentdzaved effet des forces
de Coriolis sur l'instabilité convective, qui provient des forces centrifuges, est donc un effet stabilisant.
Notons aussi que le hombre de Rayleigh critique croit @pour un nombre d’Ekman fixé ; ain8la,
dépend fortement de la courbure de la cellule. Cependant le nombre d’onde critiqueste indépendant
du nombre d’Ekman et ne dépend quesdéa variation du nombre d’onde critique, en fonctionsdsera
présentée dans la Section 4. Sur la Fig. 3, nous présentons I'évolution du régime multicellulaire qui se
développe dans la direction radiale au fur et a mesure que le nombre d’Ekman diminue.

10 L R LR | T T T T LA LA

101 P | P P | P | A
10" 10° 10’ p 10° 10° 10*
E

Figure 2. Variations du nombre de Rayleigh critiqugg., en fonction de I'inverse du nombre d’Ekman pour
différentes valeurs du parametre de courliure

Figure 2. Variations of the critical Rayleigh number, Ra., as a function of the inverse of the Ekman number, for
different values of the curvature §.

638



Pour citer cet article : S. Ramezani et al., C. R. Mecanique 330 (2002) 633-640

8=0.1

Figure 3. Organisation cellulaire pour 2 valeurs du nombre d’Ekman.
Figure 3. Cellular organisation for 2 values of the Ekman number.

4. Cas des grands nombres d’'Ekmang > 1)

Dans cette situation le champ de vitesse est développé de la facon suivante :

=—(z— Ra
no=3 ("~ 2)| 5 +Ra—y

1 2 5 3p0 2
==(z— — 40 , =0
Vo(2) Z(Z Z) 1+ 6r 00 (V ) Wo
Nous procédons a la méme démarche que dans la Section 3 pour obtenir le systéme suivant :
14 6r 0T,
Azpoz—Ra{szL Tor 8"] (20)
r
Ra 1 5 9
AoT, + - Po 1)

T — =<
12In(1+6) ° 12In(1+8) 1+ 6r or

La résolution de ce systeme, indépendant du nombre d’Ekman, s’effectue de la méme maniére que
dans la Section 3. Sur les Fig. 4, nous présentons I'évolution du nombre de Rayleigh cRaguet

celle du nombre d’'onde critiquei., en fonction des. Notons que pour de faibles valeurs 8ieune
résolution analytique du systeme (20), (21) permet d’obtenir les nombres de Rayleigh et d’onde critiques :
Ra. = 48728 etm,. = /8.

5. Conclusion

Dans cette note nous avons fait apparaitre I'influence des forces de Coriolis et du paramétre de courbure
sur le seuil convectif stationnaire d’un liquide confiné en cellule de Hele—Shaw en rotation quelconque.
Pour de grands nombres d’Ekman, le probléme est équivalent au probléme standard de la convection de
Rayleigh—Bénard en cellule de Hele—Shaw annulaire, sauf gu'ici la gravité est centrifuge ; en outre pour de
faibles valeurs du rayon de courbure, le nombre de Rayleigh critique &st4Bour un rayon de courbure
fixé, nous avons montré que le nombre de Rayleigh critique augmente en fonction de I'inverse du nombre
d’EkmanE~1, et si le nombre d’onde reste indépendant de celui-ci, une structure radiale se manifeste par
I'apparition d’un régime multicellulaire au fur et a mesure que le nombre d’Ekman diminue. Enfin, la nature
de l'instabilité convective que nous avons obtenue est relative a I'ordre de grandeur du nombre de Prandtl
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Figure 4. Variations du nombre de Rayleigh et du nombre d’onde critiques en fonction du parameétre de c&urbure
Figure 4. Variations of the Rayleigh number and the critical wave number as functions of the curvature 5.

pour lequel nous avons opt®r ~ 1 ouPr > 1. Il serait donc judicieux d’étudier, par la suite, la nature de
cette instabilité pour de faibles nombres de Prandtl.
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