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Résumé Nous considérons I'homogénéisation d'un probléme d'élastostatique pour un milieu
périodique fortement hétérogéne formé de deux composantes ayant des tenseurs de modules
d’élasticité comparables, séparés par un troisiéme milieu (couche molle) dont I'épaisseur
est du méme ordre que la taille de la cellule de base et dont le tenseur d'élasticité
devient infiniment petit suivant une dépendancesen- > 0. Sir < 2, nous identifions
le probleme homogénéisé. Dans le eas 2, il nous faut supposer en plus qu’il n'y a
pas de forces de volume dans le troisieme milieour citer cet article: M. Mabrouk,
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Homogenization of a strongly heteregeneous elastic medium

Abstract We consider the homogenization of an elastostatic problem in a strongly heterogeneous
periodic medium made of two connected components having comparable tensors of elastic
moduli, separated by a third medium (soft layer), the thickness of which is of the same order
¢ than the basic periodicity cell, and such that its elastic moduli tensor becomes infinitely
small following arate”, r > 0. If r < 2, we identify the homogenized problem. Otherwise,
we have to assume moreover that there are no volume forces in the third m@diaite
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Abridged English version

In this work, we are interested in the homogenization of an elastostatic problem for a periodic medium
made of two connected components exchanging efforts throughout a third connected component, separating
them. More precisely, we are given the basic cube- 10, 1[Y of RY, N = 3, partitioned asy =
Y1 U S13U Y2 U Sp3 U Y3, whereYi, Y, Y3 are three connected open subsets suchithatY, = ¢ and
wheresS;; is the surface separatiriy andY;. Without loss of generality, we assume ti¥gthas constant
thickness. Lej1, x2, x3 be the characteristic functions Bf, Y>, Y3 andfy, 62, 63 their respective Lebesgue
measuresupposed to be of the same order. Y1 andY> are made of two media having finite positive definite
fourth-rank tensors of elastic modulit, A2 of order one. On the other hand, the materia¥Yirpossesses
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a tensor of elasticity which approaches zero with a tate > 0. If we reproduce by periodicity the basic
cell Y to the whole ofRY, we get the three open sefg, E», E3 which we shall assume to be connected
and separated by the smooth surfags S»3. The homothety of ratie gives us then the elementary cell
Y? =¢Y, the three elementary subséts and the three periodic connected open #&ts= ¢ E; separated
by the surfacess,, S5,. Let thenS2 be an open bounded connected subs&bfvith lipschitzian boundary
0%2. We set} = QN E7, I}, = S;; N Q. The set<;} are not necessarily connected.

For any displacement € RV we define the stored mechanical energy of the material occuyiby
Fé(u) = fQ As()e((x))e(u(x))dx, wheree(u) = %(Du +’ Du) is the second-rank deformation tensor
of u and A, (x) = x1(£)AY + x2(2)A2 + &” x3(£)A® where theA”, o = 1,2, 3, are fourth-rank stiffness
tensors. They satisfy the usual symmetry and coerciveness properties. We consider in this work the static
problem with a fixed boundary. In presence of given body fortes L2[2; RV ], the displacement® at
equilibrium is the solution of the problef® := {— div,[A®(x)e(u)] = f¢in 2, u =0 0naQ}.

For everys > 0, this problem admits a unique weak solutiehbelonging to the spacH(}[Q; RM].
Our objective is to study the behavior of the sequemtavhenes — 0. For this, we use the two-scale
convergence method. Finally, Igte L2[Q; RV] be given.

PROPOSITION 0.1. — For @ =1, 2, let Agom be the fourth-rank symmetric, positive definite tensor defined
by its entries ALY, = [, A%, [&ymp(w™™)(y) + 8k 1 dy, where w*** denotes the 2N vectors, unigue
solutionsin Htl[Ya; RN of the cell problems

. [ —divy A%, (w** ) (y) =0 inY,
(Cella)™ := {A“[ey(w“kh)(y) + 8 n(y) =0 ondY,Navs @)

and 8" is the second-rank tensor with components (Sl’?jh = 8;x8;n, Where §,,, are the Kronecker symbols.
Then:

Case 1:r < 2, f¢ = f. Then the sequence {u®} converges weakly in L?[€2; RV] to the unique solution
u € H3[S2; RV of the homogenized problem

—div, [(ATO™+ AB™e, )(x)] = f(x) INQ, u=0 ondQ 2)

Case 2ir =2, f¢ = f. Thereexist (u1, uz) € (H3[$2; RV1)? such that the sequence {u*} convergesweakly
in L2[Q; RN] to thefunction x — U (x) given by:

U)=[A— 61— (e ® [y, i () dy)Jua(x) + [020 + S (e ® [y, () dy) Juz(x)

+ [ (e ® [y, mi(3)dy)] £ (x)

where{e;,i =1, ..., N} arethe canonical basisof R and the vectors n;, u; are the solutions of the 2N
cell problems:

. 1 .
_dNy[ASey(’Ii)()’)]:Nei inYs, ni(y)=0 ondY1NaYs, ni(y)=0 ondY2NaYs

. . 1
—divy [A%e,(u)(»)] =0 inYs, wi(y)=0 ond¥iNavs, wi(y) = e ONdY2NaYs

The displacementsu1, u are the solutions of the coupled partial differential equations

—div, AR, (u1) () — [T (e ® [, Aley (i (9)n()) dSy ] [u2(x) — ua(x)]

= (01— YN e ® [5 Ale,(i(n(»))dS,y) f(x) inQ (3)
u1=0 onof
—div, A5Me (u2)(x) — [ 214 (ei ® [, A% (i ()0 () dSy | [ua(x) — u1(x)]

= (02— S 16 ® [, A2ey(ni(y)n(y)dSy)) f(x) N (4)
u2=0 ono
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Case 3:r > 2, = (1— xa(z))f. Then, there exist (u1, u2) in (H3[S2; RV])? such that: (x1(2)uf (x),

Ko (x)) 2> (Orua(x), Gauz(x)) and weakly in (L2(2))%, where u1, up are the solution of the
following system of uncoupled problems

—div, [A1°Me, (u)(x)] =61 (x) INQ, u1=0 ondx (5)
—div, [AS°Me, (u2)(x)] =62 f (x) INQ, up=0 ondQ (6)

Ifweset v¥ = &’/2u®, we have (x1(2)vé (x), x2(£)vf (x)) — (0, 0) stronglyin L2[Q; R¥] and v® (x) — 0
weakly in H}[Q; RV].
Moreover, we have always (|| xo (:)u® — uqy Il 22 : V) — O.

The above homogenized problems are coercive and possess thus unique solutions. This imgiiees that
whol e sequences converge and not only subsequences. It should be notably stressethéiatit U of the
sequence u® does not verify in general any partial differential equation (except in the case < 2), and that
the case 2, the most interesting, shows clearly a two-scale phenomenon, a macroscopic scale for the phases
1 and 2 and a microscopic scale for the third phase. The limit displacement fields coming from media 1
and 2 satisfy partial differential equations in the macroscopic variapiehile the third field satisfies a
partial differential equation in the microscopic (hidden) variabl& he three fields are coupled and the
third medium contributes to the global limit field through the averaged ter@,3 w(x, y)dy. Moreover,
the case = 2 is the only one where the energies ultimately stored by the three phases are of the same order.

1. Introduction

Dans ce travail, nous nous intéressons a I'homogénéisation d’'un probleme d’'élastostatique pour un
milieu périodique a deux composantes séparés par un troisieme corps de rigidité beaucoup plus faible. Plus
précisément, on se donne le cube- 10, 1[NV deRY, N = 3 et on suppose que= Y1 U S1oU Y, U S,3U Y3
ol Y1, Y, Y3 sont trois ouverts connexes tels qdeN Y, = ¥ et ou S;; est la surface séparaii
et Y;. On suppose, pour simplifier, qu& est d’épaisseur constante. On ngte x2, x3 les fonctions
caractéristiques d¥1, Y2, Y3 et par61, 62, 63 leurs mesures de Lebesgue respectaupposées étre de
méme ordre. Les partiesY; et Yo sont occuppées par deux matériaux €élastiques linéaires de tenseurs de
modules d’élasticitéd! et A? finis, de méme ordre de grandeur. Le matériau occupgmosséde par
contre des rigidités trés faibles, avec une dépendaneé,en- 0. Si nous reproduisons la cellutepar
périodicité, géométriquement et matériellemeRt'S, nous obtenons les trois ouves, E», E3 que nous
sSUppOsons connexes et séparés par les surfaces réguliefes S»z. Plus précisément, chaque ouvért
est la réunion deg" -translatés d¢&; U (Y; N 3Y). Lhomothétie de rappo nous donne alors la cellule
élémentair’® = €Y, les trois ouverts élémentairg$ de méme ordre de grandeurspét lestrois ouverts
périodiques connexes Ef = ¢ E; séparés par les surfacgs;, S5;. Soit @ ¢ RY ouvert borné connexe, de
bordos2 lipschitzien. On not&; = QN E;, I}, = S;; N 2. Les ouvertse; ne sont pas forcément connexes
puisque l'intersection de certaines cellules avec la frontiére peut avoir plusieurs composantes connexes.

En présence d'une densité de forces volumigyése L2[Q; RY], le champ des déplacements a
I'équilibre u® est solution du problénie? := {—div,[A®(x)e(u)] = fin Q,u =00ndR}. On se propose
d’'étudier la limite de la suit¢u®, ¢ — 0}. Le méme probléme avec des conditions mixtes sur le bord et
dans le cas tres particulier 2iest une réunion de cellules de base, a été abordé par la méthode de I'énergie
dans [1]. Nous traitons ici le cas plus général d’un ouvert Q quelcongue et sans I hypothése d’ absence
de sources dans le milieu mou (sauf pourr > 2). L'approche que nous utilisons est une combinaison
des méthodes utilisées par Allaire [2] et Allaire et Murat [3]. Cette technique (cf. [3]) évite le recours,
comme dans [1], a tout opérateur de prolongement qui, dans notre cas (cf. le travail [4] de Acerbi et al.),
s’avere particulierement difficile & construire. Les résultats que nous obtdarmsie cas des conditionsde
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Dirichlet semblent confirmer, en les généralisant substantiellement, ceux de [1] et en donnent une nouvelle
justification.
On noteraC{°(Y) I'espace des fonctions indéfiniment differentiablesRli; périodiques, de période.

Alors, L2(Y) (respectivement}(Y)) est le complété d€£°(Y) pour la normeL2(Y) (resp.H(Y)). On
désignera génériquement paty) la normale au poiny. La régle de sommation des indices répétés est
systématiqguement utilisée. Siest un tenseur du quatrieme ordre eist un tenseur du second ordre, nous
notonsAe le tenseur de second ordre obtenu par contraction des deux derniers indiée®denotera
souvent|.||q la norme del2(2).
DEFINITION 1.1.— Une suiter, de L2(2) est dite converger en double échelle vers une limie:, y)
appartenant &.2(Q x Y), et on noterau, 2, uo, Si et seulement si, pour toute fonctignx, y) €
D[Q; Cfl,onalim_o [qu: ()¢ (x, $) dx = [q [y uolx, ¥ (x, y)dxdy.
Soit f € L?[Q; RV] donnée. Le résultat essentiel de cette note est alors :
PROPOSITION 1.2, —
() Cas 0 <r <2 f¢=f Il eiste (u,v1,v2) € Hy[R"] x L2[Q; H}[Y1; RN]/RV] x
L?[Q: H}{Y1: RV]/RN] telsque (@ =1,2) :
1. Lasuite {u¢, ¢ — 0} convergedans L2[Q; RV ] faible vers u.

2. (Xa (U (x), xa (5)W")(x)) 2 e (), Al W) (X) + €y (va) (x, Y)]).
3. Lesfonctions u, v, vz sont solutions des problémes homogénéisés:

diVx/Y Allec(w)(x) + & (v1)(x, y)] dy — diVx/ A%[e () (x) + &y (v2)(x, y)] dy = £ (x)
1

Y,

dans Q
—divy A% [ec(u)(x) + &, (ve) (x, )| =0 dansQ x ¥,
A% [ex(u)(x) +ey(vy)(x, y)]n(y) =0 surQx(0Y,NaYs)
(i) Casr=2, f*=f.Il eiste (g, vor w), & = 1,2, telsque : ug € Hy[Q: RY], vy € LA(Q; H} Yo
RV/RN], w € L2[Q; H[Y3: RV]] et :

1. La suite {u°} converge vers U(x) = (1 — 62)u1(x) + Gouz(x) + st w(x, y)dy dans L2[Q; RN]
faible.

2. (Xa (DU (x), xa(3)eU")(x)) 2 (X DM ua(x), Xa (V)€ (ua) (x) + €y (Va) (x, ¥)])-
3. (x3()uf(x), ex3(3)ew)(x)) 2 (MMwx), xa(y)ey(w)(x, y)).
4. Lesfonctionsu,, vy, w sont solutions des problémes homogénéisés (o« =1, 2) :

—divx/ A6, (110) (x) + €, (0 (x, )] dy:@af(x)—/ A%, (wnzdS(y) dansQ
Yo YyNaY3

Uy, =0 suroQ

—div, A* [ex (ue)(x) + €y (ve) (x, y)} =0 dans x Yy,

A% [ec(uq) (x) + €y (ve) (x, y)|n(y) =0 sur Q x (3¥, N dY3)

—div, [A3e(w)(x, ] =f(x) dansQxYs, w(x,y)=0 surQx(dY1NaYs) et
w(x,y)=ua(x) —u1(x) surx (@Y>2NaYrz)

(iii) Casr>2, f¢=(1—x3(z))f. Alors, il existe (uq, va) € Hy[2: RN] x L?[Q: H}[Y,: RV]/RV] tels
que(x¢=1,2):

1. (Xa(D)uf(x), xa(3) W) (x)) 2 a0t (), Xa )€ (110 () + €y (Ve) (x, ¥)]).
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2. Lesfonctionsu1, uz, v1, v2 sont solutions des problémes homogénéisés:
—divx/ A% [er (ue)(x) + € (V) (x, y)| dy =6, f(x) dans, ue =0 surdQ
Yo

—divy, A* [ex (1a)(x) + €y (va) (x, y)} =0 dansQ x Y,

A% [er(ua) (x) + €y (V) (x, ) [n(y) =0 sUr Q x (3¥, N 3Y3)
Soit v¢ = ¢"/2uf. Alors, la suite v¢ converge vers zéro, fortement dans L2[Q2; RV] et faiblement
dans Hg[2; RV].
De plus, nous avons dans tous les cas les convergences «fortes» : [[uf, — uq || ;2jqs. N —> O

Posantvg (x, y) = exin (e (x))wk (y) ol wk" sont les solutions des problémes cellulair€slig, ) ",
on peut découpler les problemes ci-dessus et exprimer nos résultats sous la forme alternative de la
Proposition 0.1.

Pour l'aspect énergétique, soieli, = fga A% u)e(u®)dx et E§ = ¢ fggA?’e(ue)e(us)dx les
énergies de déformation enmagasinées par les trois phases respectivement. Il est alors aisé d’obtenir comme
dans[2] et [5]:

PrRoPOSITION 1.3. —Nous avons les distributions asymptotiques suivantes de I’ énergie :
(i) Casr=2, f*=f.Alors
Eg = sliLnOE; = fngya Al(ex (g (x)) + ey(”oz(x’ ) (ex(ug(x)) + ey(”oc(x’ y))dxdy
E§= lim E5= [oy, ASey(w(x, y)ey(w(x,y))dxdy.
(i) Casr <2, f¢= f.Aorslim,oES = EQ avec u1 = uy, etlim,_.o E§ =0.
(i) Casr>2, f®*=(1— x3(3))f : nousavonsle méme résultat que précédemment mais avec uy # uz.

On voit en particulier que le cas= 2 est le seul cas ou les énergies stockées asymptotiquement sont du
méme ordre. On notera aussi qu’en géndediimite U ne vérifie aucune équation aux dérivées partielles
et que la condition au bord est perdue a la limite. Lercas2, le plus intéressant, montre nettement un
phénoméne de double échelle et de couplage, une échelle macroscopique pour les milieux 1 et 2 et une
échelle microscopique pour le milieu 33(5)u® intervient par la fonctionfy3 w(x, y)dy). Les résultats
annoncés résultent des étapes 2 et 3 ci-dessous.

2. Estimationsapriori

C’est I'étape la plus originale. On commence d’abord par un lemme fondamental qui généralise a
I'élasticité le Lemme A.2 d’Allaire et Murat [3].

LEMME 2.1.- Il existe une constante C indépendante de ¢, telle que, pour toute fonction v, €
HYQE RN, i =1, 2,3, vérifiant v, = 0 sur Q¢ N9, onait :

2
”vS ”iZ[Q‘;‘\;RN] g C||6(U8) ||L2[Qf;RN2]

La preuve de ce lemme est assez délicate. Donnons en I'esquisse. Pauz @it définissons les deux
matrices

0 —x3 x2
d"(x)= < X3 0 —x1> et dix)= (]L d”(x))
—X2 X1 0

ou I est la matrice unité. Ces matrices apparaissent naturellement dans la définition de I'espace des
déplacements rigid®" = {u(x) =d(x)c: c € RZN}.
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La matricedq = féd(x)d(x)dx de taille 2V x 2N est symétrique et définie positive, donc inversible.
Soitu un vecteur déplacement 6 On lui associe les vecteurs, (1) = f;2 d(y)u(y)dy, u?z = dg;lFQ (n),
To(w)(x) = d(x)u%. Ainsi o (1) est la projection de € L2[Q; RV] surRY. Le lemme résulte alors des
deux lemmes suivants :

LEMME 2.2. —II existe une constante positive C telle que, pour tout u € H[Q; RV :
[ = ()| 2y < CH"’(“)HLZ[Q;RNZ] (7)

LEMME 2.3.—Soient Y and Y’ deux cellules de base contiglies et soit Z=Y UY' U (aY NaY’). Alors,

il existe une constante positive ¢, qui dépend seulement de Y, telle que, pour tout v € H[Z; RV], on ait :

0p = opl clle@)ll 2.2
A partir du Lemme 2.1, on montre comme dans [3] et [5] les deux corollaires :

COROLLAIRE 2.4. —ll existe une constante C indépendante de ¢ telle que, pour tout u dans H&[Q; RV

onait : [|u)|2 ;6 gy < Clle@)I? [T Cele@l?

L2[Q;RY L2[Q5UQ;RN? L2[Q5: RV’
_MNg . g2 &\12 r &\12
COROLLAIRE 25.—()S r<2,ona: (u ||L2[Q;RN], Il e(u )||L2[Qg;RN2]’8 Il e(u )”LZ[Qg;RNZ]) < C.

(") S r> 21 fg = (1_ X3(g))f : (”MSHLZ[QE;;RN]v ” e(ug)”LZ[Qg;RNZ]: 8r/2||e(148)||L2[Q§;RN2]) g C

3. Passagesalalimite

Pour déterminer les probléemes homogénéisés, on opére comme dans [5] en utilisant les techniques de la
convergence a double échelle.

4. Conclusion

Dans ce travail, nous avons réussi a déterminer le comportement asymptotique d’un milieu élastique
fortement hétérogene, périodique, composé de deux matériaux de rigidités comparables séparés par une
couche molle, dont la rigidité est ef ou ¢ est la taille de la cellule de périodicité. Nous avons montré que
ce comportement est décrit par deux champs confondus, couplés ou découplés selest nférieur, égal
ou supérieur a 2. De plus, si< 2, I'énergie élastique enmagasinée est plus importante dans les matériaux
let2,etalalimite aucune énergie de déformation n’est enmagasinée par le matériau 3. Certes, la rigidité
du matériau est trés faible a I'échelle microscopique, mais macroscopiquement il se comporte comme un
matériau parfaitement rigide. Pour> 2, et en I'absence de forces de volume dans le troisiéme milieu,
les énergies enmagasinées sont comme au cas précédent; mais maintenant le troisieme milieu se comporte
méme a I'échelle macroscopique comme un milieu parfaitement mou. La vatefr la plus intéressante,
est la seule qui donne des limites comparables pour les éné¢efied ||§2§UQ§ ets?|| e(u) ||§2§. La couche

molle est encore suffisamment rigide pour assurer entre les phases 1 et 2 une liaison de type rappel élastique
[Xii(er ® [5 , A% (i (»)In(y) dSy | [up(x) — ua ()], B #a.
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