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Résumé La réduction de la modélisation classique du tenseur des corrélations pression-déformation
a la détermination de cinq scalaires dans une base réduite est étudiée. Grace a cette base
réduite, les contraintes de réalisabilité et de géostrophie sont facilement obtenues et un
modele réalisable, consistant avec la théorie de distorsion rapide, est dbvanuciter
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Minimal basis for the pressure-strain correlations

Abstract The pressure-strain correlation tensor can be specified by means of five scalar functions
in a reduced basis. In this basis, realisability and geostrophic constraints can be easily
obtained, and the resulting realisable model is consistent with rapid distorsion tfieory.
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Abridged English version

The turbulence modeling of the pressure-strain terf$pis usually based on slow-rapid Lumley [1]
splitting. The functionals that specifly; in terms of the anisotropy tensbrand the mean velocity gradient
must be invariant through a roatation of coordinate axii, so Thatust be an isotropic functional of its
arguments, which can be shown [3] to be necessarily of the form (4). The purpose of the present note
is to examine if the integrity basi¥; leading to (4) produces redundancies in the physical space. We
introduce an orthonormal basfs, for second-order tensors in the physical space, so that any second-
order tensor can be writted = X, A,,. The algebra associated to thg’s is simple in the sense that
(ALAL) : Ax # O for at most three values of. In this basis, realizable states of the anisotropy tebsor
are located inside an equilateral triangle, and te¥fngan be easily projected (see Eg. (8)). Reciprocal
formulae that yield the\,’s in terms ofV; are not isotropic so that the integrity bass does not in
general suffer from redundancies. TAg basis is, however, interesting in that it allows weak realisability
constraints to be satisfied directly, yielding Egs. (12). Also, a ‘geostrophic constraint’ [7] is also easily
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deduced from Eg. (14). The final model (15) is made consistent with rapid-distorsion theory for irrotational
flows.

1. Introduction

Dans les modélisations de la turbulence, il est d’'usage d’écrire que le tenseur de pression-déformation,
se décompose en une partie rapide et une partie lente, sous la forme suivante :

Tij=p 'puij +uji)= 7}3” + 7}35) (1)
avec .
K
TiE'S) = ?Tl(;)(b) ; Ti;'r) =4K (Mipqj + Mjpqi)Vag,p»  Mipgj =Mipg;(0) (2)

La décomposition (1)—(2), popularisée par Lumley [1], réduit le probléme de fermetuig; de la
spécification des fonctionnell%gj)(b) et M, (b) qui sont supposées s’exprimer isotropiquement en
fonction de I'anisotropie adimensionnelle,des contraintes de Reynolds st I'énergie cinétique de la
turbulenceg = vi; ju; ; son taux de dissipation),

1
bij :=uuu;/2K — :—35,'j (3

Chacune de ces fonctionnell@sdoit étre en effet invariante lors d’une rotation arbitraire des axes de
coordonnées, si bien quE est une fonction isotrope de ses arguments. L'utilisation des théoréemes de
représentation pour des fonctionnelles isotropes [2] conduit, en exploitant la linéafitpaterapport au
gradient de vitesse et son caractére de déviateur pur, au modéle suivant [3] :

T= K{,Blb+,62 [b2+ %'} + B3S+ Ba [bs+ Sh— g{bS}l] + Bs [b25+ Sk — %{bZS}I]
+ BelbWy — Wbl + B7[b?W, — W,b?] + Bg [0*W b — bW, b? } (42)
ou les huit scalaires dépendent des invariants H-{b?}/2, lll := {b%}/3, {bS}, {b?S} :

Bi = Bio(I, 1) + Bia (11, (DS} + Bia(Il, M {bS}y s i=1,2; Bi=p(,I), i=3,....,8 (4b)

Dans ce qui préced®,, est la vitesse moyenne absolue, alors §uet W, désignent respectivement les
parties symétrique et antisymetrique de son gradient (de compodaptgls On notera quedio et Bio
caractérisent la partie « lente »)2

2. La base minimale utilisée

T étant un pur déviateur symétrique, il est caractérisé par cinq scalaires indépendants seulement dans
une base cartésienne donniég i =1,...,3}. L'objet de cette Note, suivant en cela une idée récente
de Girimaji [4], est d’examiner si la base d'intégrité dans I'espace fonctionnel constitue un générateur
redondant dans I'espace physique. Il nous faut évidemment une décomposition d’un tenseur arbitraire du
second ordre sur une base a neuf éléments. Nous exigeons pour des raisons évidentes de simplicité que
cette base soit orthonormée (au sens du produit intérieur des tenseurs du second ordre) et qu’elle donne
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naissance a une algebre facile a spécifieAggh, =Ty Aq, il existe au plus trois valeurs detelles que
I'g, #0). Une possibilité est la suivante,lsést I'identité :

A1:=JI—§, A2:=%(2€3e3—626‘2—6161)

A3:=%[e1e3+esel—i(eze3+e3ez)], A43=—%[6193+e391+i(9293+9392)]
A5:=%[e1e1—ezez—i(e1ez+eze1)], A61=%[9191—9292+i(9192+9291)] (5)
A7:=JL§(9261—6162), A8:=%[9163—9361—i(6‘2€3—6362)]
A9:=%[6193—9391+i(9293—9362)]

La trace d'un tenseur étant entierement dans la composganien déviateur pur symétrique s’exprimera
alors uniguement en fonction d¥&,, x = 2,...,6, un tenseur antisymétrique en fonction Alg, u =
7,...,9. Par convention, nous effectuerons la sommation sur des indices grecs répétés comme suit :

b=B,Ay, OUC=B,A, (6)

Dans la sommation (J, I'indice greca prend les valeurs de 2 a 6, alors que dans la sommatign (6
I'indice greca prend toutes les valeurs de 1 a 9. Il est alors facile de définir I'algebra gdesest a dire

la collection ded™%. . Munis de ces valeurs, nhous sommes en mesure de calculer automatiquement chaque
terme de la décomposition (4a). Il est néanmoins intéressant de simplifier les calculs en ipldgast

son repére principal ou les sewtg non nuls sonB, = £+/2, Bs = Bg = 1. Si b1, by, b3 sont ses valeurs
propres p1 + b2 + b3 = 0), on vérifie aisément que :

bi=n—&/V3, by=-n—§/V3, b3=2t/V3

(7
Il =—(249%), Il =bibob =25 (52— 39%) /33

si bien que le diagramm@, Il } de Lumley [1] peut étre redéfini en un diagramfaen}, Fig. 1. Les états
réalisables se situent a l'intérieur du triangle équilatéral ABC, l'isotropie en étant le centre de gravité O,
les sommets représentant les trois états possibles de turbul€risettope (Il= —1/12, 1l = —1/108).
Les cotés du triangle AB, AC, BC correspondent aux états de turbulen¢ee&pectivemenis; = —1/3,
b1=—-1/3,b3 = —1/3). Les médiatrices du triangle représentent la situation axisymétrique ou deux valeurs
propres déb sont égales si bien que les pieds des médiatrices sont des états de turbdléhce 1+1/3,
Il =2/27). Alors, l'invariant d’axisymétrie s'écrit :

2
<0

Ag =413+ 27117 = —4n? (362 — )
Ainsi, la représentation de I'état de turbulence au moyen des paranjeweg est équivalente a la
représentation de Lumley et nous considérons dans la suité @e sont des fonctionsultivoques
analytiguement connues des invariants Il et lll. L'univocitésd, IIl) et n(ll, ll) est fixée par le choix
d’une racine de3 — 36(—I1)/4 — 34/3111 /8 = 0. Chaque racine appartient & I'une des zones hachurées
ou a l'une des zones non hachurées, selon que I'ensemble des racines impligu@ &l 11l > O,
respectivement. Plus précisément, si Z7k+4113) =: sir? @, avec|®| < 7/2, alors :

g:d—_using, 5:—«/—_Hsin<¥>, $=J—_Hsin<¥>
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Figure 1. Etats réalisables de la turbulence. Les zones grisées correspondeat® Liés iso-valeurs dell sont des
cercles centrés en O.

Figure 1. Realizable states of turbulence. Shaded zones correspdid<®; Isovalues of-Il are circles centered
atO.

sont les trois valeurs possibles deParce qug—I11)Y/2 est la distance & C du point P de coordonnées
(&,7n), 'angle ® est lié a I'angle polair® (P) par ® = 37/2 — 36, si bien que les trois valeurs possibles
de ¢ se déduisent I'une de l'autre par rotation de/3 autour de CLa multivocité a-priori des(ll, 111)

et n(ll, 1) signifie que les relation8) qui vont étre établies ne sont pas isotropks’y a donc pas

en généralréduction possible des fonctionnell&gV), bien queT (V) se projette de fagcon unique sur
(AL, u=2,...,6}.

3. Décomposition dans la base minimale

Nous sommes maintenant en mesure d’étudier la décomposition (4a). Partest BgA,, S= SyAy
etW = W7A7 + WgAsg + WoAg, Nnous pouvons calculer chacun des termes de (4a), en particulier dans le
repere principal dé. Le résultat est le suivant :

V1:=b=£v2A; + n(As+ Ag) (8a)
Vo= bﬂ%l =%($2—UZ)A2— %EH(A5+A6) (8b)
V4:=bS+Sh— :—Zg{bS}I = % [£S2v/2 — (S5 + Se) | Az + (%53 - nS4>A3 + <%S4 - nSg)A4

- %(nSz + £/285)As5 — %(nsz + £v/286)A6 (8c)

Vs :=b?S+ Sb? — g{bzs}| = %[(352 +1%) S2+ V2E1(S5 + S6) ] Az

2 2
+ [(‘E’i ; ;72) Sa+ isgm] Ast Kfi " nz) Sa+ %EnSa] Iy

3 V3 3 V3
2 2
+2 K% + 172) S5+ ?5:752] As + ZK% + nz) Se + génSz] Ae (8d)
Ve :=bW — Wb = (3Ws — £v/3Wg)A3 — (nWs — £v/3Wa)As + nv/2W7(As — Ag) (8e)
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2
V7:=b?W —Wh2=— [(52 — %) Wg + —3577%] As

7
2 242
+ {(52 — %) Wo + J—ééﬂws} Ay — %EHW7(A5 —Ap) (8f)
Il 4
Vg :=b?Wb — bWb? = —2¢ {ﬁwg + ésnwg] Az
26| wo + 2enws|A ﬁwiZAA (89)
+E{\/§ 9+3E77 8] 4+ 7<3—n)( 5 — As) g

Nous convenons de désigner I'espace engendré\paiv2}, comme I'hyperplan «lent», (L), I'espace
engendré pafV,, u=3,...,5}, comme 'hyperplan «déformation», (D), et 'espace engendré par
{V., n=6,7,8}, comme I'hyperplan «rotation », (R). La base retenue phacet As + Ag dans (L)N(D)

etAs, Ag, As — Ag dans (DN(R). On remarque que dans le cas$St= Se (déformation moyenne selon

les directions principales; — x2), V4 et Vs sont orthogonaux &s — Ag si bien qu'unV, de (R) est
indispensable dans la base. Le cas particlliee £S5, (glissement simple moyen dans les directions
bissectrices de; — x3 ou dex, — x3) implique queVs, V4 etVs sont orthogonaux Az & A4. Enfin le cas
particulier Wg = +=Wjy (vorticité moyenne nulle selon les axes principagou x2) implique queVe, V7

et Vg sont orthogonaux &3 & A4. Les simplifications relatives & ces cas particuliers (qui, pour certains,
correspondent a des écoulements moyens bidimensionnels) feront I'objet d'une étude a part. Les relations
(8) impliquent que réciproquement,condition queA, # 0 ety # 0, il est possible d’inverser les relations

(8) et d’en déduire leg\; en fonction de¥d/;. Ces relations, qui sont omises pour des raisons de concision,
montrent que la base minimale estMdg i = 1,...,5, dans le cas d'un écoulement moyen irrotationnel.
Dans le cas général d’'un écoulement moyen rotationnel, il n’existe aucune modalité possible de dépendance
des coefficientg; en fonction des invariants mettant en jgi . La donnée d&; et deV> est en général
équivalente a celle d&; et deAs + Ag. De méme celle d¥g, V7, Vg est équivalente a celle des, A4 et

As — Ag. Compte tenu de ce qui précéde, les coefficiefitsdu développement de sur la base proposée

tel queT = T, A, sont des fonctions des invariants susceptibles d’étre formés, c’est a dire, outre Il et Il :

2
RV

qui fixentS; et S5 + Sg en fonction des invariant®S} et {b2S} par des relationson isotropes

2
{bS} = £v/282 + (S5 + Se),  {b?S} = %(sz —1?)S2 £n(Ss + Se) )

4. Utilisation de la décomposition

L'intéret de la décomposition (8) est de permettre d’examiner les conditions de réalisabilité (faible)
directement, sans passer par lintermédiaire du tendéyp,. Trois contraintes (@) peuvent étre
imposées u1 = 0 impliqueb; = —1/3 et Ts + Ts — T2+/2/+/3 = 0 pour toutes les valeurs dg,. On
remarque en effet qua réalisabilité ne concerne que la partie irrotationnelle (8. De facon analogue,

Ts + Ts + T2v/2/+/3 =0 pourby, = —1/3 oun = 1/3 — £/+/3. Enfin, pourt = —(2v/3)71, T, =0. La
premiére des trois conditions impliques; :

2

V3
2

~ 5 [V201V3+8)52 + (V3 1)(S5 + S6) | fa

2 2
L3 — ) — §ﬂz(2$n~/§+$2 —n?) + (55 + S — %&) B3

V2

- Ne

2
Ksz +3n% - —3577> (S5 + S6) — (10a)

7 (EV3- 77)252] Bs=0 sin=

& 1
N

wIiN
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soit :
2 4 , 28 1 2 2 2 2
_§ﬂl - §l32( V-l 6) + (S5 + Se) [ﬂ?, - ﬁ(zf\/é-l- 1pa— 3 (” + 9 + ﬁf)ﬂS]
V2 2 2
-5 [ﬂa +22EV3- Da+ 263+ 1)%} ~0(A,) (10b)

Dans I'expression (10b), les coefficieftset 82 sont de la forme :

1
Bi = Bio + Bin{bS} + Bi2{b?S} = Bio + Bi1 {5\/552 + §<s¢§— 1)(Ss + Se)]

V2 2
+ Biz| == (26v/3 =125, — —=(6V/3 - D)E(S5 + S } 11
ﬂlz{sﬁ(%‘ )°S2 3ﬁ(€ )6(S5+ Se) | (11)
Substituant (11) dans (10b) et écrivant que les relations obtenues sont isotropiquement valables (c’est a dire
pour toutt, a&2 fixé par II), pour toutSs + Sg et pour toutSe on obtient les quatre conditions de réalisabilité

(14):

Bo1= (2II+%>,302+ FoA,,  A,:=1+91+ 27l (12a)
3 1 1 3

Pa=5P3— psll — 5/321(” + §> +ﬂ22<”2 - 5HI> +Fah (12b)

B12= P21+ F12A, (12¢)

B11=—3B3+ 25 (II - %) =9l g1 -1l (ZII + :—13>/322+ FiA, (12d)

La contrainte (12a) concerne les seuls termes «lents». On retrouve par (12b)—(12d) le fait qu'un modele
strictement linéaire eb (85 = 811 = B12 = B21 = B22 =0, B3, B4 constants) ne peut étre réalisable, mais
gu’un modele linéaire eb dont les coefficients dépendent des invariantb geut I'étre (voir par exemple

[5]). Une «contrainte géostrophique » peut étre également tres facilement appliquée. Dans la limite d’'une
rotation moyenne imposég, — oo, on impose en général que la partie du transfert dépendant de la rotation
contrebalance les termes de Coriolis [7], si bien que :

T;j(Q) + 2(eipuruj + & jrpuxii;) 2p = O(1)  quand|2| — oo etA, — 0 (13)

Nous particularisons au cas 6 = Q83 etS=0. SeulW, : A7 (= —iQ+/2) est non nulpzz= —1/3 et
nous utilisonsT = Vg + V7 + Vg et (13) qui donnéo = 4K Q (b11 — b22), Too = —T11 = 8K Qb12. Le
résultat conduit alors a la seule contrainte :

1
ﬂ6:_4_§l37+3“|ﬂ8+F6Ap (14)

Bien que largement utilisé, 'argument conduisant a (14) présente une part d’arbitraire dans la mesure ou la
corrélation double de vitesse caractérise mal la dimensionalité de I'écoulement, si bien que I'utilisation de
(13) pour la calibration d& n’est pas complétement significative [8,9]. La consistance avec la théorie de
distorsion rapide, ne pouvant étre assurée stricto-sensu que dans le cas d’un écoulement moyen irrotationnel
[8,9], fournit les parameétrey a s (en cisaillement pur la consistance ne peut étre assurée a mieux que le
premier ordre en temps). Une solution particuliére en est donnée par Lee et al. [10]. Elle conduit, une fois

satisfaites les conditions (12b)—(12d), aux relations (15) fourni@%}wﬁ O(Ib°|) prés :
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Les performances du modéle (17) établi seront comparées par ailleurs a quelques expériences typiques.

Références bibliographiques

[1] J.L. Lumley, Computational modeling of turbulent flows, Adv. Appl. Mech. 18 (1978) 123-176.

[2] G.F. Smith, On isotropic functions of symmetric tensors, skew-symmetric tensors and vectors, Internat. J. Engrg.
Sci. 9 (1981) 899-914.

[3] C.G. Speziale, T.B. Gatski, S. Sarkar, On testing models for the pressure-strain correlation of turbulence using
direct simulations, Phys. Fluids A5 (7) (1992) 1776-1782.

[4] S.S. Girimaji, Some perspectives on pressure-strain correlation modeling, in: E. Lindborg et al. (Eds.), Proc. TSFP
Stockholm, Vol. Ill, 2001, pp. 185-191.

[5] P.A. Durbin, C.G. Speziale, Realizability of second-moment closure via stochastic analysis, J. Fluid Mech. 280
(1994) 395-407.

[6] C.G. Speziale, Analytical methods for the development of Reynolds-stress closures in turbulence, Ann. Rev. Fluid
Mech. 23 (1991) 107-157.

[7] J.R. Ristorcelli, J.L. Lumley, R. Abid, A rapid-pressure covariance representation consistent with the Taylor—
Proudman theorem materially frame-indifferent in the two-dimensional limit, J. Fluid Mech. 292 (1993) 111-152.

[8] C. Cambon, L. Jacquin, J.L. Lubrano, Toward a new Reynolds stress model for rotating turbulent flows, Phys.
Fluids A 4 (4) (1992) 812-824.

[9] S.C. Kassinos, W.C. Reynolds, M.M. Rogers, One-point turbulent structure tensors, J. Fluid Mech. 428 (2001)
213-248.

[10] M.J. Lee, A contribution toward rational modeling of the pressure-strain correlation, Phys. Fluids A 2 (1990)

630-633.

173



