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Résumé On propose dans ce travail, à partir de l’étude des équations aux perturbations pour un
écoulement stationnaire d’un fluide newtonien dans une conduite rigide déformée, une
méthode semi-analytique permettant de générer dans une section donnée de la conduite,
un profil de vitesse arbitraire préalablement défini. Ce profil est obtenu en modifiant sur
une longueur donnée, la forme de la paroi de la conduite pour créer des perturbations
particulières du profil amont, ce qui permet de générer le profil choisi.Pour citer cet
article : M. Sijelmassi, J. Khalid Naciri, C. R. Mecanique 330 (2002) 153–158.  2002
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS
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Control of velocity profils by walls deformation in a deformed conduit

Abstract Starting from a study of perturbation equations for stationary Newtonian fluid flow in
deformed axisymmetric tubes, we propose a semi-analytical method allowing to generate
in a given section of the conduit, an arbitrary velocity profil previously defined. We get this
velocity profile by geometrical modification of the duct walls on a given length. Doing this,
we create a specific perturbation of the upstream profile wich allows to generate the chosen
velocity profile.To cite this article: M. Sijelmassi, J. Khalid Naciri, C. R. Mecanique
330 (2002) 153–158.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

fluid mechanics / deformed conduit / perturbations / velocity profile

Abridged English version

The incompressible viscous fluid flow in deformed axisymmetric tubes is a confined flow where one
can control the level of convective acceleration terms in the Navier–Stokes equations. Indeed, the order
of magnitude of these terms is directly related to the wall shape through the slope and curvature of the
boundary [1–3].

For the flow in deformed axisymmetric tubes, these convective acceleration terms are directly related to
the axial evolution of the longitudinal velocity profile.

It is proposed to give some characteristics of this evolution by developing analytical relations between
the shape of velocity profiles and the wall equation. Furthermore, in the framework of flow control, a
semi-analytic method is devised allowing to generate in a given section of the conduit an arbitrary velocity
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profile defined. This velocity profile is obtained by geometrical modification of walls of the conduit on a
given lengthL. In this way, a perturbation is imposed to the upstream profile yielding the chosen velocity
profile further downstream.

Section 2, summarizes the dimensionless equations for incompressible viscous fluid flow in deformed
axisymtric tubes. We then establish the perturbation linearised equations. In Section 3, we successively
expose the principle of the method and the relationship between the shape of velocity profiles to wall
equation. The method is finally illustrated in Section 4.

1. Introduction

L’écoulement d’un fluide visqueux incompressible dans une conduite rigide à parois déformées est l’un
des cas où l’on peut maîtriser l’importance des termes d’accélération convective dans les équations de
Navier–Stokes. Ces termes dont l’ordre de grandeur est directement lié à la pente et à la courbure de la
paroi [1–3], traduisent une évolution axiale du profil de vitesse longitudinale.

On se propose de dégager certaines caractéristiques de cette évolution en reliant, à travers des expressions
analytiques, les formes de profil de vitesse à l’équation définissant la paroi. Dans le cadre du contrôle de ces
écoulements, on élabore une méthode semi-analytique permettant de générer à travers des modifications de
géométrie, un profil de vitesse arbitraire préalablement défini dans une section donnée de la conduite. Ce
profil est obtenu en modifiant sur une longueurL donnée, la forme de la paroi de la conduite pour créer des
perturbations particulières du profil amont aboutissant à la génération du profil souhaité.

Le domaine de validité de l’approche proposée est limitée aux écoulements laminaires en conduite
axisymétrique, pour lesquelles les hypothèses d’unidimensionnalité sont vérifiées [4,5]. Notons que la
forme de la paroi introduit une échelle de longueur caractéristique pour l’écoulement dont la comparaison
avec les autres échelles permet de dégager une modélisation adaptée à la situation que l’on souhaite étudier
[6,7,4].

On rappelle dans la section 2 les équations adimensionnelles pour un écoulement axisymétrique d’un
fluide newtonien incompressible dans une conduite cylindrique, rigide et déformée, puis on établit les
équations aux perturbations linéarisées. Dans la section 3, on expose successivement le principe de la
méthode développée et la relation qui lie les formes de profil de vitesse à l’équation définissant la paroi. La
mise en œuvre de la méthode est effectuée dans la section 4.

2. Formulation

Dans le système des coordonnées cylindriques(r, θ, z), on considère l’écoulement axisymétrique d’un
fluide Newtonien incompressible dans une conduite cylindrique, rigide et déformée, d’équationR = R(z)

et d’axez (figure 1). On introduit les quantités adimensionnelles suivantes :

r = r̃

R0
, z= ε

z̃

R0
, vz = ṽz

U0
, vr = ṽr

εU0
, p = ε

R0p̃

νρU0

Figure 1. Géométrie du problème.

Figure 1. Problem geometry.
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où ṽr , ṽz, p̃, ν etρ sont respectivement les vitesses radiale et axiale, la pression, la viscosité cinématique et
la masse volumique et oùε =R0/L0 est un paramètre de forme.R0,L0 sont respectivement des dimensions
caractéristiques radiale et axiale etU0 représente une vitesse axiale typique. Pourε� 1, on peut adapter
un modèle d’écoulement unidimensionnel [5] et les équations de Navier–Stokes s’écrivent, en l’absence de
forces volumiques, sous la forme adimensionnelle suivante :



∂p

∂r
= 0 (1a)

Re

(
vr
∂vz

∂r
+ vz

∂vz

∂z

)
= −∂p

∂z
+ ∂2vz

∂r2 + 1

r

∂vz

∂r
(1b)

∂vr

∂r
+ vr

r
+ ∂vz

∂z
= 0 (1c)

où Re= ε(U0R0/ν) est le nombre de Reynolds.
Les conditions aux limites traduisant l’adhérence du fluide à la paroi et la symétrie par rapport à l’axe du

conduit s’écrivent :

vr
(
R(z), z

) = vz
(
R(z), z

) = 0
∂vz

∂r
(0, z)= 0

Afin d’isoler dans le système d’équations (1) la contribution des termes correspondants à un profil de
vitesse axiale de type parabolique, on introduit les transformations suivantes :

η= r

R(z)

V = vzR2(z)

U =R(z)vr − ηRR′(z)vz
π ′ =R4(z)

∂p

∂z

Notons que ce type de transformation est utilisé par de nombreux auteurs dans le cadre de l’approche
menée à grand nombre de Reynolds [8].

En tenant compte de ces transformations et sachant que l’écoulement à profil parabolique constitue
l’écoulement de base dans le cadre de cette étude, on établit le système d’équations aux perturbations
en notant que : 


V = Vp + v

U = u

π ′ = π ′
p + P

oùVp = 2(1− η2) etπ ′
p = −8 sont le profil de vitesse et le gradient de pression pour un écoulement à profil

de vitesse axiale parabolique. Au cas où, en terme de perturbation, le rapport des échelles de longueurs
caractéristiques axiale et radiale est de l’ordre du nombre de Reynolds [9], les équations aux perturbations
peuvent être linéarisées. Elles s’écrivent :



∂P

∂η
= 0 (2a)

Re

(
u
∂Vp

∂η
+ Vp

∂v

∂z
− 2

R′(z)
R(z)

V 2
p

)
= −P + ∂2v

∂η2 + 1

η

∂v

∂η
(2b)

∂u

∂η
+ u

η
+ ∂v

∂z
= 0 (2c)

oùR′(z)= dR(z)/dz.
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En dérivant l’équation (2b) par rapport àη, on supprime le terme de pression et on obtient, en posant
z∗ = z/Re :

2
(
1− η2) ∂2v

∂η∂z∗
− ∂

∂η

[
1

η

∂

∂η

(
η
∂v

∂η

)]
= 32R′(z∗)

R(z∗)
η
(
η2 − 1

)
(3)

Les conditions aux limites adimensionnelles traduisant l’adhérence, l’axisymétrie et la conservation du
débit sont respectivement :

u
(
1, z∗

) = v
(
1, z∗

) = 0,
∂u

∂η

(
0, z∗

) = 0,
∫ 1

0
ηu

(
η, z∗

)
dη= 0

On remarque que l’équation (3) [3] est indépendante du nombre de Reynolds, ce qui signifie que dans le
cadre de l’approche adoptée, les perturbations axiales du profil de vitesse sont indépendantes du nombre de
Reynolds de l’écoulement à un changement d’échelle de longueur axiale près.

3. Principe de la méthode

La nature linéaire de l’équation (3) montre que si à une paroiRk(z
∗) il correspond une solution en

terme de perturbation de profil de vitesseuk(η, z∗), alors le profilαkuk(η, z∗) est généré par une paroi
d’équationRαkk (z

∗). De plus, à un profilu(η, zs)= ∑N
k=1αkuk(η, zs) dans une section particulièrez∗ = zs ,

il correspond la paroiR(z∗) vérifiant la relation :

R′(z∗)
R(z∗)

=
N∑
k=1

αk
R′
k(z

∗)
Rk(z∗)

(4)

On en déduit par intégration de (4), que la paroi créant le profilu(η, zs)= ∑N
k=1αkuk(η, zs) à la sectionzs

est donnée par l’expression :

R
(
z∗

) =
N∏
k=1

R
αk
k

(
z∗

)
(5)

Cette dernière propriété inhérente à la nature de l’équation (3) peut être exploitée en vue de répondre à la
question suivante « quelle forme de paroiR∗ = R∗(z∗) faut-il se donner pour créer dans une sectionzs de
la conduite, une perturbation de profil de vitesse ayant une formef (η, zs) préalablement défini ? ».

La méthode proposée consiste à générer un ensemble deN profils de vitesseu(η, zs) indépendants à
partir d’une série de formes de paroisRN(z∗). Les profilsuN(η, zs) sont alors orthogonalisés par le procédé
de Gramm–Schmidt [10], ce qui permet d’obtenir pour la sectionzs , une base orthogonale constituée deN

fonctionsψi(η, zs) s’exprimant linéairement en fonction desuk(η, zs). Le profil f (η, zs) est alors projeté
sur cette base ; on obtient :

f (η, zs)=
N∑
i=1

aiψi(η, zs) (6)

où les coefficientsai sont calculées par projection def (η, zs) sur la baseψi(η, zs).
Compte tenu de la relation liant lesψi auxuk , on établit alors la relation :

f (η, zs)=
N∑
k=1

αkuk(η, zs) (7)
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où les coefficientsαk sont connus. D’où l’on déduit la forme de paroi :

R∗(z∗) =
N∗∏
k=1

R
αk
k

(
z∗

)
(8)

Ainsi, en se donnant un profil parabolique à l’entrée de la conduite et un profil cible à atteindre dans une
section donnée, on détermine à l’aide de cette dernière relation la forme du conduit.

4. Résultats et discussion

A titre d’exemple, nous considérons la perturbationf (η, zs)= −5η3+6η2−1, qui vérifie les conditions
d’adhérence, d’axisymétrie et de débit nul.

Les formes de paroisRN∗(z∗) sont :

RN(z)= 1+ 0.2 sin

(
2π(N − 1)(z− z1)

z3

)

oùN est un entier.z1 et z2 sont des constantes définissant la zone de déformation de paroi.
Après résolution et en se limitant àN∗ = 6, les coefficientsαk obtenus sont :

α1 = 56.6, α2 = 745.8, α3 = −13603.1, α4 = 51701.3, α5 = −68955.2, α6 = 29932.7

Les résultats obtenus sont illustrés sur lafigure 2. La courbe en traits plein représente la perturbation
f (η, zs), les symboles ronds représentent le profil obtenu par résolution numérique de l’équation (3) pour
la paroiR∗(z∗) calculée à partir de la relation (8). Les résultats obtenus sont en accord remarquable avec le
profil exact.

Figure 2. Visualisation des profils de
vitesse pour :

f (η, zs )= −5η3 + 6η2 − 1.

Figure 2. Visualisation of velocity
profiles for: f (η, zs )= 5η3 + 6η2 − 1.
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