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INTRODUCCION

La tomografia computarizada (en inglés Computer Tomography, CT) es la técnica mds usada en la adquisi-
cién de imédgenes médicas, esta técnica estd fundamentada en la toma de radiografias. Las radiografias
siguen el principio fisico donde el rayo, generado por emisor de rayos X, atraviesa el cuerpo, o el objeto
irradiado, y al llegar al receptor, los haces de rayos X tienen distintas intensidades debido a las densidades
de las estructuras traspasadas [[11].

La adquisicion de imdgenes médicas es una de las dreas que mds adelantos ha tenido dentro de la medicina,
lo que ha desencadenado, entre otras, un diagndstico temprano de enfermedades. Una de las condiciones
indispensables para lograr dichos adelantos ha sido la interdisciplinariedad a través de la investigacion por
dreas del conocimiento ajenas a la medicina. Los procesos de investigacién siempre han buscado mejorar la
calidad de vida del paciente y estdn fundamentados bajo uno de los axiomas mds importantes: desarrollar
imagenes médicas a través de métodos no invasivos [2].

Por otro lado, dicha técnica ha permitido que el campo de investigacién sobre la misma se amplie con-
siderablemente, teniendo como objetivo eliminar el mayor problema de la radiografia convencional: la su-
perposicion de estructuras internas. Es por esto que se reconstruyen cortes axiales, ya que se puede analizar
desde distintas vistas; en la vista frontal, por ejemplo, se tendria el mismo inconveniente que en la radiografia
convencional, en cambio en la vista lateral se puede apreciar distintas estructuras que son atravesadas por el
rayo.

Aunque la técnica ha tenido un auge importante y cada vez mayor con el paso del tiempo, estudios han
demostrado que someter a los pacientes a esta radiacion es un factor de riesgo considerable debido a que
la radiacion recibida por medio de un escaneo CT es de 100 a 1000 veces mayor que los rayos X conven-
cionales, lo que conlleva a un inminente riesgo de cancer dada la cantidad de células comprometidas durante
el proceso [3]. En la presente implementacion se integrard el uso del muestreo comprimido usando el cédigo
de optimizacion Iteracién Recursiva de Minimos Cuadrados de norma p (en inglés Iterative Recursive Least
Squeare, IRLS) con el objetivo de reconstruir un corte axial con buena resolucidén exponiendo al paciente a
una menor radiacién reduciendo el riesgo anteriormente mencionado [4] y obteniendo una alta probabilidad
de reconstruccién perfecta con un nimero muy bajo de iteraciones.
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METODO ALGEBRAICO

El método algebraico para la reconstruccién de imdgenes en CT representa el problema de reconstruccion
como un problema de ecuaciones lineales, ya que discretiza el problema de las proyecciones basado en el
modelo discreto del arreglo emisor y de los pixeles dentro del campo de visién. Es decir, es un arreglo
discreto de variables desconocidas llamadas coeficientes de atenuacién f; donde j = {1,...,N}. Dichos
coeficientes deben ser calculados por medio de la relacion fisica entre la intensidad del rayo que llega a los
receptores y la atenuacién de la intensidad del rayo generada por estos coeficientes, como se ilustra en la
Figurall] El sistema de ecuaciones que se debe plantear se ilustrard en la Ecuacion [T}
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Figure 1.: Reconstruccién de imagen por medio del método algebraico: Las ecuaciones lineales usadas para
reconstruir estdn dadas por nueve proyecciones compuestas por tres angulos y tres rayos, de esta
manera se obtiene un sistema de ecuaciones de 9x9
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h+fatfi=m
h+fs+f=p

' (1
fi+fs+fo=ps

fi+ft+f=Dpo

Para completar el modelo es necesario tener en cuenta el ancho del rayo, lo que genera una variable adicional.
Esta variable representa cudnto del pixel que se esta reconstruyendo es atravesado por el rayo, es decir cuanta
area ilumina el rayo dentro del pixel.

A, del pixel j por el rayo i
a; =

2
Ar del pixel j @
Donde a;; esta dentro del intervalo [0, 1] y representa cual es el drea radiada del pixel j por un rayo i que tiene
un ancho A¢. Para este caso en particular el drea total del pixel esta dada por b> como se ilustra en la Figura
[2] De esta manera obtenemos la Ecuacién general [3] para el sistema de ecuaciones, en la cual N representa

_ﬂ

b
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\ 4 Pi
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Figure 2.: El rayo X de ancho A¢ no atraviesa toda el drea del pixel (b?). La seccién de drea atravesada por
dicho rayo es a;; para el pixel f3

el nimero de pixeles que deben ser reconstruidos e i = {1, ..., M} es el indice de las proyecciones, siendo
M = N —Thetax N — Sen donde N — S en representa el niimero de detectores por proyeccion y N — 2T heta

el ndmero de proyecciones.
N
Z aijfj = pi

Jj=1

M

3

i=1



RECONSTRUCCION POR MEDIO DEL METODO ALGEBRAICO

Escribiendo todas las proyecciones p = (p1, ..., pi)! y los coeficientes de atenuacién que serdn reconstrui-
dos f = (fi,..., fv)T, y representando la matriz de drea como una matriz M x N [3].

ar a2
asg

A=
amlr am?

El sistema de ecuaciones se representard en la Ecuacién 5]

p = Af

Geometria en paralelo

a

arN

amn
“)
®)

Figure 3.: Geometria paralela de un cuerpo translicido a 6, se especifican los parametros de entrada LsenA,
N-Sen y N-Theta los cuales hacen referencia a la longitud de los arreglos emisor y receptor, la
cantidad de sensores por arreglo y la cantidad de dngulos sobre los que se quiere proyectar

En la DLL se generan las proyecciones del objeto translicido por medio de una radiacién en paralelo
usando el método algebraico. Esta geometria implica que el arreglo de emisores y el arreglo de receptores
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se encuentran ubicados en paralelo, y rotan a lo largo de una circunferencia que tiene su centro en la mitad
del objeto. Dicha rotacién estd dada por un dngulo # medido desde el eje y, como se muestra en la Figura[3]
dicho dngulo aumenta positivamente en sentido horario [6]].

Dada la geometria y las condiciones anteriormente descritas, las dreas generadas entre los haces y las
celdas se evaluaron por medio de 17 casos. Dichos casos se clasifican segtin el dngulo de incidencia de los
rayos y segun los limites de incidencia de los mismos en la celda.

Para este andlisis se modelan los rayos como lineas rectas, dichas rectas tienen ecuaciones definidas por
los siguientes pardmetros:

Lcos(6 0
me By 20080 cosO) ©)
Ax %51[1(6) s1n(0)
Lgyi Lyg; Ly;
becos(a):ﬂ%b: A= i (7)
h cos(a)  cos(90-6)

Donde m es la pendiente del haz modelado como una linea rectay b es el DC especifico para calcular el
drea.

f(x) = cot(8)x+ N;b (8)

Donde N; es el indice correspondiente al haz que se esta evaluando.

f " Fe)dx = f " (cot(8)x + Nib)dx
Xq Xa xz o . (9)
= COt(G)[EL + Nib[x]xﬂ

El resultado es el area bajo la linea hasta el nivel de DC establecido, desde el punto x, hasta el punto xp.

Leif 7] Ldif

= = = 4 = = -
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Figure 4.: Se modela el par de haces como lineas rectas perpendiculares donde se genera un drea limitada
dentro de la celda, los haces inciden a un dngulo 6, las esquinas de la celda son xi, x2,y1,y2, la

distancia entre rayos es Lg;y
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1. Sig = -90:
Es un caso particular en la DLL ya que las dreas siempre describen un rectdngulo que esta dado por
los extremos verticales de la celda y la altura depende de Ldif = %. Se evalda dichas areas segun
el recorrido de los dos rayos al pasar por la celda evaluada como se ilustra en la Figura[5]

A A

Y Y
Y2 Y2
L2
i 12 b - L
L1
X1 X2 X X1 X2 X
Caso 1 Caso 2
Y Y
L2
v L2 v Ar L1
Ar u
i ¢
X1 X2 X X1 X2 X
Caso 3 A Caso 4
N L2
L
Y2
\¢
X1 X2 X
Caso 5
Figure 5.: Para un dngulo 8 = —90 se generan 5 casos

a) Caso 1: Ninguno de los dos rayos atraviesa la celda evaluada ya que se encuentran por debajo de
ella, en este casoel A, = 0.

b) Caso 2: L, atraviesa la celda evaluada pero L no, en este caso el drea resultante es un rectangulo
donde su base estd determinada por los extremos de la celda y la altura depende de la incidencia
de L2
Ar = (x2 = x1) = ((Ldif *np) = y1)

c) Caso 3: L; y L, atraviesan la celda evaluada, en este caso el drea resultante es un rectangulo
donde su base estd determinada por los extremos de la celda y la altura depende de la incidencia
de L2 y L]

A= (xa—x1) % (Ldif = (np —ng))

d) Caso4: L atraviesa la celda evaluada pero L; no, en este caso el drea resultante es un rectdngulo

donde su base estd determinada por los extremos de la celda y la altura depende de la incidencia
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de L1
A = (X2 - xl) * ()’2 - (Ldif*”a))

e) Caso 5: Ninguno de los dos rayos atraviesa la celda evaluada ya que se encuentran por encima
de ella, en este casoel A, = 0.

2. S16>-90 && 6 < O:
Para este caso el algoritmo de la DLL calcula ocho puntos de interseccién, cuatro puntos definidos
para el primer haz de rayos y cuatro para el segundo haz:

Pi_pi(xl,yal), Pr_pi(xal,yl),

x2,ya2), Ps_r1(xa2,y2),

xl,ybl), P6_L2(xbl,y1),
)

x2,yb2), Pg_o(xb2,y2)

Ps_
3-L1 (10)
Ps_1»

~—~

P71

Como se muestra en la Figura[] estos puntos se
usan para definir si los haces (L1&L2) intersecan la celda evaluada, para lo cual se tienen tres casos
especificos:

a) L1 atraviesa la celda pero L2 no:
Por lo menos dos de los puntos definidos para el rayo L1 en la Ecuacién[I0]se encuentran dentro
de la celda; en este caso podrian suceder cuatro variantes que determinan los limites a evaluar en
la integral como se puede apreciar en la Figura[7]

i. Caso 1: Se calcula la integral de L; entre x; y x», y se le resta el area total de la celda.
ii. Caso 2: Se calcula la integral de L; entre x; y xai, y se le resta el area total de la celda.

iii. Caso 3: Se calcula la integral de L; entre x1 y xaj, y la integral de L entre x; y xa,. A la
primera integral calculada se le resta la segunda y se le resta el 4rea total de la celda.

iv. Caso 4: Se calcula la integral de L entre x| y xp, y la integral de L; entre x; y xa>. A la
primera integral calculada se le resta la segunda y se le resta el 4rea total de la celda.

b) L2 atraviesa la celda pero L1 no:
Por lo menos dos de los puntos definidos para el rayo L2 en la Ecuacién[I0]se encuentran dentro
de la celda; en términos generales se tienen los mismos cuatro casos que en el caso anterior como
se muestra en la Figura g

AY

L2
~

s P
P o

]
P x%&ﬂ T IyT
‘/ %1 w2 v ¥

Figure 6.: Puntos de interseccién de los haces del rayo con la celda, se definen 4 puntos para L1 y 4 puntos
para L2
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Figure 7.: Para un dngulo —90 < € < 0y L1 atraviesa la celda pero L2 no, se generan 4 casos

A A

Y Y
\
~ < Y2 q
S \\\3 1 \
\ . )
X1 X2 X X1 X X
Caso 5 Caso 6
A A
| |¢
3 Yz " \\\
\ " w\\\ \2
\ \ T~
\ X1 X x) X1 X2 X
Caso 7 Caso 8

Figure 8.: Para un dngulo —90 < 6 < 0y L2 atraviesa la celda pero L1 no, se generan 4 casos

i. Caso 5: Se calcula la integral de L, entre xj y x».

ii. Caso 6: Se calcula la integral de L; entre x; y xb.

11
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iii. Caso 7: Se calcula la integral de L, entre x; y xby, y la integral de L, entre x; y xb,. A la
primera integral calculada se le resta la segunda para obtener el drea deseada.

iv. Caso 8: Se calcula la integral de L, entre x; y x, y la integral de L, entre x; y xby. A la
primera integral calculada se le resta la segunda.

c¢) Lly L2 atraviesan la celda:
En este caso por lo menos dos de los puntos definidos para L1 y dos de los puntos definidos para
L2 en la Ecuacién[I0]se encuentran dentro de la celda como se ilustra en la Figura[9]

AY\;Y Y\\:C» Y
T T

” \x\s >

Caso 9

A\

|
\

X1 X
Caso 11

>

A
\

Y,\\\\ i \ N
Y1 \\\*’ Y1 k Y1 \\\
¢ 5, Ny Ny
X1 X2 X X1 X2 X X1 \ X
Caso 12 Caso 13 Caso 1
A A A
~g|
Y2 L vl L2 ol
~\ [ T
" 41\\\\\ y T\§ “ \\
%} \
X1 X2 X X1 X2 x) X1 X2 x)
Caso 15 Caso 16 Caso 17

Figure 9.: Para un dngulo -90 < 6 < Oy, L2 y L1 atraviesan la celda, se generan 9 casos

i. Caso 9: Se calculan cuatro integrales; la integral de L, entre x; y xby, la integral de L; entre
X1y xap, la integral de L, entre x; y xby, y la integral de L; entre x; y xa;. El drea deseada
esta determinada por la suma entre la primera y la cuarta integral, a este resultado se le resta
la suma entre la segunda y la tercer integral.

ii.

Caso 10: Se calculan tres integrales; la integral de L, entre x; y xb1, la integral de L, entre
X1y xai, y laintegral de L, entre x; y xb,. La suma entre la segunda y la tercer integral, es
restada a la primera obteniendo el drea deseada.

12
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iii. Caso 11: Se calculan cuatro integrales; la integral de L, entre x; y xp, la integral de L entre
X1y xay, la integral de L, entre x; y xb, y la integral de L, entre x; y xa,. El drea deseada
esta determinada por la suma entre la primera y la cuarta integral, a este resultado se le resta
la suma entre la segunda y la tercer integral.

iv. Caso 12: Se calculan tres integrales; la integral de L, entre x| y x, la integral de L; entre
X1y X2, y laintegral de L, entre x| y xb,. La suma entre la segunda y la tercer integral, es
restada a la primera obteniendo el 4rea deseada.

v. Case 13: Se calculan cuatro integrales; la integral de L, entre x; y x», la integral de L; entre
X1y x», la integral de L, entre x; v xby, y la integral de L; entre x; y xa,. El area deseada
esta determinada por la suma entre la primera y la cuarta integral, a este resultado se le resta
la suma entre la segunda y la tercer integral.

vi. Caso 14: Se calcula la integral de L, entre x; y xb; a esta integral se le resta la integral de
Ly entre x1 y xajy.

vii. Caso 15: Se calcula la integral de L, entre x; y x, a esta integral se le resta la integral de L,
entre x| y xaj.

viii. Caso 16: Se calcula la integral de L, entre x| y x, a esta integral se le resta la integral de L,
entre x1 y xp.

ix. Caso 17: Se calculan tres integrales; la integral de L, entre x| y x», la integral de L entre
X1y x2, y laintegral de L, entre x| y xb,. La suma entre la segunda y la tercer integral, es
restada a la primera obteniendo el 4rea deseada.

3. Sig=0:
Se calcula como otro caso particular de la DLL ya que las dreas vuelven a ser rectangulos donde la
altura esta definida por los limites verticales de la celda y el ancho lo determina Ldif = % como

se ilustra en la Figura

a)

b)

c)

d)

e)

Caso 1: Ninguno de los dos rayos atraviesa la celda evaluada ya que se encuentran a la izquierda
de ella, en este caso el A, = 0.

Caso 2: L, atraviesa la celda evaluada pero L no, en este caso el 4drea resultante es un rectdngulo
donde su altura est4 determinada por los extremos de la celda y la base depende de la incidencia
de L2

Ar = (y2=y1) = ((Ldif xnp) = x1)

Caso 3: L; y L, atraviesan la celda evaluada, en este caso el 4rea resultante es un rectdngulo
donde su altura estd determinada por los extremos de la celda y la base depende de la incidencia
de L y L

Ar = (y2—21) = (Ldif * (np = na))

Caso 4: L atraviesa la celda evaluada pero L; no, en este caso el area resultante es un rectangulo
donde su altura estd determinada por los extremos de la celda y la base depende de la incidencia
de L1

Ar = (y2=y1) * (x2 = (Ldif * na))

Caso 5: Ninguno de los dos rayos atraviesa la celda evaluada ya que se encuentran a la derecha
de ella, en este casoel A, = 0.

4. Si60>0&& 6 <90:
En este caso el célculo de las areas es muy parecido al caso 2) la diferencia radica en que los limites
sobre los que se evalda las dreas son distintos por la pendiente de las lineas.

13
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Figure 10.: Para un dngulo 6 = 0 se generan 5 casos

Es importante tener en cuenta que los dngulos para la DLL estdn definidos desde -90 a 89 siendo 0O el eje y,
ya que la proyeccion a 90 serfa la misma que en -90.

14
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MUESTREO COMPRIMIDO

El Muestreo Comprimido es una técnica del procesamiento de sefiales en donde se realiza la medicién de
un pequefio nimero de combinaciones lineales no adaptativas de la sefial, estas mediciones usualmente son
mucho menores a la cantidad de muestras que define la sefial. Por medio de estas mediciones se reconstruye
la sefial a través de un procedimiento no lineal.

Se va a reconstruir el vector de coeficientes de atenuacién @ = {aj,...,an}’ por medio de la matriz de
sensado A (como la ilustrada en la Ecuacién @) y el vector de mediciones b = by, ..., by .

Aa=b (11

Siendo M << N se tiene un sistema indeterminado de ecuaciones lineales, es decir, tiene infinitas soluciones.
Para encontrar la solucién dispersa (@ € RY con el minimo posible de nimeros distintos a cero) se formula
el problema de optimizacién

a = argming ||allp sujetoab = Aa (12)

El problema descrito en la Ecuacion [[2]encontrard los K valores de la sefial dispersa. Sin embargo esto es
un problema de tiempo polinomial no deterministico (en ingles, NP-hard) ya que requiere una exhaustiva
bisqueda de todos los valores (%) distintas a cero en @. Por lo tanto la mejor aproximaciéon en CS es
minimizar la norma [y [7].

a = argming ||| s.t.b = A« (13)

En este caso, @ = {a1,...,ay}’ es un vector donde solamente K elementos son diferentes de cero, es decir
llrllo = K, siendo ||.||, lanorma [,. Generalmente las sefiales no son exactamente dispersas en ninguna base
ortogonal, sin embargo son comprimibles, es decir si la magnitud de los coeficientes decaen al ser ordenados
de mayor a menor. De esta manera después de cierta constante los coeficientes se aproximan a cero y se
obtiene una aproximacién no lineal.

Algoritmo de reconstruccion Iteraciones Recursivas de Minimos Cuadrados con norma p

La matriz de sensado A resultante en la DLL se calculard automaticamente usando el método algebraico y
basandose en la reticula generada por los siguientes pardmetros Lhor, Lver, Col y Fil los cuales determinan
la longitud horizontal, la longitud vertical, la cantidad de filas y la cantidad de columnas respectivamente
como se muestra en la Figura[TT] Como se muestra en la Figura 3 para una proyeccién a 6, el arreglo emisor
de rayos X (localizado en la parte superior izquierda) emite dichos rayos a través del objeto los cuales son
recibidos en el arreglo de receptores (parte inferior derecha), la informacién obtenida por estos receptores
es la intensidad del rayo la cual tiene relacién con las densidades de las estructuras traspasadas, como se
habia explicado anteriormente. LsenA es la longitud de dicho arreglo tanto de emisor como receptor, N-Sen
define la cantidad de emisores en el arreglo y N-Theta especifica la cantidad de dngulos en los cuales serdn

15



RECONSTRUCCION USANDO EL METODO DE MUESTREO COMPRIMIDO

Y,

Lhor

Lwer

Objeto translicido

Figure 11.: Reticula sobre la cual se desarrollard la matriz de sensado, se especifican los pardmetros de
entrada Lhor, Lver, Col y Fil; los cuales corresponden a la longitud horizontal, 1a longitud vertical,
la cantidad de columnas y filas respectivamente.

evaluadas las proyecciones.

Con los pardmetros anteriormente descritos, el algoritmo de la DLL calcula las esquinas de cada una de
las celdas generadas a partir de la reticula teniendo como origen el centro del objeto a reconstruir.

La matriz A tendrd N columnas determinadas por la cantidad de celdas a evaluar y M filas organizadas
por bloques determinados por cada proyeccion y en cada bloque se colocaran todos los haces del arreglo.

M = (N —Theta) X (N —Sen)
N = Fil x Col

Para el algoritmo se formulara el problema de optimizacién anteriormente descrito (Ecuacién [I2]y[13) para
norma [, siendo p <1

a = argming |||, s.t. Aa = b (14)

16
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La forma en la que se desarrollard este problema es por medio de minimos cuadrados como se ilustra en la
Ecuacién

N-1 N-1

1
2 -2 2
2Pl = ) ol

i—0 i—0
N-1
2
= Z Ol
i—0

Se reemplaza la Ecuacion [16] para obtener [I5] donde (); representa la relacién entre los coeficientes calcula-
dos en la iteracion k y los que se calcularén el la iteracién k + 1.

15)

1

= - 16
lai|*=P (16)

i
En la Ecuacién Y es una matriz diagonal compuesta por {); que es la relacién calculada a través del
vector estimado en la iteracién anterior. Se realiza una correccién numérica en la cual si alguno de los
coeficientes de @ es igual a cero se asigna 1 x 1077,

a1 = YAT(AYAT)™ (17)

(El desarrollo de la Ecuacién [I7]se encuentra en el apéndice [A).
Es importante tener en cuenta que para el desarrollo de la DLL el algoritmo usa la biblioteca LAPACK
desarrollada por el Laboratorio de Innovacién Computacional (en inglés Innovative Computing Laboratory
ICL) de la universidad de Tennessee, con el fin de manejar el dlgebra matricial de la forma mds eficiente
posible.

Adicionalmente se redujeron operaciones especificamente en la multiplicacion matricial de YA’ real-
izando la multiplicacién de la siguiente manera:

YAT = [A; g, M) (18)

Siendo A; = {A}77.

Para el célculo de la primer iteracion el vector estimado es calculado de la siguiente manera:

X(0) =A'b (19)
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RESULTADOS

Se documentaran cuatro pruebas; la reconstruccién de un vector aleatorio con dos bibliotecas para el manejo
del algebra matricial, la reconstruccién de una imagen sintética binaria (imagen generada en computador
compuesta por ’1”y 07), y se reconstruird una imagen sintética no disperso; en estas tres pruebas se
reconstruiran dichas imdgenes variando la norma p. Finalmente se realizara una gréfica sobre la probabilidad
de reconstruccion del algoritmo IRLS paralanormap =1, p =0.7, p =05y p = 0.25

Para estas pruebas se usard la siguiente configuracion determinada por los pardmetros de la DLL: Una reticula
de las siguientes dimensiones 64 filas por 64 columnas, la longitud vertical serd de 64 pixeles igual que la
longitud horizontal. En cuanto a las proyecciones la longitud de los arreglos tanto emisor como receptor serd
de 64 pixeles donde se ubicaran 80 sensores y se realizaran 26 proyecciones. Dicha configuracién genera
una matriz de sensado de 2080 x 4096 mostrada en la Figura

Figure 12.: Matriz de sensado con una configuracién de Col=64, Fil=64, Lhor=64, Lver=64, LsenA=64,
N-Sen=80, N-Theta=26

3.1 VECTOR ALEATORIO

Se reconstruye un vector aleatorio donde el 10% de los valores son distintos de cero (409 valores). La matriz
de sensado es la especificada anteriormente y se muestra en la Figura La reconstruccién del vector
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3.2 IMAGEN SINTETICA BINARIA

aleatorio fue realizada con distintas normas como se muestra en la tabla[I]y 2] el algoritmo de reconstruccién
realiza distinta cantidad de iteraciones para cumplir la condicién & < 1 x 1073, dicha cantidad depende de
la norma evaluada. Como se puede apreciar los errores cuadraticos medios entre el vector estimado y el
original Ab son muy bajos (inferiores a 1 x 107>) por lo que se considera que la reconstruccién es perfecta.
Finalmente el uso de la biblioteca MKL INTEL realiza las operaciones algebraicas aproximadamente 20
veces mas rapido que ya que es una libreria optimizada para procesadores INTEL.

Table 1.: Reconstruccidon de un vector aleatorio a distintas normas usando LAPACK

LAPACK
IRLS Norma || Iteraciones || Error Cuadratico Medio || Tiempo (s)
1 16 1.638 x 107 8879.7
0.7 7 2.988 x 1077 4591.9
0.5 6 1.789 x 1076 4032.7
0.25 5 1.665 x 1076 3536.3

Table 2.: Reconstruccion de un vector aleatorio a distintas normas usando MKL

MKL
IRLS Norma || Iteraciones || Error Cuadratico Medio || Tiempo (s)
1 17 1.842x 1073 370.2
0.7 7 2.901 x 1077 178.2
0.5 6 9.939 x 1077 155.3
0.25 5 1.104 x 1076 136.0

3.2 IMAGEN SINTETICA BINARIA

Imagen sintética cnginal Imagen reconstruida con norma p=0.25

Figure 13.: Reconstruccién de la imagen sintética binaria con norma p=0.25

Con la misma matriz de sensado descrita anteriormente se realiz6 la reconstruccién de la imagen sintética
binaria, mostrada en la Figura [I3] la cual tiene 1440 valores distintos de cero; es decir, el 35% del total
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3.3 IMAGEN SINTETICA

de valores aproximadamente. Se puede apreciar en la Tabla [3] que la reconstruccién es perfecta ya que el
error cuadratico medio entre la imagen original y la reconstruccion es inferior a 1 x 107 en todos los casos.
Adicionalmente a medida que la norma disminuye su valor en el nimero de iteraciones disminuye a tal punto
que en la norma 0.25 la cantidad de iteraciones es la cuarta parte de las necesarias para la norma 1.

Table 3.: Reconstruccién de la imagen sintética con IRLS a distintas normas

IRLS Norma || Iteraciones || Error Cuadratico Medio
1 23 3.16 x 1077
0.7 8 473 %1078
0.5 7 5.81x 10713
0.25 6 2.86x 10713

3.3 IMAGEN SINTETICA

Usando la misma matriz de sensado se reconstruye la imagen original (Figura[I4]a) con distintas normas. Es
importante aclarar que esta imagen es sintética pero no es binaria es decir no es una imagen disperso por este
motivo se uso la transformada discreta de coseno con el fin de convertir en disperso la imagen, sin embargo
después del andlisis se encuentra que a pesar de la transformacién la imagen no cumple esta caracteristica
por lo que se realiza un andlisis de la energia de los coeficientes; dejando solamente a los K valores con
mayor energia distintos de cero.

De esta manera la Ecuacién [T1]se reescribe de la siguiente manera:

S=0Q=x«a

Y = A=Q~!

b=Axa (20)
b = (A*Q_l)*(Q*a’)

b=Y=*S

Donde S es el vector disperso o comprimible, Y la nueva matriz de sensado, Q es la transformada Discreta
de Coseno

Al obtener el vector estimado se debe multiplicar por la transformada inversa discreta de coseno @ = Q7! % S
para obtener la imagen original. Para este caso se usard la imagen después de suprimir el 70% de los co-
eficientes es decir generando una sefial comprimible K = 30%. Como se puede apreciar en la Figure [14]
en c. se encuentra la reconstruccién con norma=1, en d. con norma=0.75, en e. con norma=0.5 y en f.
con norma=0.25. Las reconstrucciones tienen un error Ab < 0.5% y como se puede verificar en la Tabla
M) a medida que la norma p disminuye la cantidad de iteraciones necesarias para cumplir con que la norma
euclidiana entre el vector de coeficientes estimado en la iteracion k y el vector estimado en la iteracién k + 1
sea inferior a £ < 1 x 1072, Es importante resaltar que con la norma p = 0.25 la convergencia del algo-
ritmo presenta algunas oscilaciones por lo tanto debe iterar mas veces para cumplir con € como es el caso de
K=10%y K = 40%.

Adicionalmente en el caso de K = 10% se realiza el menor niimero de iteraciones y el error de la recon-
struccidn es menor que en los demas.
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3.4 PROBABILIDAD DE RECONSTRUCCION

Imagen Original Imagen suprimiendo el 70% de los coeficientes

Imagen Reconstruida IRLS Morma p=0.5 Imagen Reconstruida IRLS Morma p=0.25

Figure 14.: Reconstruccién de la imagen no sintética (a.) suprimiendo el 80% de los coeficientes (b.), con
el codigo de optimizacion IRLS (K=20%) para norma=1 (c.), norma=0.7 (d.), norma=0.5 (e.) y
norma=0.25 (f.)

3.4 PROBABILIDAD DE RECONSTRUCCION

Para realizar la grafica de reconstruccién se usaron matrices aleatorias compuestas por nimeros de 0 a 1 con
una precisiéon de 1 X 1073 donde se varia la cantidad de filas M desde 1 hasta 32 (N = 32). Los vectores
a reconstruir son aleatorios los cuales podrian tener valores de ”0” o ”1” y donde la cantidad de 1" estd
determinada por la variable K la cual variaba desde 1 hasta 32 para cada matriz. La probabilidad se calculo
sobre mil vectores reconstruidos, con lo cual se realizaron 1024000 reconstrucciones para realizar. Dicho
proceso se realizo 4 veces para calcular la probabilidad de reconstruccién para la norma p = 1, p = 0.7,
p=05yp=025

La Figura [I5| muestra que bajo la curva la probabilidad de reconstruccion es mayor o igual al 70%. Adi-
cionalmente se puede apreciar que la probabilidad de reconstruccidn estd totalmente ligada a las condiciones
dadas, por ejemplo si M es inferior al 50% de los valores de N, la probabilidad dependera de cuantos valor
distintos a ”0”(K) debe reconstruir el algoritmo, caso contrario sucede cuando M es superior al 80% de
los valores de N, ya que sin importar los valores distintos a "0”(K) el algoritmo reconstruird con una alta
probabilidad.

La Figura[I5|muestra que para la norma p = 0.25 se tiene una drea donde la probabilidad de reconstruccién
es superior que en las demds normas p = 1, p = 0.7 y p = 0.5 es decir, cuando M > 55% de los valores de
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3.4 PROBABILIDAD DE RECONSTRUCCION

Table 4.: Reconstruccién de la imagen no sintética usando el algoritmo IRLS con distintos K y a distintas

normas

K IRLS Norma | Iteraciones | Error Cuadratico Medio

1 61 1.7x1073

40% 0.7 48 1.6x 1073

1638 elementos 0.5 20 1.6 x 1073

0.25 21 1.6x1073

1 62 1.5x1073

30% 0.7 32 1.5x1073

1228 elementos 0.5 26 1.4x 1073

0.25 20 1.4x1073

1 49 1.2x1073

20% 0.7 35 1.2x1073

819 elementos 0.5 20 1.2x1073

0.25 15 1.2x1073

1 56 6.6 x 107

10% 0.7 23 6.1x107*

409 elementos 0.5 17 6.2x 107

0.25 22 6.6 x 1074

N con norma p = (.25 existe una mayor probabilidad de reconstruccién. Sin embargo en los extremos de la
grafica M < 50% o M > 90% la probabilidad de reconstrucciéon es muy parecida para todas las normas.

Es importante aclarar que para esta grafica se considerd reconstruccion perfecta cuando el error entre el
vector estimado y el vector original es inferior al 1%.
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3.4 PROBABILIDAD DE RECONSTRUCCION
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Figure 15.: Probabilidad de reconstruccion para una matriz de MxN siendo M variable de 1 a 32, con el fin
de reconstruir vectores con K elementos distintos de "0", donde K también variaba de 1 a 32.
La probabilidad en cada situacién especifica es calculada sobre 1000 reconstrucciones. Bajo la
curva la probabilidad de reconstruccion es mayor o igual al 70%. El eje x estd determinado por
(M/N) y el eje y (K/N).
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CONCLUSIONES

La matriz de sensado calculada para una geometria en paralelo basada en proyecciones posteriores, es una
matriz funcional para la reconstruccién de cortes axiales con el algoritmo de reconstrucciéon IRLS para
norma p. El algoritmo de reconstruccién de iteraciones recursivas de minimos cuadrados para norma 1 es un
problema convexo mientras que normas inferiores a 1 no; sin embargo esta probado que también converge
y el uso de estas normas tal como la norma p = 0.25 reduce de 3 a 4 veces las iteraciones necesarias para
la reconstruccién a comparacioén de la norma 1. Lo que le da una mayor eficiencia a la implementacién
en el tiempo de reconstruccién. Adicionalmente se comprobé que con norma p = (.25 existe una mayor
probabilidad de reconstruccién que con norma p = 1
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IRLS PARA NORMA P

Del desarrollo en la Ecuacion[I5]se replantea la Ecuacién [I4] generando el Enunciado [21] (La Ecuacién[T5]y
[T4] se encuentran en la seccién[2))

@ = argming @' Q a; st. Ad =b (21)
ITr=ao Qa+ 2" (Aa-b) (22)
A oL =200 +A"2
o o
200 +ATA=0 (23)
6T oT
—_— = — —Aa-
o1 V7 gp T Aeh
Aa-b=0 (24)

La Ecuacién [22] se obtiene del enunciado del problema [21]y se deriva en funcién de @ (Ecuacién 23)) y en
funcién de A (Ecuacion [24))
En la Ecuaci6n [23]se despeja @ para obtener la Ecuacién 23]

-0 'ATA
@=——0—m (25)
~AO AT
T T —bp
2
-1 —1AT\-1
- = (AQ'AT) !p (26)

Se reemplaza la Ecuacién [25|en la Ecuacién 24|y se despeja %‘ para obtener la Ecuacién
a=Q'AT(AQ'AT) b (27)

Se despeja la Ecuacion [16] (seccion [2) y se asigna ¢ (Ecuacién [28)). La matriz ¥ se genera colocando los
valores ¢ en la diagonal (Ecuaci6n [29).

b
Y e
;' = a7
i = lai? (28)
[y 0 0 0]
0 Y O 0
10 0 ys 0
1= 0 0 0 yy 0
0 0 0 ... yg¢ O
(0 0 0 ... ... yp]
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(29)

Reemplazando la matriz 29 en la Ecuacion [27] se calcula el vector estimado en la nueva iteracion partiendo
como base del vector estimado de la anterior @;; ya que como se especifica en la Ecuacién [28| la diagonal
de ¥ depende de a@; que son los valores del vector estimado en la iteracién inmediatamente anterior, de esta
manera se obtiene la Ecuacién

a1 = YAT(AYAT) b (30)
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DESARROLLO E IMPLEMENTACION DE SOFTWARE

La biblioteca de Vinculos Dindmicos DLL y los algoritmos de prueba serdn encontrados en el siguiente link
https://www.dropbox.com/sh/n7f7grxku2cn2ql/AABM4KI2TSF5nZFRDfgOb5Cha?d1=0
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