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RESUMO

Introduz-se o conceito de resolugao combinatéria dum sistema de equagoes. Caracterizam-se as per-
mutacdes sem cruzamentos, utilizando os niimeros de inversdes dos seus ciclos. O interveniente algébrico
€ o chamado g-permanente duma matriz A, um polinémio que interpola o determinante e o permanente
de A, surgido no contexto das élgebras e grupos quanticos. Mostra-se que certas férmulas de derivacao
do g-permanente caracterizam diversas estruturas sem cruzamentos, entre elas: os digrafos cujos subdi-
grafos permutacionais nao tém cruzamentos, os grafos e as florestas sem cruzamentos. As férmulas de
derivacao sao utilizadas para provar dois casos particulares duma conjectura, ainda em aberto, sobre a
monotonia do g-permanente duma matriz hermitica positiva definida.

1. INTRODUCAO

Neste artigo, tratamos da chamada resolugao combinatéria duma equagio f(t,, ..., t,), onde f é um
polinémio em N variaveis comutativas. Um vector x = (x,, ..., x,) diz-se genérico se os seus elementos nao
nulos sdo varidveis independentes. O padriio de um tal x € o conjunto dos indices k para os quais x, € nao
nulo. Resolver combinatoriamente a equacao f(t) = 0 significa determinar o conjunto dos vectores genéricos
x, tais que f(x) é polinémio nulo nas variaveis x, que sdo nao nulas. Por outras palavras, procuram-se os
padrdes dos zeros genéricos do polinémio f(t). O conceito de resolugdo combinatéria estende-se facil-
mente a sistemas de equagoes algébricas, com as devidas adaptagoes.

Um exemplo simples é o do polinémio simétrico elementar ¢ (t,, ..., t,), soma de todos os produtos
possiveis de k varidveis distintas de entre as £, ..., t,. Por exemplo, e,(t,, t,, t.) =t t, + t,t. + L.t .

E facil ver que e,(x,, ..., x,) é polinémio nulo se e s6 se sio nulas mais do que N - k das coordenadas
x. Um problema nao tao simples é o seguinte: quais sao as matrizes X, quadradas e genéricas, com
determinante nulo? A resposta, isto €, a solugdo combinatdria da equagao det X = 0, resulta dum famoso
teorema de D. Konig sobre grafos bipartidos: X tem determinante nulo quando e s6 quando pode levar-
-se, por permutagdes de linhas e colunas, & forma por blocos X’ = [: *] onde O denota uma matriz
nula com pelo menos um elemento na diagonal principal de X'.

! O autor pertence ao Centro de Matematica da Universidade de Coimbra — UID/MAT/00324/2013, financiado pela FCT/MCTES e co-financiado pelo FEDER
através do Acordo de Parceria PT2020. CMUC, Departamento de Matematica, Universidade de Coimbra, Apartado 3008, EC Santa Cruz 3001-501 Coimbra
(emsa@mat.uc.pt)
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2. 0 g-PERMANENTE

As matrizes a considerar serdo, em geral, genéricas e quadradas de ordem n. O padrdao duma tal
matriz X serd identificado pelo seu digrafo, denotado por D,, que tem [n] = {1, .., n} por conjunto de
vértices, sendo (i, j) arco de D, se e s6 se x, # 0.

O polinémio a estudar é o chamado g-permanente de X, que se define por

perg X = Z q'Oxg, %5, * " Xg,.
0€Sy

O somatério é estendido ao grupo S, das permutagdes 0= 0.0, ...0, de 1, ..., n, denotando /(o) o ntimero
de inversdes da permutacao o, aqui chamado comprimento de 0. Para g = -1 obtemos o determinante e, para
q =1, o chamado permanente de X. Assim, o g-permanente é uma interpolacao do determinante e do per-
manente mediante o parametro g, dito qudntico. De facto, o g-permanente surgiu por volta de 1990, na area
dos grupos e dlgebras quanticas [13,18,21], desempenhando, nessas dlgebras, um papel analogo ao desem-
penhado pelo determinante na 4lgebra linear. Pela mesma altura [19,20] foi generalizado a parametros
quanticos multidimensionais. Ocorreu, também, ligado a um problema de fisica-matematica, em artigo de
M. Bozejko e R. Speicher [6]; provam esses autores que, para g real, -1 <q<1,a fungdoem S _que transforma
o em §'©) é positiva definida. Este resultado foi depois generalizado a grupos de Coxeter pelos mesmos
autores [7]. Na sequéncia do artigo [6], R. Bapat provou, em 1992 [2], que per A € ntimero positivo, quando
A é definida positiva e -1 < q < 1, e conjecturou o seguinte: sendo A definida positiva e ndo diagonal.

CONJECTURA DE BAPAT: perqA é estritamente crescente com q no intervalo -1, 1[.

A conjectura s6 foi resolvida para n < 3 e para o caso das matrizes tridiagonais [2,11]. Nesta nota
consideram-se férmulas do tipo

0
1) a_'perqA — Z I(c) ql(C)—ll_[_ Qeicies perqA(c),
q ¢ t

inspiradas em férmula homoéloga de A. Lal [11] vélida para matrizes tridiagonais. Em (1) a soma esten-
de-se as permutagdes ciclicas? ¢, e A(c) denota a submatriz principal obtida por eliminagao das linhas e
colunas de A correspondentes ao ciclo c¢. O objectivo é a procura de condigdes que garantam a positivi-
dade da g-derivada de per A, para assim se chegar a conjectura de Bapat para matrizes com certos
padrdes de zeros. De facto, a equacdo (1) ndo vale para todas as matrizes, mas vale se certos elementos
de A se anularem (e.g., quando A é tridiagonal [11]). Se resolvermos combinatoriamente a equacao (1),
saberemos que padrdes de zeros de A implicam (1), constituindo isso meio caminho andado para a
determinacao de casos em que vale a conjectura de Bapat.

3. ESTRUTURAS SEM CRUZAMENTOS

Desde o trabalho pioneiro de G. Kreweras [10], a pesquisa no dominio das parti¢des e outras estru-
turas ditas “sem cruzamentos” teve um desenvolvimento notavel, bem documentado no excelente artigo

? Uma permutagio ciclica escreve-se na forma curta, ¢ = (cc, ... ¢,), onde k ¢ a ordem do ciclo.
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de compilagdo, também de indole histérica, de Rodica Simeon [17]. A ubiquidade desse tipo de estrutura,
eminentemente gréfica, é evidente, pela ocorréncia em areas tdo diversas quanto a combinatdria algé-
brica, a geometria combinatdria, em questoes de caracter topoldgico, na teoria das probabilidades, na
biomatemadtica. Simion refere 178 trabalhos e, jd neste século, poder-se-iam apontar outros tantos.

Diz-se que dois subconjuntos P e Q de [n] se cruzam, quando existem indices i, jem P e r, s em Q,
satisfazendo i <r <j<sour <i<s <j; caso contrario, dizemos que nao tém cruzamentos. Um grafo® G
diz-se sem cruzamentos se nao tem arestas distintas que se cruzam. Uma partigao (= cobertura disjunta)
de [n] diz-se sem cruzamentos se nao tem partes distintas que se cruzam. Uma permutagdo o diz-se sem
cruzamentos se as suas Orbitas formam uma particao de [11] sem cruzamentos. A figura mostra, nas linhas
(a), (b) e (c), trés estruturas sem cruzamentos: uma permutacao, a sua respectiva parti¢do e um grafo. Em
cada caso, cada estrutura desenha-se nos dois estilos tradicionais de representacao: circular (com os
vértices dispostos num circulo, ordenados em sentido directo) e em linha (com os vértices ordenadamente
dispostos sobre uma linha recta). Na primeira modalidade, os elementos de ligagdo (linhas ou flechas)
sao segmentos de recta; no modelo em linha, sdo arcos de circulo semelhantes. No caso duma permuta-
¢ao, é obrigatoria a representacao por um digrafo, dito permutacional.

(@)

w o

1

4

<7:

Q“: (b)
7

7

Figura 1.

% Os grafos considerados subentendem-se simples, ndo orientados, sem lacetes e tendo [1] por conjunto de vértices. Assim, uma aresta ¢ um conjunto {i, j} de
vértices distintos.
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Na figura (a) representa-se o digrafo duma permutagdo com trés drbitas, correspondentes aos ciclos
disjuntos (4675) e (1382) e ao ponto fixo 9, onde o digrafo tem um lacete; a figura (b) mostra, no modelo
circular, os invélucros convexos das 6rbitas da permutacao (4); a disjuncao desses invélucros, tomados
dois a dois, caracteriza as permutacdes sem cruzamentos. A direita, em (b) esté a representacao minimal,
em linha, da particao em causa: cada parte P da partigao é representada pelo caminho i, - i, — ... — i, dos
elementos de P por ordem crescente.

4. PERMUTACOES SEM CRUZAMENTOS

Na teoria dos grupos de Coxeter [1,5,9], é dado um grupo W e um conjunto S de geradores de W,
ditos geradores de Coxeter, ou reflexdes simples de W, satisfazendo certa axiomatica que aqui ndo se des-
creve. Cada elemento o de W pode escrever-se como produto de geradores de Coxeter, por exemplo
0 =535, ... 5,. Ao menor k nestas condigdes chamamos comprimento de o, que se denota por /(o). Os con-
jugados de geradores de Coxeter designam-se por reflexdes e o conjunto de todas elas denota-se por T.
Para cada 0 em W, define-se T, (o) como o conjunto das reflexdes t que multiplicadas a esquerda de o
lhe diminuem o comprimento, [(t0) < [(¢). De modo semelhante se define T ,(0), mudando a lateralidade,
l(ot) < I(0). Nesta teoria abstracta, é 6bvia a desigualdade I(o7) < [(0) + I(7). Sabe-se, também, que ocorre
igualdade se e s6 se T,(0) e T,(r) ndo se intersectam. No nosso caso, em que W é o grupo simétrico S ,
costuma tomar-se para S o conjunto das transposigdes de indices vizinhos, (i i + 1), pelo que T é o
conjunto de todas as transposigdes. A nao interseccao de T,(0) e T,(r) ndao tem uma leitura simples que
faca intervir o caracter funcional e combinatdrio das permutagdes. Mas, no caso de permutagdes dis-
juntas pode dar-se uma volta interessante ao problema. Cada permutagdo o pode representar-se, de
modo essencialmente tinico, como produto

onde w,, ®,, ..., w,sdo os chamados ciclos (disjuntos) de 0. Com auxilio da ndo interseccao de T, (0) e T (z),
prova-se o seguinte [15]:

Para permutagoes disjuntas, vale a igualdade I(ot) = I(0) + I(t) se e s6 se nenhum ciclo de o cruza um
ciclode .

Como corolario imediato temos entao [15]:

A permutagio o nio tem cruzamentos se e s6 o comprimento de o é a soma dos comprimentos dos seus
ciclos.

Em [16] este resultado foi refinado mediante a seguinte identidade, valida para permutacdes disjuntas:
I(ot) = l(0) + I(r) — CC(0,7), onde CC(o,7) denota o nimero de “cruzamentos coerentes”* das arestas do
digrafo de o com as do digrafo de 7. Esta férmula nao serd aqui explorada.

Um obstéculo importante a generalizagao destes resultados a teoria geral dos grupos de Coxeter é
a definigdo dum conceito correspondente a factorizacdo em ciclos disjuntos. Ha tentativas recentes

* Isto é, cruzamentos de arcos de igual orientagdo.
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nesse sentido. Por exemplo, no relatério [8] (ndo publicado), prova-se o seguinte para um sistema de
Coxeter finito:
(2)

Se w é um elemento quase-Coxeter do grupo W, existe uma decomposicio w = w,w, ... w,, inica a menos da
ordem dos factores, tal que 0s w, comutam, sdo indecomponiveis e vale a identidade | (w) = I (w,) + ... + L (w).

Aqui, a definigao de [ (w) faz-se de modo paralelo a de [(w), com as reflexdes desempenhando o papel
dos geradores de Coxeter — usados na defini¢ao de /(w) —, sendo o comprimento-T de w o menor nimero
possivel de factores em decomposigdes w =t t, ... t, com os t, em T. Nao cabe aqui explicar o significado
de “elemento quase-Coxeter”, mas vale a pena referir que toda a permutacao do grupo simétrico é qua-
se-Coxeter, e anotar a existéncia, em certos grupos de Coxeter, de elementos que nao sao quase-Coxeter.
A decomponibilidade dum w, significa a possibilidade de factorizar w, = uv, de modo nao trivial, tal que

Lw)=1(u)+L®).

A aditividade de [, expressa no teorema (2) ndo adianta muito para o problema em estudo, pois no
g-permanente intervém o comprimento / relativo aos geradores de Coxeter. No entanto, estd aberta a
questdo interessante de saber quais sao os elementos quase-Coxeter que correspondem as permutagoes
sem cruzamentos, isto €, que satisfazem I(w) = l(w,) + ... + [(w)).

5. SUBMATRIZES E CICLOS ENCAPSULADOS

Para apresentar a resolugao combinatéria da expansao diferencial (1), precisamos de mais uma defi-
nigao. Dados dois ciclos disjuntos, dizemos que um deles esta encapsulado no outro, se todos os indices
do primeiro estdo entre dois indices consecutivos do segundo (portanto nenhum indice do segundo esta
entre dois do primeiro). Por exemplo, na figura (1), acima, o ciclo (4675) esta encapsulado em (1382), como
bem se vé na representacdo em linha, a direita. De [15] retiramos a seguinte solu¢ao combinatéria de (1):

Teorema 1. Os digrafos das matrizes genéricas A que satisfazem (1) sio aqueles cujos subdigrafos
permutacionais ndo tém ciclos que se cruzem, nem tém ciclos encapsulados.

Todo o grafo G tem um digrafo subjacente, no qual (i,j) é arco se e s6 se i =j ou {i,j} é aresta de G. Para
os fins em vista, G equivale ao seu digrafo subjacente. A simetria desse digrafo e o facto de ter lacetes em
todos os vértices trazem simplificagdes substanciais; em particular, todo o conjunto de ciclos disjuntos
pode estender-se a um subdigrafo permutacional. Dizemos que a aresta {i,j} estd sob a aresta {r,s} (supde-se
i<jer<s)sevaler<i<j<s. Temos entdo, de acordo com [15]:

Teorema 2. G é grafo sem cruzamentos e sem aresta sob aresta, se e s6 se qualquer matriz A [simétrica,
hermitica] com grafo G satisfaz a equagio (1).

Se A for matriz aciclica, isto é, se o seu grafo for uma floresta, na férmula (1) apenas temos que con-
siderar ciclos ¢ de ordem 2, digamos c = (i j). Entao (1) escreve-se

0 .
3) %perqA = ZKjl(z‘j) q'¢ P 1q;;a;; pery 45,
onde A, denota a submatriz que se obtém eliminando as linhas e colunas i, j em A.
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Teorema 3. G ¢é uma floresta sem cruzamentos nem aresta sob arestas, se e so se qualquer matriz A
[simétrica, hermitical com grafo G satisfaz a equagdo (3).

6. CARACTERIZACAO DE GRAFOS E FLORESTAS SEM CRUZAMENTOS

Para nos libertarmos do incémodo que causam os ciclos encapsulados, substituimos A(c) por A* que
se obtém de A anulando os elementos nas linhas e colunas correspondentes aos indices do ciclo ¢, excepto
os elementos diagonais a_, que sdo substituidos por 1’s. Por exemplo, para n=6 e c=(236), a matriz A*
tem o seguinte aspecto

a a a
1
1
a a a
a a a
1

“"_rm

onde os elementos nao especificados sdao nulos e os “a” representam os elementos de A que nao foram
anulados, nos seus lugares originais. A equagao (1) é entdo substituida por

0
(4) a—perqA = Z l(C)ql(C)—ll_[.aci,ci+l perg AZ,
q 2 !

Eis uma solucao combinatéria desta equagao [15]:

Teorema 4. D é um digrafo cujos subdigrafos permutacionais nio tém cruzamentos, se e sé se qualquer
matriz A com digrafo D satisfaz a equagio (4).

O caso dos grafos resolve-se de acordo com os principios ja acima aflorados.

Teorema 5. G é um grafo sem cruzamentos se e s6 se qualquer matriz A [simétrica, hermitica] com grafo
G satisfaz (4). Em particular, G é uma floresta sem cruzamentos se e so se qualquer matriz A
[simétrica, hermitica] com grafo G satisfaz

9 NP
©) %perqA = ZK)_Z(U) qlen la;;a;; perg A2,

7. CASO DAS MATRIZES HERMITICAS

Conforme referido na sec¢do 2, R. Bapat conjecturou que per A é estritamente crescente com 4 no
intervalo ]-1,1[, para matrizes A positivas definidas, nao diagonais, e provou a sua conjectura para n < 3.
Em [11], A. Lal provou a conjectura de Bapat para matrizes tridiagonais. As férmulas de derivacao acima
obtidas permitem provar a validade da conjectura de Bapat nos casos seguintes:

1. Quando A é positiva definida, ndo diagonal, e tem por grafo uma floresta sem cruzamentos;
2. Quando A é real simétrica, positiva definida, ndo diagonal, com elementos ndo negativos, e o seu grafo nio
tem cruzamentos e apenas tem ciclos de ordem par.
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Note-se que, os grafos das figuras (b) e (c) da secqao 3 satisfazem as condices do caso 2. Para termi-

nar, indica-se de forma esquematica o argumento que prova a conjectura de Bapat no segundo caso. Pelo

Teorema 5, vale a férmula (4). Nesta, s6 intervém ciclos ¢ do digrafo de G que sao de ordens pares. Um

tal ciclo tem comprimento impar, pelo que 4'© ! é positivo, com a possivel excepgao de g = 0. Claro que

oprodutodosa,_ € positivo. Finalmente, como A € positiva definida, também A? o é. Pelo argumento
"1+

de R. Bapat [2], que assenta no resultado de positividade de M. Bozejko e R. Speicher [6], temos perg A*

> (. Assim, todas as parcelas nao nulas em (4) sdo positivas. E pelo menos uma é positiva, dado A ser

nao diagonal.

16.
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