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Abstrak 

Invers matriks adalah salah satu sifat penting dari matriks. Kajian invers matriks khususnya matriks singular 

telah dikembangkan oleh Moore dan dilanjutkan oleh Penrose yaitu invers untuk sebarang matriks yang 

kemudian disebut dengan invers Moore-Penrose. Kriteria invers Moore-Penrose dapat merepresentasikan 

sebuah proyeksi pada ruang ruang vektor 𝑉 sepanjang 𝑊 dengan 𝑉 dan 𝑊 saling orthogonal atau ditulis 

𝑊 = 𝑉⊥ yang disebut matriks proyeksi orthogonal pada 𝑉. Pada artikel ini akan disajikan lemma dan 

teorema terkait konstruksi invers Moore-Penrose dari perkalian matriks. Kemudian, matriks persegi 

merupakan matriks proyeksi orthogonal pada ruang vektor 𝑉 jika dan hanya jika memenuhi dua kondisi 

yaitu matriks tersebut bersifat idempoten dan bersifat simetris. Dua sifat tersebut dipenuhi oleh matriks 𝐼 −
𝐴+𝐴 dan 𝐼 − 𝐴𝐴+ yang secara berturut-turut merupakan matriks proyeksi orthogonal pada 𝐾𝑒𝑟(𝐴) dan 

𝐾𝑒𝑟(𝐴′). Akibatnya dapat dikonstruksi invers Moore-Penrose 𝐴+dari matriks persegi 𝐴  yang merupakan 

suatu perkalian dari beberapa matriks serta memenuhi sifat tertentu.  

Kata Kunci: matriks proyeksi, matriks proyeksi orthogonal, invers Moore-Penrose. 

Abstract 

The inverse of matrix is one of the important properties of matrix. This properies, especially singular 
matrix, has been developed by Moore and continued by Penrose. Then, this inverse called Moore-Penrose 

inverse. The Moore-Penrose invers criteria can represent a projection on a vector space V along W with V 

and W are orthogonal to each other or can written with 𝑊 = 𝑉⊥ which is called orthogonal projection 

matrix on V. This research will present lemmas and theorems related to the Moore-Penrose invers 

construction of the multiplication matrix. Then, a square matrix is an orthogonal projection matrix on a 

vector space V if and only if it satisfies two conditions, that are idempotent and symmetric. These two 

properties are satisfied by matrices 𝐼 − 𝐴+ 𝐴 and 𝐼 − 𝐴𝐴+ which respectively are orthogonal projection 

matrices on 𝐾𝑒𝑟(𝐴) and 𝐾𝑒𝑟(𝐴′ ). As a result, the Moore-Penrose inverse  𝐴+ can be constructed from a 

square matrix A which is an multiplication of several matrices and fulfills certain properties. 
 

Keywords: projection matrix, orthogonal projection matrix, Moore-Penrose inverse 
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1. Pendahuluan 

Aljabar matriks merupakan salah satu cabang 

matematika  yang telah dikembangkan oleh 

seorang matematikawan Inggris yang bernama 

Arthur Cayley (1821-1895). Matriks berkembang 

karena peranannya dalam beberapa bidang, 

misalnya bidang ekonomi, industri, biologi dan 

masalah transportasi. Salah satu sifat penting 

matriks yaitu invers matriks. Suatu matriks persegi 

memiliki invers jika matriks tersebut nilai 

determinannya tidak nol atau biasa disebut matriks 

nonsingular. Sebaliknya suatu  matriks persegi 

yang determinannya bernilai nol maka dinamakan 

matriks singular [1]. Pada tahun 1920, Moore 

mengembangkan kajian terkait   invers dari 

matriks singular. Moore memperkenalkan dan 

mengkonstruksi resiprokal umum. Kemudian, 

Moore menunjukkan ketunggalannya, 

menunjukkan sifat-sifat penting serta 

menunjukkan penerapannya pada persamaan-

persamaan linear [2].  Kemudian pada tahun 1955 

Penrose mengembangkan kajian matriks dari 

Moore  yang menunjukkan bahwa untuk sebarang 

matriks yang mempunyai elemen real ataupun 

kompleks terdapat dengan tunggal matriks invers 

tergeneralisir yang kemudian dikenal sebagai 

invers Moore-Penrose. Pada[3] diberikan suatu 

metode untuk menghitung invers Moore-Penrose 

dari berbagai macam bentuk matriks.  Manfaat 

invers Moore Penrose sendiri salah satunya yaitu 

dapat menyelesaikan suatu persamaan linear [4].  

Invers matriks bebas yang non-singular sudah 

dikaji pada [5]. Lebih lanjut, kajian terkait invers 

Moore-Penrose terus berkembang. Struktur entri-

entri matriks sebarang dapat dikonstruksi untuk 

rank matriks  𝑟 ≥ 2 [6]. Kemudian, pada [7] juga 

didapat bentuk invers Moore-Penrose dari matriks 

blok ukuran 2 × 2. Selain itu, invers Moore-

Penrose juga dapat dikonstruksi untuk Matriks 

Fuzzy [8]. Invers Moore-Penrose juga digunakan 

dalam merestorasi atau memperbaiki suatu gambar 

untuk memperoleh gambar yang telah tergradasi 

menuju ke  bentuk asli dari gambar  [9]. 

Salah satu sifat yang dimiliki matriks yaitu 

dapat merepresentasikan sebuah pemetaan linear. 

Suatu proyeksi juga dapat direpresentasikan oleh 

sebuah matriks seperti pada pemetaan linear yang 

disebut matriks proyeksi. Selain itu proyeksi 

orthogonal juga dapat direpresentasikan oleh 

sebuah matriks yang disebut matriks proyeksi 

orthogonal [10]. Metode iteratif untuk menghitung 

proyeksi orthogonal untuk sebarang matriks telah 

dikembangkan dengan melibatkan invers Moore-

Penrose [11]. Lebih lanjut, penelitian terkait 

proyeksi orthogonal dari perkalian dua matriks 

pada range suatu operator dapat dinyatakan 

dengan invers Moore-Penrose [12].  Matriks 

proyeksi orthogonal sendiri ada kaitannya dengan 

dua ruang vektor yang saling orthogonal yaitu 

misalkan  𝑉, 𝑊 yang merupakan  ruang bagian tak 

kosong ℝ𝑛 dengan  ℝ𝑛 = 𝑉 ⊕ 𝑊  dan saling 

orthogonal dapat ditulis 𝑊 = 𝑉⊥  [1]. 

Pada penelitian ini akan dikaji salah satu 

sifat invers Moore Penrose yaitu dapat 

merepresentasikan matriks proyeksi orthogonal 

[13]. Pada artikel ini juga ditinjau kembali sifat-
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sifat matriks proyeksi orthogonal dan kaitannya 

dalam mengkonstruksi invers Moore-Penrose dari 

perkalian matriks yang berentri bilangan real dan 

berbentuk persegi.  

 

2. Landasan Teori 

Pada bagian ini akan diberikan beberapa 

teorema mengenai matriks proyeksi dan matriks 

proyeksi orthogonal.  Selanjutnya, diberikan 

lemma terkait teorema matriks proyeksi 

orthogonal. Notasi 𝑀𝑛×𝑛(ℝ) menyatakan 

himpunan matriks berukuran 𝑛 × 𝑛 yang semua 

elemennya adalah bilangan real. 

Definisi 2.1. [14] Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor 

atas 𝐹 dan 𝑆 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} adalah himpunan 

bagian tak kosong dari 𝑉 . Ruang bagian dari 𝑉 

yang dibangun oleh 𝑆 didefinisikan sebagai  

 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑆) = {𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2 + ⋯ + 𝛼𝑛𝑣𝑛: 𝛼𝑖 ∈

𝐹, 𝑖 = 1,2, . . , 𝑛}  

 

Definisi 2.2. [15] Untuk sebarang 𝐴 ∈ 𝑀𝑛×𝑛(ℝ) 

didefinisikan Kernel dari matriks 𝐴 dengan 

𝐾𝑒𝑟(𝐴) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛|𝐴𝑥 = 0}. 

 

Teorema 2.3. [16] Jika 𝐴 ∈ 𝑀𝑛×𝑛(ℝ), maka 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑎𝑠 (𝐴) = 𝑛. 

BUKTI. Misalkan 𝑣 ∈ ℝ𝑛.  Jika 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐴) = 𝑛, 

maka berdasarkan teorema ke-invertible-an 

matriks, solusi satu-satunya dari 𝐴𝑣 = 0 adalah 

solusi trivial 𝑣 = 0. Akibatnya diperoleh 

𝐾𝑒𝑟(𝐴) = {0} sehingga 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑎𝑠 (𝐴) = 0. Oleh 

karena itu diperoleh 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑎𝑠(𝐴) =

𝑛. Sekarang misalkan 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟 < 𝑛. 

Artinya terdapat 𝑛 − 𝑟 > 0 variabel bebas dari 

solusi 𝐴𝑣 = 0. Misalkan 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛−𝑟 adalah 

solusi yang didapat dengan mengatur setiap 

variabel bebas secara berurutan menjadi 1 dan 

variabel bebas sisanya ke 0  Dari sini  

{𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛−𝑟} bebas linier. Lebih lanjut setiap 

solusi 𝐴𝑥 = 0 adalah kombinasi linier dari 

𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛−𝑟 yang artinya merentang 𝐾𝑒𝑟(𝐴). 

Akibatnya {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛−𝑟} adalah basis 𝐾𝑒𝑟(𝐴) 

dan 𝑛𝑢𝑙𝑙𝑖𝑡𝑎𝑠 (𝐴) = 𝑛 − 𝑟.  □ 

 

Lemma 2.4. [10] Misalkan 𝐽 ∈ 𝑀𝑛×𝑛(ℝ) dan jika 

𝐽2 = 𝐽, maka ℝ𝑛 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 (𝐽) ⊕ 𝐾𝑒𝑟 (𝐽) dan 

𝐾𝑒𝑟(𝐽) = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐼𝑛 − 𝐽).  

BUKTI. Pembuktian Lemma 2.4 telah diberikan 

pada [10].  

 

Definisi 2.5. [17] Misalkan 𝑆 dan T adalah ruang 

bagian dari suatu ruang vektor 𝑉 atas lapangan 𝐹 

dengan dimensi hingga dengan  𝑉 =  𝑆 ⊕ 𝑇.  

Misalkan pula 𝑠 ∈ 𝑆 dan 𝑡 ∈ 𝑇 . Operator linier 

𝜌: 𝑉 → 𝑉 dengan definisi 𝜌( 𝑠 + 𝑡) = 𝑠 disebut  

proyeksi pada 𝑆 sepanjang 𝑇. 

Selanjutnya, disajikan teorema mengenai 

matriks proyeksi. 

Teorema 2.6. [10]. Misalkan  𝐽 ∈ 𝑀𝑛 ×𝑛(ℝ). 

Misalkan pula 𝑉 dan W adalah ruang bagian dari 

ℝ𝑛 atas lapangan ℝ, dengan 𝑉 = 𝑠𝑝𝑎𝑛 (𝐽) dan 

  𝑊 = Ker(𝐽). Matriks 𝐽 merupakan matriks 

proyeksi  pada 𝑉 sepanjang 𝑊 jika hanya jika 

  𝐽2 = 𝐽 .    

BUKTI. Pembuktian Teorema 2.6 telah 

diberikan pada [10].  
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Teorema 2.7. [10] Misalkan 𝑉 dan W  adalah 

ruang bagian dari ruang vektor ℝ𝑛 atas lapangan 

ℝ  dengan ℝ𝑛 =  𝑉 ⊕ 𝑊. Matriks  𝐽 ∈ 𝑀𝑛 ×𝑛(ℝ) 

merupakan matriks proyeksi pada 𝑉 sepanjang 𝑊 

jika hanya jika dua kondisi berikut terpenuhi: 

i. 𝐽𝑥 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑉 

ii. 𝐽𝑦 = 0, ∀𝑦 ∈ 𝑊. 

BUKTI. Pembuktian Teorema 2.7 telah 

diberikan pada [10].  

 

Teorema 2.8. [10] Matriks  𝐽 ∈ 𝑀𝑛 ×𝑛(ℝ) 

merupakan matriks proyeksi orthogonal jika dan 

hanya jika dua kondisi berikut terpenuhi: 

i. 𝐽2 = 𝐽 

ii. 𝐽′ = 𝐽 

dengan 𝐽′ adalah transpose matriks 𝐽. 

BUKTI. Pembuktian Teorema 2.8 telah 

diberikan pada [10].  

 

Definisi 2.9. [4] Terdapat dengan tunggal matriks 

𝐴+ yang selanjutnya disebut invers Moore-

Penrose dari matriks persegi 𝐴 ∈ 𝑀𝑛×𝑛(ℝ) jika 

memenuhi empat kriteria berikut 

i. 𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴 

ii. 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+ 

iii. (𝐴𝐴+)′ = 𝐴𝐴+ 

iv. (𝐴+𝐴)′ = 𝐴+𝐴 

 

3. Hasil dan Pembahasan 

Pada bagian ini akan dikaji teorema 

mengenai invers Moore-Penrose suatu matriks 

yang dikonstruksi dari perkalian matriks tertentu. 

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa matriks 

𝐼 − 𝐴+𝐴 dan 𝐼 − 𝐴𝐴+ secara berturut-turut adalah 

matriks proyeksi orthogonal pada 𝐾𝑒𝑟(𝐴) dan 

𝐾𝑒𝑟(𝐴′). 

Misalkan 𝐾𝑒𝑟(𝐴) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 |𝐴𝑥 = 0}  

dan 𝐾𝑒𝑟(𝐴′) = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 |𝐴′𝑥 = 0}. Misalkan 

pula 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛) ∈ ℝ𝑛. Kemudian,  

berdasarkan Definisi 2.9 diperoleh 

 

(𝐼 − 𝐴+𝐴) 2   = (𝐼 − 𝐴+𝐴)( 𝐼 − 𝐴+𝐴) 

 = 𝐼−𝐴+𝐴−𝐴+𝐴 + (𝐴+𝐴)2 

                      =  𝐼 − 2𝐴+𝐴 + 𝐴+𝐴𝐴+ 

              = 𝐼 − 2𝐴+𝐴 + 𝐴+  (1) 

 = 𝐼 − 𝐴+𝐴  

dan juga diperoleh 

 (𝐼 − 𝐴+𝐴) ′  = 𝐼′ − (𝐴+𝐴)′ 

              = 𝐼 − 𝐴+𝐴.   (2)         

Berdasarkan Persamaan (1), Persamaan (2), 

dan  Teorema 2.8 didapat bahwa matriks 𝐼 − 𝐴+𝐴 

adalah matriks proyeksi orthogonal pada Ker(𝐴). 

Kemudian, berdasarkan  Teorema 2.7 diperoleh 

𝑥 = (𝐼 − 𝐴+𝐴)𝑥 sehingga didapat                                

      𝐴𝑥 = 𝐴(𝐼 − 𝐴+𝐴)𝑥 

                       = (𝐴 − 𝐴𝐴+𝐴)𝑥 

                        = (𝐴 − 𝐴)𝑥 

                        = 0   

yang berarti   (𝐼 − 𝐴+𝐴)𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝐴). 

Selanjutnya, berdasarkan Definisi 2.9 

diperoleh  

(𝐼 − 𝐴𝐴+) 2 = (𝐼 − 𝐴𝐴+)( 𝐼 − 𝐴𝐴+) 

      = 𝐼 − 2𝐴𝐴+ + (𝐴𝐴+)2 

      = 𝐼 − 2𝐴𝐴+ + 𝐴𝐴+𝐴𝐴+  

      = 𝐼 − 2𝐴𝐴+ + 𝐴𝐴+     (3)                      

      = 𝐼 − 𝐴𝐴+ , 

dan juga didapat 
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 (𝐼 − 𝐴𝐴+) ′ = 𝐼′ − (𝐴𝐴+)′ 

                  =  𝐼 − 𝐴𝐴+.  (4) 

Berdasarkan Persamaan (3), Persamaan (4), dan  

Teorema 2.8 didapatkan matriks 𝐼 − 𝐴𝐴+ adalah 

matriks proyeksi orthogonal pada 𝐾𝑒𝑟(𝐴′). 

Kemudian, berdasarkan Teorema 2.7 diperoleh  

𝑥 = (𝐼 − 𝐴𝐴+)𝑥 . Dari sini  didapat   

𝐴′𝑥 = 𝐴′(𝐼 − 𝐴𝐴+)𝑥  

 = (𝐴′ − 𝐴′ 𝐴𝐴+)𝑥 

 = (𝐴′ − 𝐴′ (𝐴𝐴+)′)𝑥 

        = (𝐴′ − (𝐴𝐴+𝐴)′)𝑥 

        = (𝐴′ − 𝐴′)𝑥 

        = 0.   

Ini berarti  (𝐼 − 𝐴𝐴+)𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟(𝐴′).  

Dengan demikian matriks proyeksi 

orthogonal pada 𝐾𝑒𝑟(𝐴) dan  𝐾𝑒𝑟(𝐴′) secara 

berturut-turut yaitu 𝐼 − 𝐴𝐴+ dan 𝐼 − 𝐴+𝐴 yang 

secara eksplisit juga dapat direpresentasikan pula 

oleh basis-basis  dari 𝐾𝑒𝑟(𝐴) dan 𝐾𝑒𝑟(𝐴′) yang 

ditunjukkan pada Lemma 3.1 berikut. 

 

Lemma 3.1. [13] Misalkan 𝐴 ∈ 𝑀𝑛×𝑛(ℝ) dan 𝑘 =

𝑑𝑖𝑚 (𝐾𝑒𝑟(𝐴)) dengan 𝑘 < 𝑛. Misalkan  𝑃, 𝑄 ∈

𝑀𝑛×𝑘(ℝ) adalah dua matriks yang kolom-

kolomnya berturut-turut membentuk basis Ker(𝐴 ) 

dan Ker(𝐴′). Jika  𝐴𝑃 = 0  dan 𝑄′𝐴 = 0 dengan 

𝑃′𝑃 dan 𝑄′𝑄 matriks nonsingular, maka berlaku 

i. 𝐴+𝐴 = 𝐼 − 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′  

ii. 𝐴𝐴+ = 𝐼 − 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′. 

BUKTI. Karena vektor-vektor kolom matriks 𝑃 

dan 𝑄 berturut-turut membentuk basis 𝐾𝑒𝑟(𝐴) dan 

𝐾𝑒𝑟(𝐴′), maka vektor kolom kedua matriks 

tersebut bebas linier. Misalkan 𝑝𝑘 adalah vektor 

kolom matriks 𝑃 dengan 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 dan 

misalkan   𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑃) = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛}. 

Misalkan pula    𝑥1 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑃)  sehingga 𝑥1 dapat 

dinyatakan sebagai  

 𝑥1 = 𝛼1𝑝1 + 𝛼2𝑝2 + ⋯ + 𝛼𝑛𝑝𝑛 = 𝑃𝛼 . 

Karena 𝑥1 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑃) = Ker(𝐴) dan 𝐼 −

𝐴+𝐴 merupakan matriks proyeksi orthogonal pada 

Ker(𝐴), maka berdasarkan Teorema 2.7 diperoleh 

(𝐼 − 𝐴+𝐴)𝑥1 = 𝑥1 = 𝑃𝛼                      (5) 

Dari Persamaan (5) diperoleh   𝑥1 = 𝑃𝛼. 

Kemudian kalikan sisi kiri kedua ruas dengan 𝑃′ 

sehingga diperoleh 

  𝑃′𝑥1 = 𝑃′𝑃𝛼 atau (𝑃′𝑃)−1𝑃′𝑥1 = 𝛼.          (6) 

Subtitusikan Persamaan (6) ke Persamaan (5) 

sehingga diperoleh 

      (𝐼 − 𝐴+𝐴)𝑥1 = 𝑥1 = 𝑃𝛼 = 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′𝑥1. Di 

sisi lain misalkan   𝑥2 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑃)⊥ =Ker(𝐴)⊥, 

maka 𝑃′𝑥2 = 0.  Karena 𝑃′𝑥2 = 0 diperoleh 

𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′𝑥2 = 0 sehingga (𝐼 − 𝐴+𝐴)𝑥2 = 0. 

Kemudian, misalkan    𝑥 ∈ ℝ𝑛. Karena  𝐼 − 𝐴+𝐴 

merupakan matriks proyeksi orthogonal pada 

𝐾𝑒𝑟(𝐴), maka didapat 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2 dengan 𝑥1 ∈ 

Ker(A) = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑃) dan  𝑥2 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑃)⊥ =

𝐾𝑒𝑟(𝐴)⊥ . Dari sini diperoleh  

 (𝐼 − 𝐴+𝐴)𝑥 = (𝐼 − 𝐴+𝐴)(𝑥1 + 𝑥2)  

 = (𝐼 − 𝐴+𝐴)𝑥1 + (𝐼 − 𝐴+𝐴)𝑥2 

 = 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′𝑥1 + 0  

 = 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′𝑥1 + 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′𝑥2  

 = 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′(𝑥1 + 𝑥2) 

 = 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′𝑥 . 

Dengan demikian didapatkan  (𝐼 − 𝐴+𝐴)𝑥 =

𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′𝑥 yang berarti  (𝐼 − 𝐴+𝐴) =

𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′ atau  𝐴+𝐴 = 𝐼 − 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′. 

Selanjutnya, misalkan 𝑞𝑘 adalah vektor kolom 



Sri Wigantono, Moh. Nurul Huda, Qonita Qurrota A’yun, Dimas Raditya Sahputra, Tuhfatul Janan        Invers Moore-Penrose Sebagai … 

 

6 

 

matriks 𝑄 dengan 𝑘 = 1,2, . . , 𝑛 dan  

𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑄) = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛} . Misalkan pula                

𝑦1 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑄) sehingga     𝑦1 = {𝛼1𝑞1 + 𝛼2𝑞2 +

⋯ + 𝛼𝑛𝑞𝑛} = 𝑄𝛼.                   

Karena 𝑦1 ∈  𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑄) = 𝐾𝑒𝑟(𝐴′) dan matriks 

𝐼 − 𝐴𝐴+ merupakan matriks proyeksi orthogonal 

pada 𝐾𝑒𝑟(𝐴′), maka berdasarkan Teorema 2.7 

diperoleh 

 (𝐼 − 𝐴𝐴+)𝑦1 = 𝑦1 = 𝑄𝛼.         (7) 

       Dari Persamaan (7) diperoleh   𝑦1 = 𝑄𝛼. 

Kemudian, kalikan sisi kiri kedua ruas dengan 

matriks  𝑄′ sehingga diperoleh  

𝑄′𝑦1 = 𝑄′𝑄𝛼  atau (𝑄′𝑄)−1𝑄′𝑦1 = 𝛼.  (8) 

Selanjutnya, subtitusikan Persamaan (8) ke 

Persamaan (7) sehingga diperoleh 

  (𝐼 − 𝐴𝐴+)𝑦1 = 𝑦1 = 𝑄𝛼 = 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′𝑦1.  

Di sisi lain misalkan    𝑦2 ∈ 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑄)⊥ =

Ker(𝐴′)⊥,  maka 𝑄′𝑦2 = 0. Karena 𝑄′𝑦2 = 0, 

maka diperoleh 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′𝑦2 = 0 sehingga 

(𝐼 − 𝐴𝐴+)𝑦2 = 0. Selanjutnya, misalkan 𝑦 ∈ ℝ𝑛. 

Karena  𝐼 − 𝐴𝐴+ merupakan matriks proyeksi 

orthogonal pada Ker(𝐴′), maka 𝑦 = 𝑦1 +

𝑦2 dengan 𝑦1  ∈ Ker(𝐴′)  = 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑄) dan  𝑥2 ∈

𝑠𝑝𝑎𝑛(𝑏)⊥ =Ker(𝐴′)⊥ . Dari sini diperoleh  

 (𝐼 − 𝐴𝐴+)𝑦 = (𝐼 − 𝐴𝐴+)(𝑦1 + 𝑦2) 

   = (𝐼 − 𝐴𝐴+)𝑦1 + (𝐼 − 𝐴𝐴+)𝑦2 

= 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′𝑦1 + 0  

   = 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′𝑦1 

+𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′𝑦2  

   = 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′(𝑦1 + 𝑦2) 

= 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′𝑦.  

Karena (𝐼 − 𝐴𝐴+)𝑦 = 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′𝑦, maka 

diperoleh (𝐼 − 𝐴𝐴+) = 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′ atau                       

𝐴𝐴+ = 𝐼 − 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′ .   □ 

Selanjutnya, akan dikonstruksi invers 

Moore-Penrose dari perkalian matriks yang 

disajikan pada Lemma 3.2 berikut.  

 

Lemma 3.2. [13]Misalkan 𝐴, 𝐵, 𝐷, 𝑁 ∈ 𝑀𝑛×𝑛(ℝ) 

dengan 𝐷, 𝑁 adalah dua matriks nonsingular.    

Jika 𝐵 = 𝐷𝐴𝑁, maka 𝐴 = 𝐷−1𝐵𝑁−1 dan      𝐴+ =

𝐴+𝐴𝑁𝐵+𝐷𝐴𝐴+.     

BUKTI. Karena 𝐷 adalah matriks nonsingular dan 

karena 𝐵 = 𝐷𝐴𝑁,  maka diperoleh  

         𝐷−1𝐵 = 𝐷−1𝐷𝐴𝑁. 

Selanjutnya, karena 𝑁 adalah matriks 

nonsingular, maka didapat   

  𝐷−1𝐵𝑁−1 = 𝐷−1𝐷𝐴𝑁𝑁−1 

           = 𝐴.     

Selanjutnya, misalkan 𝑊 = 𝑁𝐵+𝐷 dengan 𝐵+ 

adalah invers Moore-Penrose dari 𝐵 sehingga 

didapatkan 

𝐴𝑊𝐴 = 𝐷−1𝐵𝑁−1 𝑁𝐵+𝐷𝐷−1𝐵𝑁−1 

= 𝐷−1𝐵𝐵+𝐵𝑁−1 

  = 𝐷−1𝐵𝑁−1 

= 𝐴. 

Dari sini diperoleh 

      𝐴     = 𝐴𝑊𝐴   

 𝐴+𝐴     = 𝐴+𝐴𝑊𝐴 (kedua ruas dikalikan 𝐴+) 

 𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+𝐴𝑊𝐴𝐴+(kedua ruas dikalikan 𝐴+). 

Karena 𝐴+𝐴𝐴+ =  𝐴+ dan 𝑊 = 𝑁𝐵+𝐷, maka 

didapat  𝐴+      = 𝐴+𝐴𝑁𝐵+𝐷𝐴𝐴+.   □ 

 

Berdasarkan Lemma 3.1 dan Lemma 3.2 

dapat dikonstruksi invers Moore-Penrose dari 

perkalian matriks tersebut bila diketahui matriks  

𝐼 − 𝐴+𝐴  dan 𝐼 − 𝐴𝐴+ berturut-turut merupakan 

matriks proyeksi orthogonal pada 𝐾𝑒𝑟(𝐴) dan 
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𝐾𝑒𝑟(𝐴′)  yang ditunjukkan pada Teorema 3.3 

berikut.  

 

Teorema 3.3. [13] Misalkan 𝐴 ∈ 𝑀𝑛×𝑛(ℝ) 

dengan 𝑘 = 𝑑𝑖𝑚 (𝐾𝑒𝑟(𝐴), 𝑘 < 𝑛. Kemudian, 

misalkan  𝑃, 𝑄 ∈ 𝑀𝑛×𝑘(ℝ) yang secara berturut-

turut adalah dua matriks yang kolom-kolomnya 

membangun Ker(𝐴) dan Ker(𝐴′). Jika 𝐵, 𝐷, 𝑁 ∈

𝑀𝑛×𝑛(ℝ) dengan 𝐷, 𝑁 adalah dua matriks 

nonsingular dan 𝐵 = 𝐷𝐴𝑁, maka 𝐴 = 𝐷−1𝐵𝑁−1 

dan 𝐴+ = (𝐼 − 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′)𝑁𝐵+𝐷 (𝐼 −

𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′).     

BUKTI. Karena 𝐵 = 𝐷𝐴𝑁, maka berdasarkan 

Lemma 3.2 diperoleh 𝐷−1𝐵𝑁−1 = 𝐴 dan  invers 

Moore-Penrose dari matriks 𝐴 tersebut dengan  

𝐴 = 𝐷−1𝐵𝑁−1 adalah  𝐴+ = 𝐴+𝐴𝑁𝐵+𝐷𝐴𝐴+. 

Selanjutnya, berdasarkan Lemma 3.1 yang 

menyatakan bahwa   𝐴+𝐴 = 𝐼 − 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′ dan           

𝐴𝐴+ = 𝐼 − 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′, maka diperoleh 𝐴+ =

(𝐼 − 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′)𝑁𝐵+𝐷(𝐼 − 𝑄(𝑄′𝑄)−1. □ 

 

4. Kesimpulan Dan Saran 

Sebuah matriks  𝐽 ∈ 𝑀𝑛 ×𝑛(ℝ) merupakan 

matriks proyeksi orthogonal pada 𝑉  jika hanya 

jika memenuhi kedua sifat berikut yaitu 𝐽2 = 𝐽 dan 

𝐽′ = 𝐽. Selanjutnya, matriks 𝐼 − 𝐴+𝐴 dan 𝐼 − 𝐴𝐴+ 

berturut-turut merupakan matriks proyeksi 

orthogonal pada 𝐾𝑒𝑟(𝐴) dan 𝐾𝑒𝑟(𝐴′). Vektor-

vektor kolom dari matriks 𝑃, 𝑄 ∈ 𝑀𝑛×𝑘(ℝ)  

secara berturut-turut membentuk basis dari 

𝐾𝑒𝑟(𝐴)  dan 𝐾𝑒𝑟(𝐴′)  sehingga didapat 𝐴+𝐴 =

𝐼 − 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′    dan 𝐴𝐴+ = 𝐼 − 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′. 

Dari sini didapatkan invers Moore-Penrose  dari 

𝐴 = 𝐷−1𝐵𝑁−1 dengan matriks  𝐴, 𝐵, 𝐷, 𝑁 ∈

𝑀𝑛 ×𝑛(ℝ) dan 𝐷, 𝑁 merupakan  

matriks nonsingular yaitu  𝐴+ =                                                                                         

(𝐼 − 𝑃(𝑃′𝑃)−1𝑃′)𝑁𝐵+𝐷 (𝐼 − 𝑄(𝑄′𝑄)−1𝑄′). 

 

5. Ucapan Terima Kasih 
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