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Was macht Mathematik effektiv?

ANDREAS LOOS | RAINER SINN | GUNTER M. ZIEGLER

»Ob ich die Mathematik auf ein Paar Dreckklumpen anwende,

die wir Planeten nennen, oder auf rein arithmetische Probleme,

es bleibt sich gleich, die letztern haben nur noch einen héhern

Reiz fiir mich*, soll GauB gesagt haben. Aus unserer Sicht ist
es ein Geben und Nehmen auf gleicher Augenhéhe zwischen
Mathematik und anderen Wissenschaften. Oft zerflieBen
sogar die Grenzen zwischen den Disziplinen.
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Aus dem Buch Il Saggiatore von Galileo stammt die
Behauptung, die Welt sei ,in der Sprache der Mathe-
matik geschrieben“ - stimmt das? Das Staunen iiber die
L unerwartete Effektivitat der Mathematik“ beruht teilweise
auf einer platonischen Philosophie der Mathematik, die der
Mathematik eine reale Existenz zuschreibt, die lediglich
entdeckt wird. Das Staunen wire kleiner bei einer aristote-
lischen Weltsicht, nach der die Mathematik langsam aufge-
baut und dabei gestaltet wird. In der Mathematikgeschichte
ist in groBem Umfang Mathematik anhand von physikali-
schen Fragestellungen und zur Beschreibung von physika-
lischen Prozessen erforscht und entwickelt worden.

Physikalische Fragestellungen haben vielfach die Ent-
wicklung der Mathematik angeregt und teilweise ihre Rich-
tung bestimmt. So gibt es in der Teilchenphysik quantenfeld-
theoretische Rechnungen, die in der Naturbeschreibung
ausgesprochen erfolgreich sind, mathematisch gesehen
aber gar nicht konvergieren. Es waren grofere theoretische
Anstrengungen notig, um die in der Physik praktizierte ,Re-
normierung” auch mathematisch nachzuvollziechen und zu
rechtfertigen. Genauso fehlt vielen der aktuellen physikali-
schen Arbeiten im Rahmen der Suche nach einer String-
theorie zur Beschreibung von Elementarteilchen bisher die
mathematische Basis - die Theorie ist noch nicht fertig.

Es gibt gar keine scharfe Grenze zwischen Mathematik
und Physik: Letztlich wird tiblicherweise die theoretische
Physik als ein Teilgebiet der Physik betrachtet und an Uni-
versititen an physikalischen Fachbereichen angesiedelt,
wihrend die mathematische Physik als Teilgebiet der Ma-
thematik gilt und an mathematischen Fachbereichen zu
finden ist. Erfolgreiche Forschung basiert auf beiden Gebie-
ten aber immer auf einer Kombination von physikalischem
Verstindnis und physikalischer Intuition mit mathemati-
schen Methoden.
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Eine sinnvollere Einteilung bezieht sich folglich nicht
mehr auf die sogenannte Reinheit der Mathematik oder ihre
Anwendbarkeit, also auf die Untersuchungsgegenstinde,
sondern eher auf die Motivation: Neben die innermathema-
tische Forschung, die betrieben wurde, um mathematische
Strukturen zu verstehen und dazugehorige Probleme zu
16sen, tritt die anwendungsgetriebene Grundlagenfor-
schung. Der nichste Schritt der praktischen Umsetzung
kann als Anwendungen der Mathematik beschrieben wer-
den; hier geht es um Modellierung und Rechnung auf Pra-
xis-Daten, um Software-Systeme und ihre Weiterentwick-
lung und Pflege. Diese von der Mathematik angetriebenen
Arbeitsbereiche finden sich typischerweise in der Industrie
(Abbildung 1).

Abb. 1 Ein inverses Pendel auf zwei
Rddern: Sobald man auf den Elek-
troroller steigt, messen Gyrosko-
pe — im Prinzip kleine Kreisel - die
Bewegungen in drei Raumrichtun-
gen, also das Kippen nach hinten
und vorne, die Drehung nach

links und rechts und die Drehung
um den Vektor in Fahrtrichtung.
Entsprechend beschleunigen

oder bremsen die beiden Mo-
toren, die in den Ridern ein-
gebaut sind, so dass man das
Gefdihrt nur durch Kippen

steuern, beschleunigen

und bremsen kann (Bild:
www.segway.com).
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Die erstaunliche Wirkung von Wigners Aufsatz
Aber warum kann man Mathematik iiberhaupt anwenden?
Diese Frage bewegt seit langer Zeit Mathematikerinnen und
Mathematiker, Philosophinnen und Philosophen und die,
welche die Mathematik anwenden. Am 11. Mai 1959 setzte
der Physiker Eugene Paul Wigner ein inzwischen gefliigel-
tes Wort in die Welt: Er hielt damals an der New York
University einen Vortrag unter dem Titel The unreasona-
ble effectiveness of mathematics in the natural sciences
(etwa: ,Die unerklirliche Wirksamkeit der Mathematik in
den Naturwissenschaften“) und wunderte sich vor dem
Publikum dartiiber, dass es so viele mathematische Modelle
gibt, die weit liber das Wissen ihrer Schopfer oder Entde-
cker hinaus Vorhersagen iiber die Welt ermdglichen: ,Die
mathematische Formulierung der oft rohen Erfahrung des
Physikers fithrt in einer unheimlichen Anzahl von Fillen zu
einer erstaunlich genauen Beschreibung einer grof3en Klas-
se von Phinomenen. Das zeigt, dass die mathematische
Sprache mehr zu bieten hat als eben nur die einzige Spra-
che zu sein, die wir konnen; es zeigt, dass sie, in einem sehr
reellen Sinne, die korrekte Sprache ist“ [1].

Wigner betonte, dass Physiker es sich nicht einfach
machten bei der Auswahl der Mathematik fiir ihre Modelle,
Simulationen und Theorien. Tatsidchlich greifen physika-
lische Theorie und Modellbildung heute wie vor 50 Jahren
auf sehr komplizierte mathematische Hilfsmittel und Theo-
rien zuriick. Doch wie entstehen solche Theorien? Wie
schon Henri Poincaré stellte auch Wigner fest, Mathematik
werde nicht vom stupiden Anwenden von Axiomen gelei-
tet, sondern von einem von Asthetik geleiteten Auswahl-
prozess. ,Der Mathematiker konnte nur eine Handvoll in-
teressanter Sitze formulieren, ohne auf Ideen zuriickzu-
greifen, die auBerhalb der Axiome liegen und definiert
werden, um logische Operationen voll Erfindungsgeist zu
ermoglichen, die uns dsthetisch erfreuen, sowohl als Ope-
rationen an sich als auch in ihren Ergebnissen von grof3er
Allgemeinheit und Einfachheit. [...] Die komplexen Zahlen
stellen ein besonders eindrucksvolles Beispiel fiir das Vor-
gehen dar. Es spricht einfach nichts in unserer Erfahrung
fiir die Einfiihrung dieser Grofden.«

Und wie kommt dann die Mathematik in die Physik?
Wigner betonte: Es gebe keine Eins-Zu-Eins-Abbildung zwi-
schen Mathematik und Physik. Mit neueren Erkenntnissen
gelten iltere physikalische Theorien als tliberholt, und es
muss neues Werkzeug aus dem Fundus der Mathematik
geholt werden. Die physikalische Empirie wird so zu einem
weiteren Auswahlkriterium fiir Mathematik, zu einer Art
Entscheidungshilfe bei der Frage, was interessant ist. Warum
die Mathematik aber so gut zu den quantitativen Wissen-
schaften passt, kann auch er nicht erkliren. ,Das Wunder,
dass die Sprache der Mathematik fiir die Formulierung
physikalischer Gesetze so gut geeignet ist, ist ein wunder-
volles Geschenk, das wir weder verstehen noch verdienen.“
Sicher ist: Bis heute ritseln Menschen tiber diese Fragen.
Moglicherweise hat es etwas damit zu tun, dass Mathematik
eben gar nicht so weltfremd und ideal ist, wie viele denken,
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ABB. 2 ‘ EPIZYKEL UND EVOLVENTEN

b)

Ein Epizykel ist die Spur eines Punktes auf einem Kreis, der
auf einem anderen Kreis abrolit (oben links). Evolventen sind
dagegen die Spuren eines Punktes auf einer Geraden, die auf
einem Kreis abgerollt wird (oben rechts). Aus beiden Kurven
kann man Zihne eines Zahnrades konstruieren; unten eine
Skizze zweier Zahnrdder in Evolventenverzahnung. Die bei-
den Zahnrdder ,,rollen“ aufeinander ab, wobei sich der Be-
rithrpunkt entlang der roten Geraden bewegt.

sondern dass die Welt der Zahlen und ihrer Strukturen ge-
nau wie die physikalische Welt (,die paar Dreckklumpen,
die wir Planeten nennen®, wie es Gauf3 ausdriickt) ganz
einfach Teil der Realitit ist, in der wir Menschen leben -
was dann eine eher aristotelische Sichtweise wire.

Die Kluft zwischen ,,angewandt“ und ,,rein“
Im Kapitel ,Was ist Mathematik?“ des Buches Panorama
der Mathematik werfen wir einen Blick in die Encyklopd-
die der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss
ibrer Anwendungen von Felix Klein, Heinrich Weber und
Wilhelm Franz Meyer [2]. Die Autoren widmeten letztlich
zehn der 23 Teilbinde den mathematischen Anwendun-
gen, Themen wie Astronomie und Mechanik, Thermodyna-
mik, Optik und Kristallographie bis hin zu Elektrostatik,
Quantentheorie und Relativititstheorie. Dass die Enzyklo-
pidie nicht nach Band drei mit der reinen Mathematik ab-
geschlossen wurde, ist wohl vor allem Klein und seinem
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Abb. 3 Der Pavillon auf dem Eiffelturm wurde 2014 erneuert, in einer Zusammen-
arbeit von Mathematikern des DFG-Sonderforschungsbereichs ,Diskretisierung in
Geometrie und Dynamik*“, der Geometrie-Beratungsfirma Evolute, Ingenieuren bei
RFR und den Architekten Moatti und Riviere. Ublicherweise werden architektoni-
sche Fldchen in Dreiecke zerlegt. Fiir den Eiffelturm wurde dagegen eine Zerlegung
in Vierecke gewdhlt, was weitaus komplizierter ist. Der Hauptgrund ddfiir: Vier
Punkte miissen nicht immer in einer Ebene liegen. Obendrein waren hier die Kanten
gebogen; die Mathematik dazu hat erst vor etwa zehn Jahren Einzug in die Archi-
tektur gehalten (Bild: Evolute GmbH, Wien).
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Schiiler Meyer zu verdanken. Klein versuchte Zeit seines
Lebens, die Kluft zwischen angewandter und reiner Ma-
thematik zu iberbriicken; auf der einen Seite standen die
Befiirworter des humboldtschen Bildungsideals, auf der
anderen die Gefolgschaft der ,Realbildung“. Wie war es
dazu gekommen? Wilhelm von Humboldt hatte als Leiter
der ,Sektion des Kultus und des offentlichen Unterrichts“
in der preufischen Kulturverwaltung eine Reform des
Gymnasialwesens und -lehrplans in die Wege geleitet. Im
humboldtschen Bildungskanon war die Mathematik ein
wichtiger Bestandteil - allerdings dachte Humboldt an
klassische, griechische Mathematik, die zur Geistes- und
Allgemeinbildung beitragen sollte, wie es schon Platon
empfohlen hatte. In den preuflischen Lehrplinen fand
sich entsprechend Geometrie, Mathematik der Kegel-
schnitte, das Auflosen von Gleichungen und hohere Al-
gebra.

Das war jedoch nicht, was eine allmihlich entstehende
Industrie forderte: Sie suchte Menschen, die rechnen und
vielleicht sogar Differentialgleichungen oder Integrale 16sen
konnten. Es entwickelte sich parallel zum Gymnasialwesen
allmihlich (und in verschiedenen Lindern sehr unter-
schiedlich) ein Realschul- und Realgymnasialwesen, das
direkt anwendbares Wissen zu vermitteln versuchte: kauf-
minnisches Rechnen oder Mathematik fiir Maschinenbau
und Elektrotechnik zum Beispiel. Diese Realbildung musste
oft hart um Anerkennung kimpfen: Aus Sicht der ,echten®
Gymnasien und Universititen war sie nicht selten Bildung
zweiter Klasse.

www.phiuz.de

Ein Mathematiker wie Klein, der engen Kontakt zum
Beispiel zu seinem Miinchner Kollegen, dem Kiltetechni-
ker und Unternehmer Carl von Linde, unterhielt und seine
Antrittsvorlesung in Leipzig ,Uber die Beziehungen der
neueren Mathematik zu den Anwendungen*“ gehalten hatte,
wurde von seinen Kollegen schief angesehen, als er - als
einziger deutscher Mathematikprofessor - 1895 Mitglied im
Verein Deutscher Ingenieure wurde. Diesen Schritt tat er
trotz seiner theoretischen Arbeiten aus der Geometrie und
Algebra, fiir die er zu dieser Zeit schon berithmt war. Doch
Klein verdanken wir zum Beispiel, dass heute in Gymnasien
Funktionen, Differential- und Integralrechnung gelehrt wer-
den, und er hat bis heute recht: Die angebliche Kluft zwi-
schen Anwendung und Theorie erweist sich immer wieder
als Phantom, wie an den Abbildungen 2 und 3 zu sehen ist.

Godfrey Harold Hardy etwa ist beriihmt fiir sein Loblied
auf die reine Mathematik, das er 1940 - wihrend des Zwei-
ten Weltkriegs - in seiner Apology sang: ,In praktischen
Anwendungen haben wir es nur mit vergleichsweise klei-
nen Zahlen zu tun, nur die stellare Astronomie und die
Atomphysik beschiftigen sich mit ,grof8en‘ Zahlen, und
beide haben wenig mehr praktische Bedeutung als die
meiste abstrakte reine Mathematik“ [3]. Im selben Werk
verstieg er sich sogar zur Behauptung ,I have never done
anything ,useful‘“. Auch Carl Friedrich Gauf3 habe die Zah-
lentheorie aufgrund ihrer Nutzlosigkeit als Konigin der
Wissenschaften bezeichnet - was eine gewagte Auslegung
eines Gauf3 lediglich zugeschriebenen Zitats ist.

In Wirklichkeit sind Teile der Arbeit Hardys heute sehr
niitzlich, zum Beispiel bei der Verschliisselung von Daten
oder in der Molekularbiologie (Hardy-Weinberg-Prinzip).
Hardy tibersah offensichtlich, dass wichtige Teile der Ma-
thematik nur deshalb entstanden, weil es dafiir einen prak-
tischen Bedarf gab - die Differential- und Integralrechnung
etwa, die sich im 17. Jahrhundert entwickelte, weil man
Flichen und Volumina von gekriimmten Flichenstiicken
und Korpern berechnen wollte. Man denke zum Beispiel
an Keplers Fassregel (auch als Simpson-Regel bekannt),
eine Niherungslosung fiir die Integration bauchiger, fass-
formiger Volumina, die Johannes Kepler erfand, um Volu-
mina von Weinfissern zu berechnen.

Mathematik in Wirtschaft und Industrie
Als 2002 das von der Deutschen Forschungsgemeinschaft
DFG finanzierte Forschungszentrum Matheon in Berlin an
den Start ging mit dem Anspruch, in der Wissenschaft Ma-
thematik fiir Schliisseltechnologien zu entwickeln, wurde
das als auBergewoOhnlich wahrgenommen. In der Tat hat
sich die Sichtbarkeit wie auch die Wirksamkeit mathema-
tischer Methoden in der Praxis seitdem stark erhoht. Das
Matheon wird inzwischen im Exzellenzcluster MATH+ wei-
tergefiihrt. Mathematik fiir Anwendungen wird aber auch
an mehreren Fraunhofer-Instituten entwickelt, darunter
dem Fraunhofer-Institut fiir Techno- und Wirtschaftsmathe-
matik ITWM in Kaiserslautern (1996 unter der Leitung von
Helmut Neunzert gegriindet), am im selben Jahr gegriin-
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deten ,Max-Planck-Institut fiir Mathematik in den Natur-
wissenschaften“ in Leipzig, am Weierstrass-Institut fiir
Angewandte Analysis und Stochastik WIAS in Berlin und
SO weiter.

Gleichzeitig findet mathematische Forschung in gro-
Rem und stark wachsendem Umfang in der Industrie statt:
Das gilt nicht nur fiir die Finanzindustrie (Banken und Ver-
sicherungen), die Telekommunikationsindustrie, die Ver-
kehrsindustrie und Logistik (Bahn, Fluglinien, Speditionen,
etc.), sondern fiir praktisch alle Bereiche der modernen
Industrie, wo mit mathematischen Methoden Produkte ent-
worfen, optimiert und vertrieben werden. All dies hat sich
in den vergangenen Jahren extrem beschleunigt, seit die
mathematischen Methoden von Big Data und Kiinstlicher
Intelligenz sichtbar Eingang in alle Bereiche von Technolo-
gie, Wirtschaft und Industrie wie auch in den Alltag genom-
men haben.

Beispiele aus der Praxis
Im Folgenden stellen wir eine kleine Sammlung interessan-
ter Beispiele angewandter oder anwendbarer Mathematik
zusammen - als Inspirationsquelle und ohne jeden An-
spruch auf Vollstindigkeit.

Die Methode der kleinsten Quadrate. Der 24-jihrige
Carl Friedrich Gaus stief§ in der ,Monatlichen Korrespon-
denz zur Beforderung der Erd- und Himmelskunde“ vom
September 1801 auf eine faszinierende Mitteilung. Der He-
rausgeber des Blattes, Franz Xaver Freiherr von Zach, ver-
folgte seit 1800 ein grof3es Vorhaben: Er war auf der Suche
nach dem fehlenden Planeten zwischen Mars und Jupiter,
an den viele Astronomen seit Kepler glaubten, vor allem
aus zahlenmystischen Griinden. Er organisierte die Griin-
dung der ,Vereinigten Astronomischen Gesellschaft“, die
L~Himmelspolizei“: ,Durch eine [...] streng organisierte, in
24 Departements abgesteckte Himmels-Polizey hoffen wir
endlich, diesem, unsern Blicken sich so lange entzogenen
Planeten, wenn er anders existiert und sich sichtbar zeigt,
auf die Spur zu kommen [4].¢

Just am ersten Tag des 19. Jahrhunderts beobachtete
Giuseppe Piazzi in Sizilien zum ersten Mal einen bisher
unbekannten Himmelskorper. Er verfolgte den Lichtpunkt
in den nichsten Tagen und war sich am 4. Januar sicher,
dass der Punkt sich bewegte, also kein Fixstern ist. War es
der von Zach gesuchte Planet? Die Neuigkeit verbreitete
sich schnell in ganz Europa, und die Aufregung unter ast-
ronomischen Experten war grof. Ende Januar wurde der
unbekannte Himmelskorper aber unbeobachtbar: Er be-
wegte sich scheinbar riickliufig wie der Mond, bewegte
sich also von Nacht zu Nacht weiter nach Osten und ging
damit in der Abenddimmerung verloren. Es gab deshalb
nur wenige Beobachtungen von Piazzi. Die grof3e Frage
war, wann und wo er am Nachthimmel wieder auftauchen
wiirde. Die vorhandenen Beobachtungen von Piazzi, die im
September 1801 in der Monatlichen Korrespondenz verof-
fentlicht wurden, waren ein Geschenk des Himmels fiir
GauR. Er entwickelte neue Methoden, rechnete auf Basis
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Abb. 4 Auf dieser Skizze von GauR sind die Bahnen von Ceres, Pallas und vermut-

lich Juno zu sehen. Die Bahn der Ceres war nicht die einzige Planet(oid)enbahn, die
er berechnete und auf dieser Seite aus seinem Tagebuch in handschriftlicher Skizze
dokumentierte (Bild: Gau Handbuch 4, Bl. Ir, Niedersdchsische Staats- und Universitdts-

bibliothek Géttingen, Georg-August-Universitdt Géttingen).

der veroffentlichten Beobachtungsdaten und kam zu Vor-
hersagen, die von denen seiner Zeitgenossen deutlich ab-
wichen (Abbildung 4).

Nach Gauf3 sollte Piazzis Entdeckung - die spiter Ceres
heiflen wird - am 7. Dezember 1801 wieder am Nachthim-
mel zu beobachten sein. Und tatsichlich fand Zach Ceres
dort wieder! Gauf3 schrieb einige Jahre spiter: ,Dem Ver-
fasser des vorliegenden Werkes [also Gauf3 selbst] hatten
sich im Sommer 1801 bei Gelegenheit einer ganz anderen
Beschiftigung einige Ideen dargeboten, die ihm zu einer
Auflosung des erwihnten Problems fithren zu konnen
schienen. Zu einer andern Zeit wirde er vielleicht diese
Ideen, welche zunichst nur theoretischen Reiz fiir ihn hat-
ten, nicht sogleich weiter verfolgt und ausgefiihrt haben:
allein gerade in jenem Zeitpunkte, wo Piazzis Entdeckung
die allgemeine Aufmerksamkeit gespannt hatte, und dessen
Beobachtungen so eben ins Publicum gekommen waren,
konnte er sich nicht enthalten, an diesen die practische
Anwendbarkeit jener Ideen zu priifen“ [5].
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Man weifd nicht genau, welche mathematischen Ver-
fahren Gauf3 meint. Sicher ist, dass er genug Mathematik
kannte, um aus einer Reihe von gemessenen Positionen
eines Himmelskorpers die tatsichliche Bahn des Korpers
zu berechnen. Dazu gehorten vor allem Reihenentwick-
lungen, um Niherungen (und Integrale) berechnen zu
konnen, die Transformation von Koordinatensystemen
[6] - und vermutlich auch gleich von Anfang an eine Idee,
um aus einer Reihe von Messwerten ,den richtigen“ ab-
zuschitzen. Diese Methode der kleinsten Quadrate setzte
Gaufl spiter oft ein, und er wurde auch durch sie be-
rihmt [7].

Bézier-Kurven. Je schneller sich Fahrzeuge bewegen,
desto stirker fillt der Einfluss des Luftwiderstandes ins
Gewicht. Die ersten, langsamen Autos konnten daher noch
kastenformigen Kutschen gleichen - sie schafften kaum
mehr als 20 km/h. Doch mit der Entwicklung stirkerer Mo-

Abb. 5 Der Citroén DS, der 1955 auf den Markt kam. Bei seiner Konstruktion wur-
den erstmals Bezier-Fldchen eingesetzt - und erméglichten die ikonische wind-
schnittige Form, hier einmal als technische Zeichnung und als fertiges Automobil zu
sehen (Zeichnung: Hicham, stock.adobe.com; Bild: Konstantinos Moraiti — stock.adobe.com).
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toren begann die Suche nach der idealen ,Stromlinien-
form*“. Mit Modellen kann man Formen im Stromungskanal
ausprobieren und sich so langsam an ein moglichst gutes
Design herantasten, und es wurden auch - zunichst im
Luftschiffbau - schon um 1920 mathematische Methoden
zur Optimierung des Luftwiderstandes eingesetzt. Wichtige
Namen sind hier Ludwig Prandtl und der etwas jlingere
Max Michael Munk. Zuvor hatte man Luftschiffe zum Bei-
spiel als Zylinder mit halbkugelformigen Kappen model-
liert.

Doch die glatten Designs mussten dann auch in der
Produktion umgesetzt werden. Wie modelliert man solche
Formen? Hierzu wurde in den 1950er-Jahren eine neue
Methode entwickelt, bei Renault von Pierre Etienne Bé-
zier - der dartiber mit 67 Jahren an der Sorbonne promo-
vierte - und fast gleichzeitig beim Konkurrenten Citroén
vom zwanzig Jahre jliingeren Paul de Faget de Casteljau. In
seiner sehr eigentiimlichen und poetischen Wortwahl erin-
nert sich Casteljau fast 50 Jahre spiter [8]: ,Es ist ja nur zu
wahr, dafl in Karosserie rosserie [Boshaftigkeit] steckt.
,Wenn man die Stiicke nicht nach dem Konstruktionsplan
herstellen kann, niitzt der ganze Aufwand nichts‘, iibertrieb
Monsieur [Jean] de la Boixiére [der Vorgesetzte von Castel-
jau bei Citroén], und fiigte hinzu: ,Wir konnen uns iiber
Dingoide n-ten Grades auslassen, haben aber Geraden und
Kreise noch immer nicht im Griff!* Es musste schnell ge-
hen. Die gesamte Abteilung arbeitete in geheimem Einver-
stindnis, hocherfreut, Monsieur de la Boixiére die Stirn
bieten zu konnen. Kurz darauf, an einem besonders stiirmi-
schen Nachmittag, verwandelte die Olivetti-Tetractys [eine
Rechenmaschine mit integriertem Drucker] unter ohren-
betiubendem Lirm eine ganze Rolle Papier in etwa vierzig
kubische Kurven. Das brachte die Ingenieure der angren-
zenden Biiros an die Grenze ihrer Geduld. Sie suchten sich
woanders eine Beschiftigung® [8, Ubersetzung: Andreas
Miiller und Petra Schulze].

Auch wenn sie es mathematisch etwas unterschiedlich
ausdriickten, hatten Casteljau und Bézier im Prinzip - und
unabhingig voneinander - dieselbe Idee: Sie entwickelten
ein Iterationsverfahren, das heute De-Casteljau-Algorith-
mus heif3t, zur Darstellung einer Kurve, die man heute
Bézier-Kurven nennt (siehe ,Was sind Bézier-Kurven“ auf
S. 181 und Abbildung 5).

Differentialgleichungen. Differentialgleichungen waren
die ersten Objekte, mit denen sich Naturwissenschaftler
und Mathematiker in der Anfangszeit der Differential- und
Integralrechnung im 17. Jahrhundert befassten - und heute
werden die meisten Gesetze der Naturwissenschaften mit
Hilfe von Differentialgleichungen beschrieben, vom Flug
einer Rakete bis zum radioaktiven Zerfall von Atomen oder
dem Abbau von Medikamenten im Korper, von Klima und
Wetter bis zur Entwicklung und Bewertung von Finanzpro-
dukten. Differentialgleichungen beschreiben das Verhalten
von Funktionen indirekt, durch die Verinderung von Gro-
3en, durch partielle oder totale Ableitungen. Ein erstes
Beispiel war wohl Newtons Bewegungsgesetz, das ,,Aktions-
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prinzip“, das in der modernen Physik F =p geschrieben
wird. Damit kann man zum Beispiel auch beschreiben, wie
man einen Finger bewegen muss, um einen Besenstiel da-
rauf zu balancieren - das sogenannte inverse Pendel gehort
neben dem harmonischen Pendel und dem Doppelpendel
zu den Klassikern aus der Schwingungsmechanik.

Die Physik, die hinter dem Balancieren von Besenstie-
len steckt, findet erstaunlich viele Anwendungen, angefan-
gen bei Raketen, die durch Ausgleichsbewegungen beim
Flug stabilisiert werden miissen, tiber grole Container-
frachter, deren Schwerpunkt so hoch liegt, dass sie durch
seitliche Turbinen permanent vor dem Umkippen bewahrt
werden, bis hin zu Robotern und Fahrzeugen, die mit nur
einer Achse und zwei Ridern stabil gehalten werden. Das
bekannteste dieser Fahrzeuge ist der Motorroller Segway
Personal Transporter (Abbildung 1) des amerikanischen
Erfinders Dean Kamen, den dieser 1999 patentieren liefd
und dessen Produktion 2020 eingestellt wurde; die aufkom-
menden E-Roller waren unter anderem aus rechtlichen
Griinden einfacher und populirer.

All diese Anwendungen basieren auf der Losung eines
Systems von partiellen Differentialgleichungen aus der
Mechanik, den nach Joseph Louis Lagrange benannten
Lagrange-Gleichungen, die im Wesentlichen die Energie
eines Systems beschreiben, das gewissen Nebenbedingun-
gen gehorchen soll. Dabei bewegen sich Korper immer so,
dass ihre Bahn das Integral {iber die Lagrange-Funktion - im
Wesentlichen die Differenz zwischen Bewegungs- und
Lageenergie - liber die Zeit minimiert, was das Hamilton-
sche Prinzip genannt wird.

Um die Bahn eines Korpers zu berechnen, muss man
daher aus mathematischer Sicht ein Variationsproblem 16-
sen. Die Untersuchung der Losungsmengen von Differenti-
algleichungen ist eine der wichtigsten Aufgaben der theo-
retischen Mathematik - mit hochst praktischen Anwendun-
gen und vielen ungelosten Problemen. Das bekannteste ist
wohl die Untersuchung der Losungen der Navier-Stokes-
Gleichungen aus der Stromungsmechanik, eines der Millen-
niums-Probleme des Clay-Stiftung.

Vom Assortiment bis zum Zabnrad. Wenn sie nicht
aus dem Luxussegment kommen, dann enthalten die meis-
ten mechanischen Uhren in Europa ein mechanisches Herz,
das von ein- und demselben Schweizer Hersteller stammt.
Der Grund: Ein solches Assortiment oder Swing-System zu
entwickeln (zu dem unter anderem auch die Unruh ge-
hort), ist teuer und aufwendig - auch wegen der komple-
xen Mathematik, die dahintersteckt; es muss zum Beispiel
die Kraftiibertragung des schwingenden Systems auf das
Riderwerk der Uhr modelliert werden. Ein Uhrenhersteller
aus dem sichsischen Ort Glashiitte hat daher grof3es Auf-
sehen erregt, als er fiir fast neun Millionen Euro zusammen
mit Mathematikern der Universitit Dresden ein eigenes
Assortiment entwickelt hat. Tatsichlich steckt in einer
mechanischen Armbanduhr neben Zahnridern, Federn,
Schwingkorpern und Lagern vor allem jede Menge Mathe-
matik.
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WAS SIND BEZIER-KURVEN?

Die geometrische Idee ist die folgende: Man nehme eine
Reihe von n Punkten P;in zwei oder drei Dimensionen, die
sogenannten Kontrollpunkte. Fiir jedes Teilungsverhaltnis c
einer Strecke konstruiert man einen Punkt der Bézier-Kur-
ve, indem man die Strecken zwischen zwei benachbarten
Kontrollpunkten P;und P;;; im Verhaltnis c teilt. Das liefert
den Punkt P;'. Damit hat man jetzt Punkte P;’, P/, ..., P]_;.
Mit diesen neuen Punkten verfahrt man genauso und
wiederholt das Verfahren genau n-7-mal. Weil man bei
jedem Schritt einen Punkt verliert, hat man am Ende genau
einen Punkt P;"7, und dies ist der Punkt der Bézier-Kurve
zum Teilungsverhaltnis c. Indem man c zwischen 0 und 1
variiert, durchlduft man die Kurve. Die Abbildung illustriert
das Verfahren fiir verschiedene Teilungsverhaltnisse
c=1/4, c=1/2 und c=3/4 und vier Kontrollpunkte n=4, was
auf eine kubische Bézier-Kurve fiihrt.

Schon in der Antike wusste man die Grof3en von Zahn-
radern sehr genau aufeinander anzupassen, damit Zeiger in
der richtigen Geschwindigkeit tiber Zifferblitter kreisen.
Das beriihmteste Beispiel ist der hochst komplexe Mecha-
nismus von Antikythera, vermutlich eine Art mechanischer
Kalender, der wohl aus dem 1. Jahrhundert v. Chr. stammt
[9]. Seit 2002 wird der Fund aus einem Wrack vor der
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griechischen Insel Antikythera von dem Dokumentarfilmer
Tony Freeth intensiv mit mathematischen Methoden er-
forscht. Freeth hat auch einen Doktortitel in Logik und
Mengentheorie von der Universitit Bristol.

In den Zahnradgetrieben der letzten Jahrhunderte
steckt noch mehr Mathematik - schon in der Form der
Zihne. Wie muss man die Zihne frisen, damit die Rader
die Krifte mit moglichst wenig Reibungsverlust und Spiel
ubertragen? Damit befassten sich schon Uhren-Mathema-
tiker im 17. und 18. Jahrhundert. Der Kiinstler und Mathe-
matiker Philippe de La Hire und der Astronom und Mathe-
matiker Ole Rgmer verfassten zum Beispiel Schriften iiber
Epizykloide, in denen sie bemerkten, dass man die Zihne
von Zahnridern in der Form von Zykloiden abrunden kann,
um sie aufeinander abrollen zu lassen. So tritt nur Rollrei-
bung auf, und die ist viel geringer als die Gleitreibung. Le-
onhard Euler entdeckte - mit Hilfe geometrischer Betrach-
tungen und der jungen Differentialrechnung - noch eine
andere giinstige Form fiir Zahnrad-Zihne: die Evolvente.
Etwa 1752 verfasste er dariiber eine Arbeit mit dem Titel
De aptissima figura rotarum dentibus tribuenda (,Uber
die beste Form fiir Zahnrad-Zihne“), zehn Jahre spiter er-
gianzt durch Supplementum de figura dentium rotarum
(,Nachtrag uiber die Form rotierender Zihne*).

Zahnrider beschiftigen heute natiirlich nicht nur Uhr-
macher: Ein modernes Autogetriebe enthilt Zahnrider, die
nicht nur Reibungsverluste minimieren sollen, sondern
auch noch bei Rotationsgeschwindigkeiten von mehreren
Tausend Umdrehungen pro Minute nicht ins Vibrieren kom-
men dirfen. Obendrein diirfen beim Abrollen der Zahn-
rider keine Hohlriume entstehen, in denen sich Getriebe-
6l fangen koénnte: Das Ol ist eine praktisch inkompressible
Fliissigkeit und kann daher das Zahnrad im schlimmsten
Fall sprengen, sobald es eingequetscht wird.

Heute laufen die meisten Getriebe in Evolventenverzah-
nung, weil sich diese Form einfacher frisen lisst als eine
Zykloidenverzahnung, doch es gibt daneben viele weitere
Arten von Verzahnungen und sogar Hybridformen, in der
die Zahnrad-Zihne teils einer Evolvente, teils anderen Kur-
ven nachgebildet sind.

Regelfidichen. Wer Lehrbiicher zur Liniengeometrie
oder zu Regelflichen sucht, der wird auf viele historische
Werke stof3en. Die Regelflichen wurden um 1828 von Jean
Nicolas Pierre Hachette so getauft, nachdem er sie bereits
1812 beschrieben hatte, in einem Anhang zum Bestseller
Géometrie déscriptive von Gaspard Monge. Der Name
kommt wohl daher, dass sich solche Flichen nach einer
einfachen Regel herstellen lassen: Man nehme eine Gerade
und bewege sie entlang einer Kurve im Raum. Das klassische
Beispiel einer Regelfliche ist ein Hyperboloid.

Die Theorie der Regelflichen war in ihren Anfingen
eingebettet in die sogenannte Darstellende Geometrie, also
die Geometrie, die sich zum Beispiel mit der Projektion
dreidimensionaler Objekte in zwei Dimensionen befasste -
sehr gut anwendbare Mathematik also, was Hachette in
seinem Anhang zur Géometrie déscriptive auch ausdrick-
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lich betont. Die Anwendungen reichen von der Kunst bis
zur Beschreibung der Bewegungen von Maschinenteilen -
heutzutage zum Beispiel von Roboterarmen.

Einerseits entwickelte sich aus diesen Anfingen in der
zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts eine hochdimensionale
und abstrakte Geometrie, unter anderem durch die Arbeiten
von Julius Pliicker, Felix Klein und Wilhelm Blaschke. Pli-
ckers Beitrag bestand vor allem in einem Werk, an dem er
bis kurz vor seinem Tod arbeitete und das 1868/69 in zwei
Binden (Band 2 posthum) erschien, unter dem Titel Neue
Geometrie des Raumes gegriindet auf die Betrachtung
der geraden Linie als Raumelement. Pliickers Ideen wer-
den derzeit zum Beispiel in der Theorie der Diskretisierung
von Geometrien und dynamischen Systemen benutzt.

Andererseits lebt die Theorie der Regelflichen fiir sich
fort - unter anderem in der Architektur, zum Beispiel im
Betonbau. Denn Beton wird in Formen gegossen, in Ver-
schalungen. Weil Beton Zug nicht gut vertrigt, leitet man
Zugkrifte durch Stahlgitter und -stibe im Inneren des Be-
tonteils ab, mit der Bewehrung. Ebene Winde und Boden
sind daher schnell und einfach zu konstruieren, gebogene
Flichen viel schwieriger. Nicht selten muss die Verscha-
lung in solchen Fillen in einzelne Elemente aufgeteilt wer-
den, die maigeschneidert werden - was sehr teuer werden
kann. Dazu kommt die Frage: Wie soll die Bewehrung im
Inneren verlaufen? Regelflichen bieten hier eine Losung
an. Weil sie durch Bewegung einer Geraden erzeugt wer-
den, kann man die Verschalungen leicht aus Kunststoff mit
einem Heidraht erzeugen, der entlang der gewiinschten
Kurve bewegt wird und den Kunststoff schneidet. Zudem
kann man die Bewehrung im Inneren in der Richtung der
erzeugenden Geraden laufen lassen. Wie man Regelflichen
in der Architektur einsetzen kann, wird daher derzeit inten-
siv erforscht.

Tatsichlich steht die Architektur seit Jahrhunderten in
enger Verbindung zur Mathematik, von der Konstruktion
von Formen bis zur Berechnung der Statik von Gebiuden.
Ein antikes Beispiel ist die bauchige Form griechischer Siu-
len, die sogenannte Entasis. Bisweilen orientierten sich die
Steinmetze dafiir offenbar an Schniiren, die sie neben der
(horizontal liegenden) Siule spannten. Deren Form wird
dann durch eine Katenoide (Kettenlinie) beschrieben, also
den Cosinus Hyperbolicus.

Wie kann die Mathematik so niitzlich sein? Ist die Natur
wirklich mathematisch? Es ist ein Geben und ein Nehmen:
Der technische, physikalische, metrische Blick auf die Welt
wird moglich, weil wir die Welt in Zahlen und mathema-
tischen Strukturen fassen und beschreiben, so wie eine
Schriftstellerin die Welt in jhre Worte fasst. Umgekehrt er-
weitert sich die Mathematik wie eine Sprache, weil man sie
braucht, zur Weiterentwicklung technischer und physika-
lischer Methoden. Und wie eine Sprache kann sie auch
selbst zum Untersuchungsgegenstand werden. Ob sie un-
abhiingig davon existiert - entdeckt oder noch nicht ent-
deckt - oder dabei erfunden wird, das ist damit noch nicht
gesagt. Sicher ist: Sie funktioniert.
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Zusammenfassung

Mathematik scheint den natiirlichen Formalismus zur Be-
schreibung und Berechnung physikalischer Prozesse und
GesetzmdBigkeiten zu liefern. Umgekehrt haben physika-
lische Fragestellungen die Entwicklung der Mathematik an-
geregt und teilweise ihre Richtung bestimmt, und eigentlich
gibt es keine scharfe Grenze zwischen Mathematik und Phy-
sik. Eine sinnvolle Einteilung bezieht sich eher auf die Motiva-
tion als auf die Untersuchungsgegenstdnde der Mathematik:
Forschung wird betrieben, um mathematische Strukturen zu
verstehen oder ist durch naturwissenschdftliche oder tech-
nisch-industrielle Anwendungen motiviert.
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Physik, Philosophie der Mathematik.
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