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ДИСТАНЦИОННЫЙ СПЕКТРАЛЬНЫЙ РАДИУС И ГАМИЛЬТОНОВОСТЬ ГРАФА

Аннотация. В последние годы собственные значения матрицы расстояний графа привлекают все большее вни-
мание математиков, поскольку существует тесная связь ее спектра со структурными свойствами графа. Так, совсем 
недавно был получен интересный результат, связывающий гамильтоновость графа с дистанционным спектральным 
радиусом графа, на основе которого была сформулирована более общая гипотеза о гамильтоновости графа. Мы под-
тверждаем выдвинутую гипотезу для k-связного графа, когда {2;3},∈k  а также устанавливаем аналогичные доста-
точные условия трассируемости k-связного графа, когда {1;2}.∈k
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Abstract. In recent years, the eigenvalues of the distance matrix of a graph have attracted a lot of attention of mathema-
ticians, since there is a close connection between its spectrum and the structural properties of the graph. Thus, quite recently 
an interesting result was obtained, relating the Hamiltonicity of a graph to the distance spectral radius of the graph, on the 
basis of which a more general conjecture about the Hamiltonicity of a graph was formulated. We confirm this conjecture 
put forward for a k-connected graph, when {2;3},∈k  and also establish similar sufficient conditions for the traceability of 
a k-connected graph, when {1;2}.∈k
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Мы рассматриваем неориентированный простой (n, m)-граф G с множеством вершин 
1 2( ) { , , , }=  nV G v v v  и множеством ребер ( ).( ) ( ) =E G E G m  Степень вершины vi в G, обознача-

емая через di, равна мощности ее окружения ( ) { ( ) | ( )}.= ∈ ∈i iN v u V G uv E G  Расстояние между 
двумя вершинами vi и vj, обозначаемое dij, – это длина кратчайшей цепи из вершины vi в верши-
ну vj. Матрица расстояний графа G, обозначаемая D(G) = (dij), представляет собой симметриче-
скую квадратную матрицу порядка n, элементами которой являются расстояния dij. Поэтому все 
собственные значения матрицы расстояний D(G) графа G являются действительными числами, 
мультимножество которых представляет собой дистанционный спектр графа G, обозначаемый 
через ( ).Spec ( )D G  Элементы дистанционного спектра будем записывать в невозрастающем по-
рядке: ( ) ( ) ( )1 2( ) ( ) ( .)λ ≥ λ ≥ ≥ λ nD G D G D G  Наибольшее собственное значение ( )1 ( )λ D G  на-
зывается дистанционным спектральным радиусом. Поскольку граф G связен, матрица D(G) не-
приводима, а значит, по теореме Перрона – Фробениуса дистанционный спектральный радиус 

( )1 ( )λ D G  является простым корнем характеристического многочлена ( ) ( )c λD G  матрицы D(G) 
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и существует единственный вектор Перрона (положительный и нормированный) 1( , , ) ,

T
na a  

соответствующий дистанционному спектру со свойством ( )
(

1
)

.( )
∈

λ = ∑i ij j
j V G

a aD dG

Пусть M – действительная симметрическая матрица порядка n, строки и столбцы которой 
индексированы множеством X = {1,...,n}. Предположим, что 1{ ,..., }π = tX X  является разбиением 
множества X. Пусть в соответствии с этим разбиением матрица M имеет следующую блочную 
структуру:
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где матрица Mij обозначает блок, образованный строками из подмножества Xi и столбцами из 
подмножества Xj, диагональные блоки Mii являются квадратными матрицами порядков ni для 
любого i {1,2, , }∈  t  и 1= .+ + tn n n  Для любых , {1,2, , }∈ i j t  пусть bij обозначает среднюю 

сумму строк матрицы Mij, т. е. .=
T

ij
ij

i

M
b

X
1 1  Тогда квадратная матрица ( )=

×
π ij t tM b  порядка t 

называется матрицей частных матрицы M.
Если дополнительно для каждой пары i, j блочная матрица Mij имеет постоянную сумму 

компонент строк, то разбиение π и матрица M/π называются равноправными. Справедливо 
следующее утверждение [1].

Л е м м а  1. Пусть M – неотрицательная матрица, а π – такое разбиение, что M/π – 
равноправная матрица частных матрицы M. Тогда спектральный радиус матрицы M/π равен 
спектральному радиусу матрицы M.

Напомним, что граф является гамильтоновым (трассируемым), если он содержит гамильто-
нов цикл (гамильтонову цепь), т. е. цикл (цепь), содержащий все вершины графа G. Задачи рас-
познавания, является ли заданный граф гамильтоновым (трассируемым), как известно, являются 
NP-полными.

Объединением двух простых графов G и H называется простой граф G∪H с множе-
ством вершин V(G)∪V(H) и множеством ребер E(G)∪E(H). Если графы G и H не пересекают-
ся (V(G)∩V(H)=∅), то их объединение называется дизъюнктным и обозначается через G + H. 
Дизъюнктное объединение k копий графа G обозначается через kG. Соединением непересекаю-
щихся графов G и H называется граф G ∨ H, получаемый из дизъюнктного объединения G + H до-
бавлением всех ребер, которые соединяют каждую вершину графа G с каждой вершиной графа H.

Совсем недавно [2] был получен следующий результат, связывающий гамильтоновость графа 
с дистанционным спектральным радиусом графа.

Те о р е м а  1. Пусть G – граф порядка n ≥ 11. Если ( ) ( )1
1 1( ) ,( )λ ≤ λ nD G D N  где 

1
1 2 1( ),-= ∨ +n nN K K K  то граф G содержит гамильтонов цикл, кроме случая, когда 1 .= nG N

Там же была сформулирована более общая гипотеза [2].
Г и п о т е з а. Пусть G – граф порядка n ≥ 6k + 5 и минимальной степени δ(G) ≥ k. Если 
( ) ( )1 1( ) ,( )λ ≤ λ k

nD G D N  где 2 1( ),-= ∨ +k
n k n kN K K kK  то граф G содержит гамильтонов цикл, 

кроме случая, когда .= k
nG N

Наши основные результаты заключаются в подтверждении этой гипотезы для k-связного 
графа для случаев {2;3},∈k  а также установления аналогичных достаточных условий трассиру-
емости графа, когда {1;2}.∈k

Те о р е м а  2. Для {2;3}∈k  пусть G – k-связный граф порядка (3 7)( 2)
4
+ +

≥
-

k kn
k

 и мини-

мальной степени δ(G) ≥ k. Если ( ) ( )1 1( ) ,( )λ ≤ λ k
nD G D N  где 2 1( ),-= ∨ +k

n k n kN K K kK  то граф G 

содержит гамильтонов цикл, кроме случая, когда .= k
nG N
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Для произвольного связного графа G число ( ) ij
i j

W G d


   называется его индексом Винера. 

В силу теоремы Рэлея – Ритца ( )1 ) max .( )(
∈

λ =
n

T

Tx R

x D G xD G
x x

 Поэтому можно оценить дистанцион-

ный спектральный радиус снизу через индекс Винера:

( )1
( 2 ( )ma ,) ( )( ) x

∈
λ = ≥ =

n

T T

T Tx R

x D G x D G W GD G
nx x

1 1
1 1

где .1,1,( 1),= 

T1  
Далее заметим, что для произвольного связного графа G его индекс Винера удовлетворяет 

неравенству ( ) 2 .
2

  
≥ + -  

  

n
W G m m  Поэтому имеет место

 
( )1

2
2 .

2
2 22) (( ) 2

   
+ -

λ
       ≥ ≥ = - -

W G mD G n
n

n
m m

n n  
(2)

Для произвольного натурального числа k рассмотрим граф 2 1( )-= ∨ +k
n k n kN K K kK  порядка 

n ≥ 2k + 1. Для дистанционного спектрального радиуса такого графа справедлива следующая 
верхняя оценка.

Л е м м а  2. ( )1 ( ) 3 1.<λ + -k
n n kD N

Действительно, рассмотрим разбиение π множества вершин графа k
nN  на три подмножества: 

1 2( ) ( ) ( ) ( ).-=  

k
n k n kV N V kK V K V K  Нетрудно убедиться, что данное разбиение π равноправно 

и имеет матрицу частных

2 2 2( 2 )
( ) / 1 2 .

2 2 1

- - 
 π = - - 
 - - 

k
n

k k n k
D N k k n k

k k n k

Поэтому по лемме 1 

( ) ( )11 ( ) ( ) / .λ = λ πk k
n nN ND D

Но характеристический многочлен матрицы частных равноправного разбиения равен

3 2 3
(

2 2
)/

22 3 5 5 2 2 2 5 2,( ) ( 4) ( )π + +c - - - - +λ = λ - + - λ - λ - + +k
nD N kn k n k kn n k kk n n k

а ( )1 ( ) /λ πk
nD N  является наибольшим корнем этого характеристического многочлена.

Нетрудно убедиться, что 

/
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Поэтому по теореме Бюдана – Фурье [3] на интервале [ 3 1; )+ - +∞n k  у характеристического мно-
гочлена ( )/ ( )πc λk

nD N  нет корней, а значит, по лемме 1 

( ) ( )1 1( ) ( ) / 3 1,λ = λ π < + -k k
n nD N D N n k

что и требовалось доказать.
Из теоремы Перрона – Фробениуса вытекают следующие утверждения [4].
Л е м м а  3. 1. Для произвольного остовного подграфа H графа G справедливо неравенство 
( ) ( )1 1 .( ) ( )λ ≤ λD G D H  
2. Если для некоторого ребра , ( )(  )= ∈e Eu Gv  граф G′ = G – e связен, то справедливо нера-

венство ( ) ( )1 1 .( ) ( )′λ λ<D G D G  
3. Для произвольного нового ребра , ( )(  )= ∉f Es Gt  справедливо неравенство 
( ) ( )1 1 .( ) ( )<λ + λD G f D G
Введем следующие классы графов [5]. Для натурального числа k и n ≥ 2k + 1 положим 

1
, .=n k

k
nNG

Для n ≥ 2k + 2 положим ( )2
, 1 2 2 1( 1) - -= ∨ - + +n k k n kG K k K K K  (рисунок а), где 

1 1 2 2( ),  ( ),  , | |- -= = ⊆ =n kX V kK Y V K Y Y Y k  и ( )3
1 2 1, ( 1) .- -= ∨ + +k n kn kG K k K K  Заметим, что 

2 3
, 1, ,   , ( 1) ,= + ∈ +n k n kG G uv u v k K  поэтому по лемме 2 имеем 

( ) ( )2 3
1 , 1 ,( ) ( ) .λ < λn k n kD G D G

Для n ≥ 2k + 3 положим ( )4
, 1 2 1( 1) ,- -= ∨ + + +n k k n kG K k K K st  где 1 2 1( 1) , - -∈ + ∈ n ks k K t K  

(см. рисунок b), где ( )1 1 2 1 2 1 1 2( 1) ,  ,  | | ,  | | 1,  ( ),  , ,- -= + = = = = ⊆ n kX V k K X X X X k X Y V K Y Y Y  
1 2| | ,  | | 1.= =Y k Y  Поэтому по лемме 2 

( ) ( )4 3
1 , 1 ,( ) ( ) .λ < λn k n kD G D G

Кроме того, для n ≥ 2k + 3 положим ( )5 1
1 1 2 2 , 1, ( 1) .+ - - += ∨ + + =k n k n kn kG K k K K G

Дополнительно введем следующие классы графов: 1 2 3 4 5
, , ,, ,,  ,  ,  ,  ,n k n k n kn k n kG G G G G  получаемые 

из графов 1 2 3 4 5
1, 1 1, 1 1, 11, 1 1, 1,  ,  ,  ,  + + + + + ++ + + +n k n k n kn k n kG G G G G  удалением одной вершины степени n, т. е.

( )
( )
( )

,

2 1 1

2 2

,

1

1 2 3 1

1

3

5
,

( 1) ,

( 2) ,

( 2) ,

- -

- -

+ - -

= ∨ + +

= ∨ + +

= ∨ + +

k n k

k n k

k

n k

n k

n k k n

G K K k K

K K k K

K K k K

G

G

а граф 2
,n kG  совпадает с графом, изображенным на рисунке а, где ( )1( 1) ,= +X V k K  
2 2 2( ),  ,  | | .- -= ⊆ =n kY V K Y Y Y k  Аналогично граф 4

,n kG  совпадает с графом, изображенным на 

a                                                    b



66  Proceedings of the National Academy of Sciences of Belarus. Рhysics and Mathematics series, 2023, vol. 59, no. 1, рр. 62–70

рисунке b, где ( )1 1 2 1 2 2 1 2( 2) ,  ,  | | 1,  | | 1,  ( ),  , ,- -= + = = + = = ⊆ n kX V k K X X X X k X Y V K Y Y Y  
1 2| | ,  | | 1.= =Y k Y  Также заметим, что справедливы неравенства

( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 3
1 , 1 1 , 1, ,( ) ( ) ,      ( ) ( ) .λ < λ λ < λn k n kn k n kD G D G D G D G

Напомним также понятие замыкания графа, введенное в [6]. k-Замыканием графа G, кото-
рое обозначается через clk(G), называется единственный граф, получаемый из графа G последо-
вательным добавлением ребер, соединяющих две несмежные вершины, сумма степеней кото-
рых не меньше k пока не останется таких пар вершин в исходном графе. Когда k = n, полагают 
cl(G) = cln(G). Граф G называется замкнутым, если G = cl(G).

Далее нам понадобиться следующее утверждение [5].
Те о р е м а  3. Пусть G – k-связный граф порядка n ≥ 6k + 11, где k ≥ 2. Если 

2(
2

( ) ) ,2
2

- - 
> + + 
 

n k
e G k

то граф G гамильтонов, кроме случаев, когда { }1 2 3 4 5
, , ,, ,, , , ,( ) .∈ n k n k n kn k n kcl G G G G G G

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 2. Из условия теоремы, неравенства (2) и леммы 2 следует, что

( ) ( )1 1 ,22 )) 3 12 ((- - ≤ λ ≤ λ < + -k
nD nD N

n
kmn G

откуда получаем 
1 ( 3 1).
2

> - -m n n k

Нетрудно проверить, что неравенство 

21 2
2

2
( 3 1) ( )

2
- - 

+ +


- ≥ 


-n kk
n

n
k

выполняется для {2;3}∈k  при условии (3 7)( 2) 6 11.
4
+ +

≥ > +
-

k kn k
k

 А значит, при этих условиях 

в силу теоремы 3 граф G гамильтонов, кроме случаев, когда { }1 2 3 4 5
, , ,, ,, , , ,( ) .∈ n k n k n kn k n kcl G G G G G G

Л е м м а  4. Пусть G граф порядка n, где 
(3 7)( 2)

4
+ +

≥
-

k kn
k

 и {2;3}.∈k

(i) Если G собственный подграф 1
, ,n kG  то ( ) ( )1

1 1 ,( ) ( ) ,λ λ> n kD G D G

(ii) Если { }2 3 4 5
, ,, ,, , , ,∈ n k n kn k n kG G G G G  то ( ) ( )1

1 1 ,( ) ( ) .λ λ> n kD G D G
Действительно, первое утверждение следует непосредственно из леммы 3.
Для доказательства второго утверждения в силу ранее полученных неравенств достаточно 

показать справедливость следующих неравенств: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 4 1 1
1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1( ) ( ) ,     ( ) ( ) ,     ( ) ( ) .+λ < λ λ < λ λ < λn k n k n k n k n k n kD G D G D G D G D G D G

Для этого в силу леммы 2 достаточно показать, что справедливо неравенство

( ) ( ) ( ){ }2 4 1
1 , 1 , 1 , 1min ( ) , ( ) , ( ) .3 1 +< λ λ+ - λn k n k n kn D G Dk G D G

Докажем последнее неравенство. Нетрудно убедиться, что разбиение π ( )1 1( 1) ,= +V V k K  
2 1 3 2 2( ),  ( )+ - -= =k n kV V K V V K  графа 1

, 1+n kG  является равноправным с матрицей частных 
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2 1 2( 2 2)
1 2 2 .

2( 1) 1 2 3

+ - - 
 = + - - 
 + + - - 

k k n k
A k k n k

k k n k

Характеристический многочлен матрицы частных A этого равноправного разбиения равен

3 2 2 2 3 2( 3) (2 5 5 9 9) 3 2) 4( 5.c = - + - λ - + - - - λ + - - - +λ λ +A n k kn n k k k n n k k k

Тогда

2 2 3 23 12 4 7 31 27 12 2,( 3 1)c - ++ + + + + -- = +A kn k n k n kn n k k

и нетрудно убедиться, что при 
(3 7)( 2)

4
+ +

≥
-

k kn
k

 и {2;3}∈k  справедливо неравенство 

0.( 3 1)c + - <A n k  Тогда по лемме 2 для {2;3}∈k  вытекает неравенство 

( ) ( )1 1
1 , 1 , 1( ) ( ) ,+λ < λn k n kD G D G

что и требовалось показать.
Для графа 2

,n kG  разбиение ( )1 1 2 2 3 4 2 1( 1) ,  ( ),  ( ),  ( )- -= - = = =k n kV V k K V V K V V K V V K  являет-
ся равноправным с матрицей частных

2( 2) 4 2( 2 1)
2( 1) 1 2( 2 1)

.
1 2 1 2 1

2( 1) 4 2 2

- - - 
 - - - =
 - - - -
 

- - - 

k k n k
k k n k

B
k k n k
k k n k

Характеристический многочлен матрицы частных B этого равноправного разбиения равен

4 3 2 2 2 3 2

3 2 2

(6 ) (5 3 19 2 8 ) ( 7 15 2 17 14 26)

6 3 10 5 10 8 12.

( )c λ + - - λ + + + - - λ + - - - + + + λ -

- + +

=

-

λ

- + +

B n k k k kn n k n kn n k k k

k k n k kn k n

Тогда 

3 2 3 2 4 3 223 12 9 5 67 45 41 2) 93 125 76 6 .( 3 1) ( ) (c - - + + + + + ++ - = ++ + +B n k k k k k n k k kn k kn

При k = 2 3 23 35 800 28 .( ) ( 3 41) 0- + + += c + - =B n n nf n n k  Нетрудно убедиться, что при 
(3 7)( 2) 26

4
+ +

= =
-

k kn
k

 выполняются неравенства

(26) 0,     (26) 0,     (26) 0,     (26) 0.5464 3464 398 18′ ′′ ′′′= - < = - < = - < = - <f f f f

Поэтому по теореме Бюдана – Фурье на интервале [26;+∞) у многочлена ( ) ( 5)= c +Bf x x  нет 
корней, а значит, по лемме 2 

( ) ( )1
2 1
, ,2121 ( ) 5 (( )) .λ = λ > + > λn nGBD G Dn

При k = 3 3 23 86 2339 11610.( ) ( 3 1)= c + - = - + + +Bg n n nn n k  Нетрудно убедиться, что при 
(3 7)( 2) 80

4
+ +

= =
-

k kn
k

 выполняются неравенства

(80) 0,     (80) 0,     (80) 0,     (80) 0.786870 41501 1268 18′ ′′ ′′′= - < = - < = - < = - <g g g g
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Поэтому по теореме Бюдана – Фурье на интервале [80;+∞) у многочлена ( ) ( 8)= c +Bg x x  нет 
корней, а значит, по лемме 2 

( ) ( )1
2 1
, ,3131 ( ) 8 (( )) .λ = λ > + > λn nGBD G Dn

Для графа 4
,n kG  равноправным является разбиение ( )1 1 2( 1) ,   ( ),= - = kV V k K V V K  

3 2 1 4 1 1 5 1 2( ),  ,  - - -= = ⊂ = ⊂n k n kV V K V K kK V K K  с матрицей частных

2( 1) 2( 2 2) 2 2
1 2 2 1 1

.2 2 3 2 1
2 2( 2 2) 0 2
2 2 2 1 0

- - - 
 - - - 
 = - -
 

- - 
 - - 

k k n k
k k n k

C k k n k
k k n k
k k n k

Характеристический многочлен матрицы частных C этого равноправного разбиения равен

5 4 2 3 2 3 2 2

2 3 2 2 3 2

( 6) (8 2 5 3 19) (21 7 2 17 21 36)

(22 7 3 6 16 27 34) 2 2 8 4 4 10 12.

( ) λc λ - + - - + - - - λ - + - + - - - λ

-

λ -

- + - + - - - λ + - - + +

=

+

C n k n kn k k n kn k n k k k

n kn k n k k k k n kn n k k k

Тогда

4 2 3 3 2 2

4 3 2 5 4 3 2

3 12 18 2 103 6 34 5

294 193 144 28 279 282 180 39 .

( 3 1) ( ) ( )

( )

c +- - + + + +

+

+ - = + +

+ + +++ + +

C n k k n k k k n

k k k k

k

k

n

nk k k

При k = 2 4 3 23 14 921 6880 15036.( ) ( 3 1) - + + += - +c + =Ch nn nn k n n  Нетрудно убедиться, что 

при (3 7)( 2) 26
4
+ +

= =
-

k kn
k

 выполняются неравенства

(4)

(26) 0,      (26) 0,     (26) 0,     (26) 0,

(26) 72 0.

308352 127748 20310 1788′ ′′ ′′′= - < = - < = - < = - <

= - <

h h h h

h

Поэтому по теореме Бюдана – Фурье на интервале [26;+∞) у многочлена ( ) ( 5)= c +Ch x x  нет кор-
ней, а значит, по лемме 2 

( ) ( )1
4 1
, ,2121 ( ) 5 (( )) .λ = λ > + > λn nGCD G Dn

При k = 3 4 3 2( ) ( 3 1) 43 56 29 2 30405 95850.- + += c + - = + +C n n n ns n n k  Нетрудно убедиться, 

что при 
(3 7)( 2) 80

4
+ +

= =
-

k kn
k

 выполняются неравенства

(4)

(80) 0,     (80) 0,     (80) 0,     (80) 0,

(80) 72 0.

72850950 4567675 197636 5424′ ′′ ′′′= - < = - < = - < = - <

= - <

s s s s

s

Поэтому по теореме Бюдана – Фурье на интервале [80;+∞) у многочлена ( ) ( 8)= c +Cs x x  нет кор-
ней, а значит, по лемме 2 

( ) ( )1
4 1
, ,3131 ( ) 8 (( )) .λ = λ > + > λn nGCD G Dn

Лемма 4 доказана. Теперь из лемм 3 и 4 уже непосредственно следует утверждение теоремы 2.
Справедлива также следующая 
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Те о р е м а  4. Пусть G – k-связный граф порядка 
(3 8)( 3) ,

3
+ +

>
-

k kn
k

 где {1;2}.∈k  Если 

( ) ( )1
1 1 ,( ) ( ) ,λ ≤ λ n kD G D G  то граф G содержит гамильтонову цепь, кроме случая, когда 1

, .= n kG G

Л е м м а  5. ( )1
1 ,( ) 3 2.λ < + +n k n kD G

Действительно, рассмотрим разбиение π множества вершин графа 1
,n kG  на три подмноже-

ства: ( ) 2
1

1 1,( ) ( 1) ( ) ( ).- -= +  k nn k kV V k K V V KG K  Нетрудно убедиться, что данное разбиение π 
равноправно и имеет матрицу частных

1
,

2 2( 2 1)
( ) / 1 1 2 1 .

2( 1) 2 2

- - 
 π = + - - - 
 + - - 

n k

k k n k
D k k n k

k k n
G

k

Поэтому по лемме 1 

( ) ( )1
1 1

1 , , .( ) ( ) /= λ πλ n k n kD DG G

Но характеристический многочлен матрицы частных равноправного разбиения равен

1
,

23 2 3 2
( )/

22 6 5 5 6 2 2 6 4 4,( ) ( 3) ( )π - + +c λ = λ - + - λ - λ- - - - + + - +
n kD G kn k n k kn k k nn nk k k

а ( ),1
1( ) /λ πn kGD  является наибольшим корнем этого характеристического многочлена.

Нетрудно убедиться, что 

1
, /

3 2
( )

231 12 99 24 1 0( 3 2 04 12) 36πc + + + + + >+ = + +
n kGD n k n k nk k k kn

и 

1
,

1
,

1
,

( )/

( )/

(

2 2

)/

26 8

.

4

) 56 9( 3 2

( 3 2 016

,

)

( 6

1

30 0

,8

3 02)

π

π

π

′c + + =

′′c + + =

′′′c

+ + + + >

+ +

+ +

+

>

= >

n k

n k

n k

D

D

D

G

G

G

n k

n k

n k

n

n

k k

k

kn n

Поэтому по теореме Бюдана – Фурье на интервале [ 3 2; )+ + +∞n k  у характеристического мно-
гочлена 1

,( )/ ( )πc λ
n kGD  нет корней, а значит, по лемме 1 

( ) ( )1
1 1

1
, ,( ) ( ) / 3 2,λ = λ π < + +n k n kG GD D n k

что и требовалось доказать.
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 4. Из условия теоремы, неравенства (1) и леммы 5 следует, что

( ) ( )1
1 1 ,( ) 3 2,22 2 ( )- - ≤ λ <λ +≤ +n k

mn D G n kD G
n

откуда получаем 1 ( 3 4).
2

> - -m n n k
Нам понадобится еще одно утверждение [5].
Те о р е м а  5. Пусть G – k-связный граф порядка n ≥ 6k + 16, где k ≥ 1. Если 
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( ) ( ) ,
3

3)2 (
2

- - 
+> + + 

 

n k
ke G k

то граф G трассируем, кроме случаев, когда { }1 2 3 4 5
1 , , ,, ,, , , , .( )- ∈n n k n k n kn k n kcl G G G G G G

Нетрудно проверить, что неравенство 

)
3

2
2

1 ( 3 4) ( )( 3
2

- - 
+ + 


-


- ≥ +n n k k

n k
k

выполняется для {1;2}∈k  при условии (3 8)( 3) 6 16.
3
+ +

≥ ≥ +
-

k kn k
k

 А значит, при этих условиях 

в силу теоремы 5 граф G трассируем, кроме случаев, когда { }1 2 3 4 5
1 , , ,, ,, , , , .( )- ∈n n k n k n kn k n kcl G G G G G G

Л е м м а  6. Пусть G граф порядка n, где 
(3 8)( 3)

3
+ +

>
-

k kn
k

 и {1;2}.∈k

(i) Если G собственный подграф 1
, ,n kG  то ( ) ( )1

1 1 ,( ) ( ) ,λ λ> n kD G D G

(ii) Если { }2 3 4 5
, ,, ,, , , ,∈ n k n kn k n kG G G G G  то ( ) ( )1

1 1 ,( ) ( ) .λ λ> n kD G D G
Д о к а з а т е л ь с т в о  леммы 6 проводится аналогично доказательству леммы 4.
Теперь из лемм 3 и 6 уже непосредственно следует утверждение теоремы 4.
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