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Numericka kvadratura a geometricka aplikace urcitého

integralu s vyuZitim matematického software

GOTTFRIED Martin DP-2009 Vedouci DP: Gerta Plackovéa, prom. mat.

Abstrakt

V diplomové praci jsou uvedeny a odvozeny zékladni numerické metody
pro vypocet urcitého integralu. Praktické vyuziti t€chto metod je demonstrovano
na ukazkovych ptikladech. Déle je diplomova prace zaméiena na vyuziti
matematického softwaru MATLAB. Je vysvétleno zakladni uzivani programu a
vypocet urcitych integralli v tomto prostiedi. Uvedeny matematicky software je
pouzit na vytvofeni vlastnich modulti. VSechny uvedené metody jsou aplikovany

na dal$ich ptikladech.

Kliova slova: urcity integral, obdélnikova metoda, lichob&znikova metoda,
Simpsonova metoda, Newton-Cotesovy kvadraturni vzorce, Gaussuv kvadraturni

vzorec, matematicky software, MATLAB.

Abstract

This diploma thesis introduces and infers basic numerical methods for the
definite integral calculus. Practical applications of these methods are
demonstrated on sample exercises. This diploma thesis also focuses on the use
of mathematical software MATLAB. Basic use of this software and calculation
of definite integral in the software interface are explained. The mathematical
software is used for creating customized modules. All methods mentioned are

applied on more examples.



Key words: definite integral, rectangle method, trapezoid method, Simpson’s
method, Newton—Cotes quadrature formulas, Gaussian quadrature formula,

mathematical software, MATLAB.

Das Resiimee

In der Diplomarbeit sind elementaren numerischen Verfahren fiir die
Rechnung des bestimmtes Integral enthalten und abgeleiten. Die praktische
Nutzuzng diesen Methoden ist an  Vorzeigebeispiele prisentieren.
Die Diplomarbeit orientiert sich an die Verwendug der Software Matlab auf.
Die elementare Anwendung des Programs und die Rechnung des bestimmtes
Integrals in dieser Umgebunk erklért sind. Die gennate Software ist verwendet
fiir Schaffung von Eigenmodulen. Alle gennante Methoden sind an weiteren

Beispielen appliziert.

Schliisselworter: der bestimmte Integral, die Rechteckigsmethode, die
Trapezmethode, die Simpsonmethode, die Newton-Cotes Quadratursformel, die

Gauss Quadratursformel, die mathematische Software, Matlab.
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1 Uvod

V matematice se velmi ¢asto pracuje s integralnim poctem. At uz se jedna
0 zji§"tovani plochy pod kfivkou nebo objemu téles, které vzniknou rotaci napft.
¢i momentu strvacnosti. Analytické zplsoby vypocti jsou vSak v mnoha
pfipadech zdlouhavé, pracné a dokonce v nékterych pfipadech i nemozné.
V téchto pfipadech nastupuji numerické metody feseni, kterymi se zabyvd ma

diplomova prace.

Cilem diplomové prace je seznamit se s riznymi numerickymi metodami
vypoctu ur€itého integralu a tyto metody aplikovat na praktickych piipadech.
K feseni ptikladll je vyuzit matematicky software MATLAB, ktery umoziuje jak
numerickou integraci pomoci vestavénych funkci, tak rozsiteni o vlastni funkce.
Dal$im cilem mé diplomové prace je tedy vytvofit vlastni funkci v programu

MATLAB, ktera bude vracet co nejpiesnéjsi hodnotu urcitého integralu. VSechny

vysledné hodnoty budou mezi sebou porovnany.

V diplomové praci nejsou uvedeny vSechny zpiisoby numerické integrace.
Zaméfil jsem se hlavné na metody obecné zndmé. Ctenaf se vSak seznami
metody je uvedeno teoretické odvozeni vzorce, ktery je nasledné vyuzivan

k vypoctu ukazkového ptikladu.



2 Numericka kvadratura

Integrovani je béznym ukolem aplikované matematiky. ReSenim uréitého
integralu je n¢jaké konkrétni Cislo. AvSak dosahnout tohoto feSeni neni mnohdy
snadné, protoze velké mnoZstvi integralii nelze vyjadfit pomoci elementarnich
funkci, napf. integrace transcendentnich funkci' . V takovychto piipadech
vyuzivame ke zjisténi hodnoty integralti pfibliznych metod, mezi které fadime i

numerickou integraci.

Pii numerickém integrovani se snazime integral nahradit jinym druhem
vypoctu, avSak musime zajistit, aby se ziskané feSeni co nejméné liSilo

od hodnoty ptivodniho integralu.

Tyto numerické metody, které vyuzivame ke zjiSténi hodnoty urcitého
integralu, jsou velmi vhodné pro pouziti ve vypocetni technice, protoze jejich

algoritmizace je relativné lehka.

2.1 Riemanniv urdity integral

Tento integrdl je povazovan za jeden z nejstarSich integralti. Jiz stafi
Rekové znali jeho podstatu a dokazali diky nému poéitat obsahy a objemy
nekterych geometrickych utvari. Nese jméno po némeckém matematikovi
Bernhardovi Riemannovi (1826-1866), ktery vyslovil jeho pfesnou definici. Tato

definice v§ak umoziuje pouziti integralu pouze na realné ose.

Definice vychazi z myslenky spocteni obsahu plochy pod grafem funkce.
Pii praktickém zjistovani obsahu bychom plochu vyplnili geometrickymi tutvary,
u kterych se obsah snadno pocita. Tyto utvary vkladame tak, aby se nepiekryvaly
a nepiesahly hranici plochy. Vysledna hodnota je ur¢it¢ mensi nez pozadovany
obsah. Toto ¢islo nazveme dolni odhad. Obdobnym zplsobem, avsSak pokrytim

celé métené plochy, dostavdme tzv. horni odhad. Hodnota, kterou hledame, lezi

1 Transcendentni funkce lze rozd€lit na nizsi, do této skupiny fadime napft. funkce exponencialni,
logaritmické, goniometrické, a vyssi, které nelze vyjadiit pomoci elementarnich funkci
v kone¢ném tvaru.



pravé mezi témito odhady. Vykladdnim plochy stdle mensimi Utvary budeme

vysledek zpiesiiovat.

Definice 1.: (D¢leni intervalu) Necht je (a,b) uzavieny interval na R .

Délenim intervalu (a,b) rozumime koneénou posloupnost

D={xy, x;, ..., x,} bodi z intervalu (a,b) takovych, ze

a=x,<x,<..<x,_,<x,=b .
Cisla x; nazyvame délicimi body.

Definice 2.: (Horni soucet) Necht f je omezena funkce definovana
na intervalu (a,b) . Jeli dano déleni D intevalu {a,b) ,

pro k=1,2,.., n oznafime
M, =sup {f(t)"xk—lsxk} )

pak definujeme horni soucet pfisluSny déleni D vztahem

S<f,D>=§Mk<xk—xk_l>

()

T

Obr. 1: Horni soucet
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Definice 3.: (Dolni souéet) Necht' f je omezena funkce definovana na intervalu
(a,b) . Je-li dano déleni D intervalu <(a,b) , pro k=1,2,..,n

oznac¢ime
m;= inf{f(t)f X SESx )

Poté¢ definujeme dolni soucet ptislusny déleni D vzorcem

s<f,D>=§ my(xy=x, )

i)

Obr. 2: Dolni soucet

Definice 4.: (Riemanndv integral) Necht' f je omezena funkce definovana
na uzavienem intervalu (a,b) . Rekneme, ze f je integrovatelna
na (a,b) v Riemannové smyslu, jestlize infimum hornich souétii pres vSechna
déleni intervalu (a,b) je rovno supremu dolnich soudtd pfes viechna déleni

intervalu (a,b) .

Pak definujeme Riemannuv ur€ity integral funkce f od a do b jako
b

| f(x)dx=inf {S(f,D)}=sup{s(f,D)}

a

11



2.2 Jednoduché metody pro priblizny vypocet urcitého
integralu
Tyto zdkladni metody pro pfiblizny vypocet urCitého integralu vychazeji

z aproximace konstantou, linearni funkci nebo aproximace kvadratickou funkci.

Necht funkce f je integrovatelnina (a,b) .

2.2.1 Obdélnikova metoda
Tato metoda vychazi z aproximace kostantou, tedy
f(x)~q, pro x€(a,b) .

a+b
2

Jestlize ¢q,=f( ), pak

b

[ rxyax~[ 1

a

a+b
2

a+b)

Jdx=(b—a) f

Geometricky vyznam této aproximace je nahrazeni plochy pod funkci f (x)

a+b)

plochou obdélnika, ktery ma vysku /' ( 5

f(x)

fla+by2) +

a (atb)/2 b X

Obr. 3: Obdélnikova metoda

12



Priklad 2.2.1

1
Zadani: Urcete hodnotu integralu fxzcos(xz)dx pomoci jednoduché
0

obdélnikové metody.

ResSeni: Dosadime do vzorce (viz vyse) a dostavame

fxzcos(xz)dx=(1—O)f(12L0)=(%)2cos(%)=0,242228105 .

0

2.2.2 Lichobéznikova metoda

V piipadé této metody je funkce f(x) naintervalu <(a,b) nahrazena

linearni funkci,
f(x)~q,x+q, ,
koeficienty ¢, ¢, jednoduse vyjadiime z podminek
aq,+q,=f(a) , bq+q,=f(b) .
Resenim této soustavy dostavame

g lB=fle) e )
—a b—a

Integral tedy aproximujeme vyrazem

jf(X)dXN}(q1x+q0)dx=(b—a)w

Geometricky vyjadfuje aproximace nahrazeni plochy pod funkci  f(x)

lichobéznikem o vysce b—a azékladnach f(a),f (D) .

13



e

f(a) f(b)

N

a b X

Obr. 4: Lichobeznikova metoda

Priklad 2.2.2

1

Zadani: Urdete hodnotu integralu fxzcos(xz)dx pomoci jednoduché
0

lichobéznikové metody.

ReSeni: Dosazenim do vzorce pro jednoduchou lichobéznikovou metodu
dostavame
1

fx2cos(x2)dx=(l—O)f(o);f(l) =0’54O3;02306=0,270151153 .
0

2.2.3 Simpsonova metoda

Pti vypoctu urcitého integralu pomoci jednoduché Simpsonovy metody je

funkce f(x) aproximovana kvadratickou funkci

p(x)=q,x’+q,x+q, .

14



Interval (a,b) je rozdélen uzly

_ a+b _
xO =a ) X 1 = ) xZ - b
2
) ) ) b—a
na dva podintervaly o velikosti /= 5

Protoze je aproximujici funkce polynomem druhého stupné, tak

koeficienty ¢(.9, 9, jsou uréeny soustavou ti{ rovnic*
2 —
XoqrtX0q1+tq0=f(x,),
2
X192+t x1q,+q0=1 (x,),
x§q2+x2q1+q0=f(x2)

Po vyfeseni této soustavy rovnic a po dosazeni jiz miizeme aproximovat a integral

funkce f(x) vyjadiuje vzorec

[ £(x)dvs J p(x)=51f ()44 £ ()4 £ ()
¥

]

i tlal

'
1
1
i
. a c b *

Obr. 5: Simpsonova metoda

2 Obecné: Funkce p(x)=q,x"+q,_ x" '+..+q,x+q, obsahuje n+1

koeficienth ¢q,, q,_;, ---, 4 4o . Tyto koeficienty jsou urCeny soustavou rovnic

p(xk)=f(xk), k= 0,1, .., n .Vnasem piipadéje n=2

15



Priklad 2.2.3

1
Zadani: Urcete hodnotu integralu fxzcos(xz)dx pomoci jednoduché
0

Simpsonovy metody.

ReSeni: Vyuzijeme odvozeny vzorec a dostavame

fxzcos(xz)dx=@[f(o)+4f(%)+f(1)]=%(1,509214728)=0,251535788.

2.3 Slozené metody pro priblizny vypocet urcitého integralu

2.3.1 SlozZena obdélnikova metoda

P#i uziti slozené obdélnikové metody je nutné rozdélit interval (a,b)
body, resp. uzly X, , kde a=x,<x,<x,<..<x,=b . Necht uzly dany
interval rozd€li na »n podintervall, které maji stejnou velikost. Tuto velikost 1ze

vyjadfit vztahem

Hodnoty funkce f(x) v k-tém podintervalu nahradime hodnotami  f (x,_,)

Integral funkce f (x) naintervalu (a,b) lze zapsat jako

b

ff(x)dx=ff(x)dx+ff(x)dx+...+ flf(x)derf f(x)dx~

a

~hf (xo)+hf (x,) 4+ +hf (x,_,)+hf (x,_,) .

16



Tento integral zapisujeme nasledujicim zptisobem

b

I=_f f(x)dx~

a

b—a
n

2 flx,_)=1, .

V tomto zdpisu I zna¢i hodnotu integralu a [/, piibliznou hodnotu

pii rozdéleni intervalu (a,b) na n podintervali.
Chybu vypoctu vyjadiuje vzorec

2
R =|I-1 |SMSE ’
n

kde D=max|f (x)

, x€{a,b) a & je povolend chyba, na jejimz zaklad¢
se interval (a,b) rozdélujena n podintervald, tedy

D(b—a)?

n=

a X, X, X, b X

Obr. 6: Slozena obdélnikova metoda

17



Priklad 2.3.1

1
Zadani: Urcete hodnotu integralu fxz cos(x’)dx pomoci slozené obdélnikové
0

metody.

Reseni: Budeme se drzet vzorce

Rozdélme interval (a,b)=(0,1) na n=10 podintervalu, které maji velikost

b— 1
-~ , a pro které plati

h: =
n 10

0=x,<x,<..<x,,=1
Po dosazeni zjistujeme, ze velikost podintervali je 0,1 . Rozepsanim vzorce
dostavame vyraz
‘ 1
J 3 cos () =5 (£ (0)+ £(0.1)+ £(02)+ £ (0.3) ...+ (0.8)+(0.9))

0

Pro jednotlivd x;_; sestavime nasledujici tabulku.

18



Xi-1 f(xi)

0,0 0,0000000
0,1 0,0099995
0,2 0,0399680
0,3 0,0896357
0,4 0,1579564
0,5 0,2422281
0,6 0,3369229
0,7 0,4323431
0,8 0,5133413
0,9 0,5584937

Tabulka 1

Se¢tenim funkénich hodnot  f(x,_;) dostavame hodnotu  2,3808887 .

Pro kone¢ny vysledek je jesté potieba toto ¢islo vynasobit 0,1

Zavér: Piiblizna hodnota integralu vypoctend obdélnikovou metodou je

0,238088869 .

2.3.2 Slozena lichobéznikova metoda

Lichob&znikovd metoda pouziva stejné déleni intervalu (a,b) , tedy
déleniuzly x; ,kde a=x,<x,<x,<..<x,=b _ Té&hto n podintervalii mi

op¢t stejnou velikost, kterou Ize vyjadfit vztahem

=b—a
n

h

Hodnotu funkce f(x) pro vSechna x v k-tém podintervalu tentokrat nahradime

hodnotou . Integral funkce f(x) naintervalu (a,b) ma

S e )+ f(x)
2

poté tvar

19



b

ff(x)dx=flf(x)dx+ff(x)dx+...+ j;lf(x)dx—i-f f(x)dx~

a

f(xo)+f(x1)+hf(x1)+f(xz)+ +hf(xn—2)+f(xn—l)+hf<xn—l)+f(xn)

~h 7 5 > 5

Upravami dosahneme tvaru

( b—a
I= dxm~
[ £

(fla)+2 [ (x)+2f (x)+..+2 f(x, )+ f(b)=1, ,
kde I oznaCuje skute¢nou hodnotu integralu a 7, hodnotu piibliznou
pii rozdéleni intervalu  (a,b) na n intervald.

Chyba metody je dana vztahem

(b—a)’

Rn=|l—1n|<D ——<¢
12n

2

kde je v tomto ptipadé D=max|f (x)

, x€(a,b) a € je opét povolena
chyba, pomoci které uréime rozdéleni intervalu (@,b) na n podintervald.

Plati tedy

20



a X, X, X, b N

Obr. 7: Slozena lichobeznikova metoda

Priklad 2.3.2

1
Zadani: Urcete hodnotu integralu fxzcos(xz)dx pomoci  slozené
0

lichobéznikové metody.

ReSeni: V tomto ptipad¢ se budeme drzet obecného vzorce

b—a

n

(f(a)+2f(x)+2 [ (x)+.. 42 f(x,_)+ 1 (b)) .

Interval  (a,b)=(0,1) rozdélime uzly x, , kde O0=x,<x <..<x,=I,

- 1
n=10. Tyto vzniklé podintervaly maji velikost /= b " ==

Dosadime do vzorce a dostavame

[ o 1 1 2 9
.{x cos(x )~%(f(0)+2f(ﬁ)+2f(ﬁ)+...+2 f(l—o)—i-f(l))

21



Pro piehlednost vytvoiime tabulku funkénich hodnot £ (x;) .

X f(x;)
0,0 0,0000000
0,1 0,0099995
0,2 0,0399680
0,3 0,0896357
0,4 0,1579564
0,5 0,2422281
0,6 0,3369229
0,7 0,4323431
0,8 0,5133413
0,9 0,5584937
1,0 0,5403023

Tabulka 2

Zapracovanim téchto funkénich hodnot do vzorce dostavame Cislo  5,3020797

. b 1
které pro konec¢ny vysledek musime vynasobit 2_na_ 50

Zavér: Piiblizna hodnota integralu vypoctena lichobéznikovou metodou je

0,265103985 .

2.3.3 SloZena Simpsonova metoda

P#i volbé Simpsonovy metody opét interval (a,b) rozdélime uzly x; ,
kde a=x<x,<..<Xx,, ;<X,,=b . Timto d&lenim vznikne 27 stejné

velkych podintervalt o velikosti
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Hodnoty funkce f(x) v podintervalu <X2k_1,xzk+1> jsou nahrazeny
parabolou, kterd prochazi body f(xzk—l) , f(ka) a f(X2k+1) . Tuto
podminku 1ze vyjadiit vztahy

£ (x2,_1)=AR*=Bh+C,

f(xzk)=cr

f(xy501)=AR*+Bh+C , kde  A,B,C jsou parametry.
Integral funkce f(x) na intervalu (Xppoys Xopiy) pak lze zapsat jako

Xokr1 h h

f f(x)dxmf (Ax2+Bx+C)dx=§(2Ah2+6C) .

Xap-t —h

Po dosazeni do ptedchozich vztahii dostaneme vyraz

FRAF+OC)I=5(f (ry )+ S (e )44 (02)

Po zméné indexi miizeme vyraz prepsat na jiz konecny tvar

%(2Ah2+6c)=g(f(x2k—2>+4f(x2k—l)+f(XZk))

a integral funkce f(x) na intervalu (a,b) lze jiZz snadno aproximovat

[ £ 00 dem B0 f ()4 £ ()4 (5L ()44 7 () + £ ()]+

a

bt L (o) 4 f () f (3]

:b—a
6n

{f (o) + A0S (x )+ () (g, ) ]+

F2[f (xy)+ f(x )+t f(xy, )]+ f(x,,)}
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Chybu Simpsonovy metody vyjadiuje vztah

<D(b—a)5

4<€
180(2n)

2n

kde v tomto zpiisobu integrace je D=max|f"(x)|, x€(a,b) a & znati
pozadovanou ptesnost (povolenou chybu), podle které se urci pocet podintervali
n , na které je interval (a,b) rozdélen, a plati

JD(b—a) '

2m>\ 50,

Piiklad 2.3.3

1

Zadani: Urcete hodnotu integralu sz cos(x*)dx pomoci sloZené Simpsonovy
0

metody.

ReSeni: Pii této metod€ vypoctu budeme vyuzivat vzorec

ff(x)dx=b

6—na {F(xo) AL (x )+ f () oo f (3,2 )]+
201 ()4 £ (xy)+ ot £ (x5, 0) ]+ f(x,) )

P#i volb& Simpsonova pravidla rozdélime interval (a,b)=(0,1) na 2n=20

subintervald, plati tedy 0=x,<x,<..<x,<x,=1 . Velikost t&hto intervalt

b—a 1

2n 20

vyjadiime vztahem

Dosazenim do vzorce dostavame vztah

(2 a1 1 3
[ 3 cos ()= (£ (0)+4LS (55)+/ (55) -+ S

0

19

E)H

21 G+ S )+t f G+ £(1)}
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Pro jednoduchost a piehlednost sestavime tabulku funkénich hodnot  f (x,) .

X f(x;)
0,00 0,0000000
0,05 0,0025000
0,10 0,0099995
0,15 0,0224943
0,20 0,0399680
0,25 0,0623780
0,30 0,0896357
0,35 0,1215820
0,40 0,1579564
0,45 0,1983623
0,50 0,2422281
0,55 0,2887649
0,60 0,3369229
0,65 0,3853482
0,70 0,4323431
0,75 0,4758325
0,80 0,5133413
0,85 0,5419869
0,90 0,5584937
0,95 0,5592339
1,00 0,5403023

Tabulka 3

Dosazenim téchto funk¢nich hodnot do vzorce a naslednym vypoctem dostdvame

hodnotu integralu.

Zavér: Piiblizna hodnota integralu vypoctend Simpsonovou metodou je

0,265600193 .
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2.4 Metoda polovi¢niho kroku

Tato metoda slouzi ke zptfesnéni vysledku numerické integrace, tedy
k minimalizaci chyby. V né&které literatufe muizeme tuto kapitolu nalézt

pod nazvem Richardsonova extrapolace nebo Rungeova metoda.

Predpokladejme, Ze pro chybu metody plati

A=A(h)+ch +O0(h') , (2.4-1)
kde s>r>0 . A v tomto zapisu oznacuje pozadovanou piesnou hodnotu
numerické metody.  A(h) vyjadfuje aproximaci A4, kterd zavisi

na parametru 4, c¢ je konstatnta. Ziejm¢ plati ]{TZA(}’):A . Soucet

ch™+O0(h*) je zde ve vyznamu chyby metody. Clen ¢h” udava hlavni ¢ast
chyby a O(h’) ¢leny chyby vyssiho fadu (s>7) . Jestlize je  p#0 realné

Cislo, pak plati také vztah

A

A=A(ph)+c(ph) +O(kK) . (2.4-2)

Vztah (2.4-1) vynasobme (—p") a seteme s vyrazem (2.4-2). Jestlize

z vysledné rovnice vyjadiime A , dostavadme tvar

Tento vztah umoziuje aproximovat 4 s chybou s>r . K tomuto vyjadfeni

jsou vyuzity dvé aproximace, které jsou zastoupeny hodnotami parametra 42 a

ph . Jestlize zvolime p== |, pak mluvime o metode polovicniho kroku.

1
2
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Jestlize budeme metodu poloviéniho kroku aplikovat na lichobéznikové

pravidlo, dostavame piedpis

([ﬁ_lh)

I=1,+——— >
3

kde [ znadi pfesnou hodnotu integralu, [, aproximovanou hodnotu integralu

« : ‘v 1 .
vypoctenou lichobéznikovou metodou s krokem /4 a g aproximovanou

hodnotu integralu ziskanou lichobéznikovym pravidlem s krokem

N | >

Pro chybu metody plati vztah

I,

4

=1, 2

h
) 3 2

Nyni zpfesnime feSeni v Simpsonoveé metod¢€. Pro urceni piesné hodnoty

integralu plati vztah

Ih_lh
2

I=1,+
215

Chyba metody je urcena vzorcem

1,~1,

R,=—
T

Oznacenti je stejné jako u zpfesnéni lichobéZnikové metody.
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2.5 Obecny problém numerické kvadratury

Obecny operator numerické integrace miizeme vyjadfit ve tvaru

LIf(x)]=/(b +22A,,f

j=1i=1

Jestlize dosadime do tohoto vztahu za f (x) funkci f g(x)dx dostaneme

m

L[f(x)]= L[fg f dHZZA,,g’ Y(a,)

j=1i=1

Integra¢ni rovnice ma poté tvar

f dx-l-zn:ZAUgl g (a,)=E °.

j=li=1
Jesltize bude E=0 a pokud budeme piedchozi rovnici feSit vzhledem

b
k fg(x)dx , dojdeme k tomu, Ze aproximace ur¢itého integralu funkce

a

g(x) je linearni kombinace hodnot funkce g(x) a jejich derivaci.
Za problém numerické integrace povazujeme uréeni koeficientt 4; a bodd

a; tak, aby aproximace dosahovala poZzadované piesnosti.

Jestlize je funkce g(x) polynom dostate¢né nizkého stupné, vyuzijeme
aproximaci pomoci polynom, tzn. budeme volit koeficienty 4, a body a;
tak, aby bylo E=0 . Soustfedime se na piipad, kdy je m=1 , coZ znamena,
ze integral vyjadiime jako linearni kombinaci funkénich  hodnot
(viz lichobéznikové pravidlo). Z pohledu teoretického i1 praktického se jedna
o nejdulezitéjsi pfipad. Po Upravach a zménach v oznaceni ptredchozi rovnice,

dostavame tvar

ff(x)dx=i1ij(aj)+E . (2.5-1)

3 E oznacuje chybu numerické kvadratury
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Otazkou zistdva, jakého musi byt polynom stupné, aby bylo E=0 ,
neklademe-li 74dnd omezeni na body @, ani na koeficienty # , . Tento
stupeit polynomu nazveme rad presnosti vzorce. Mame k dispozici 2n
konstant ( n bodi a; , n koeficienti H ; ), proto mizeme tvrdit, Ze tento

nejvyssi stupen je 2n—1

2.6 Newton-Cotesovy kvadraturni vzorce

2.6.1 Interpolace

V praktickych vypoctech je velmi vhodné a diilezité nahradit danou funkci
f(x) funkci g(x), se kterou se lépe pracuje. Takovy pozadavek, aby
funkce g(x) méla v danych bodech stejné hodnoty jako funkce f(x), se

nazyva interpolace.

Nejcast¢jSim zplsobem nahrazovani funkce je sestrojeni polynomu, tzv.
interpola¢niho polynomu.
Véta 1.: (Existence a jednoznacnost interpolacniho polynomu) Necht’ v intervalu
I je dano n+1 rbdznych boda (uzl) Xy, X;,....,x, . Déle necht jsou dany
funkéni hodnoty  f,=f(x,), k=0,1,...,n . Pak existuje pravé jeden
polynom P (interpolaéni polynom funkce f suzly X,,...,X, ) stupné nejvyse

n takovy, ze

P(x)=f,, k=0,1,..,n
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Piiklad 2.6.1.a)

Zadani: Sestrojime interpolaéni polynom pro funkci f(x) , kterd je déna

tabulkou.
X, -1 0 2 3
fa 4 4 —14 -8
Tabulka 4
ReSeni: Dosadime-li do vztahu
T OX—X;
Lk(x)Eizl(lk x :

a poté do vzorce

P<x>=§ S Ly(x),

dostavame
P<x)=foLo(x)+f1L1(x)+f2L2(x)+f3L3(x)=
x+1)(x=2)(x=3)

x(x=2)(x=3) +4( _

= T Ci02)(C1-9) 1(=2)(=3)

+1)x(x=3) _(x+1)x(x=2)

1)2(2=3) ~(3+1)3(3=2) 25T 44

Piiklad 2.6.1.b)
Pro n=1 ,tzn. pro dva uzly, dostavame linearni interpolaci.

P(x)=];)fk H X=X =1, +f, x_x0=f0<x_xl)_fl<x_x0)

i=0izk X —X; Xo—X X=Xy Xo— X4

x_xO

fl_fO

X1—Xo

=fo+

(x_xo) .

4 Tzv. Lagrangeovy koeficienty interpolaéniho polynomu. Plati L k(x k) =1
pro k=0,1,..,n ,alepro j#k je Lk(x].)=0
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Zapis ve tvaru

n

P<x>=§6 =

i=0izk Xp—X;

nazveme Lagrangeovym tvarem interpolacniho polynomu. Tento vzorec ma dobré

vyuziti ve vypocetni technice, protoze je dobfe programovatelny.

Pfi nahrazeni funkce f interpolacnim polynomem v intervalu / i mimo

uzly X, je nutné zjistit chybu metody, tj. odhad rozdilu R(x)= f(x)—P(x)

Véta 2.: Necht interpolovana funkce f ma (n+1)-ni derivaci spojitou
na intervalu /. Necht interpola¢ni uzly x,,x;,...,x, lezi v I Pak ke kazdému

x€l existuje bod {={(x)e(min(x,x,,...,x,), max(x, x,, ..., x,)) takovy,

(n+1)
e Rixj=s(0)-plx)=L0 L Cl

kde L(x)=(x—x,)(x—x,)...(x—x,)

2.6.2 Ekvidistantni uzly

Nejcastéjsi zplisob déleni intervalu (a,b) uzly X, X, ..,X, je ten, Ze
jsou tyto uzly rovnomérné rozlozeny a vzestupné usporadany. Oznacime-li 7

jako krok, tzn. vzdalenost dvou sousednich uzlt, mizeme uzel X, vyjadritjako
X, =x,t+kh
kde k=0,1, .., n . Uzly, které spliiyji tuto podminku, nazyvame ekvidistantni.

Zavedeme proménnou ¢ , kterd vyjadifuje polohu bodu x vzhledem

kuzlu x, aplati proni vztah

Substituce x=x,+th pievede uzly Xy, Xo+h, ..., xy;+nh na celoéiselné uzly

0,1,..,n
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2.6.3 Obecna formule pro ekvidistantni uzly

Polozime  x,=x,+kh, k=0,£1,£2,... . Necht' integratni meze

a,b, a<b splyvaji s n&akymi uzly x, . Napf. a=x,, b=x, , kde

p<q . Funkci f(x) nahradme interpola¢nim polynomem P(x) , ktery
mauzly Xg, Xj, o, X, .

Pozn.: Vzijemna poloha integracniho intervalu (a,b)=(x,,x,) a

interpola¢niho intervalu (X, X,) je zcela libovolna.
Budeme integrovat rovnost
f(x)=P(x)+R(x) ,

ve které R znaci chybu interpolace. Integral ma tedy tvar

Tf(x)dx=}P(x)dx+?R )dx= fP )dx+r

X
P » » n

kde r vyjadiuje chybu integra¢ni metody.

Substituci x=x,+th | piiemz dx=hdt apfi dosazeni do vztahu

)n—k n

Z m [T (=) >

ci=0i#k

dostaneme vyraz
X

[ P(x)dv= hZf %jq" [T (t—i)ar .

X 0i#k

P

Obecny tvar pro metody, které vyuzivaji interpolaci pti ekvidistantnich uzlech, 1ze

tedy vyjadfit jako
ff(X)dx=hz Akf(xk)+r s
X k=0

kde je oznaceno

5 Langrangetv tvar interpolacniho polynomu pro ekvidistantni uzly.
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B (_l)n—k q ‘
Ak—m£[H (Z‘—l)dl‘ .

=0i#k

Koeficienty A4, jsou funkcemi ¢tyi proménnych (celo¢iselnych) p, g, n, k
kde p<g,n=0,0<k=<n .AvSak nezaviseji na funkci f ,aninakroku #/ .
Integra¢ni metody se rozliSuji zptisobem volby vzdjemné polohy integra¢niho a

interpolacniho intervalu, resp. volbou hodnot dvojice p,q .

2.6.4 Newton-Cotesovy metody uzavieného typu

Jedna se o specidlni tvar kvadraturniho vzorce

ff(x)dx=h§Akf<xk)+r ,

kde volime p=0,g=n . Jedna se tedy o pfipad totoznosti integracniho a
interpola¢niho intervalu, coz ma za dusledek splynuti integracnich mezi a,b
s krajnimi uzly X,, X, interpolaéniho intervalu. Rozdéleni intervalu (a,b)

je rovnomeérné. Pro uzly interpolace tedy plati

x,=a+kh, k=0,1, .., n, h=

Ve vysledném vzorci bychom pozadovali, aby obsahoval délku intervalu b—a .
Z tohoto diivodu vyndsobime vyraz

_ et .
eI

Cinitelem n a vysledny tvar kvadraturniho vzorce je

b

ff<x>dx=<b—a>§1<n,kf<xk>+r ,

a

kde r znalichybu integraéni metodya K, ; jsou konstanty, pro které plati

nk

nk/n k)! IH (¢=10)

0 i=0i#k

Kn,k
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Tyto konstanty jsou nezavislé, jak vzorec napovida,na f ina &
Véta 1.: Pro Newton-Cotesovy koeficienty K, , plati
1. K,,=K, .. pro k=0,1,..,n

Vlastnost nazveme symetrii koeficienti.

2. Zn:Kn’,;l
k=0

Tuto vlastnost ozna¢me jako kontrolni souctovy vztah.

Uved’'me nékteré Newton-Cotesovy koeficienty. V nésledujici tabulce jsou
vypocteny pro n=1,2,3,4,5,6 .Z divodu symetri¢nosti je uvedena pouze
polovina pro kazdé n . Z vySe uvedené véty lze snadno druhou polovinu
doplnit. Koeficienty jsou vyjadfeny ve tvaru zlomku, spolecny jmenovatel téchto

zlomki je uveden ve zvlastnim sloupci.

n K 0 1 2 3 Jmenovatel Chyba r
1
1 1 2 -5/ en
L 5
3 (4) 5
3 1 3 8 w0/ (¢)
_8 Oy
4 17 32 12 90 oas /¢
275
5 19 75 50 288 ~T2096 “en
9 ~(8) 9
6 41 216 27 272 840 ~Ta00” (&)n
Tabulka 5
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Dukladnégjsim zjistovanim chyby dospéjeme k tvrzeni:
Véta 2.: Necht' funkce f ma (n+2)-tou spojitou derivaci v intervalu  (a,b)
Pak 1ze chybu

b

()= f<x>dx—<b—a>§ K, f(x)

a

Newton-Cotesovy metody uzavieného typus (n+1) rovnomérmé rozlozenymi

uzly x,=a+kh, k=0,1,.., n, h= ) , vyjadfit pro n sudé

(n=2m) ve tvaru

n+2 n n
hn+3 f J.
0

n+2 !

i=0

apro n liché (n=2m+1) vetvaru

kde a<<&<b . Integraly vyjdou zaporng.

Pii praktickych vypoctech se ve vétSin€ ptipadii upiednostiiuji vzorce
s lichym poctem uzld, protoze pro n¢ je n sudé, napi. n=2m . Narozdil
od vzorcl se sudym pocétem uzld, pro né je n=2m+1 . Vyhodou uziti vzorce
s lichym poctem uzli je, Ze se pocita o jednu funkéni hodnotu integrované funkce

méng¢, avSak chyba je fadove stejnd u obou vzorct.

Specialnim ptipadem Newton-Cotesovy metody uzavieného typu, kdy
zvolime n=1 | je lichobeznikovd metoda. V tomto ptipad¢ pouzijeme linearni
interpolaci. Jestlize polozime x,=a , x,=b | h=b—a . Po dosazeni
do vzorce pro Newton-Cotesovu metodu uzavieného typu

b

[ f<x>dx=<b—a>§1<n,kf<xk>+r

a

35



a vyuzitim tabulky 5 dostdvdme znamy vzorec pro vypocet urcitého integralu
lichobéZnikovou metodou

b

ff(x)dx=

a

kde ¢€(a,b) .

Dalsi vyuzivanou metodou, kterd vychéazi z Newton-Cotesovy metody

uzavieného typu, je Simpsonova metoda. V tomto piipad¢ zvolime n=2 .Jedna

. : : +
se tedy o kvadratickou interpolaci. Polozme tentokrat x,=a |, x,=(a 2b) ,
_ (b—a) y
x,=b |, h= > . VyuZijeme opét vztah pro Newton-Cotesovu metodu

uzavieného typu a tabulku 5. Po dosazeni dostavame vzorec

b

ff(x)dx=

a

a+b
2

P24 flayra  (CED) s p - e

kde ¢€(a,b) .

2.6.5 Newton-Cotesovy metody otevireného typu

Zde mluvime o specidlnim piipadu interpola¢niho kvadraturniho vzorce

pY

ff(x)dx=h§/1kf(xk)+’” s

X
P

kde polozime p=-—1 , g=n+1 .Coz ma za nasledek vyuziti pouze vnitinich

uzlthk x,=a+(k+1)h | k=0,1, .., n h=<b_a)

v integra¢nim intervalu
’ (n+2) g

<a,b>5<x_1,xn+1> interpola¢nim polynomem P .
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Analogickym postupem jako pii metodach uzaviené¢ho typu (vyndsobeni
Cinitelem 7 , apod.) zapiSeme vzorec ve tvaru
b

[ f<x>dx=<b—a>§An,kf<xk>+r ,

a

kde r opét znadi chybu metody. Pro konstatnty 4, ; plati

(_1 n -k n+1

A k)] I

—1 i=0i#k

U Newton-Cotesovy metody otevieného typu miizeme vyslovit analogickou

vétu 2. Tentokrat vSak koeficienty vychazeji kladné.

Pii volbé n=0 dostdvame specidlni ptipad Newton-Cotesovy metody
otevieného typu, tzv. obdélnikovou metodu. Pro vypocet urcitého integralu touto

metodou plati vztah

kde ¢€(a,b) . h=

Dalsi dobfe zndmou metodou, kterd je odvozena od Newton-Cotesovy
metody otevieného typu je Simpsonova otevirena metoda, ktera se hojné vyuziva

pii numerickém feSeni diferencialnich rovnic metodou predikce-korekce.
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V nasledujici tabulce 6 jsou uvedeny koeficienty 4, , a chyby
pro Newton-Cotesovy metody otevieného typu. Systém vypliovani tabulky 6 je
stejny jako u tabulky 5, tedy je uvedena jen polovina koeficientti. Tyto koeficienty

jsou uvedeny opét ve tvaru zlomkt. Spole¢ny jmenovatel je uveden ve zvlaStnim

sloupci.
k
n 0 1 2 Jmenovatel Chyba r

1

0 1 1 AL
3 .

1 1 2 Zf[z)(éf)h3
14

2 2 -1 3 5/ n
95 L4 5

3 11 1 24 e Ak
4] )

4 11 14 26 20 a0 /O
5257 L) W

5 611 -453 562 1440 sea0” (&)

Tabulka 6
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2.7 Gaussova kvadratura

2.7.1 Hermitova interpolace

Pii hleddni Hermitovy interpolace budeme vychazet z obecného
interpola¢niho operatoru, ktery ma tvar

LIS ()=, (x)+2 2, 4,(x) fa,)

j=1i=0

kde a; jsou konstatnty a Ag,(x ) polynomy v x . Zvolme m=1 . Také
budeme piedpokladat, Ze zndme v r bodech, r<n kromé funkénich hodnot i

hodnoty prvnich derivaci. Z téchto predpokladti lze vyjadiit 1 (x) vztahem

f<x>=§h_,<x>f<a_,>+§E,(x)f’<a_,.>+E<x>=y<x>+E(x) ,

kde 7%,(x) i h,(x) jsoupolynomy. Podle kritéria pro interpolaéni aproximaci
pozadujeme, aby pro chybu E(x) platilo
E(a)=0, j=1,2,..,n,
E(a;)=0, j=1,2,.., 1
Podobné jako u Lagrangeovy interpolace chceme, aby pro polynomy
h,(x) , h,(x) platily podminky
hj(ak)=5jk, j,k=1,2,..,n, ¢
hila)=0, j=1,2,...r, k=1,2,..,n,

h;.(ak)=0, j=1,2,..,n, k=1,2, ..., r,

hila)=6,, j, k=12, .,r

6 8 je tzv. Kroneckorovo delta, pro které plati 6 ;=0 pro j#k a J,=1 pro j=k
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j budeme pouZzivat oznaceni

kde ¢ j(x ) zna¢i linearni polynom. Polynom % j(x ) splituje vSechny vyse

uvedené podminky az na hia;)=1, j=1,2,..,7 a

h;(a,)=0, j=1,2, .., r .Prosplnéni musime zvolit

ta,)+1,(a;)+1,(a;,)=0, j=1,2, .., r
Podobnym zpiisobem vyjadiime i polynom h_ Ax) . Polozime

h(x)=s,(x)],(x)],(x), j=1,2,..,r

kde s j(x ) je opét linearni polynom. Pro splnéni podminek musime polozit

s a,)=0, j=1,2,..,r,
s 1

a)=1, j=1,2,..,r

Lineéarni funkce, které splituji vSechny vyse uvedené podminky, jsou

t(x)=1=(x=a)(l,(a)+],(a)),

s, (x)=x—a,.

V dalsi ¢4sti nalezneme chybu E(x) . Necht tedy
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kde  x neni tabulkovy bod’. Funkce F(z) ma n+r+1 kotendi®.
Podle zobecnéné Rollovy véty existuje bod (, ktery je v intervalu uréeném koteny
tak, ze

(n+r)!

0=F"*"1(¢)= ") =(f(x)=p(x))————
p,(x)p,(x)

Pro chybu E(x) tedy plati

_p.(x)p.(x)
(n+r)!

E(x) )

Tento piedpis plati i pro takova x , ktera jsou tabulkova.

Interpolacni vzorec je tedy ve tvaru

+pn(X)pr(x)

(n+r)! f<"+">(§) ’ (2.7.1-1)

f(x>=§ h,.<x>f<aj>+§ i (x) f(a)
kde

hj(x):[1_(x_aj)(l;'n(aj)—l—lﬁl/'r(aj))]ljn(x)ljr(x)J Jjg=L..,r,

, j=r+l,..,n

>

h(x)=(x—a,)l,(x),(x), j=1,.., 7.

Vzorec (2.7.1-1) nazveme modifikovany Hermitiiv interpolacni vzorec.

Jestlize zvolime r=n , pak ma vzorec tvar

F=3 ) b D) £ o+ 2500 1)

ve kterém je

h(x)=[1=2(x=a,)1)(a ]2 (x),
]/;]

(x)=(x—=a,;)L(x), j=1,..,n

7 Znémé hodnoty funkce f (x) (popft. 1 hodnoty nékterych derivaci) v jisté mnoziné bodu.
8 dvojnasobné¢ 4, ..., a4, ,jednoduché a, ., .., a, a x .

roo
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Ve vzorcich pro  /,(x) a /,(x) je voleno ,(x)=/;(x) . Vyse uvedeny

vzorec (2.7.1-2) se nazyva Hermituv interpolacni vzorec.

2.7.2 Legendrovy polynomy
Legendrovym polynomem n-tého stupné nazveme polynom

P (x)= 1-2~3-..r.l-52n—1) x

o n(n=1) 5 n(n=1)(n=2)(n=3) -4

2(211—1))C 24(2n—1)(2n=3) .

Funkce y=P,(x) vyhovuje Legendrové diferencialni rovnici
(1=x*)y =2xy'+n(n+1)y=0 .

Mezi zékladni vlastnosti Legendrovych polynomu patii

Pro |x<1 plati

P01, S|Pl (x)< 1, S|P ()1, o, - PH ()<
n
Kofeny rovnice P,(x)=0 pro n=1,2, ... lezivintervalu (—1,1) .
Pro n>=2 plati vztah
2n—1 n—1
Pn(X)=( n )xPn—l( )_ n Pn—Z(x)
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Legendriv polynom fadime mezi ortogonalni polynomy’ (stejné¢ i Hermitlv

polynom), které lze vyjadrit vztahem

fn<x>=d,,220cmgm<x> :

kde p¥i vhodné volbé  d,, ¢,,, g,(x), N dostdvame pozadovany polynom.

2.7.3 Odvozeni Gaussova kvadraturniho vzorce

Necht’ jsou meze a,b ve vzorci (2.5-1) kone¢né. Tento vzorec je piesny
pro polynomy  stupné¢ nejvyse 2n—1 . Jestlize do vzorce dosadime
za f(x)=x*, k=0,1,.., 2n—1 a polozime E=0 , dostaneme soustavu

2n rovnico 2n neznamych konstant, tedy
a,=2 H,d", k=01,.., 2n—1,
PR

kde
b k+1 k+1

a

ResSenim téchto nelinearnich rovnic jsou uzly a koeficienty, které hledame.

V nasledujicim textu se budeme snazit objasnit tfi problémy:
1. bez pocitani zjistit, zda jsou koeficienty a uzly realné;
2. urdit £ v pfipadg, ze f(x) neni polynom stupné nejvyse 2n—1 ;

3. ukazat, ze uzly jsou v mnoha pfipadech kofeny obecné¢ zndmych

polynomd.

9 Necht w (x) Je funkce integrovatelnd na <a , b> a w (x ) >0 skoro viude
na <a , b> . Tato funkce se nazyva vahova funkce.

b
Skalarni sou¢in funkei /', g je definovan takto ( f, g)=fw(x)f(x)g(x)dx

Jestlize (f, g)=0 ,pakiikime,7e f, g jsouortogonilnina (a@,b) svahou
w
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Budeme vychdzet z Hermitova interpola¢niho vzorce

FI=3 ) a3 A0 (a2 e

Tento vzorec je presny pro polynomy stupné nejvySe 2n—1 . Jestlize budeme
vzorec integrovat od a do b, dostaneme

b

[ 0=, 10+ 2 1, a4 E.

a

kde

Nutnou a postacujici podminkou, abychom dosahli pozadované ptesnosti
2n—=1 ,je splnéni H =0, j=1,..,n . Ve vyse uvedeném vzorci nejsou
kladena Zadnd omezeni na uzly, proto neexistuje zadny vzorec typu (2.5-1)
stadem presnosti 2n—1 , jestlize nelze nalézt takové uzly, pro které

H =0, j=1,..,n .
Plati

Hj=f(x—aj)l§(x)dx=fpn(x) IJ(X) dx '°
a a p.la;)

Polynom  p,(x) je n-tého stupné a polynom ! ‘,-(X) stupné  n-—1
Prosplnéni H =0, j=1,..,n stagi, aby p,(x) byl ortogonalni v intervalu
(a,b) ke viem polynomiim stupné nejvyse n—1 . Tuto podminku budeme

povazovat také za nutnou. Jestlize budeme predpokladat, Ze interval




(a,b)={(—1,1) " pak je ortogonalni polynom p,(x) nasobkem Legendrova
polynomu P,(x) .Jestlize ma polynom p,(x) koeficient u nejvyssi mocniny
roven 1, pak podle definice Legendrovych polynoma plati

2" (n!)?
(2n)!

p,(x)= P,(x)

Protoze kofeny Legendrovych polynomi lezi v intervalu (—1,1) , je problém
redlnych uzlt a koeficientli vyfeSen. Kofeny téchto polynomi jsou tabelovany
pro vSechny prakticky vyznamné hodnoty #n . Nékteré tyto hodnoty jsou

uvedeny v nasledujici tabulce 7.

n Uzly a, Koeficienty H ;
1
2 +0,577350==— 1
V3
8
3 0 9
5
+0,774597 9
4 +0,339981 0,652145
+0,861136 0,347855
5 0 0,568889
+0,538469 0,478629
+0,906180 0,236927

Tabulka 7: Koreny Legendrovych polynomii

K nalezeni ptislusnych koeficientl vyuZijeme rovnici
_ ! 2 . ro
h(x)=[1-2(x=a,)l,(a;)]l;(x), j=1,.., n .Dostavame tedy

1 1

Hj=_f hj(x)dx=:f [1—21;(aj)(x—aj)]li(x)dx=

11 zmé&nou proménné ¥ =( )(2x—a—b) prechaziinterval {(a,b) v x

b—a
nainterval (—1,1) v y .
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Pozn.: Druhy integrél je roven H ; ,tedy roven nule.

Z vyse uvedeného vzorce je ziejmé, ze koeficienty jsou kladné. Jednodussi vztah
pro vypodet koeficientll ziskame, jestlize dosadime za f (x)=/[,(x) ve vzorci

(2.5-1). Protoze je [,(x) polynom stupné n—1 ,je E=0 a dostavame
1 n
J 1 (x)ax=) H I (a)=H, , (2.7.3-1)
-1 Jj=1

protoze [,(a;=0,; ,vzorce dohromady davaji
1 1
f l;(x)dx=flj(x)dx )
-1 -1

Chybu, kterou vyjadiuje vzorec
.(x)

(¢ dx

b= (2n)!

Q>
S

mizeme zjednodusit diky vét& o stfedni hodnoté& pro integraly ( p2(x) je viude

kladné). Necht interval (a,b)=(—1,1) | pak plati

| pix)ax

-1

E=

")
(2n)!

kde ne(-1,1) .

Kvadraturni vzorec, na jehoz uzly a koeficienty nejsou kladena zadna
omezeni a zaroven jsou tyto uzly ureny tak, abychom dosdhli co nejvétSiho
stupné piesnosti, nazyvame Gaussuv kvadraturni vzorec. Specialn€ vzorec (2.5-1)
s uzly danymi koteny Legenderovych polynomi stupné # a koeficienty, které ndm

dava vzorec (2.7.3-1) nazyvame Legendriiv-Gausstiv kvadraturni vzorec.
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3 MATLAB

3.1 Uvod

MATLAB je programovaci jazyk, ktery slouzi k technickym vypoctim.
V jednoduchém prostiedi je mozné provadét jak vypocty tak vizualizaci a
samoziejm¢ vytvafet vlastni programy (aplikace). Problémy, ale i feSeni, jsou

vyjadfeny matematickym zapisem, proto je psani programi intuitivni.

Jedna se o interaktivni systém. Zakladnim datovym typem je matice,
u které neni nutné deklarovat jeji rozmér. Diky velkému mnozstvi vestavénych
funkci je mozné fesit obtizné technické problémy, zejména ty, které lze zapsat
maticovou formulaci. Vzhledem k této vlastnosti je vypocet snadngjsi ve smyslu
casové narocnosti, neZ kdyby uzivatel pracoval v klasickych programovacich
jazycich, jako je napt. C. Jako hlavni vyhodu oproti ostatnim matematickym
programiim bych oznacil moznost jeho rozSifeni o tzv. M-soubory, coZ jsou

funkce (programy), které vytvaii sam uzivatel.

Oblasti, kde se MATLAB vyuziva, jsou rozmanité. At uz se jedna
o inzenyrské vypocty, modelovani, simulaci fyzikalnich jevii, analyzu dat,
zpracovani signalu nebo o vyvoj aplikaci vcetné grafického uzivatelského

rozhrani. Tato diplomova prace vyuziva verzi 7.5.

3.2 Pracovni prostredi

Po spusténi MATLABu nés uvita pracovni plocha systému, kterd je
které¢ nese nazev Command Window. Toto okno ndm umoZiluje pracovat se
systémem jako takovym (psani piikazd, ukladdni proménnych, apod.). Okno
v levé horni ¢asti pracuje se dvéma zalozkami a to Workspace (zobrazeni seznamu
vytvoifenych proménnych) a Current Directory (zobrazeni seznamu soubor

v aktudlnim pracovnim adresati). Treti okno se nazyva Command History,
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ve kterém jsou uvedeny vSechny ptikazy, které byly béhem nasi prace se

systémem spustény (pouzity).

) MATLAB 7.5.0 (R2007h)

=18
File Edit View Debug Distrbuted Desktop ‘Window Help
e ‘ & B9 o |ﬁ i 2 | ) ‘Currervt Directory: | E-\Documents and SettingstGosht3fDokumentyiMATLAB Projekt | ... [
shorteuts (2] How to Add (2] What's Hew
Workspace ||| command window =
EEICYER 5>
AllFies ¢ [rype [ Size| Date Modiied
) biorgram m Wi-file 1KB 8307 941 =
) bspline.m h-file 3KB 27.2068 11:08
) cdfm h-file 2KB 20907 11:37
|5 celamce.asy Editor Autosave 1TKB 2480821:21
%) celamce.m h-file 1KB 27.9.08 15:04 P
%) celamce2.m h-file 1KB 27.9.08 18:62
%) chuiprimal.m h-file 1KB 28.06817:02
) differ.m h-file 2KB 27206 11:08
) dualopr.m h-file 7KB 28081713
) grammceskal.m h-file 4 KB 2.9.0817:11
) green.m h-file 2KB 27.20611:08
) hieropr.m h-file G KB 2.9.0817:.09
) iwavopr.m h-file BKB 29081713
4‘] meegammal.m h-file | 3KB 84081129 _'ld
Command History w02 x
meetuhostizdb i3, 5, 4,3, 10, 600, 100} El
weetuhostizdo (4,4, 4,1, 10,500, 120}
omeetuhostizdoid, 4,4, 1, 10, 600, 150)
weetuhostizdbi4, 6,4, 1, 10,300, 50)
meetuhostizdb 4, 6,4, 1, 10,500, 70)
weetuhostizdo (4, 6,4, 1, 10,700,100}
~emcetubostizdb (3, 5,4,2, 10, 600,70)
weetuhostizdbi4, 4,4,2, 10,200,20)
meetuhostizdb (4, 4,4,2, 10,300, 40)
~meetuhostizde (4, 6,4,2,10,200,30)
weetuhostizdbi4, 6,4,2, 10,300,50)
S-%-— 17.10.08 3:12 —-%
“meetuhostizdb (4, 6,4,2, 10,300, 50)
-4-- 17.10.08 3:16 —-3%
“meetuhostizdb 4, 6,4,3, 10,300,50)
%-— 26.3.09 10:36 —-% -
4\ Start | Ready

Obr. 8: Pracovni prostiedi MATLABu

3.3 Vytvoreni a zapis proménnych

Kazd4 proménna bez ohledu na programovaci jazyk mé sviij nazev, typ a
uréitou hodnotu. V MATLABu je situace ulehcena tim, ze kazd4d proménna je
matice. Nazev proménné musi zalinat pismenem a mize mit délku az 63
znaki. Uzivatel musi dbat na to, ze MATLAB rozlisuje velka a mala pismena (A5

neni to samé jako a5). Proménna tedy mlize obsahovat znaky A-Z, a-z, 1-9 a znak

podtrzitko ().

Vytvoteni proménné je v prosttedi MATLABu vcelku jednoduchou

zalezitosti. Pfi vytvareni napiSeme do Command Window pftitazovaci piikaz
>> promenna=vyraz.

Urcitd jména neni vhodné pouZzit pro vlastni proménnou, protoze maji
pfeddefinovanou hodnotu. Jejich uzitim na levé strané piifazovaciho piikazu se

puvodni hodnota zmeéni, napt. piikazem pi=9.5 piredefinujeme hodnotu
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Ludolfova cisla na hodnotu 9,5. Nékteré cCasto uzivané proménné uvedeme

v nasledujicim vyctu:

ans

pi

Lj
Inf
NaN

proménna pouzivana MATLABem,
jestlize jsme predem neuvedli vlastni
nazev proménné

Ludolfovo ¢islo

imagindrni jednotka komplexniho ¢isla
nekonecno

neplatnd numericka hodnota

Proménnda ma platnost do ukonceni programu. Jestlize chceme danou

proménnou zrusit, pouZijeme piikaz clear jméno proménné. Tento piikaz

bez nazvu proménnych smaze veskeré vytvoirené proménné. Béhem prace

muzeme vytvofit velké mnozstvi proménnych s raznou velikosti. Hodnoty

proménnych jsou v paméti pocitace ulozeny v binarnim forméatu pohyblivé fadoveé

carky (kazdé cislo zabira 8 byte). Pomoci pfikazu whos vypiSeme seznam

veskerych proménnych s jejich velikosti.

|€ommand Window

»> komplex=log(-1);
»> matice=rand{25,30);
> wektor=1:100;
>> =loupcovy_vektor=vektor':
>> text='Textovy retezec':
rx whos
Mare Size

komp lex 1x1
matice 25x30
sloupcovy vekKtor 100x1

text 1x15
vektor 1x100

>

Bytes
16
6000
800

200

B

Class Attributes

double comp lex
double

double

char

doukle

S

Obr. 9: prikaz whos
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3.4 Matice a vektory

Jak jiz bylo feceno vyse, zdkladnim datovym typem MATLABu je matice.
Jestlize chceme do proménné ulozit skalar, pracujeme vlastné s matici, kterda ma
rozmér 1x1 . Podobné je to i s vektorem, v tomto piipadé¢ je vSak jeden
z rozmért ruzny od jedné. Samoziejmosti je rozliSovani vektort fadkovych a
sloupcovych. V této praci se budeme drzet standardniho oznaceni, tedy ze prvni
rozmé&r oznacuje pocet fadka a druhy pocet sloupcti. Pro potiebu vyjadfit opacny
vektor se v matematice uziva transpozice, kterou v MATLABu znaci apostrof (').
Matici mizeme chépat jako vektor vektorti, z tohoto diivodu miizeme matici

zapisovat 1 pomoci piedem uloZenych vektord.

3.4.1 PIlnéni matic a vektoru

Ulozeni hodnot do proménnych nazorné vysvétli nasledujici tabulka.

Skalar | Radkovy vektor | Sloupcovy vektor Matice
Prikaz |>> x=3|>> v=[2,4,6] |>> u=[1;3;5] |>> A=[1 2;2 1]
V)"pis X = v = u = A =
3 2 4 6 1 1 2
3 2 1
5
Tabulka 8

MATLAB umoziiuje pracovat s jednotlivymi prvky matice nebo vektoru,
popf. s n¢jakou ¢asti matice (vektoru). Jestlize mame vytvoren vektor a a chceme

zjistit hodnotu napft. druhého prvku, staci zadat piikaz

>>a (2) .
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Jestlize potiebujeme zjistit hodnotu prvku v matici A, ktery je napt. v tfetim fadku

a druhém sloupci, zadame prikaz

>>A(3,2).

3.4.2 Specialni znaky

V nasledujicim vyctu popisSeme nejpouzivanéjsi specialni znaky. Je nutné
si zapamatovat vyznam jednotlivych znaki, nelze napf. zaménovat Carku (,) a

stiednik (;). N&které znaky jsme jiz uzili, viz tabulka 8.

5 strednik ukonceni ptikazu bez vypisu, odd¢lovac sloupct
, carka obecny oddélovacg, oddélovac v fadku
mezera obecny oddélovac, odd€lovac v fadku
:  dvojtecka oddélovac ve vyctu (urceni rozsahu)
' apostrof oznaceni transpozice (umistén za proménnou)
(0 kulaté zavorky pfednost v matematickém vyrazu, seznam parametrti
funkce, index matice
[1 Aranaté zavorky ur€uji, Ze se jedna o vektor ¢i matici
{} slozZené zavorky urcuji, ze jde o strukturu
3.5 Funkce

Funkce je posloupnost piikazii, které vstupni parametry (konstatnty,
proménné) zpracovavaji do parametrit vystupnich podle urcitého algoritmu.
RozliSujeme mezi funkcemi, které jsou piimo soucasti MATLABu, tzv. built-in
function, a funkcemi, které¢ jsou ve formé¢ predpisu (kombinuji matematické a
logické operace, built-in funkce, apod.). Tento pfedpis je ulozen v samostatném

souboru s piiponou ,,.m*. Tyto funkce nazyvame m-funkce.

Z pohledu uzivatele neni mezi built-in funkcemi a m-funkcemi rozdil.
Vzdy je nutné védét, jak se nami pozadovana funkce jmenuje, jaké ma vstupni
parametry a v jaké formé vraci vysledek. Obecné vypada syntaxe volani funkce

nasledovné.

[proml,prom2, ...]=nazev_funkce[parl,parz,...].
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Kazdy uzivatel ma moznost vytvofit si vlastni funkci a tu vyuzivat. Kazda
funkce musi spliiovat urcité nalezitosti. Prvni fadek souboru, ktery tvoii funkci,

obsahuje tzv. hlavicku. Tato hlavicka ma formalni tvar
function [outl,out2,...]=jmeno_ funkce (inpl, inp2,...).

Hlavicka musi za¢inat klicovym slovem function. Poté nasleduje seznam
vystupnich parametrt. Jestlize je t€chto parametrti vice nez jeden, je nutné je dat
do hranatych zavorek a odd¢lit je ¢arkami. Poté nasleduje rovnitko a jméno
funkce, které by se mélo shodovat s ndzvem m-funkce. Za jménem funkce jsou
uvedeny vystupni parametry (v kulatych zdvorkach). Na dalSich fadcich je
obvykle popis (komentar) funkce. Tyto fadky musi zacinat znakem %. Tento text
funkce (vlastni piikazy). V piikazech se mohou uZzivat jména vstupnich
parametrl — pfi vypoctu se pouziji hodnoty, které byly na misté vstupniho
parametru pii volani funkce zapsany. Dale je mozné pouzivat lokalni proménné
libovolného jména. Jestlize ulozime hodnotu do vystupniho parametru, bude tato
hodnota ptenesena do proménné, kterd byla pouzita na misté vystupniho
parametru pii volani funkce. Funkce miize obsahovat také built-in funkce nebo m-
funkce dfive vytvotrené. Piikazy a funkce, které je mozno vyuzit k tvorbé funkci,
jsou v adresaii matlab\lang a jejich seznam lze vypsat pomoci pfikazu help

lang.
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Ukéazka, jak mlze vypadat wuzivatelsky vytvofena

na nasledujicim obrazku.

. Editor - E:\Documents and Settings',Gosht84' Dokumenty',MATLAB mcetuhosticelamce.m

File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help
NOH $BRI0 s Mesh b -D0RBRY @
EEELE|—|1.D +|+|1.1 x|%9$%9§|0,

=0

1 Ifunct, ion [M,D]=kontlapl (gl,dqs,uroven, poceturovni, jemnost) ;
)
S= [D,M] =meetuhostildigl, g2, uroven, poceturovni, jemnost) ;
4
5= [pocetfci, pocetfoi] =size (D)
5 — pocetfcii=pocetfoit2
7
8 - d=zeros (pocetfci?, pocetfoil)
9 iwatice tuhosti (ten=zorovy soucin)
10 — d=kron (M, D) :
1L |= d=d+kron (D, M) ;
12 — d=d+kron (M, M) ;
13
14 tpredpodmineni
15 tpocitarn odmocniny
16 — for i=1l:pocetcfcil
17 — bh{i)=sgrti{d(i,i}):
18 — end
19 tzamotne predpodmineni
20 — for i=l:pocetcfcil
21 — for j=1l:pocetfeoil
2z — dfi,31=d{i, 31/ (bb(i) *bh(3));
&g |= end
24 — encl
25
26 tpodminenost
z27 — vicbhig=eigs(d,1):
28 — vicsmall=eigs(d,1,0):;
29 — podminenost=(vlchig) / (v1lcsmall)
30
31 % podminenost=cond(d)

“ fee_delm x|lm|
Obr. 10: Ukazka vytvorené funkce

3.6 Funkce feval

funkce,

je

Povazuji za nutné se na tomto misté¢ zminit o funkci feval, ponévadz

bude vyuzita v algoritmu pro vypocet urcitého integralu Gaussovou metodou. Tato

funkce se pouziva v pfipadé, kdy je nutné zavolat existujici funkei, ale neni

doptedu znamé, jak se voland funkce bude jmenovat. NejCastéjsim vyuzitim je

vytvafeni univerzalniho ndstroje, napf. pro numerickou integraci, pro vypocet

kotfenti funkci (polynomu), pro feSeni diferencidlnich rovnic s nenulovou pravou

stranou.
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Zakladni syntaxe je nasledujici:
>>[0l,02,..., on]l=feval(f,i,i2,...,1in),

kde f je funkce popsana ve vlastnim m-souboru, i1, ...,1in jsou vstupni

hodnoty a o1, . . ., on hodnoty vystupni.

3.7 Funkce pro numerickou kvadraturu

MATLAB podporuje numerickou integraci funkce jedné proménné, tedy

b
vypocet urCitého integralu [ =f f(x)dx dvéma built-in funkcemi quad a

quadl'. Funkce quad pouziva adaptivni Simpsonovo pravidlo a funkce quadl
pracuje na zakladé Lobattova pravidla®. Zakladni syntaxe obou funkci je
nasledujici

hodnota integ=quad('nazev funkce',dolni mez,horni mez),
kde nazev funkce je jméno m-funkce, ve které je definovéna integrovana

funkce. Zadava se jméno m-funkce v apostrofech nebo jméno proménné typu

fetézec obsahujici ndzev m-funkce. Dalsi dva parametry urcuji integrani meze.
Praktické vyuziti ukdzeme na nasledujicim ptikladu.
Piiklad 3.7
Zadani: Spoctéte délku kiivky zadané parametricky
x=tsin(t) y=tcos(t) z=t t€(0,107) .

ReSeni: Pro vypocet parametricky zadané kiivky vyuzijeme vzorec

_tz dx 2 dy2 dz\’
l_{\/(dt)ﬂdt)ﬂdt)dx

12 funkce quadl nahradila pouzivanou funkci quads, tato funkce je stale podporovana. Funkce
quad8 pouziva adaptivni Newton-Cotesovo pravidlo.

=1+ A S a4 E

13 Kvadraturni vzorec: f f(x)dx=—"—
e n(n—1
Odvozeni viz [1], str. 128.
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Pro nasi konkrétni kfivku tedy dostavame

l=ljzr V(sin (£)+£ cos(¢))+ (cos (¢)—tsin (£) P+ 1dt .

K vyteSeni je nutné zapsat funkci, jejiz integral hleddme, formou m-funkce napf.

s ndzvem fce del. Tento soubor miize vypadat nasledovné:

function y=fce del (x)

oo

Funkce pro ukazkovy priklad

oo

y=sqgrt ((sin (x)+x*cos (x)) "2+ (cos (x) -
$ —-x*sin(x))"2+1)
y=sqrt ((sin(x)+x.*cos(x)) ."2+(cos (x) -
-xX.*sin(x)) ."2+1) ;.

Vypocet integralu pomoci funkce quad vypada takto
>> del l=quad('fce del',0,100*pi)
del 1 = 4.935461848180390e+004.

Jestlize pouzijeme funkci quadl, dostavame
>> del 2=quadl('fce del',0,100*pi)
del 2 = 4.935461848164194e+004.
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3.8 Gaussova kvadratura v MATLABu

Tato kvadraturni metoda neni v programu MATLAB implementovana,
proto jsem se rozhodl, Ze vytvoiim funkci, kterd bude vracet hodnotu urcité¢ho
integralu na zékladé Gaussova kvadraturniho vzorce s uzly danymi kofeny
Legendrovych polynomt. Tato funkce je uloZzena v souboru, ktery jsem

pojmenoval Gauss.m. Podivejme se na vlastni strukturu této funkce.

Funkce zacinad hlavickou, kterd definuje volani funkce Gauss. Jsou zde
uvedeny vstupni parametry, které pozaduje funkce ke spravnému béhu a nechybi

implicitni tvar vystupu.
function I=Gauss(f,a,b,n).

Parametr £ je ve vyznamu funkce, ktera je definovana ve vlastnim m-souboru.
Tento parametr je zaddvan jako jméno m-souboru v apostrofech. Parametr a
oznacuje dolni mez integracniho intervalu, b horni mez a n urcuje stupen

Legendrova polynomu.

V dalsi ¢asti souboru je uveden komentat, ktery slouzi jako ndpovéda.

Tento komentaf 1ze vyvolat ptikazem

>> help Gauss.

Po komentéfi nasleduje vlastni zdrojovy kod funkce. Jako prvni jsou
uvedeny matice aj (kofeny Legendrovych polynoma stupné »n ) a Hj

(ptislusné koeficienty). Stupenn n je v rozmezi 2-5.
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aj=[-0.5773502692
0.5773502692
0.0000000000
0.0000000000

0.0000000000

.0000000000
1.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

0.0000000000

-0.

7745966692 -0.8611363116

.0000000000 -0.

. 7745966692

.0000000000

.0000000000

0.5555555556

0.8888888889

0.5555555556

0.0000000000

0.0000000000

3399810436

.3399810436

.8611363116

.0000000000

.3478548451

.6521451549

.6521451549

.3478548451

.0000000000

-0.

-0.

0.

-0.

-0.

Dale jsou v kédu uvedeny podminky pro vstupni parametr

if n>5

disp('n musi byt v rozsahu 2-5");

return
end

if n<2

disp('n musi byt v rozsahu 2-5")

return
end

9061798459;

5384693101;

0000000000;

5384693101;

9061798459]

.2369268850;
.4786286705;
.5688888889;
.4786286705;

.2369268850]

n

V dalsi ¢asti programu jiz nasleduje samotny vypocet hodnoty integralu.
Nejdiive je nutné uzit substituci

(b—a)t+a+b
2

ktera prevede interval (a,b) na (—1,1) .Po zderivovani dostavame piedpis

dx=

(b—a)
2

dt .

Hodnota ¢ je urcena z matice aj podle parametru n.
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Substituce vypada nasledovné:
£t(l:n)=0.5*((b-a).*aj(l:n,n-1)+b+a);

DalSim krokem je vypocet funkcénich hodnot pomoci funkce feval,

vysledné hodnoty jsou ulozeny do pomocné proménné y, tedy
y=feval (f, t) .

Poté¢ nasleduje vyhledani pftislusnych koeficienti a transpozice kvuli

moznosti nasobeni s y,
kon(l:n)=Hj(l:n,n-1)

kon ok=kon';.

Nyni vynasobime vektor funk¢nich hodnot y s vektorem koeficientii kon_ok.
int=y*kon ok;
Posledni ¢asti vypoctu je secteni hodnot ve vektoru int a poté vyndsobeni vyrazem

(b—a)
2

, ktery jsme ziskali substituci a nakonec pfifazeni vysledné hodnoty

vystupnimu parametru .
I=(sum (int))* (b-a)/2.

Nyni jesté vykreslime graf funkce na intervalu (a,b) a zvyraznime funkéni

hodnoty dané koteny Legendrovych polynomt.
g=a:0.1:b;
y2=feval (f£,9);
figure (1)
plot(t,y,"*")
hold on
plot(g,y2,'c")

Kompletni zdrojovy kod funkce Gauss je uveden v piiloze €. 2.
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3.9 Porovnani metod na prikladech

V této kapitole porovname hodnoty integrali. Na piikladech porovname
vysledné hodnoty vSech vySe uvednych metod, tedy vyuZijeme metodu
obdélnikovou, lichobéznikovou. Pro tyto metody jsou vytvoreny vlastni funkce
(obde.m, licho.m)" Nasledné bude integral pocitan built-in funkcemi quad
(Simpsonova metoda) a quadl (Lobattovo pravidlo) a na zavér funkei Gauss.
Kazdou funkci f(x) je nutné zapsat do samostatného m-souboru, ktery slouzi
jako jeden ze vstupli u obou metod vypoctu. Jméno m-souboru je totozné

s poradim ptikladu (prikladl.m, priklad2.m, apod.)".
Priklad 3.9.1

Zadani: Urcete ploSny obsah obrazce ohraniceny kiivkami

y=l, y=0, x=1, x=3
X

3
ReSeni: Jednd se o vypodet urditého integralu fd?x . Analytickym
1
vypoétem dojdeme k hodnoté¢ 1In3 | cozje ptiblizné 1,098612

Nejprve spocteme integral obdélnikovou metodou. Zvolme n=50

Ptikaz pro vypocet je ve tvaru

prl obd=obdel (1,3,50, 'prikladl'),
a dostdvame vyslednou hodnotu

prl obd =1.125397.
Nyni spocteme hodnotu lichobéznikovym pravidlem:

prl lich=licho(1,3,50, 'prikladl").

14 viz ptiloha ¢. 3, €. 4
15 Definice jednotlivych funkeci viz piiloha €. 5
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Dostavame vysledek

prl lich=1.098730.
Built-in funkce quad, tedy ptikaz

prl quad=quad('prikladl',1, 3),
nam vraci hodnotu

prl quad=1.098612.
Druhé built-in funkce, ptikaz

prl gquadl=quadl ('prikladl',1, 3),
dava vysledek

prl quadl=1.098613.

Jako posledni spocteme hodnotu daného integralu pomoci funkce Gauss.
Vstupni hodnotu n zvolme napi. 4. Ptikaz v Command Window vypada

nasledovné:
prl Ga=Gauss('prikladl',1,3,4).
Vystupni proménnd ma hodnotu

prl Ga=1.098039.
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graf funkce f na <a b=
09F — —* funké&ni hodnoty dané kofeny Legendrovich polynomd H

1
Obr. 11: Graf funkce f (x)= 2 x€(a,b) a funkcni hodnoty

dané koreny Legendrovych polynomii

Zavér: Nejpresnéjsi hodnotu nam dava funkce quad, tedy Simpsonova metoda.
Hodnota, kterd se nejvice lisi od hodnoty pfesné, byla vypocétena metodou

obdélnikovou.
Priklad 3.9.2

Zadani: Vypoctéte plochu ohranic¢enou kiivkami

2
X

y=e , y=0, x=1, x=2

2

Reseni: Vysledkem je hodnota uréitého integralu fex . Tento integral
1

nelze spocitat jednoduchymi analytickymi metodami, a proto jej musime pocitat

metodami numerickymi.
Nejprve opét vyuzijeme metodu obdélnikovou, zvolme 7n=60

pr2 obd=obdel (1,2,60, 'priklad2"').
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Vysledna hodnota je ve tvaru
pr2 obd=15.472542.
Druhou metodou je metoda lichobéznikova, tedy
pr2 lich=licho(1,2,60, ' 'priklad2").
Dostavame vysledek
pr2 1ich=14.994905
Jako tfeti feSeni vyuzijeme built-in funkci quad
pr2 quad=quad('priklad2',1,2),
a dostdvame hodnotu
pr2 quad=14.989976.
Dalsim zpiisobem feseni je funkce quadl, tedy ptikaz
pr2 quadl=quadl ('priklad2',1,2),
v tomto ptipadé dostavame
pr2 quadl=14.989976.
Posledni metodou vypoctu je funkce Gauss, zvolme n=5 ,
pr2 Ga=Gauss ('priklad2',61,2,4).

Vysledna hodnota je

pr2 Ga=14.988996.
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&0

T T
graf funkee fna <a b=

——* funkéni hodnoty dané kofeny Legendrovich polynomi

osa vy

Obr 12: Graf funkce  f ( x)=e"z na (a,b) afunkcni hodnoty dané koreny
Legendrovych polynomii

Zavér: Nejvetsi rozdil je patrny u obdélnikové metody. U built-in funkei miizeme
pozorovat rozdil az na osmém desetinném misté. Nejpresnéjsi feSeni tedy ziskame
uzitim téchto funkci. Vysledna hodnota funkce Gauss se lisi jiz na tfetim

desetinném miste, coz povazuji za pomern¢ zna¢nou nepiesnost.
Piiklad 3.9.3
Zadani: Ovérte fad presnosti Gaussova kvadraturniho vzorce pro n=2

Reseni: Jak bylo uvedeno, Gaussiiv vzorec pro n uzli je piesny pro
polynomy stupné nejvyse 2n—1 . Jestlize bude polynom stupné vyssiho,
vznika neptesnost. Zvolme n=2 . Z tohoto piedpokladu vyplyva, ze polynom

muze byt maximalné stupné 3. Libovolny polynom je napft. ve tvaru

f(x)=x’+5
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Tuto funkci budeme integrovat na intervalu  (1,2) pomoci Gaussova

kvadraturniho vzorce, tedy

>>pol=Gauss ('poly',1,2,3),
kde poly je vlastni m-soubor, ve kterém je funkce definovana (viz ptiloha €. 6).
Vysledna hodnota je

pol=8.75.

Coz je 1 hodnota, kterou ziskdme analytickym vypoctem. Nyni zvySime stupen
polynomu na 2n . Vysledna hodnota by se jiz méla liSit od hodnoty ziskané

analytickymi metodami. Polynom ma nyni napt. tvar
f(x)=x*+5 .
Integraéni interval zachovame. Ptikaz zadany do MATLABu tedy vypada
>>poly2=Gauss ('poly2',1,2,2),
poly2 je opét samostatny m-soubor (viz piiloha €. 6). Vysledna hodnota je
poly2=11.19.

Analytickym vypoctem dosp&jeme k hodnot¢ 11,2. Chyba Gaussova

kvadraturniho vzorce pro polynom f(x)=x*+5 je tedy 0,01.

3.10 DalSi resené priklady

V nasledujicich tabulkdch je vyfeSeno nékolik dalSich prikladd. Jsou
vypocteny piiblizné hodnoty urCitych integrali pomoci metody obdélnikové a
lichobéznikové. U téchto metod je nejprve voleno n=4 (tabulka 9) a poté

n=60 (tabulka 10). Déle je integral po€itdn built-in funkci quad a quadl a
pomoci funkce Gauss.V tomto piipadé je zvoleno nejprve n=2 a poté

n=4
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b
d obdélnikova | lichobéznikova e Iy Gaussova presna

“a[ Sx)de metoda metoda built-in quad | built-in quad metoda hodnota
3

f \/(9— xz)dx 7,86535 6,74035 7,06858 7,06858 7,16502 7,06858
0

12

f e"dx 0,75292 0,60196 0,60184 0,60184 0,60183 0,60184
1

e
f \/; 1 dx 10,60045 8,41295 8,38629 8,38630 8,37693 8,38629
f -

2
fx2s1n(x)dx 1,66695 1,18248 1,14159 1,14159 1,16779 1,14159
0

1

f 37 T dx 0,00228 0,00171 0,00167 0,00167 0,00166 0,00166
0

Tabulka 9
b
d obdélnikova | lichobéznikova e e Gaussova pfesna

;[ J (x)dx metoda metoda built-in quad | built-in quad metoda hodnota
3

f\/(9—x2) dx| 7,13789 7,06289 7,06858 7,06858 7,08352 7,06858
0

1,2

f e'dx 0,61189 0,60184 0,60184 0,60184 0,60184 0,60184
1

¢ Vx

f \/; 1 dx 8,53225 8,38642 8,38629 8,38630 8,38626 8,38629
. -

j.xzsin(x)dx 1,17407 1,14177 1,14159 1,14159 1,14159 1,14159
ﬂl

f 37 dx 0,00170 0,00167 0,00167 0,00167 0,00166 0,00166
0

Tabulka 10

Podle ziskanych hodnot lze usoudit, Ze nejpfesnéjs$i hodnoty ndm davaji

funkce quad a quadl. Vysledky z quad a quadl se ve vétsiné pripadil

navzajem 1iSi az na osmém ¢i devatém desetinném misté. Tyto metody vraceji

hodnoty, které se minimalné€ liS§i od hodnot pfesnych (vypoctenych analytickym

zptisobem).
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V nasledujicich tabulkach jsou uvedeny relativni chyby pro dosazené
vysledky. Nejdiive jsou pocitany chyby pro hodnoty v tabulce 9 a poté
pro hodnoty v tabulce 10. Pro relativni chybu plati vztah

e
r=l

kde x znadi pfibliznou hodnotu integralu a e,=X—x | X zna¢i piesnou
hodnotu integralu. Rozdil e,=X—Xx nazyvidme absolutni chybou. Chyba je

uvedena v procentech.

b

chyba chyba oy .y chyba
f f (x)dx obdélnikové | lichobéznikové chybau:gllt n Chybi:{;"t n Gaussowy
a metody metody q q metody

3

[V(9-x")dx | 1013003 | 4,86976 | 0,00005 | 0,00005 | 1,34594

0

1,2
f e dx 20,06588 0,01993 0,00083 0,00083 0,00166
1
9
Vx
f ; dx 20,88742 0,31689 0,00005 0,00006 0,11174
Y Vx—

O Sy 0|

Psin(x)dx | 3151608 | 3,45776 | 0,00003 | 0,00003 | 2,24333

1
[37ax 26,98167 | 2,64222 0,01093 | 0,01093 | 0,29024
0

Tabulka 11
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Vysledky potvrzuji, Ze velmi zalezi na volbé parametru n. Jestlize zvolime

u obdélnikové ¢i lichobéznikové metody malé n, obdrzime znacné nepiesny

b chyba chyba . - chyba
| £ (x)ax obdélnikové | lichobéznikows | €MYP2 bg"t"” chyba bc;"t"” Gaussowy
a metody metody qua qua metody
3

f V(9- Xz) dx 0,97097 0,08061 0,00005 0,00005 0,21086
0

1,2

f e dx 1,64245 0,00083 0,00083 0,00083 0,00083
1

r Vx
f \/» dx 1,71066 0,00149 0,00005 0,00006 0,00033
4 X—l

2
f X sin( x) dx 2,76622 0,01571 0,00003 0,00003 0,00012
0

1

f 37 2,24205 0,01093 0,01093 0,01093 0,04916
0

Tabulka 12

vysledek. Naopak, zvolime-li velké n, vysledek bude pfesnéjsi. Volba parametru n

u funkce Gauss, tedy stupné¢ Legendrova polynomu, také ovliviiuje vyslednou

hodnotu integralu. Budeme-li opét pracovat s vy$§imi n, bude chyba kvadraturni

metody mensi.
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4 Zavér

V teoretické cCasti své diplomové prace se zabyvam teorii urCitého
integralu a zptisobu jeho vypoctu. Jsou zde uvedeny jak metody obecné znadmé,
tak metody, které vyZaduji hlubS§i znalosti. Mezi zakladni zplsoby, které se
vyucuji v prvnich ro¢nicich vysoké Skoly, bych zatadil metodu obdélnikovou,
lichobéZznikovou a metodu Simpsonovu. Volba kvadraturniho vzorce neni snadnou
zalezitosti a nejsou stanovena presnd pravidla. Ve vétSin€ pripadi vsak vystaci
lichobéznikové pravidlo nebo Simpsontv vzorec. Ke spravné volbé je nutné mit

jiz néjakou predchozi zkuSenost.

Praktickd cast diplomové prace nejdiive seznamuje s matematickym
softwarem MATLAB a jeho zakladnim uzivanim. Poté je na ptikladu ukazano,
jakym zptisobem lze v MATLABu urcit hodnotu urcitého integralu. Software
obsahuje dv€ vestavéné funkce pro vypocet urcitého integralu a to funkce quad,
kterd pracuje na zdkladé Simpsonova vzorce, a quadl, kterd vyuziva Lobattovu
metodu. Autofi doporucuji vyuZzivat druhou jmenovanou funkei z divodu vétsi
ptesnosti vysledkt. Diky tomu, Ze MATLAB umoziiuje vytvofit vlastni funkce,
mohl jsem naprogramovat Gaussovu metodu, kterd je v textu popsana. V dalsi
¢asti jsou na praktickych ptikladech srovnany vSechny uvedené metody a
vysledky, které s jejich pomoci ziskdme. Jako nejvhodnéjsi a nejpfesnéjsi se
ukdzaly vestavéné funkce, tedy wurcovani hodnoty wurcit¢ho integralu
Simpsonovym a Lobattovym pravidlem. Vyuziti softwaru MATLAB pfi vyuce
nebo pii samostudiu této problematiky bych doporucil, jeho pouziti umozni

snadné&jsi pochopeni latky.
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6 Seznam priloh

1. Ptiloha ¢. 1 — soubor fce del.m
2. Pftiloha ¢. 2 — soubor Gauss.m
3. Ptiloha €. 3 — soubor obdel.m
4. Priloha ¢. 4 — soubor licho.m

5. Ptiloha €. 5 — soubory priklad1.m, priklad2.m, priklad3.m, priklad4.m,
priklad5.m, priklad6.m, priklad7.m

6. Ptiloha €. 6 — soubory poly.m, poly2.m
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Priloha €. 1 — soubor fce del.m

function y=fce del (x)

% Funkce pro ukazkovy priklad

% y=sgrt ((sin(x)+x*cos(x)) "2+ (cos (x)-x*sin(x))"2+1)
y=sgrt ((sin(x)+x.*cos (x)) ."2+(cos (x)-x.*sin(x)) ."2+1);



Priloha €. 2 — soubor Gauss.m

function I=Gauss(f,a,b,n)
$Funkce Gauss pocita hodnotu urciteho integralu na

%$intervalu <a,b> pomoci Gaussovy kvadraturni metody
%s uzly danymi koreny Legendrovych polynomu.

o 0© o° o° o° o°

o\°

I
f
a
b
n

o\°

o\°

polynomu

o\°

o\

n=>2
aj=[-0.5773502692

0.5773502692
0.0000000000
0.0000000000

0.0000000000

**Ukazka zadani**

=Gauss (f,a, b, n)
... funkce ulozena ve vlastnim m-file
. dolni mez intervalu
... horni mez intervalu
. kladne cele cislo urcujici stupen Legendrova
(n=2,3,4,5)

R R i b b b b I b b b b A b b b b i b b b b I b b I b A b b I b b b b A b b e b A b b i b i i b Y

-0.

n=3

n=4

7745966692 -0.8611363116

.0000000000 -0.

.7745966692

.0000000000

.0000000000

.5555555556

.8888888889

.5555555556

.0000000000

.0000000000

3399810436

.3399810436

.8611363116

.0000000000

.3478548451

.6521451549

.6521451549

.3478548451

.0000000000

disp('n musi byt v rozsahu 2-5")

Hj=[1.0000000000
1.0000000000
0.0000000000
0.0000000000
0.0000000000

if n>5
return

end

if n<2

disp('n musi byt v rozsahu 2-5")
return

end

-0.

-0.

0.

-0.

-0.

n=>5
9061798459;

5384693101;

00000000007

5384693101;

9061798459]

.2369268850;
.4786286705;
.5688888889;
.4786286705;

.2369268850]



%$substituce prevadejici interval <a,b> na <-1,1>
%... t={(b-a)x+b+a}/2
t(l:n)=0.5*((b-a).*aj(l:n,n-1)+b+a);

surceni funkcnich hodnot
y=feval (f, t)

$vyber koeficientu podle daneho n
kon(l:n)=Hj(l:n,n-1);
kon ok=kon';

%soucin dane funkcni hodnoty a prislusneho koeficientu
int=y*kon ok;
format long

$dokonceni vypoctu; { (b-a)/2}*dt=dx
I=(sum (int))* (b-a)/2

sgraf funkce f na intervalu <a,b>

g=a:0.1:b;

y2=feval (f,q);

figure (1);

plot(t,y,'*") %f(t) dane koreny Legendrovych polynomu
hold on

plot(g,y2,'r")



Priloha ¢. 3 — soubor obdel.m

function I=obdel (a,b,n, f)
% obdel - funkce spocita hodnotu urciteho integralu
pomoci obdelnikoveho pravidla

o\

o\

** I=obdel(a,b,n, f)**
a dolni mez

b... horni mez
n
f

o o°

o\

pocet podintervalu, na ktere je <a,b> rozdeleno
nazev existujici funkce (tj. je ulozena

v m-souboru)

I... priblizna hodnota integralu

priklad: I=obdel (0,pi,100, 'sin'")

KA A A A A A A A A A AR A A A A A A A AR A A A A A A A A A AR A A A A A A A A A A A AR A AR A kA kK

o° o o o©

o

if a>=b

disp ('Chybne zadane meze!')
end
if n<1

disp('n musi byt kladny!")
end

Skrok h
h = (b-a)/n;

%samotny vypocet
I =0;
for i=a:h:b
y feval(f,1i);
I =1+ h*y;
end



Priloha €. 4 — soubor licho.m

function I=licho(a,b,n, f)
$licho - funkce spocita hodnotu urciteho integralu
pomoci %lichobeznikoveho pravidla

o® o° o

o\
Hh 3 O

dolni mez
horni mez

o© o

o

v m-souboru)
I... priblizna

o° o°

o

if a>=b

disp ('Chybne
end
if n<1

disp('n musi
end

Skrok h
h=(b-a) /n;

h2=(b-a)/ (2*n);

$funkcni hodnota
Qa=feval (f, a);
Qb=feval (f,Db) ;

$funkcni hodnoty
for i=l:n-1
X (1) =a+h*i;

**I=1licho(a,b,n,

f)**

pocet podintervalu, na ktere je <a,b> rozdeleno
nazev existujici funkce (tj. je ulozena

hodnota integralu

priklad: I=1licho(0,pi, 100, 'sin'")

KA A A A A AR A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AR A A A A A A A A A A A A A A A A AKX kK

zadane meze! ")

byt kladne!")

v uzlech a,b

v uzlech x i

fce hod(i)=feval (f,x(1));
soucet=sum (fce hod);

end

%$dokonceni vypoctu
I=h2* (Qa+2*soucet+Qb)



Piiloha €. 5
priklad1l.m

function y=prikladl (x)
$Prakticky priklad cislo 1

Sy=x" (-1)
y=x."(=1);
priklad2.m

function y=priklad?2 (x)
$Prakticky priklad cislo 2
sy=e”{x"2}

y=exp(x."2);

priklad3.m

function y=priklad3 (x)

$Prakticky priklad cislo 3
Sy=sqrt (9-x"2)

y=sgrt (9-x."2);

priklad4.m

function y=prikladi4 (x)
$Prakticky priklad cislo 4

Ty=e”x
y=exp (x) ;

prikladS.m

function y=priklad5 (x)
$Prakticky priklad cislo 5
$y=sqrt (x)/{sqgrt (x)-1}

y=sgrt (x) .* (sqrt(x)-1) .7 (-1);

priklad6.m

function y=priklad6 (x)
$Prakticky priklad cislo 6
Fy=x"2*sin (x)

y=(x."2) .*sin (x);



priklad7.m

function y=priklad7 (x)
$Prakticky priklad cislo 7
Sy=3"(2x-T7)

y=3.7%(2.*x=-7);



Piiloha ¢. 6
poly.m

function y=poly (x)

$Ukazkovy priklad (rad kvadraturniho vzorce)
Sy=x"3+5

y=x."3+5;

poly2.m

function y=poly2 (x)

$Ukazkovy priklad (rad kvadraturniho vzorce)
sy=x"4+5

y=x."4+5;



	 1  Úvod
	 2  Numerická kvadratura
	 2.1 Riemannův určitý integrál
	 2.2 Jednoduché metody pro přibližný výpočet určitého 	integrálu
	 2.2.1  Obdélníková metoda
	 2.2.2  Lichoběžníková metoda
	 2.2.3 Simpsonova metoda

	 2.3 Složené metody pro přibližný výpočet určitého integrálu
	 2.3.1  Složená obdélníková metoda
	 2.3.2  Složená lichoběžníková metoda
	 2.3.3  Složená Simpsonova metoda

	 2.4 Metoda polovičního kroku
	 2.5 Obecný problém numerické kvadratury
	 2.6 Newton-Cotesovy kvadraturní vzorce
	 2.6.1  Interpolace
	 2.6.2  Ekvidistantní uzly
	 2.6.3  Obecná formule pro ekvidistantní uzly
	 2.6.4  Newton-Cotesovy metody uzavřeného typu
	 2.6.5  Newton-Cotesovy metody otevřeného typu

	 2.7 Gaussova kvadratura
	 2.7.1  Hermitova interpolace
	 2.7.2  Legendrovy polynomy
	 2.7.3  Odvození Gaussova kvadraturního vzorce


	 3  MATLAB
	 3.1  Úvod
	 3.2  Pracovní prostředí
	 3.3  Vytvoření a zápis proměnných
	 3.4  Matice a vektory 
	 3.4.1 Plnění matic a vektorů
	 3.4.2 Speciální znaky

	 3.5  Funkce
	 3.6  Funkce feval
	 3.7  Funkce pro numerickou kvadraturu
	 3.8  Gaussova kvadratura v MATLABu
	 3.9  Porovnání metod na příkladech
	 3.10 Další řešené příklady

	 4 Závěr
	 5 Použitá literatura
	 6 Seznam příloh

