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Anotace

V práci nejprve zopakujeme vybrané základńıch pojmy, zejména vlastńı č́ısla sy-
metrických (obecně indefinitńıch) matic a kvadratické formy. Pak se zaměř́ıme na
vybrané zaj́ımavé podprostory týkaj́ıćı se symetrických matic. Konkrétně tzv. nulový
prostor, neutrálńı podprostor, nezáporný a nekladný podprostor. V práci ukážeme,
že ne všechny tyto podprostory jsou dány jednoznačně, ale vždy je umı́me zvolit
tak, že např. prvńı tři zmiňované jsou postupně svými podprostory. Toho využijeme
k volbě vhodné ortonormálńı báze těchto podprostor̊u a jejich ortogonálńıch doplňk̊u.
Nakonec ukážeme, že takto zkonstruovaná báze (po drobných úpravách), resp. or-
togonálńı matice, která má tyto bázové vektory jako sloupce, transformuje p̊uvodńı
symetrickou matici na tzv. dolńı blokově antitrojúhelńıkový tvar. Odpov́ıdaj́ıćı roz-
klad nazýváme Batman decomposition.

Kĺıčová slova:

symetrická matice; kvadratická forma; definitnost; vlastńı č́ısla; inercie; Batman de-
compostion (rozklad zobrazuj́ıćı inercii)
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Abstract

First we recapitulate some basic concepts such as eigenvalues of symmetric (in ge-
neral indefinite) matrices and quadratic forms. Then, we focuse mainly on selected
interesting subspaces related to symmetric matrices. Specifically, the so-called null-
space, neutral subspace, nonnegative, and nonpositive subspaces. In the thesis we
show that not all of these subspaces are given uniquely, in general, but we are always
able to choose them in such a way that, e.g. the first three of above mentioned spa-
ces are nested. We will use that for a choice of suitable orthonormal basis of these
subspaces and their orthogonal complements. Finally, we show that a basis con-
structed like that (after small modifications), more precisely the orthogonal matrix
having those basis vectors as columns, transforms original symmetric matrix into
so-called lower block antitriangular form. We call the corresponding decomposition
the Batman decomposition.

Key words:

symmetric matrix; quadratic form; definiteness; eigenvalues; inertia; Batman decom-
postion (lower antitriangular decomposition)
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2.3 Zákon setrvačnosti kvadratických forem . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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3.4 Nekladný podprostor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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4.2.1 Transformačńı matice . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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Použité značeńı a zkratky

V textu znač́ıme

vektory pomoćı malých ṕısmen
x, y, u, v, w, z atd.,

matice pomoćı velkých ṕısmen
A, B, H, M , Q, R, U , W , X, Y , Z atd.,

koeficienty pomoćı malých řeckých ṕısmen
α, β, γ, δ, λ atd.,

prostory pomoćı velkých ṕısmen psaných Scriptem
U0, UN , U+, U−, N atd.

Pomoćı malých ṕısmen také znač́ıme prvky matic a vektory. Speciálńı význam pak
maj́ı ṕısmena i, j apod., jimiž zpravidla indexujeme prvky matic a vektor̊u, a k, m,
n, r, která použ́ıváme k označeńı řádu matice či vektoru.

Matice a vektory

Značeńı Význam

A ∈ Rn×m reálná matice s rozměry n krát m s prvky ai,j
A ∈ Cn×m komplexńı matice s rozměry n krát m s prvky ai,j
(A)i,j = ai,j (i, j)-tý prvek matice A
AT transpozice matice A
A−1 inverzńı matice k regulárńı matici A
A komplexně sdružená matice k matici A
A∗ = (A)T hermitovsky sdružená matice k matici A
I, In jednotková matice (řádu n)
diag(a1, . . . , an) diagonálńı matice s prvky a1, . . . , an na diagonále
rank(A) hodnost matice definovaná jako počet lineárně nezávislých

řádk̊u,resp. sloupc̊u matice A

‖x‖ norma vektoru x = [ξ1, . . . , ξn]T , ‖x‖ = (
∑n

j=1 |ξj|2)
1
2

|ξ| absolutńı hodnota č́ısla
sgn(ξ) znaménková funkce (reálného) č́ısla, sgn(ξ) = ξ/|ξ|
min(m,n) minimum z č́ısel m a n
max(m,n) maximum z č́ısel m a n
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Vlastńı č́ısla

Značeńı Význam

λ, λj vlastńı č́ıslo matice A (j-té vlastńı č́ıslo matice A)
sp(A) spektrum matice A, tj. množina všech vlastńıch č́ısel matice A
n0 počet nulových vlastńıch č́ısel symetrické matice A
n+ počet kladných vlastńıch č́ısel symetrické matice A
n− počet záporných vlastńıch č́ısel symetrické matice A
in(A) inercie matice A, tj. uspořádaná trojice počtu po řadě kladných,

záporných a nulových vlastńıch č́ısel symetrické matice A
sg(A) signatura matice A, tj. rozd́ıl počtu kladných a záporných

vlastńıch č́ısel symetrické matice A
QA(x) kvadratická forma daná symetrickou matićı A, QA(x) = xTAx

Prostory

Značeńı Význam

dim(S ) dimenze prostoru S
S ⊆ T prostor S je podprostorem prostoru T
S ( T prostor S je vlastńım podprostorem prostoru T
S ⊥ ortogonálńı doplněk prostoru S
R(A) obor hodnot matice A, tj. lineárńı obal sloupc̊u matice A
U0 = N (A) nulový prostor matice A
UN neutrálńı prostor symetrické matice A
U+ nezáporný prostor symetrické matice A
U− nekladný prostor symetrické matice A
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Úvod

V nedávné době byl publikován nový typ rozkladu čtvercové reálné symetrické,
obecně indefinitńı, matice A, který takovou matici rozkládá na součin tvaru

A = QMQT ,

kde Q je ortogonálńı a M dolńı antitrojúhelńıková, viz [7], [8], [9], [10], a daľśı.
Nazývá se tedy transformaćı (nebo rozkladem) na dolńı blokově antitrojúhelńıkovou
(trojúhelńıková vzhledem k vedleǰśı diagonále) matici, př́ıpadně také

”
Batman de-

composition“ (což nebudeme překládat). Neformálńı název rozkladu odkazuj́ıćı k Bat-
manovi lze nalézt v prezentaćıch autor̊u rozkladu (údajně se vztahuje k tvaru, který
má výsledná matice a který prý připomı́ná let́ıćıho Batmana, viz třet́ı odrážka ve
výřezu prezentace na obrázku 1), ale i např. v článku [10].

Obrázek 1: Ukázka z úvodu prezentace [6]. Batman v názvu rozkladu může být
akronymem, ale může odkazovat i k vizuálńı podobnosti tvaru matice a st́ınu let́ıćıho
Batmana.

Ćılem práce je zkonstruovat tento rozklad pro obecnou symetrickou matici po-
moćı základńıch nástroj̊u, které známe ze základńıho kurzu lineárńı algebry. Vysvětlit
jednotlivé kroky tak detailně, abychom byli schopni snadno dokázat, že rozklad vždy
existuje, a abychom mohli zformulovat větu o Batman decomposition symetrické
matice. Uvid́ıme, že matice M má nav́ıc jistou blokovou strukturu a pro nás bude
d̊uležité porozumět vlastnostem jednotlivých blok̊u.

Symetrické matice jsou d̊uležitou tř́ıdou matic a soustavy se symetrickými inde-
finitńımi maticemi, často ve tvaru tzv. sedlobodových matic[

K B
BT 0

]
, (1)
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kdeK je symetrická pozitivně definitńı a B má lineárně nezávislé sloupce, se objevuj́ı
v řadě praktických problémů, viz zejména [1, sekce 2]. Batman decomposition tak
doplňuje řadu daľśıch rozklad̊u symetrických matic jako jsou Choleského rozklad a
rozklady Bunche, Parletta a Kaufmannové (rozklady tvar̊u A = LLT , A = LDLT ,
A = LTLT , kde L je dolńı trojúhelńıková, D je blokově diagonálńı se čtvercovými
bloky řád̊u 1 resp. 2 na diagonále a T je tř́ıdiagonálńı), viz např. [2, sekce 4.4 a 4.5].

Poznamenejme, že dle článku [10] hraje Batman decomposition také následuj́ıćı
d̊uležitou roli, volně parafrázováno:

”
Tak jako lze algoritmus Gaußovy eliminačńı metody interpretovat
jako LU rozklad matice, tak Batman decomposition představuje
maticový rozklad odpov́ıdaj́ıćı algoritmu tzv. metody projekce na
nulový prostor (null-space method) použ́ıvanému při řešeńı indefi-
nitńıch soustav.

”

Doslova autoři ṕı̌śı:

” In other words, the antitriangular factorization allows the nullspace
method to be represented not just as a procedure but also as a mat-
rix decomposition, similar to other well-known methods for solving
linear systems like Gaussian elimination.

”

viz [10, str. 340].

Práce postupně v kapitole 1 zrekapituluje několik základńıch, ale d̊uležitých kon-
cept̊u z lineárńı algebry. Konkrétně pojem vlastńıho č́ısla, Schurovu větu a jej́ı
d̊usledky pro čtvercové matice. V kapitole 2 připomene pojem kvadratické formy,
inercie a pojmy souvisej́ıćı a zejména zákon setrvačnosti kvadratických forem. Dále
v kapitole 3 se seznámı́me se čtyřmi d̊uležitými podprostory symetrické matice –
nulový prostor, neutrálńı prostor, nezáporný prostor a nekladný prostor. Zkonstru-
ujeme jejich báze a vysvětĺıme, proč jsou některé z prostor̊u určené nejednoznačně.

V kapitole 4 práce vysvětĺı, že zmiňované podprostory jdou vhodně zvolit tak, aby
byly některé z výše jmenovaných prostor̊u svými podprostory. Ukáže, jak z jejich báźı
sestrojit ortogonálńı matici, která bude transformovat danou symetrickou matici tak,
že výsledkem bude právě požadovaný tvar. Transformace bude v této kapitole po
částech rozebraná tak, aby bylo jasné, jak funguje. Na závěr kapitoly zformulujeme
větu o Batman decomposition, jej́ıž d̊ukaz př́ımo vyplyne z diskuze v předcházej́ıćım
textu.
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1 Vlastńı č́ısla symetrických matic

V této kapitole se budeme věnovat zejména spektrálńım vlastnostem reálných syme-
trických matic. Nejprve si však muśıme připomenout některé základńı pojmy a daľśı
znalosti ze základńıho kurzu algebry tak, abychom v daľśıch kapitolách byli schopni
bez problémů pochopit konstrukci samotného rozkladu

”
Batman decomposition“.

1.1 Základńı pojmy

Začněme tedy ujasněńım základńıch pojmů, které budeme v této práci využ́ıvat.
Jedńım z d̊uležitých pojmů lineárńı algebry, který je pro nás zcela kĺıčový, je pojem
symetrické matice.

Definice 1. Symetrickou matićı budeme rozumět čtvercovou matici A s reálnými
prvky (A)i,j = ai,j, které nav́ıc splňuj́ı ai,j = aj,i, tj.

A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n
a2,1 a2,2 · · · a2,n

...
...

. . .
...

an,1 an,2 · · · an,n

 ∈ Rn×n, tj. A = AT , (1.1)

tedy matice A se po záměně sloupc̊u za řádky (transpozici) nezměńı.

Daľśımi pojmy, které jsou zásadńı pro naše téma a budeme je často použ́ıvat,
tud́ıž je nutné si je ujasnit, jsou pojmy vlastńı č́ıslo matice, vlastńı vektor matice a
spektrum matice.

Definice 2. Necht’ A ∈ Fn×n je čtvercová matice nad tělesem F, reálných nebo
komplexńıch č́ısel (tj. F je bud’ R nebo C). Pak obecně komplexńı č́ıslo λ a nenulový
obecně komplexńı vektor x ∈ Cn splňuj́ıćı rovnici

Ax = xλ

nazýváme vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor matice A.
Množinu všech vlastńıch č́ısel matice A znač́ıme sp(A) a nazýváme spektrum

matice A.
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1.2 Schur̊uv rozklad obecné čtvercové matice

Nyńı vyslov́ıme a dokážeme tzv. Schurovu větu pro obecnou komplexńı čtvercovou
matice. Větu i jej́ı d̊ukaz lze nalézt např. v [2, kap. 2]. Schurova věta je jednou
z nejd̊uležitěǰśıch vět souvisej́ıćıch s vlastńımi č́ısly. Pomáhá při řešeńı úloh, kdy se
snaž́ıme nalézt vlastńı č́ısla, jednak jako teoretický nástroj ale má také d̊uležitý vliv
na praktické řešeńı (výpočet).

Věta 1 (Schurova věta). Pro libovolnou matici A ∈ Cn×n existuje taková unitárńı
matice U , tj. U∗ = U−1, a taková matice R v horńım trojúhelńıkovém tvaru, že plat́ı

A = URU∗

a matice R má na diagonále vlastńı č́ısla matice A v libovolném předepsaném pořad́ı.

Poznamenejme, že M∗ znač́ı matici transponovanou a komplexně sdruženou, tj.
M∗ = (M)T , kde M pak znač́ı právě komplexńı sdružeńı.

D̊ukaz. Důkaz s drobnými úpravami přeb́ıráme z [2]. Budeme postupovat pomoćı
indukce podle řádu matice A. Pro matici řádu 1 je tvrzeńı zřejmě pravdivé. Před-
pokládejme také pravdivost tvrzeńı pro všechny matice do řádu n− 1, včetně.

Nyńı muśıme zjistit, zda tato věta plat́ı i pro matici A ∈ Cn×n (s libovolně
ale pevně dopředu zvoleným pořad́ım vlastńıch č́ısel matice A na diagonále R).
Označme λ prvńı vlastńı č́ıslo matice A. Jemu odpov́ıdaj́ıćı normalizovaný vlastńı
vektor označ́ıme x = [ξ1, ξ2, . . . , ξn]T ∈ Cn, tj.

Ax = xλ, kde ‖x‖ =

(
n∑

j=1

|ξj|2
)1/2

= 1. (1.2)

Doplňme vektor x o daľśı vektory tak, abychom z nich byli schopni sestavit čtvercovou
a zároveň unitárńı matici, tj. H = [x,X] ∈ Cn×n a H∗ = H−1, kde X ∈ Cn×n−1 a
plat́ı X∗x = 0, x∗x = 1, X∗X = In−1 (protože H je unitárńı, takže sloupce X jsou
navzájem ortonormálńı). Dostáváme tedy

H∗AH =

[
x∗Ax x∗AX
X∗Ax X∗AX

]
=

[
λ b∗

0 C

]
, kde b ∈ Cn−1, C ∈ C(n−1)×(n−1),

protože x∗Ax = x∗(Ax) = x∗(xλ) = λ(x∗x) = λ a podobně X∗Ax = X∗(Ax) =
X∗(xλ) = λX∗x = 0 je nulový vektor. Jako výsledek tedy vyjde blokově horńı
trojúhelńıková matice se čtvercovými diagonálńımi bloky.

Proto je možné spektrum matice A napsat jako

sp(A) = {λ} ∪ sp(C).

Podle indukčńıho předpokladu je tvrzeńı věty pro matici C řádu n − 1 pravdivé.
Tedy existuje taková matice V , že V ∗CV je horńı trojúhelńıková matice s vlastńımi
č́ısly na diagonále v určeném pořad́ı. Označme

U = [x,XV ] = H

[
1 0
0 V

]
, U∗U =

[
1 0
0 V ∗

]
H∗H︸ ︷︷ ︸
In

[
1 0
0 V

]
= In,
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pak

U∗AU =

[
1 0
0 V ∗

] [
λ b∗

0 C

] [
1 0
0 V

]
=

[
λ b∗V
0 V ∗CV

]
= R

je horńı trojúhelńıková matice R s vlastńımi č́ısly matice A na diagonále a U je
hledaná unitárńı matice. Po úpravách dostáváme Schur̊uv rozklad matice A

A = URU∗.

Poznamenejme, že libovolné pořad́ı vlastńıch č́ısel na diagonále matice R se de-facto
realizuje výběrem vlastńıho č́ısla λ v rovnici (1.2).

1.3 Vlastńı č́ısla symetrické matice

Při zkoumáńı vlastńıch č́ısel nejen komplexńıch, ale i reálných matic muśıme obecně
pracovat s komplexńımi č́ısly (připomeňme, že vlastńı č́ısla jsou totiž kořeny tzv.
charakteristického polynomu, jehož stupeň je dán řádem matice; už pro matici řádu
dva tak snadno najdeme takovou reálnou matici, jej́ıž charakteristický polynom má
záporný diskriminant). Jiná situace ale nastává u (reálných) symetrických matic.

Věta 2. Necht’ A ∈ Rn×n je (reálná) čtvercová symetrická matice, tj. A = AT , č́ıslo
λ je jej́ım vlastńım č́ıslem a vektor x je vlastńım vektorem odpov́ıdaj́ıćım vlastńımu
č́ıslu λ. Potom

• vlastńı č́ıslo je vždy reálné, tj. λ ∈ R;

• vlastńı vektor lze vždy volit reálný, tj. x ∈ Rn.

D̊ukaz. Vı́me, že matice A je symetrická, tj. A = AT , a reálná, tj. A = A. Vı́me, že
x a λ jsou vlastńı vektor a č́ıslo, plat́ı tedy

Ax = xλ, x 6= 0.

Když tuto rovnici vynásob́ıme vektorem x∗ zleva, dostaneme

x∗Ax = x∗xλ. (1.3)

Nyńı vid́ıme: a) Součin x∗x na pravé straně je vlastně skalárńı součin vektoru x se
sebou samým, což je kvadrát normy daného vektoru. Je to tedy nezáporné kladné
č́ıslo. Protože vlastńı vektor je nenulový, jeho norma je dokonce kladná. Zapsáno
v rovnici,

x∗x = 〈x, x〉 = ‖x‖2 > 0, protože ∀v ∈ Rn : ‖v‖ > 0 ⇐⇒ v 6= 0.

b) Č́ıslo x∗Ax na levé straně můžeme komplexně sdružit a formálně transponovat.

Pak dostáváme

(x∗Ax)∗ = (x∗Ax)T = (xTAx)T = (x)T (A)Tx = x∗A∗x.
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Jelikož je A reálná matice, tj. A = A a tedy A∗ = AT , a nav́ıc symetrická, tj.
A = AT , můžeme psát

x∗A∗x = x∗Ax.

Došli jsme tedy k závěru, že

(x∗Ax)∗ = x∗Ax ∈ C,

tj. obecně komplexńı č́ıslo (x∗Ax) se rovná svému komplexně sdruženému č́ıslu
(x∗Ax)∗, tud́ıž muśı být toto č́ıslo reálné.

Dáme-li dohromady pozorováńı a) a b) a z rovnice (1.3) vyjádř́ıme vlastńı č́ıslo
λ,

λ =
(x∗Ax)

(x∗x)
,

vid́ıme, že λ je pod́ıl dvou reálných č́ısel, tud́ıž muśı být vlastńı č́ıslo λ také reálné.
Nyńı se pod́ıváme na vlastńı vektor x. Vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor splňuj́ı rovnici

Ax = xλ,

Ax = Ixλ = (Iλ)x,

(A− λI)x = 0,

přičemž matice (A− λI) na levé straně posledńı rovnice i vektor 0 na straně pravé
jsou reálné. Interpretujeme-li posledńı řádek jako soustavu lineárńıch algebraických
rovnic, hledáńı vektoru x je hledáńım řešeńı (kompatibilńı) soustavy rovnic s reálnou
matićı a reálnou pravou stranou. Taková soustava bude mı́t vždy nějaké reálné řešeńı.
Vlastńı vektor x tedy lze volit reálný.

1.4 Schurova věta pro symetrické matice

Shurova věta má hned několik d̊usledk̊u. Jeden z nich si vyslov́ıme v následuj́ıćı větě.
V zásadě přeformulujeme p̊uvodńı Schurovu větu pro reálnou symetrickou matici
A. Ukážeme, že pro symetrické matice lze Schur̊uv rozklad vždy volit tak, aby byl
reálný. Tedy s reálnými ortogonálńımi maticemi, které budou nav́ıc obsahovat př́ımé
vlastńı vektory matice A. Původně trojúhelńıková komplexńı matice R s vlastńımi
č́ısly matice A na diagonále bude nejen reálná, ale nav́ıc bude jen diagonálńı matićı.

Věta 3. Pro libovolnou symetrickou matici A ∈ Rn×n existuje diagonálńı matice
D ∈ Rn×n a ortogonálńı matice U ∈ Rn×n, tj. U−1 = UT tak, že plat́ı

A = UDUT . (1.4)

Diagonálńı matice D = diag(λ1, λ2, . . . , λn) obsahuje vlastńı č́ısla matice A v li-
bovolném předepsaném pořad́ı. Sloupce matice U = [u1, u2, . . . , un] představuj́ı od-
pov́ıdaj́ıćı normalizované vlastńı vektory.
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D̊ukaz. Vı́me, že podle Schurova rozkladu lze matici A rozložit následovně

A = URU∗, (1.5)

kde R je horńı trojúhelńıková obecně komplexńı a U unitárńı. Protože A je reálná,
tak také plat́ı

AT = A∗ = (URU∗)∗ = UR∗U∗. (1.6)

Protože A je nav́ıc symetrická, tj. A = AT , dosazeńım předchoźıch rovnic (1.5) a
(1.6) dostaneme

A = AT

URU∗ = UR∗U∗

R = R∗.

Vı́me, že R je matice v horńım trojúhelńıkovém tvaru a R∗ je tedy v dolńım
trojúhelńıkovém tvaru. Jelikož se tyto dvě matice muśı rovnat, je zřejmé, že všechny
mimodiagonálńı prvky matice R muśı být nulové, tedy matice R je diagonálńı, a
jej́ı diagonálńı prvky se muśı rovnat svým komplexně sdruženým protěǰsk̊um, tj.
rj,j = rj,j, muśı tedy být reálné (mimochodem, z předchoźıch dvou vět v́ıme: z věty
1, že matice R obsahuje na diagonále vlastńı č́ısla matice A, tj. rj,j = λj, z věty
2, že symetrická matice má vlastńı č́ısla reálná; tvrzeńı o diagonálńıch prvćıch tedy
neńı překvapivé). Poznamenejme, že v daľśım textu budeme pro odlǐseńı tohoto
speciálńıho tvaru Schurova rozkladu nebudeme tuto diagonálńı matici značit R jako
doposud, ale D = diag(λ1, · · · , λn).

Pokud si ortogonálńı matici U rozeṕı̌seme po sloupćıch, tj. U = [u1, u2, · · · , un],
můžeme po úpravách rozklad A = UDU∗ přepsat následovně

A = UDU∗

AU = UD

A[u1, u2, · · · , un] = [u1, u2, · · · , un]D.

Pod́ıváme-li se na j-tý sloupec posledńı rovnice, dostaneme

Auj = ujλ, j = 1, · · · , n, (1.7)

neboli, sloupce matice U tvoř́ı navzájem ortonormálńı sadu vlastńıch vektor̊u matice
A. Zbývá ukázat, že je lze volit reálné. Přerovnáńım rovnice (1.7) dostáváme jako
v d̊ukazu předchoźı věty

(A− Iλj)uj = 0,

tedy soustavu rovnic s reálnou matićı (A− Iλj) a reálnou pravou stranou 0, z čehož
plyne, že řešeńı uj lze volit reálné. Zcela libovolnou volbou se však může poškodit
vzájemná ortogonalita. Bylo by potřeba ještě ukázat, že volba (normalizovaných)
vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch r̊uzným vlastńım č́ısl̊um vždy vede na jejich or-
togonalitu. U násobného vlastńıho č́ısla pak stač́ı zvolit př́ıslušný počet lineárně
nezávislých vlastńıch vektor̊u a ty zortogonalizovat (např. pomoćı QR rozkladu). To
však již nebudeme dělat. Viz také [2, sekce 2.2].
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2 Kvadratické formy

V této kapitole si zavedeme pojem kvadratické formy, pojem inercie, ukážeme sou-
vislost mezi symetrickými maticemi a kvadratickými formami a zformulujeme tzv.
zákon setrvačnosti kvadratických forem.

2.1 Kvadratické formy a symetrické matice

Nejprve se seznámı́me s kvadratickými formami a ukážeme jejich souvislost s vlastńımi
č́ısly symetrických matic, respektive zejména s jejich znaménky. To nám pomůže
určit, kvadratické formy (a symetrické matice) určitým zp̊usobem rozklasifikovat.

Definice 3. Necht’ A ∈ Rn×n je symetrická matice, pak

QA(x) = xTAx

se označuje jako kvadratická forma definovaná matićı A.

Tedy symetrická matice A ∈ Rn×n (resp. kvadratická forma QA) může být
považována za zobrazeńı Rn −→ R. Pro vektor x = [ξ1, ξ2, . . . , ξn]T ∈ Rn lze kvad-
ratickou formu, resp. součin xTAx, obecně rozepsat následuj́ıćım zp̊usobem

x 7−→ xTAx =
n∑

j=1

ajjξ
2
j + 2

n∑
j=1

n∑
j=i+1

aijξiξj.

Toto je obecný tvar kvadratické formy na prostoru dimenze n.
Pro názornost uvedeme jednoduchý př́ıklad, kde vektor x ∈ R2 a symetrická

matice A ∈ R2×2. Součin xTAx lze rozepsat jako

xTAx =
[
ξ1 ξ2

] [ a 1
2
b

1
2
b c

] [
ξ1
ξ2

]
= aξ21 + bξ1ξ2 + cξ22 , (2.1)

což je vlastně obecný kvadratický člen (přesněji řečeno trojice kvadratických člen̊u)
polynomu o dvou proměnných. Analogicky kvadratická forma na prostoru dimenze
n tvoř́ı obecný kvadratický člen (resp.

(
n+1
2

)
člen̊u) polynomu o n proměnných.

Ze vzorce (2.1) nemuśı být hned na prvńı pohled jasné, jak bude graf QA(x)
vypadat. Abychom tomu porozuměli, můžeme matici A nahradit jej́ım Schurovým
rozkladem (1.4). Dostaneme pak

A = UDUT ,
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tedy

QA(x) = xTAx = xTUDUTx = (UTx)TD(UTx).

Součin (UTx) je vektor, který si můžeme označit jako y = [ν1, ν2, . . . , νn]T . Protože
je matice U ortogonálńı, potom tedy určitě plat́ı

y = UTx, x = Uy, ‖x‖ = ‖y‖,

tedy

QA(x) = (UTx)TD(UTx) = yTDy =
n∑

j=1

λjν
2
j .

Suma na pravé straně se, jak je vidět, zjednoduš́ı (mı́sto
(
n+1
2

)
sč́ıtanc̊u má pouze

n sč́ıtanc̊u) protože matice D je diagonálńı. Nav́ıc D obsahuje na diagonále vlastńı
č́ısla matice A. Každé vlastńı č́ıslo je v součinu s kvadrátem nějakého prvku vektoru
y, který ale znaménko celého součinu (λjν

2
j ) nezměńı, to je zřejmě dané znaménkem

vlastńıho č́ısla, sgn(λjν
2
j ) = sgn(λj) = λj/|λj|.

V našem jednoduchém př́ıpadě (2.1) tedy dostáváme λ1ν
2
1 + λ2ν

2
2 . Máme tedy

k dispozici v zásadě šest možnost́ı, viz obrázek 2.1:

• obě vlastńı č́ısla jsou kladná, tj. λ1 > 0, λ2 > 0;

• jedno vlastńı č́ıslo je kladné a druhé vlastńı č́ıslo je záporné, tj. λ1 > 0, λ2 < 0;

• obě vlastńı č́ısla jsou záporná, tj. λ1 < 0, λ2 < 0;

• jedno vlastńı č́ıslo je kladné a druhé vlastńı č́ıslo je nulové, tj. λ1 > 0, λ2 = 0;

• jedno vlastńı č́ıslo je záporné a druhé vlastńı č́ıslo je nulové, tj. λ1 < 0, λ2 = 0;

• obě vlastńı č́ısla jsou nulová, tj. λ1 = λ2 = 0.

Pro rozlǐseńı jednotlivých př́ıklad̊u pro obecnou symetrickou matici A zavedeme
následuj́ıćı pojmy.

Definice 4. Kvadratickou formu QA(x) = xTAx definovanou na Rn pomoćı symet-
rické matice A ∈ Rn×n, jakož i samotnou symetrickou matici nazýváme:

• pozitivně definitńı, pokud ∀x 6= 0 ∈ Rn, QA(x) > 0;

• pozitivně semidefinitńı, pokud ∀x ∈ Rn, QA(x) ≥ 0;

• negativně definitńı, pokud ∀x 6= 0 ∈ Rn, QA(x) < 0;

• negativně semidefinitńı, pokud ∀x ∈ Rn, QA(x) ≤ 0;

• indefinitńı, existuj́ı-li vektory x+, x− takové, že QA(x+) > 0 a QA(x−) < 0.

Poznamenejme, že každá pozitivně (resp. negativně) definitńı matice je zároveň
pozitivně (resp. negativně) semidefinitńı.

Jak jsme viděli na př́ıkladu matice řádu dva, kĺıčovou roli v definitnosti reálné
symetrické matice hraj́ı jej́ı vlastńı č́ısla. Zřejmě plat́ı následuj́ıćı věta, kterou již
uvedeme bez d̊ukazu.
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Obrázek 2.1: Kvadratické formy v prostoru R2. V prvńım a druhém řádku regulárńı
formy, zleva: pozitivně definitńı (λ1 > 0, λ2 > 0), indefinitńı (λ1 > 0, λ2 < 0) a
negativně definitńı (λ1 < 0, λ2 < 0). V druhém a třet́ım řádku singulárńı formy,
zleva: pozitivně semidefinitńı (λ1 > 0, λ2 = 0), negativně semidefinitńı (λ1 = 0,
λ2 < 0) a identicky nulová forma (λ1 = λ2 = 0).

Věta 4. Necht’ A ∈ Rn×n je symetrická matice. Pak A je

• pozitivně definitńı právě když má všechna vlastńı č́ısla kladná,

• pozitivně semidefinitńı právě když má všechna vlastńı č́ısla nezáporná,

• negativně definitńı právě když má všechna vlastńı č́ısla záporná,

• negativně semidefinitńı právě když má všechna vlastńı č́ısla nekladná,

• indefinitńı právě když má alespoň jedno kladné a alespoň jedno záporné vlastńı
č́ıslo.

Důkaz je zřejmý z předchoźı diskuze. Provedli bychom ho jako u př́ıkladu dimenze
dva, jednoduše dosazeńım Schurova rozkladu A = UDUT za matici A do kvadratické
formy QA(x) = xTAx.
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2.2 Inercie matice, hodnost matice, signatura matice

Jak jsme viděli, vlastńı č́ısla matice, resp. jejich znaménka, hraj́ı d̊uležitou roli v kla-
sifikaci matic a kvadratických forem ve smyslu definitnosti, ale zejména také v tom,
jak vypadá graf dané kvadratické formy. To všechno nás vede k zavedeńı nového
pojmu, tzv. inercie.

Definice 5 (Inercie). Necht’ A ∈ Rn×n je symetrická matice. Označme n+ počet
jej́ıch kladných vlastńıch č́ısel včetně násobnost́ı, n− počet jej́ıch záporných vlastńıch
č́ısel včetně násobnost́ı a n0 násobnost nulového vlastńıho č́ısla, tj n+ +n−+n0 = n.
Uspořádanou trojici

in(A) = (n+, n−, n0)

nazýváme inercíı matice A.

Inercie bude zjevně užitečná při popisu kvadratických forem, protože nám vlastně
ř́ıká v maximálně kolika lineárně nezávislých směrech se paraboly v grafu

”
ohýbaj́ı“

do kladných a do záporných č́ısel a v kolika muśı z̊ustat identicky nulové. Pojmu
se ale budeme dále věnovat i v následuj́ıćıch sekćıch a kapitolách. Zejména bude
potřeba při popisu

”
Batman decomposition“ symetrických matic.

Poznamenejme, že když už jsme zavedli pojem inercie, bylo by dobré vyjas-
nit jeho vztah k daľśım podobným nebo souvisej́ıćım pojmům. Prvńım z nich je
hodnost matice, který známe již ze základńıho kurzu lineárńı algebry. Hodnost se
definuje jako počet lineárně nezávislých řádk̊u, resp. sloupc̊u matice, nebo ekviva-
lentně jako řád největš́ıho nenulového poddeterminantu matice, nebo ekvivalentně
jako dimenze oboru hodnot viz např. [2, kaptola 1]. U (čtvercových) normálńıch
matic (přičemž reálná symetrická matice je speciálńı př́ıpad normálńı matice) je
hodnost dána rozd́ılem řádu matice a násobnost́ı nulového vlastńıho č́ısla. Plat́ı
tedy následuj́ıćı věta, kterou uvád́ıme bez d̊ukazu.

Věta 5. Necht’ A ∈ Rn×n je symetrická matice a necht’ jej́ı inercie je in(A) =
(n+, n−, n0). Potom hodnost matice A je rovna počtu nenulových vlastńıch č́ısel
(včetně násobnost́ı), tedy

rank(A) = n− n0 = n+ + n− .

Mezi daľśımi souvisej́ıćı pojmy patř́ı také tzv. signatura matice. Poznamenejme,
že signatura se zpravidla použ́ıvá v kontextu regulárńıch matic (tj. když rank(A) =
n, neboli n0 = 0), viz např. [5].

Definice 6. Necht’ A ∈ Rn×n je symetrická matice a necht’ jej́ı inercie je in(A) =
(n+, n−, n0). Signaturou matice A nazveme č́ıslo

sg(A) = n+ − n− ,

tedy rozd́ıl počtu kladných a záporných vlastńıch č́ısel (včetně násobnost́ı).

Je zřejmé, že signatura je kladná, resp. záporná, má-li matice v́ıce kladných,
resp. záporných vlastńıch č́ısel (opět ovšem včetně násobnost́ı). Signatura nám tedy
ř́ıká, kterých vlastńıch č́ısel má matice v́ıce.
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2.3 Zákon setrvačnosti kvadratických forem

V minulé sekci jsme zavedli pojem inercie, který nám ř́ıká, kolik má matice A
kladných, záporných a nulových vlastńıch č́ısel. Nyńı si zformulujeme tzv. zákon
setrvačnosti kvadratických forem, který nám v zásadě ukazuje, kdy se inercie za-
chovává. Poznamenejme, že slovo inercie (anglicky, resp. latinsky inertia) se do
češtiny překládá právě jako setrvačnost.

Věta 6 (Sylvestr̊uv zákon setrvačnosti kvadratických forem). Necht’ A ∈ Rn×n je
symetrická matice, Z ∈ Rn×n regulárńı matice a necht’ matice

B = ZTAZ ∈ Rn×n.

Pak je matice B symetrická a plat́ı

in(A) = in(B),

tj. při transformaci A 7−→ B = ZTAZ, kterou nazýváme (maticová) kongruence se
zachovává inercie.

D̊ukaz. Matice B = ZTAZ je zjevně symetrická, BT = (ZTAZ)T = ZTATZ =
ZTAZ = B, nebot’ A = AT je symetrická. Matice Z je regulárńı, tj. existuje inverzńı
matice Z−1, tedy A = Z−TBZ−1. Pokud rozeṕı̌seme kvadratickou formu QA(x),
dostaneme

QA(x) = xTAx = xTZ−TBZ−1x = (Z−1x)TB(Z−1x).

Pokud si vektor Z−1x označ́ıme jako y, vyjde nám

QA(x) = xTAx = yTBy = QB(y).

Z rovnosti vyplývá, že grafy obou kvadratických forem, jak QA(x), tak i QB(y),
budou v podstatě stejné (jen v jiných souřadnićıch; y = Z−1x, x = Zy představuje
změnu souřadnicového systému). Speciálně bude u obou forem stejný maximálńı
počet lineárně nezávislých směr̊u, ve kterých jsou paraboly v grafu kladné a záporné
a také kolik jich z̊ustalo identicky nulových. Z toho následně plyne, že i počet
kladných, záporných a nulových (tj. včetně násobnost́ı) vlastńıch č́ısel matic A a
B muśı být stejný, tedy také in(A) = in(B).

Poznamenejme, že inercie je sice stejná, ale samotná vlastńı č́ısla matic A a B
mohou být r̊uzná. Pro vlastńı č́ıslo a vlastńı vektor matice A plat́ı

Ax = xλ.

Pokud mezi A a x vlož́ıme šikovně rozepsanou jednotkovou matici I = ZZ−1 a celou
rovnici vynásob́ıme ZT zleva, dostaneme

(ZTAZ)(Z−1x) = (ZTx)λ,

By = wλ, kde B = ZTAZ, y = Z−1x, a w = ZTx.
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Z těchto vztah̊u tedy plyne, že λ by bylo vlastńım č́ıslem, pokud by vektor y byl roven
vektoru w. Pokud by měla být všechna vlastńı č́ısla λi stejná, musel by odpov́ıdaj́ıc
vektor yi = Z−1xi být roven vektoru wi = ZTxi, pro i = 1, 2, . . . , n. Protože matice
Z je regulárńı a protože vektory xi a tedy i yi a wi tvoř́ı bázi celého Rn, z rovnost́ı

Z−1xi = yi = wi = ZTxi, i = 1, 2, . . . , n,

plyne, že Z−1 = ZT , tj. že matice Z je ortogonálńı.
Došli jsme tedy k závěru, že vlastńı č́ısla matic A a B se rovnaj́ı pouze v př́ıpadě,

když matice Z realizuj́ıćı kongruenci je ortogonálńı. V takovém př́ıpadě (a pouze
v takovém př́ıpadě) však kongruence splývá s podobnostńı transformaćı. Můžeme
tedy ř́ıct, že ortogonálńı kongruence je zároveň ortogonálńı podobnost́ı. Tedy, pokud
je matice Z jen regulárńı, jsou matice A a B navzájem kongruentńı (zachovaná je
obecně pouze inercie) a pokud je matice Z nav́ıc ortogonálńı, jsou si matice A a B
navzájem podobné (zachovává se jak inercie, tak vlastńı č́ısla).
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3 Důležité podprostory symetrických indefi-
nitńıch matic

Symetrické matice maj́ı několik podprostor̊u, které pro nás budou velmi d̊uležité,
jejich popis a vysvětleńı můžeme nalézt např́ıklad v [8]. Tyto podprostory U0, UN ,
U+ a U− a jejich ortogonálńı báze U0, UN , U+ a U− dané symetrické matice A
s inercíı in(A) = (n+, n−, n0) jsou následovné:

• nulový podprostor matice A, kde plat́ı, že AU0 = 0 a dim(U0) = n0;

• neutrálńı podprostor matice A, kde plat́ı, že UT
NAUN = 0 a dim(UN) = n0 +

min (n+, n−);

• nezáporný podprostor maticeA, kde plat́ı, že UT
+AU+ je pozitivně semidefinitńı

a dim(U+) = n0 + n+;

• a nekladný podprostor matice A, kde plat́ı, že UT
−AU− je negativně semidefi-

nitńı a dim(U−) = n0 + n−.

Podrobněji se nyńı budeme věnovat těmto podprostor̊um v jednotlivých kapitolách.

3.1 Nulový podprostor

Prvńım prostorem, který pro nás bude d̊uležitý je nulový prostor U0.

Definice 7. Necht’ A ∈ Rn×n je symetrická matice s inercíı in(A) = (n+, n−, n0).
Prostor U0 = N (A) ⊆ Rn nazýváme nulovým prostorem, jestlǐze

1. pro každé w ∈ U0 plat́ı Aw = 0 a zároveň

2. neexistuje prostor S , U0 ( S , dim(U0) < dim(S ) splňuj́ıćı podmı́nku 1.

Druhou podmı́nku m̊užeme formulovat tak, že hledáme podprostor s vlastnost́ı 1.
maximálńı dimenze.

Tento prostor známe již ze základńıho kurzu lineárńı algebry a lze definovat
pro jakoukoliv (tedy obecně i obdélńıkovou) matici. Jeho dimenze je rovna defektu
matice, v našem př́ıpadě

dim(U0) = n− rank(A) = n0.

Snadno ověř́ıme, že v př́ıpadě symetrické matice je nulový prostor lineárńım obalem
právě těch vlastńıch vektor̊u, které odpov́ıdaj́ı nulovému vlastńımu č́ıslu. Nulový
prostor souviśı s pohledem na matici A jako na lineárńı zobrazeńı A : Rn −→ Rn.
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3.2 Neutrálńı prostor

Druhým prostorem je UN , prostor neutrálńı. Tento prostor (stejně jako následuj́ıćı
dva) souviśı př́ımo s kvadratickými formami, tedy souviśı s chápáńım matice A,
respektive odpov́ıdaj́ıćı kvadratické formy jako zobrazeńı QA : Rn −→ R. Je tedy
trochu komplikovaněǰśı než prostor předchoźı.

Definice 8. Necht’ A ∈ Rn×n je symetrická matice s inercíı in(A) = (n+, n−, n0).
Prostor UN ⊆ Rn budeme nazývat neutrálńı, jestlǐze

1. pro každé w ∈ UN plat́ı wTAw = 0 a zároveň

2. neexistuje prostor S , UN ( S , dim(UN) < dim(S ) splňuj́ıćı podmı́nku 1.

Druhou podmı́nku m̊užeme formulovat tak, že hledáme podprostor s vlastnost́ı 1.
maximálńı dimenze.

Označme m = dim(UN) dimenzi prostoru UN . Necht’ u
(1)
N , u

(2)
N , · · · , u(m)

N je báze

prostoru UN a necht’ UN = [u
(1)
N , u

(2)
N , · · · , u(m)

N ], tj. R(UN) = UN . Zřejmě každý pro
vektor w ∈ UN existuje nějaký vektor z ∈ Rm tak, že plat́ı w = UNz (a naopak,
každý vektor z ∈ Rm generuje nějaký vektor w = UNz neutrálńıho prostoru). Pak

QA(w) = wTAw = zT (UT
NAUN)z = 0, ∀z ∈ Rm.

Matice UT
NAUN je zřejmě symetrická. Pro euklidovské vektory z = ei, i = 1, 2, . . . ,m,

dostáváme (UT
NAUN)i,i = 0, tedy matice UT

NAUN muśı mı́t nulovou diagonálu. Pro
součty dvojic r̊uzných euklidovských vektor̊u z = ei + ej, i, j = 1, 2, . . . ,m, i 6= j,
dostáváme s využit́ım symetrie 2(UT

NAUN)i,j = 0, tedy i mimodiagonálńı prvky jsou
nulové. Závěrem, matice

UT
NAUN = 0

je nulová.

3.2.1 Vektory v neutrálńım prostoru – p̌ŕıklady

Jak jsme již zmı́nili, zobrazeńı QA : w 7−→ wTAw funguje nepatrně složitěǰśım
zp̊usobem než zobrazeńı A : w 7−→ Aw. Je jasné, že když máme vektor w, pro který
plat́ı Aw = 0, tak plat́ı wTAw = 0, tedy prostor U0 by mohl být (a vždy ho také
bude možné považovat za) podprostor prostoru UN . Obráceně to však neplat́ı, tj.
wTAw = 0, nemuśı nutně implikovat Aw = 0. Tuto situaci si můžeme jednoduše
ilustrovat s využit́ım vhodné regulárńı matice A (tedy takové matice, jej́ıž nulový
prostor je triviálńı a obsahuje jenom nulový vektor 0) následuj́ıćım zp̊usobem:

A =

[
0 1
1 0

]
, w =

[
1
0

]
, Aw =

[
0
1

]
.

Vektor w zřejmě neńı v nulovém prostoru matice A, ale když se zaměř́ıme na celý
součin QA(w) = wTAw, vid́ıme, že se rovná 0 (vektory w a Aw jsou na sebe kolmé).
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Ukažme si daľśı, složitěǰśı, př́ıklad. Vezměme si symetrickou matici A a dva nor-
malizované vlastńı vektory. Necht’ v1 je vlastńım vektorem vlastńıho č́ısla λ1, a v2
vlastńıho č́ısla λ2 6= λ1, a řekněme, že pro jednoduchost zároveň plat́ı

λ1 = −λ2.

Jelikož je matice symetrická a vlastńı č́ısla λ1 a λ2 jsou r̊uzná, v́ıme, že v1 je kolmé
na v2. Pod́ıvejme se na součet těchto dvou vektor̊u

w = v1 + v2, resp., pro formu, w =
v1
‖v1‖

+
v2
‖v2‖

.

Potom

QA(w) = wTAw = wT (Av1 + Av2)

= wT (v1λ1 + v2λ2)

= wT (v1 − v2)λ1
= (vT1 + vT2 )(v1 − v2)λ1
= (vT1 v1 + vT2 v1 − vT1 v2 − vT2 v2)λ1 = 0,

nebot’ kolmost v1 a v2 zp̊usob́ı vT1 v2 = vT2 v1 = 0. Protože vTi vi = ‖vi‖2 = 12 = 1,
plat́ı vT1 v1 − vT2 v2 = 0.

Tento př́ıklad lze zjevně ihned zobecnit na př́ıpad, kdy vlastńı č́ısla nebudou
stejně velká. Máme tedy

Av1 = v1λ1, Av2 = v2λ2, kde λ1 > 0 > λ2. (3.1)

Vezměme si lineárńı kombinaci vlastńıch vektor̊u

w1 = αv1 + βv2 (3.2)

a vhodně si zvolme α a β,

α =
1√

λ1 ‖v1‖
, β =

1√
−λ2 ‖v2‖

. (3.3)

Potom dostaneme

QA(w1) = wT
1 Aw1 = (αvT1 + βvT2 )(αv1λ1 + βv2λ2)

= α2λ1 ‖v1‖2 + αβ (vT2 v1 + vT1 v2)︸ ︷︷ ︸
0

+β2λ2 ‖v2‖2 = 0. (3.4)

Závorka je nulová z d̊uvodu ortogonality v1 a v2. Alternativně můžeme zkonstruovat
vektor

w′1 = αv1 − βv2, (3.5)

pro který zřejmě dostaneme stejný výsledek

QA(w′1) = w′1
T
Aw′1 = (αvT1 − βvT2 )(αv1λ1 − βv2λ2)

= α2λ1 ‖v1‖2 − αβ (vT2 v1 + vT1 v2)︸ ︷︷ ︸
0

+β2λ2 ‖v2‖2 = 0. (3.6)
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Následně můžeme pokračovat zcela analogicky s vlastńımi vektory v3 a v4 ta-
kovými, že plat́ı

Av3 = v3λ3, Av4 = v4λ4, kde λ3 > 0 > λ4

a stejným zp̊usobem, jako jsme źıskali vektor w1 z vektor̊u v1 a v2, źıskáme nyńı
vektor w2 = γv3 + δv4 (př́ıpadně w′2 = γv3 − δv4), přičemž konstanty γ a δ voĺıme
analogicky jako v (3.3).

Nyńı bude vhodné ověřit, zda jsou takto źıskané vektory na sebe kolmé, tedy
zda je skalárńı součin 〈w1, w2〉 rovný nule. Dosazeńım źıskáme skalárńı součin dvou
lineárńıch kombinaćı r̊uzných dvojic vektor̊u. Hodnoty č́ısel α a β ani nemuśıme
uvažovat, protože v́ıme, že skalárńı součin je (v reálném prostoru) lineárńı v obou
složkách a po roznásobeńı dostaneme lineárńı kombinaci skalárńıch součin̊u vlastńıch
vektor̊u v1 s v3, v1 s v4, v2 s v3 a v2 s v4. Vlastńı vektory symetrické matice však
vždy můžeme uvažovat takové, aby na sebe byly navzájem kolmé (nav́ıc když od-
pov́ıdaj́ı r̊uzným vlastńım č́ısl̊um tak jsou na sebe kolmé vždy) a jejich skalárńı součin
tedy bude roven nule. Analogicky ukážeme, že 〈w1, w2〉 = 〈w′1, w2〉 = 〈w1, w

′
2〉 =

〈w′1, w′2〉 = 0.

3.2.2 Konstrukce báze neutrálńıho prostoru

Výše uvedený postup tedy můžeme shrnout tak, že si vezmeme dvojici kladného
a záporného vlastńıho č́ısla λ2`−1 > 0 > λ2`. Počet těchto dvojic bude dán č́ıslem
min(n+, n−). Ke každé takovéto dvojici si vezmeme také jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
dvojici vlastńıch vektor̊u v2`−1 a v2` a z nich zkonstruujeme vektor w`. Vı́me, že
jelikož jsou vektory w` zkonstruované z vlastńıch vektor̊u, které jsme volili navzájem
kolmé, jsou i vektory w` na sebe kolmé.

Vezměme nyńı lineárńı kombinaci

w =

min(n+,n−)∑
`=1

ϕ`w` (3.7)

a dosad’me ji do kvadratické formy QA. Dostáváme

QA(w) = wTAw =

min(n+,n−)∑
i=1

ϕiw
T
i

min(n+,n−)∑
j=1

ϕjAwj


=

min(n+,n−)∑
i=1

min(n+,n−)∑
j=1

ϕiϕjw
T
i Awj. (3.8)

V př́ıpadě i = j můžeme s jistotou ř́ıci, že wT
i Awi = 0, tak jsme vektory konstruovali.

Jak je to ale v př́ıpadě, kdy i 6= j?
Pro objasněńı se nejdř́ıve vrát́ıme k př́ıkladu se dvěma vektory a ukážeme, jak

bude vypadat součin Aw1 a součin wT
2 Aw1. Zřejmě

Aw1 = αλ1v1 + βλ2v2,

a wT
2 Aw1 = (γvT3 + δvT4 )(αλ1v1 + βλ2v2)

= αγλ1 v
T
3 v1 + βγλ2 v

T
3 v2 + αδλ1 v

T
4 v1 + βδλ2 v

T
4 v2 = 0.
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Součin wT
2 Aw1 je také roven nule, protože je lineárńı kombinaćı skalárńıch součin̊u

dvojic r̊uzných vlastńıch vektor̊u, které jsme ale zvolili tak, že jsou na sebe kolmé.
To samé bude zřejmě platit i pro každý součin wT

i Awj, kde i 6= j, v rovnici (3.8).
Celkově tedy dostáváme

QA(w) = wTAw = 0

pro každé w zkonstruované jako v (3.7).

Prostor UN tedy konstruujeme tak, že vezmeme matici A, jej́ı vlastńı č́ısla a sadu
navzájem ortogonálńıch a (pro jednoduchost) normalizovaných vlastńıch vektor̊u.
Vektory w1, konstruujeme tak, že vezmeme libovolné dva vlastńı vektory, které od-
pov́ıdaj́ı vlastńım č́ısl̊um s opačnými znaménky a provedeme jejich vhodnou lineárńı
kombinaci, jak bylo ukázáno v (3.2)–(3.3). Chceme-li ortonormálńı bázi, vektor w1

nav́ıc normalizujeme, tj. vezmeme w1/‖w1‖. To opakujeme tak dlouho, dokud nám
nedojdou disponibilńı dvojice vlastńıch vektor̊u, tedy dokud nedosáhneme minima
z počtu kladných a záporných vlastńıch č́ısel. Konstruované vektory jsou na sebe
kolmé. Dostáváme tak ortonormálńı bázi

w`

‖w`‖
, ` = 1, 2, . . . ,min(n+, n−)

části prostoru UN . Tu doplńıme (navzájem ortonormálńımi) vlastńımi vektory od-
pov́ıdaj́ıćımi nulovému vlastńımu č́ıslu (ty jsou zřejmě všechny kolmé na všechna
w`), tj. báźı nulového prostoru. T́ım dostáváme ortonormálńı bázi celého UN .

Z postupu je zřejmé, že menš́ı sadu vlastńıch č́ısel (záporných nebo kladných)
vyčerpáme celou. Je dobré si uvědomit, že je-li druhá sada ostře větš́ı, prostor UN

se může lǐsit v závislosti na tom, které vektory z větš́ı sady jsme si použili. Tud́ıž
prostor UN neńı jednoznačně daný. Jednoznačně určená je však dimenze tohoto
prostoru, plat́ı dim(UN) = n0 + min(n+, n−).

Prostor UN ale neńı dán jednoznačně ani když jsou obě sady stejně velké. Zřejmě
je tu nav́ıc v každém kroku volnost ve volbě mezi vektorem wi a w′i; srovnej (3.2)
a (3.5), (3.4) a (3.6), také viz obrázek 3.1, zejména prvńı graf v prvńım řádku.
Jednoznačně je dán jen jeho podprostor U0.

3.3 Nezáporný podprostor

Daľśım zaj́ımavým prostorem, se kterým budeme pracovat, je nezáporný prostor
U+. Tento prostor také neńı dán jednoznačně, ale můžeme si jeho polohu zvolit.
Pod́ıvejme se nejprve, jak je tento nezáporný prostor definován.

Definice 9. Necht’ A ∈ Rn×n je symetrická matice s inercíı in(A) = (n+, n−, n0).
Prostor U+ ⊆ Rn budeme nazývat nezáporný, jestlǐze

1. pro každé w ∈ U+ plat́ı wTAw ≥ 0 a zároveň

2. neexistuje prostor S , U+ ( S , dim(U+) < dim(S ) splňuj́ıćı podmı́nku 1.
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Obrázek 3.1: Vyznačený neutrálńı prostor v daných kvadratických formách v pro-
storu R2. V prvńım řádku je neutrálńı prostor vyznačený v regulárńıch formách,
zleva: indefinitńı a negativně definitńı. V druhém řádku je neutrálńı prostor vy-
značený v singulárńıch formách, zleva: negativně semidefinitńı a identicky nulové
formě.

Druhou podmı́nku m̊užeme formulovat tak, že hledáme podprostor s vlastnost́ı 1.
maximálńı dimenze.

Označme m = dim(U+) dimenzi prostoru U+. Necht’ u
(1)
+ , u

(2)
+ , · · · , u(m)

+ je báze

prostoru U+ a necht’ U+ = [u
(1)
+ , u

(2)
+ , · · · , u(m)

+ ], tj. R(U+) = U+. Zřejmě pro každé
w ∈ U+ existuje nějaký vektor z ∈ Rm tak, že w = U+z. Pak zřejmě muśı platit

wTAw = zT (UT
+AU+)z ≥ 0,

tedy matice UT
+AU+ je pozitivně semidefinitńı.

3.3.1 Konstrukce báze nezáporného prostoru

Nyńı si ukážeme, jak vypadá prostor U+. Nejprve se ale na celou věc pod́ıváme
skrze bázi vlastńıch vektor̊u. Ukážeme, jaké vlastńı vektory může prostor obsahovat
a z toho odvod́ıme, jakou má dimenzi. Muśıme však opět připomenout, že prostor U+

neńı dán jednoznačně, vlastńı vektory opět budeme moci kombinovat a konstruovat
r̊uzné nezáporné prostory stejné dimenze.

Vezměme si nejprve vlastńı normalizovaný vektor v, který odpov́ıdá nezápornému
vlastńımu č́ıslu λ, tj.

Av = vλ, kde λ ≥ 0, ‖v‖ = 1.
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Vynásobeńım rovnice vektorem vT zleva dostáváme

QA(v) = vTAv = vTvλ = λ ≥ 0.

Vlastńı vektor v tedy zjevně m̊uže (obecně ale nemuśı) patřit do U+. Pokud si
naopak vezmeme vlastńı vektor v, který odpov́ıdá zápornému vlastńımu č́ıslu λ < 0,
dostaneme zcela analogicky QA(v) < 0. Takový vlastńı vektor v tedy určitě nemůže
být v prostoru U+. Protože požadujeme pouze nezápornost (nikoliv kladnost), určitě
mohou (obecně ale nemuśı) být součást́ı tohoto prostoru všechny vektory, které jsou
také součást́ı neutrálńıho prostoru, tj. nezáporný prostor lze určitě volit tak, aby
neutrálńı prostor byl jeho podprostor. Speciálně, protože po nezáporném prostoru
chceme aby byl maximálńı možné dimenze, bude určitě obsahovat celý nulový prostor
jako podprostor. Pokud budeme cht́ıt, do nezáporného prostoru zařadit všechny
vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı kladným a nulovým (tj. nezáporným) vlastńım č́ısl̊um,
zřejmě už nep̊ujde zvětšit a jeho dimenze bude právě rovna dim(U+) = n+ + n0.

Obecně můžeme nezáporný prostor (resp. jeho bázi) konstruovat následuj́ıćım
zp̊usobem:

• Nezáporný prostor muśı obsahovat všechny vektory nulového prostoru. Od-
pov́ıdaj́ıćı část báze budou tvořit vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı nulovému vlast-
ńımu č́ıslu.

• Dále bude nezáporný prostor obsahovat min(n+, n−) lineárńıch kombinaćı dvo-
jic vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch vždy jednomu kladnému a jednomu zápor-
nému vlastńımu č́ıslu (viz (3.1)–(3.6)) takových, abychom dostali tentokrát
nezáporný výsledek, tj. QA(w`) = wT

` Aw` ≥ 0, ` = 1, 2, . . . ,min(n+, n−).
Stač́ı např. volit α větš́ı nebo rovno než jak tomu je v (3.3).

• Pokud nav́ıc plat́ı n+ > n−, tj. máme k dispozici v́ıce kladných vlastńıch
č́ısel než záporných, pak nám po předchoźım kroku stále zbylo (n+ − n−)
nevyužitých vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch kladným vlastńım č́ısl̊um. Tyto
vlastńı vektory muśıme také přidat do báze nezáporného prostoru.

Z těchto úvah vyplývá, že U+ obecně obsahuje vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı nu-
lovým vlastńım č́ısl̊um, některým kladným vlastńım č́ısl̊um (podle toho zda nějaká
zbyla nav́ıc). Protože jeho báze obsahuje lineárńı kombinace dvojic vlastńıch vek-
tor̊u odpov́ıdaj́ıćıch zápornému a kladnému vlastńımu č́ıslu, bude i prostor obsahovat
některé relativně obecné lineárńı kombinace daných kladných a záporných vlastńıch
vektor̊u.

Z konstrukce je jasné, že prostor neńı dán jednoznačně, stejně jako v př́ıpadě ne-
utrálńıho prostoru. Je také zřejmé, že pokud v druhém bodu předchoźı konstrukce
budeme volit vhodně, celý neutrálńı prostor bude podprostorem nezáporného pro-
storu. Dimenze nezáporného prostoru je dle konstrukce rovna dim(U+) = n0 +
min(n+, n−) + max(n+ − n−, 0) = n+ + n0, tj. z̊ustává taková, jak jsme odhadli jen
na základě pohledu skrze bázi vlastńıch vektor̊u. Dimenze nezáporného prostoru je
tedy dána jednoznačně.
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3.4 Nekladný podprostor

Posledńım prostorem je nekladný prostor U−. Ten bude vypadat analogicky jako
nezáporný podprostor U+. Začněme opět definićı.

Definice 10. Necht’ A ∈ Rn×n je symetrická matice s inercíı in(A) = (n+, n−, n0).
Prostor U− ⊆ Rn budeme nazývat nekladný, jestlǐze

1. pro každé w ∈ U− plat́ı wTAw ≤ 0 a zároveň

2. neexistuje prostor S , U− ( S , dim(U−) < dim(S ) splňuj́ıćı podmı́nku 1.

Druhou podmı́nku m̊užeme formulovat tak, že hledáme podprostor s vlastnost́ı 1.
maximálńı dimenze.

Označme m = dim(U−) dimenzi prostoru U−. Necht’ u
(1)
− , u

(2)
− , · · · , u

(m)
− je báze

prostoru U− a necht’ U− = [u
(1)
− , u

(2)
− , · · · , u

(m)
− ], tj. R(U−) = U−. Zřejmě pro každé

w ∈ U− existuje nějaký vektor z ∈ Rm tak, že w = U−z. Pak zřejmě muśı platit

wTAw = zT (UT
−AU−)z ≤ 0,

tedy matice UT
−AU− je negativně semidefinitńı.

3.4.1 Konstrukce báze nekladného prostoru

Nekladný prostor je zcela analogický jako prostor nezáporný. Vezměme normalizo-
vaný vlastńı vektor v, který odpov́ıdá kladnému vlastńımu č́ıslu λ, tj.

Av = vλ, kde λ > 0, ‖v‖ = 1.

Vynásobeńım rovnice vektorem vT zleva dostáváme

QA(v) = vTAv = vTvλ = λ > 0.

Takový vlastńı vektor v tedy určitě nemůže být v prostoru U+. Pokud si naopak
vezmeme vlastńı vektor v, který odpov́ıdá nekladnému vlastńımu č́ıslu λ ≤ 0, dosta-
neme zcela analogicky QA(v) ≤ 0 a takový vlastńı vektor v tedy tedy zjevně m̊uže
(obecně ale nemuśı) patřit do U−.

Obecně můžeme nekladný prostor (resp. jeho bázi) konstruovat, stejně jako
v předchoźım př́ıpadě, následuj́ıćım zp̊usobem:

• Prostor U− opět obsahuje vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı nulovému vlastńımu
č́ıslu.

• Pak min(n+, n−) lineárńıch kombinaćı dvojic vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćıch
vždy jednomu kladnému a jednomu zápornému vlastńımu č́ıslu (viz (3.1)–
(3.6)) takových, abychom dostali tentokrát nekladný výsledek, tj. QA(w`) =
wT

` Aw` ≤ 0, ` = 1, 2, . . . ,min(n+, n−). Stač́ı např. volit α menš́ı nebo rovno
než jak tomu je v (3.3).

• Nakonec, v př́ıpadě že n− > n+, vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı (n− − n+)
záporným vlastńım č́ısl̊um, která jsou nav́ıc.

Dimenze prostoru je zřejmě opět dána počtem nulových a záporných vlastńıch č́ısel,
tj. dim(U−) = n0 + min(n+, n−) + max(n− − n+, 0) = n− + n0.
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3.5 Vzájemné vztahy podprostor̊u

Vı́me, že existuj́ı čtyři d̊uležité prostory se vztahem k matici A. Ne všechny jsou
určené jednoznačně, i když některých př́ıpadech mohou být jednoznačně dané všechny.
To je třeba př́ıpad, kdy je matice pozitivně definitńı. Pak maj́ı nulový, neutrálńı a
nekladný prostor dimenzi 0, tedy U0 = UN = U− = {0}, a nezáporný prostor má
dimenzi rovnu rozměru matice, tedy U+ = Rn. Obecné vztahy mezi prostory jsou
popsány v tabulce 3.1.

Tabulka 3.1: Přehledné zobrazeńı vzájemných vztah̊u výše zmı́něných d̊uležitých
podprostor̊u a to, jak je nutně nebo vhodně zvolit, aby do sebe byly dané podprostory
vnořené.

Podprostor Jednoznačnost Vzájemný vztah podprostor̊u

U0 jednoznačně
UN nejednoznačně

∀UN : U0 ⊆ UN

U0 jednoznačně
U+ nejednoznačně

∀U+ : U0 ⊆ U+

U0 jednoznačně
U− nejednoznačně

∀U− : U0 ⊆ U−

UN nejednoznačně ∀UN ∃U+ : UN ⊆ U+

U+ nejednoznačně U0 6= UN ⇒ ∃U+ : UN * U+

UN nejednoznačně ∀UN ∃U− : UN ⊆ U−
U− nejednoznačně U0 6= UN ⇒ ∃U− : UN * U−

Nás však budou zaj́ımat předevš́ım matice indefinitńı (v takovém př́ıpadě pro-
story dané jednoznačně nejsou) a určitá specifická volba těchto prostor̊u. Vı́me,
že nulový prostor U0 je vždy podprostorem neutrálńıho prostoru UN . A zároveň
můžeme vybrat nezáporný prostor U+ tak, aby neutrálńı prostor UN byl jeho pod-
prostorem. Stejně tak lze vybrat nekladný prostor U− tak, aby neutrálńı prostor
UN byl jeho podprostorem. Pokud prostory vhodně zvoĺıme, bude tedy platit

U0 ⊆ UN ⊆ U+ ⊆ Rn nebo U0 ⊆ UN ⊆ U− ⊆ Rn, (3.9)

respektive

U0 ⊆ UN
⊆
⊆

U+

U−

⊆

⊆
Rn. (3.10)

V př́ı̌st́ı kapitole si ukážeme, jak lze z ortonormálńıch báźı těchto podprostor̊u
vystavět hledaný rozklad

”
Batman decompostion“; viz např. [7]. Pro to bude nutné

zvolit si jednu ze dvou větv́ı (cest) vnořeńı daných v (3.10). Větev vnořeńı si bu-
deme volit podle toho, který z prostor̊u U+ resp. U− má větš́ı dimenzi, tj. podle
počtu kladných a záporných vlastńıch č́ısel (včetně násobnost́ı). Pokud bude počet
kladných vlastńıch č́ısel větš́ı než nebo roven počtu záporných vlastńıch č́ısel (n+ ≥
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n−), zvoĺıme si horńı větev, a naopak, pokud bude počet záporných vlastńıch č́ısel
větš́ı než nebo roven počtu kladných vlastńıch č́ısel (n+ ≤ n−), zvoĺıme si dolńı
větev. Menš́ı z prostor̊u je totiž vždy př́ımo roven neutrálńımu prostoru, tj. v prvńım
př́ıpadě U = U−, v druhém př́ıpad U = U+. Ve speciálńım př́ıpadě n+ = n− zřejmě
plat́ı U = U− = U+.

Bez újmy na obecnosti si tedy nyńı vybereme prvńı z výše uvedených variant.
Necht’ tedy

n+ ≥ n− a uvažujme vnořeńı U0 ⊆ UN ⊆ U+ ⊆ Rn (3.11)

pro celý zbytek textu.
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4 Rozklad zobrazuj́ıćı inercii

V nedávné době byl objeven nový typ rozkladu matice, který pomůže identifikovat
inercii matice – antitriangular

”
Batman decomposition“, který je popsaný např́ıklad

v [8] a [7]. Tomuto zp̊usobu rozkladu matice se budeme v této kapitole věnovat a
podrobně se pod́ıváme, jak funguje. Na celý postup se pod́ıváme obecně, tedy se
pokuśıme odvodit a vysvětlit celý postup tohoto rozkladu.

Poznámka 1. Je d̊uležité upřesnit použ́ıvanou terminologii, aby se zabránilo nedo-
rozuměńım v souvislosti s r̊uznými významy slov a jejich českých překlad̊u. Ujasněme
si tedy následuj́ıćı pojmy (dané pojmy jsou přehledně vysvětlené také v tabulce 4.1):

• lower/upper triangular matrix — dolńı/horńı trojúhelńıková matice, tj. matice
obsahuj́ıćı nulové prvky nad/pod diagonálou;

• diagonal matrix — diagonálńı matice, tj. matice zároveň v dolńım i horńım
trojúhelńıkovém tvaru, tedy matice obsahuj́ıćı nenulové prvky pouze na hlavńı
diagonále;

• symmetric matrix — matice symetriká podle hlavńı diagonály, tj. transpono-
vaná matice je rovna matici p̊uvodńı;

• lower/upper antitriangular matrix — dolńı/horńı
”

antitrojúhelńıková“ matice,
tj. matice obsahuj́ıćı nulové prvky nad/pod vedleǰśı diagonálou;

• antidiagonal matrix —
”

antidiagonálńı“ matice, tj. matice obsahuj́ıćı nenulové
prvky pouze na vedleǰśı diagonále;

• antisymmetric matrix —
”

symetrická matice podle vedleǰśı diagonály“.

Co se týče posledńıho pojmu, v češtině se vyskytuje termı́n antisymetrická matice
(viz [2]), což by se mohlo zdát být překladem anglického termı́nu antisymmetric
matrix, avšak ve skutečnosti tyto dva pojmy znač́ı dva odlǐsné typy matic. Zat́ımco
anglický pojem antisymmetric matrix znač́ı matici, která je symetrická podle vedleǰśı
diagonály, český pojem antisymterická matice je označeńı pro takovou matici, která
je symetrická podle hlavńı diagonály až na znaménko, přesněji řečeno AT = −A.

Český pojem antisymetrická matice, v některých publikaćıch (např́ıklad [11])
také nazývaná kososymetrická matice, se do anglického jazyka překládá jako skew-
symmetric matrix. Širš́ı rozš́ıřeńı termı́nu kososymetrická matice by bylo vhodněǰśı,
nebot’ by nám v takovém př́ıpadě z̊ustal termı́n antisymetrická matice volný právě
pro překlad anglického antisymmetric matrix.
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Tabulka 4.1: Porovnáńı běžně použ́ıvané terminologie v anglickém a českém jazyce
s vysvětleńım těchto pojmů. Za povšimnut́ı stoj́ı zejména rozd́ıl mezi pojmy

”
an-

tisymetrická matice“ a
”
antisymmetric matrix“. My budeme pracovat s maticemi

typu
”
lower antitriangular“.

Anglický
název

Český název Vysvětleńı pojmu

Struktura matice s ohledem na hlavńı diagonálu

lower triangular
matrix

dolńı
trojúhelńıková
matice

matice, která má nad hlavńı di-
agonálou pouze nulové prvky

upper triangu-
lar matrix

horńı
trojúhelńıková
matice

matice, která má pod hlavńı
diagonálou pouze nulové prvky

diagonal matrix diagonálńı matice

matice, která má nad i pod
hlavńı diagonálou pouze nu-
lové prvky

symmetric mat-
rix

symetrická matice
matice, která je symetrická
podle hlavńı diagonály,
tj. A = AT

skew-symmetric
matrix

antisymetrická
(též kososymetrická,
viz [11]) matice

+
− matice, která je po změně

znaménka symetrická podle
hlavńı diagonály, tj. A = −AT

Struktura matice s ohledem na vedleǰśı diagonálu

lower antitrian-
gular matrix

dolńı trojúhelńıková
matice podle vedleǰśı
diagonály

matice, která má nad vedleǰśı
diagonálou pouze nulové prvky

upper antitrian-
gular matrix

horńı trojúhelńıková
matice podle vedleǰśı
diagonály

matice, která má pod vedleǰśı
diagonálou pouze nulové prvky

antidiagonal
matrix

diagonálńı
matice s vedleǰśı
diagonálou

matice, která má nad i pod ve-
dleǰśı diagonálou pouze nulové
prvky

antisymmet-
ric matrix

symetrická
matice podle
vedleǰśı diagonály

matice, která je symetrická
podle vedleǰśı diagonály
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4.1 Antitrojúhelńıkový tvar matice

Jelikož v češtině neexistuje konkrétńı vhodný překlad námi velmi už́ıvaného termı́nu
(lower) antitrianglular matrix, bude dobré si tedy pro potřeby této práce české
označeńı zavést. Pro naše potřeby tedy budeme takovou matici nazývat matićı
v dolńım trojúhelńıkovém tvaru podle vedleǰśı diagonály, př́ıpadně prostě dolńı anti-
trojúhelńıková matice.

Předmětem této kapitoly bude d̊ukaz tvrzeńı, že libovolnou symetrickou matici
A ∈ Rn×n, A = AT , lze transformovat pomoćı ortogonálńı podobnostńı transformace
(tj. ortogonálńı kongruence; transformace, která zachová nejen vlastńı č́ısla matice
a tedy i inercii, ale i symetrii matice) realizované matićı Q tak, že matice bude
převedená do blokově antitrojúhelńıkového tvaru, neboli, že existuje rozklad

A = QTMQ, QT = Q−1 ∈ Rn×n

a

M =


0 0 0 0
0 0 0 Y T

0 0 X ZT

0 Y Z W

 ∈ Rn×n, (4.1)

kde
Y ∈ Rn1×n1 , X ∈ Rn2×n2 , W ∈ Rn1×n1 a Z ∈ Rn1×n2 ,

matice X a W jsou symetrické čtvercové matice (r̊uzných velikost́ı) a matice Y je
dolńı antitrojúhelńıková. Rozměry matic jsou nav́ıc dány následuj́ıćım zp̊usobem

in(A) = in(M) = (n+, n−, n0), n1 = min(n+, n−), n2 = max(n+, n−)− n1.

V následuj́ıćım textu podrobně ukážeme, jak tuto transformaci zkonstruovat, č́ımž
mimochodem dokážeme, že vždy existuje.

4.2 Základńı struktura transformace na dolńı blokově
antitrojúhelńıkový tvar

Nyńı se budeme zabývat hledáńım podobnostńı transformace Q, Q−1 = QT takovou,
aby platilo

QTAQ = M,

kde M je dolńı blokově antitrojúhelńıková, viz (4.1). Nebo-li hledáme rozklad matice

A = QMQT ,

kde Q je ortogonálńı matice a M je dolńı blokově antitrojúhelńıková matice.
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4.2.1 Transformačńı matice

Výše zmı́něnou matici Q začneme sestavovat tak, že budeme hledat ortonormálńı
báze jednotlivých prostor̊u a jejich ortogonálńıch doplňk̊u. Postup sestavováńı ma-
tice báźı podprostor̊u

Q =
[
Q1 Q2 Q3 Q4

]
je následuj́ıćı.

• Nejprve sestroj́ıme bázi Q1 tak, že sloupce Q1 tvoř́ı bázi prostoru U0.

• Následně sestav́ıme bázi prostoru UN . Jelikož je prostor U0 podprostorem
prostoru UN , tak při sestavováńı báze prostoru UN využijeme bázi Q1 prostoru
U0 a doplńıme j́ı o Q2, jej́ıž sloupce tvoř́ı bázi ortogonálńıho doplňku prostoru
U0 v prostoru UN . Sloupce Q1 a Q2 tvoř́ı bázi neutrálńıho prostoru UN .

• Jak jsme již řekli, bez újmy na obecnosti jsme si zvolili, že nyńı budeme hle-
dat bázi prostoru U+. Nyńı využijeme toho, že prostor UN je podprostorem
prostoru U+, tzn. již existuj́ıćı bázi (sloupce [Q1, Q2]) prostoru UN doplńıme
o Q3, jej́ıž sloupce tvoř́ı bázi ortogonálńıho doplňku prostoru UN v prostoru
U+. T́ım źıskáme bázi celého prostoru U+, která je tvořena sloupci matic Q1,
Q2 a Q3.

Poznámka 2. Pokud by bylo n+ ≤ n−, vybrali bychom si z (3.10) spodńı větev
a sestavovali bychom zde bázi prostoru U−. Postupovali bychom analogicky.
Opět bychom využili vztah̊u plat́ıćıch mezi prostory, tedy UN je podprostorem
prostoru U−. Bázi prostoru UN bychom doplnili o Q′3 tak, že sloupce Q′3 tvoř́ı
bázi ortogonálńıho doplňku prostoru UN v prostoru U−.

• Nakonec sestav́ıme matici Q4. Chceme dostat bázi celého n-rozměrného pro-
storu, tedy muśıme bázi prostoru U+ doplnit o bázi ortogonálńıho doplňku
prostoru U+ v Rn.

Nyńı jsme tedy sestavili matici Q =
[
Q1 Q2 Q3 Q4

]
. Připomeňme, že

in(A) = (n+, n−, n0), n1 = min(n+, n−), n2 = max(n+, n−)− n1.

Sloupce Q1 jsou báźı nulového prostoru U0 dimenze n0, sloupce Q2 báźı orto-
gonálńıho doplňku U0 v neutrálńım prostoru UN dimenze n1, sloupce Q3 báźı or-
togonálńıho doplňku UN v nezáporném prostoru U+ dimenze n2 a sloupce Q4 báźı
ortogonálńıho doplňku UN v Rn velikosti n− n0 − n1 − n2 = n1. Ted’ se pod́ıváme,
jak bude vypadat podobnost realizovaná touto ortogonálńı matićı

QTAQ =
[
Q1 Q2 Q3 Q4

]T
A
[
Q1 Q2 Q3 Q4

]
=


QT

1AQ1 QT
1AQ2 QT

1AQ3 QT
1AQ4

QT
2AQ1 QT

2AQ2 QT
2AQ3 QT

2AQ4

QT
3AQ1 QT

3AQ2 QT
3AQ3 QT

3AQ4

QT
4AQ1 QT

4AQ2 QT
4AQ3 QT

4AQ4

. (4.2)

Postupně se podrobně pod́ıváme, jak vypadaj́ı jednotlivé bloky této matice.
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4.2.2 Bloky v prvńım řádku a prvńım sloupci matice QTAQ

Nyńı si muśıme uvědomit, že Q1 je báze nulového prostoru a pro každý vektor
nulového prostoru plat́ı, že v součinu s matićı A se rovná nule, tedy plat́ı

AQ1 = 0.

Transpozićı výrazu AQ1 s využit́ım symetrie A dostaneme

(AQ1)
T = QT

1A
T = QT

1A = 0.

Dı́ky tomu dostáváme

QT
j AQ1 = 0, QT

1AQj = 0, kde j = 1, 2, 3, 4.

Matice (4.2) tak bude odted’ vypadat takto

QTAQ =


0 0 0 0
0 QT

2AQ2 QT
2AQ3 QT

2AQ4

0 QT
3AQ2 QT

3AQ3 QT
3AQ4

0 QT
4AQ2 QT

4AQ3 QT
4AQ4

 . (4.3)

4.2.3 Blok (2, 2) matice QTAQ

Nyńı se muśıme zamyslet nad t́ım, co je lineárńım obalem sloupc̊u [Q1, Q2]. Odpověd’

již známe – je to neutrálńı prostor, který je definovaný právě t́ım, že plat́ı

[Q1Q2]
TA[Q1Q2] = 0,

z čehož ihned vyplývá
QT

2AQ2 = 0.

Tvar matice (4.3) se tedy dále měńı na

QTAQ =


0 0 0 0
0 0 QT

2AQ3 QT
2AQ4

0 QT
3AQ2 QT

3AQ3 QT
3AQ4

0 QT
4AQ2 QT

4AQ3 QT
4AQ4

 . (4.4)

4.2.4 Bloky (2, 3) a (3, 2) matice QTAQ

V tomto momentě se už dostáváme do tvaru, který je bĺızko požadovaného antit-
rojúhelńıkového tvaru (4.1). Zbývá pouze ukázat, že bloky

QT
3AQ2 a QT

2AQ3

jsou nulové. Jelikož jsme si z (3.10)–(3.11) vybrali prvńı možnost, v́ıme, že počet
kladných vlastńıch č́ısel je větš́ı než nebo roven počtu záporných vlastńıch č́ısel, tedy

n+ ≥ n−.

41



V této chv́ıli je d̊uležité se zamyslet nad t́ım, jak jsme budovali neutrálńı prostor UN .
Začali jsme tak, že jsme si volili nějaký vlastńı vektor v+1 , který odpov́ıdá kladnému
vlastńımu č́ıslu, dále jsme si vybrali vlastńı vektor v−1 , který odpov́ıdá zápornému
vlastńımu č́ıslu. Tyto vektory jsme zkombinovali dohromady, tak aby se lineárńı
kombinace rovnala vektoru w1, který je ortonormálńı a hlavně neutrálńı, tedy

αv+1 + βv−1 = w1, QA(w1) = 0.

Analogicky jsme sestavili i daľśı neutrálńı vektory w2, w3, · · · , wn− , které tvoř́ı sloupce
matice Q2, tedy

Q2 = [w1, w2, w3, · · · , wn− ].

Tyto vektory jsou na sebe kolmé, protože jsou to lineárńı kombinace r̊uzných vektor̊u,
které jsou na sebe navzájem kolmé, jak jsme již ukázali.

V této chv́ıli jsme vyčerpali neutrálńı prostor a zač́ınáme budovat jeho orto-
gonálńı doplněk v U+. Matici Q3 vytvoř́ıme ze zbylých vlastńıch vektor̊u, tj.

Q3 = [v+n−+1, v
+
n−+2, · · · , v+n+

].

Vynásob́ıme-li matici A źıskanou matićı Q3, v podstatě vynásob́ıme matićı A každý
sloupec matice Q3. Jelikož je ale každý z těchto sloupc̊u vlastńım vektorem, tak
dostaneme

AQ3 = [Av+n−+1, Av
+
n−+2, · · · , Av+n+

]

= [v+n−+1λ, v
+
n−+2λ, · · · , v+n+

λ] = Q3

 λ 0 0

0
. . . 0

0 0 λ

 , (4.5)

kde jednotlivá λ mohou být r̊uzná; na daľśı postup to nemá vliv, proto je pro jed-
noduchost neindexujeme. Zbývá se tedy pod́ıvat na součin QT

2AQ3, tedy

QT
2AQ3 = QT

2Q3

 λ 0 0

0
. . . 0

0 0 λ

 . (4.6)

Vı́me, že sloupce matice Q2 jsou lineárńı kombinaćı vlastńıch vektor̊u a sloupce
matice Q3 jsou př́ımo vlastńı vektory. Dále také v́ıme, že všechny vlastńı vektory
(i jejich lineárńı kombinace) jsou na sebe navzájem kolmé, tud́ıž jejich součin bude
roven nule, tedy

QT
2AQ3 = 0; zřejmě také QT

3AQ2 = (QT
2A

TQ3)
T = (QT

2AQ3)
T = 0T = 0

z d̊uvod̊u symetrie matice A.

Jako závěr sekćı 4.2.2, 4.2.3 a 4.2.4 tedy dostáváme, že transformace (4.2) má
fakticky následuj́ıćı strukturu

QTAQ =


0 0 0 0
0 0 0 QT

2AQ4

0 0 QT
3AQ3 QT

3AQ4

0 QT
4AQ2 QT

4AQ3 QT
4AQ4

 (4.7)

nulových a nenulových blok̊u.
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4.3 Batman decomposition

Nyńı jsme v situaci, kdy máme formálně stejnou strukturu nulových a nenulových
blok̊u, jako jsme požadovali v (4.1). Zbývá nám pouze ukázat, jaké vlastnosti maj́ı
jednotlivé bloky. Od některých jsme požadovali aby byly symetrické (což bude
pravděpodobně triviálńı splnit) od jiných aby byly dolńı antitrojúhelńıkové (což
bude obt́ıžněǰśı). Označme si tedy pro jednoduchost jednotlivé bloky následuj́ıćım
zp̊usobem,

QTAQ =


0 0 0 0
0 0 0 QT

2AQ4

0 0 QT
3AQ3 QT

3AQ4

0 QT
4AQ2 QT

4AQ3 QT
4AQ4

 =


0 0 0 0

0 0 0 Ỹ T

0 0 X ZT

0 Ỹ Z W

 .
Začněme tedy nejdř́ıve matićı X, kterou můžeme zapsat jako

X = QT
3AQ3.

Nyńı (za pomoci symetrie matice A) ukážeme, že XT = X, tedy že matice X je
symetrická,

XT = (QT
3AQ3)

T = QT
3A

TQ3 = QT
3AQ3 = X.

Stejně tak ukážeme symetrii matice W ,

W = QT
4AQ4,

W T = (QT
4AQ4)

T = QT
4A

TQ4 = QT
4AQ4 = W.

Jednoduše se nám tedy podařilo ukázat, že matice X a W splňuj́ı vlastnosti, které
maj́ı bloky matice v dolńım antitrojúhelńıkovém tvaru.

4.3.1 QR rozkladem k antitrojúhelńıkovému bloku Y

Jak je již podle nadpisu jasné, budeme se věnovat tomu, jak dosáhnout přeměny
z nyněǰśı matice

Ỹ = QT
4AQ2

na námi požadovanou matici Y v dolńım antitrojúhelńıkovém tvaru. K tomu, aby-
chom to dokázali, si potřebujeme ujasnit to, co již v́ıme.

Hlavńı věc, která je nám známá, je to, že Ỹ má rozměry n1×n1, tedy je čtvercová.
Součin, který jsme si zavedli jako blok Ỹ je QT

4AQ2. Jelikož chceme na pozici bloku

Ỹ źıskat blok Y , muśıme blok Ỹ vhodně modifikovat, v zásadě p̊ujde o QR rozklad
(viz např. [2, kapitola 3]). Máme dvě možnosti, jak toho doćılit. Bud’ můžeme změnit
bázi Q2 nebo bázi Q4. My si zvoĺıme prvńı z daných možnost́ı, protože změna báze
Q4 by ovlivnila i bloky Z, ZT a W . V námi zvoleném př́ıpadě se změńı pouze bloky
Ỹ a Ỹ T , protože daľśı bloky, které souviśı s volbou báze Q2, jsou nulové.
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Protože jsme rozhodli měnit bázi Q2, muśıme provádět transformaci matice Ỹ
zprava. Začněme t́ım, že si matici Ỹ zaṕı̌seme po řádćıch následovným zp̊usobem

Ỹ =


yT1
yT2
...
yTn1

 . (4.8)

Nyńı si sestav́ıme Householderovu transformačńı matici H1 (též matici reflexe, resp.
zrcadleńı, viz např. [2, kapitola 3.2]) takovou, aby platilo

H1y1 =


0
...
0
‖y1‖

 = en1 ‖y1‖ . (4.9)

Taková transformace bude dozajista možná, protože si můžeme sestrojit pomocný
normalizovaný vektor

q1 =
y1 − en1 ‖y1‖
‖(y1 − en1 ‖y1‖)‖

.

Potom bude matice H1 vypadat následovně H1 = I − 2q1q
T
1 . Nyńı provedeme prvńı

z několika krok̊u transformace matice Ỹ realizovaný právě matićı H1,

Ỹ HT
1 =


yT1
yT2
...
yTn1

HT
1 =

(
H1[y1, y2, . . . , yn1 ]

)T
= [H1y1, H1y2, . . . , H1yn1 ]

T . (4.10)

Tedy dostaneme

Ỹ HT
1 =


0
0
... ŷ2 · · · ŷn1

0
•


T

, (4.11)

kde • je jediný nenulový (kladný) prvek prvńıho řádku matice Ỹ HT
1 a ŷk jsou ostatńı

transformované sloupce matice Ỹ T ,

ŷk = H1yk, kde k = 2, . . . , n1.

Jejich přesná struktura nás až tolik nezaj́ımá, protože je budeme postupně transfor-
movat podobným zp̊usobem, jako jsme transformovali prvńı vektor.
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Nyńı si analogicky zkonstruujeme matici H2 tak, aby vektor ŷ2 zobrazila ta-
kovým zp̊usobem, že ve výsledném vektoru bude předposledńı prvek (•) kladný (viz
poznámka 3) a posledńı prvek (∗) z̊ustal nezměněný, tedy schematicky

H2ŷ2 =


0
...
0
•
∗

 . (4.12)

Celková transformace matice Ỹ nyńı vypadá jako následuj́ıćı součin

Ỹ HT
1 H

T
2 =


0 0
0 0
...

... ̂̂y3 · · · ̂̂yn1

0 •
• ∗


T

, (4.13)

kde prvky • jsou kladné, prvek ∗ je nezměněný a vektor ̂̂yk = H2ŷk, k = 3, . . . , n1.

Poznámka 3. M̊uže vyj́ıt prvek • nulový? Pokud se nad touto problematikou za-
mysĺıme globálně, nulový prvek na vedleǰśı diagonále vyj́ıt nem̊uže. Je to dáno hod-
nost́ı celé matice. Kdyby na mı́stě daného prvku byla nula, znamenalo by to, že
daný vektor je bud’ identicky nulový, nebo lze napsat jako lineárńı kombinaci dř́ıve
spočtených vektor̊u (tj. odpov́ıdaj́ıćı řádek matice Y by byl lineárńı kombinaćı řádk̊u,
které jsou nad ńım), tedy by byl lineárně závislý. Celá matice by pak měla o jeden
lineárně závislý sloupec a tedy i jedno nulové vlastńı č́ıslo nav́ıc, což se stát nem̊uže
vzhledem k tomu, že všechny vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı nulovým vlastńım č́ısl̊um
lež́ı v nulovém prostoru U0, tedy v prostoru generovaném sloupci matice Q1.

Analogicky postupujeme se všemi daľśımi vektory do té doby, než se dostaneme
do bodu, kdy je matice Ỹ HT

1 H
T
2 · · ·HT

n1
v dolńım trojúhelńıkovém tvaru podle ved-

leǰśı diagonály. Splňuje tedy požadavky formulované pro matici M (4.1). Označme
součin

H = Hn1 · · ·H2H1 a Y = Ỹ HT .

Naopak tedy plat́ı
Ỹ = Y H,

což je jistá forma výše zmı́něného QR rozkladu matice Ỹ ; matice Y je dolńı antit-
rojúhelńıková a matice H je ortogonálńı H−1 = HT .1

1Poznamenejme, že jednotlivá Householderova zrcadleńı Hk, k = 1, . . . , n1, jsou symetrická.
Výše je tedy všude možné nahradit matice HT

1 , HT
2 , atd. př́ımo maticemi H1, H2, atd. Jejich

součin H ovšem již symetrický neńı. Nav́ıc, budeme-li matice Hk interpretovat jinak, např. jako
rotace, symetrické již nebudou, ale QR rozklad p̊ujde provést úplně stejným zp̊usobem. Transpozice
jsme tedy u matic Hk psali zejména z d̊uvod̊u konzistence značeńı.

45



Výsledný blok Y , který je v dolńım antitrojúhelńıkovém tvaru, můžeme tedy
rozepsat jako součin

Y = Ỹ HT = QT
4AQ2H

T = QT
4AQ̂2, kde Q̂2 = Q2H

T .

T́ım jsme bázi ortogonálńıho doplňku U0 v UN tvořenou sloupci matice Q2 nahradili
novou

”
lepš́ı“ báźı tvořenou sloupci Q̂2.

4.3.2 Změna báze ovlivńı pouze bloky Ỹ a Ỹ T

Jako shrnut́ı můžeme ř́ıct, že námi p̊uvodně zvolená matice Q2 nevede na takový
tvar bloku Y , který jsme požadovali. Nicméně namı́sto s matićı Q budeme pracovat
s matićı Q̂, kterou lze zapsat jako

Q̂ =
[
Q1 Q̂2 Q3 Q4

]
.

Pokud provedeme součin Q̂TAQ̂, tak se změńı všechny (resp. pouze) ty bloky matice,

které ovlivňuje změna matice Q2 na Q̂2, tedy

Q̂TAQ̂ =


0 0 0 0

0 0 0 Q̂T
2AQ4

0 0 QT
3AQ3 QT

3AQ4

0 QT
4AQ̂2 QT

4AQ3 QT
4AQ4

 =


0 0 0 0
0 0 0 Y T

0 0 X ZT

0 Y Z W

 ,
viz (4.7). Tyto bloky jsou však ve většině př́ıpad̊u nulové. Oba nenulové bloky,
kterých se změna báze týká

QT
4AQ̂2 = Y a Q̂T

2AQ4 = (QT
4AQ̂2)

T = Y T

jsou zjevně navzájem transponované. V následuj́ıćı sekci celou transformaci shrneme
do věty.

4.4 Věta o Batman decomposition

Nyńı, když jsme si již všechno potřebné dostatečně vysvětlili, můžeme zformulovat
větu, která popisuje rozklad Batman decomposition symetrické matice. Tato věta je
podrobně rozebraná např́ıklad v [8].

Věta 7 (Věta o transformaci na dolńı antitrojúhelńıkový tvar). Necht’ A ∈ Rn×n

je libovolná symetrická matice, A = AT , s inercíı in(A) = (n+, n−, n0), kde n+, n−
a n0 jsou počty postupně kladných, záporných a nulových vlastńıch č́ısel, tj. n =
n+ + n− + n0, rank(A) = n+ + n−.

Označme n1 = min(n+, n−) a n2 = max(n+, n−)−n1. Potom existuje ortogonálńı
matice Q ∈ Rn×n, Q−1 = QT a matice M blokově dolńı trojúhelńıková podle vedleǰśı
diagonály (blokově dolńı antitrojúhelńıková) tak, že plat́ı

A = QMQT , resp. M = QTAQ, (4.14)
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přičemž

M =


0 0 0 0
0 0 0 Y T

0 0 X ZT

0 Y Z W

 ∈ Rn×n,

kde
Y ∈ Rn1×n1 , X ∈ Rn2×n2 , W ∈ Rn1×n1 a Z ∈ Rn1×n2 ,

matice X a W jsou symetrické, X = XT , W = W T , matice Y je dolńı trojúhelńıková
podle vedleǰśı diagonály (dolńı antitrojúhelńıková).

Rozklad, resp. transformaci (4.14) matice A budeme nazývat Batman decomposi-
tion, resp. Batman transformation.

D̊ukaz. Důkaz této věty již neńı potřeba provádět, protože př́ımo vyplývá z diskuze
provedené v předchoźıch kapitolách.

Tvrzeńı věty je možné ještě nepatrně rozš́ı̌rit následuj́ıćı diskuźı:

• Je-li matice A pozitivně definitńı, pak dim(U0) = dim(UN) = n0 = 0, dále
dim(U+) = n+ = n a dim((U+)⊥) = 0. Nav́ıc n1 = 0, n2 = n a transformace
se zredukuje na triviálńı tvar

QTAQ = M =
[
X
]
,

matici Q lze volit např. Q = In. Symetrická matice X ∈ Rn×n je zřejmě
pozitivně definitńı.

• Je-li matice A negativně definitńı, pak dim(U0) = dim(UN) = n0 = 0, dále
dim(U−) = n− = n a dim((U−)⊥) = 0. Nav́ıc n1 = 0, n2 = n a transformace
se zredukuje na triviálńı tvar

QTAQ = M =
[
X
]
,

matici Q lze volit např. Q = In. Symetrická matice X ∈ Rn×n je zřejmě
negativně definitńı.

• Je-li matice A pozitivně, resp. negativně semidefinitńı (nikoliv však definitńı),
pak zřejmě dim(U0) = dim(UN) = n0 > 0, dim(U+) = n+ = n − n0 < n a
dim((U+)⊥) = 0, resp. dim(U−) = n− = n− n0 < n a dim((U−)⊥) = 0. Nav́ıc
n1 = 0, n2 = n+, resp. n2 = n− a transformace se zredukuje na tvar

QTAQ = M =

[
0 0
0 X

]
.

Symetrická matice X ∈ Rn+×n+ , resp. Rn+×n+ je zřejmě pozitivně, resp. nega-
tivně definitńı.

• Je-li matice A indefinitńı – at’ už s triviálńım (n0 = 0) nebo netriviálńım
(n0 > 0) nulovým prostorem –, pak můžeme rozlǐsit tři př́ıpady:
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– Pokud n+ = n−, pak n1 = n+ = n−, n2 = 0 a transformace se zredukuje
na tvar

QTAQ = M =

[
0 Y T

Y W

]
, resp.

 0 0 0
0 0 Y T

0 Y W

 ,
tj. matice X zmiźı, pro n0 = 0, resp. n0 > 0.

– Pokud n+ > n−, pak n1 = n−, n2 = n+ − n− a symetrická matice X je
pozitivně definitńı. Transformace se zredukuje pouze v př́ıpadě n0 = 0
tak, že zmiźı prvńı blokový nulový řádek a sloupec.

– Pokud n+ < n−, pak n1 = n+, n2 = n− − n+ a symetrická matice X je
negativně definitńı. Transformace se zredukuje pouze v př́ıpadě n0 = 0
tak, že zmiźı prvńı blokový nulový řádek a sloupec.

Shrňme si tedy základńı funkci rozkladu Batman decomposition. Pokud máme
symetrickou matici A a zároveň známe i jej́ı rozklad Batman decomposition, po-
tom pouhým pohledem na matici M tohoto rozkladu zjist́ıme inercii matice A. To
dokážeme tak, že se pod́ıváme nejprve na matici X. Znaménka prvk̊u na jej́ı di-
agonále jsou bud’ všechna kladná nebo záporná a prozrad́ı nám, že je matice X
pozitivně, resp. negativně definitńı. Pokud je matice X pozitivně definitńı, v́ıme, že
bylo v́ıce kladných vlastńıch č́ısel, a pokud je matice X negativně definitńı, v́ıme, že
bylo v́ıce záporných vlastńıch č́ısel. Zároveň pohledem na matici X zjist́ıme snadno
jej́ı rozměry, přesněji řád, totiž hodnotu č́ısla n2. O právě tolik bylo v́ıce kladných,
resp. záporných vlastńıch č́ısel. Rozměr, přesněji řád, antitrojúhelńıkového bloku je
roven č́ıslu n1, tedy počtu záporných, resp. kladných vlastńıch č́ısel. Př́ıpadný nu-
lový blokový řádek a sloupec na začátku matice prozrad́ı dimenzi nulového prostoru.
Snadno tedy z těchto hodnot dopoč́ıtáme inercii matice M a tedy i A.
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Závěr

Ćılem této práce bylo shrnout a přehledně vysvětlit rozklad symetrické (obecně in-
definitńı) matice, tzv.

”
Batman decomposition“, který byl objeven teprve nedávno

(viz [7], [8], [9]) a je tedy o to v́ıce zaj́ımavým tématem. Rozklad jsme zformulovali a
dokázali jeho existenci pro každou symetrickou matici pomoćı standardńıch nástroj̊u
algebry, z nichž některé jsme stručně připomněli na začátku této práce. Je d̊uležité
poznamenat, že práce se nezabývá t́ım, jak tento rozklad v praxi źıskat, tedy jak jed-
notlivé matice rozkladu vypoč́ıtat; zabývá rozkladem Batman decomposition čistě
na teoretické úrovni. Ukázku výpočtu antitrojúhelńıkové matice nicméně můžeme
vidět na obrázku 4.1 (převzato z [6]).

Obrázek 4.1: Ukázka výpočtu Batman decomposition pro ř́ıdkou matici. Vlevo
nahoře je zobrazena struktura nenulových prvk̊u p̊uvodńı matice, vpravo dole pak
antitrojúhelńıkového faktoru. Mezi nimi je postupně šest vybraných mezivýsledk̊u.
Převzato z [6].

Jak jsme již zmı́nili, nejprve jsme si zopakovali a zavedli základńı pojmy, jejichž
znalost je pro čtenáře zásadńı. Dále jsme si vysvětlili a popsali jak vypadaj́ı r̊uzné
kvadratické formy a začali se věnovat př́ıpadu, kdy je symetrická matice indefinitńı.
Následně jsme si ukázali několik vhodně zvolených zaj́ımavých podprostor̊u symet-
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rických indefinitńıch matic a zavedli jsme antitrojúhelńıkový tvar matice. T́ım jsme
se dostali až k samotnému ćıli této bakalářské práce.

Hlavńı ćıl této práce totiž bylo zavedeńı rozkladu Batman decomposition. Před-
vedli jsme, jak při odvozeńı rozkladu využ́ıt aparát kvadratických forem. Ukázali
v́ıcero možných situaćı, zejména jak se výsledná matice rozkladu se bude lǐsit v závis-
losti na definitnosti p̊uvodńı matice. Celý postup jsme podrobně rozebrali a vysvětlili
tak, aby byl srozumitelný všem čtenář̊um. Současně jsme také poukázali na některé
souvisej́ıćı zákonitosti, které muśı platit, a vše dostatečně vysvětlili.

Nejd̊uležitěǰśım výstupem této práce je formulace věty o Batman decompositon,
která popisuje to, jak se transformuje p̊uvodńı daná symetrická matice A na ma-
tici M v blokově antitrojúhelńıkovém tvaru (trojúhelńıkovém tvaru podle vedleǰśı
diagonály). Tato nová matice M je velmi užitečná, jelikož z ńı lze snadno na prvńı
pohled vyč́ıst inercii matice A, která je

”
schovaná“ v jednotlivých bloćıch matice M ,

zejména v bloku X. Je-li totiž p̊uvodńı (symetrická) matice A řádu n regulárńı (což
je častý př́ıpad např. právě při řešeńı soustav lineárńıch rovnic), pak obsahuje jen n+

kladných a n− záporných vlastńıch č́ısel (n = n++n−) a blok X má rozměr |n+−n−|
přičemž je pozitivně, resp. negativně definitńı. Pokud n+ > n−, resp. n− > n+ a
znaménko jeho definitnosti poznáme snadno pohledem na jeho diagonálńı prvky.
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