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У складi антенних систем сучасних радiоелектронних засобiв зв’язку, радiолокацiї, телебачення тощо
широко застосовують рупорнi випромiнювачi. Перевагою рупорiв є простота їх конструкцiї та високi
технiчнi характеристики. Проте є i певнi недолiки. Для їх оцiнювання та можливого усунення пiд
час проєктування нових антенних систем зазвичай проводять електродинамiчний розрахунок електро-
магнiтного поля, розсiяного вiд рупорного випромiнювача, з урахуванням усiх причин розсiювання
для його зменшення. Використання вiдомих методiв розрахунку зумовлюють появу алгоритмiв у
незамкненiй формi, що зазвичай не мають точного розвязання. У тих небагатьох випадках, коли
вiдомий їх чiткий розв’язок, вони мають досить складний вигляд i навiть за допомогою сучасних
програмних пакетiв обчислювальних засобiв не дозволяють з’ясувати фiзичну сутнiсть або причину
закономiрностей такого процесу. У цьому разi широко застосовують наближенi асимптотичнi методи.
З’ясовано, що для розв’язання крайових задач визначення електромагнiтного поля, розсiяного вiд
рупорного випромiнювача, доцiльно скористатися методом перевалу. У статтi детально розглянуто
цей метод на прикладi рiвняння електромагнiтного поля, розсiяного розкривом рупорного випромi-
нювача, як однiєї з причин дифракцiї на рупорi з метою її зменшення. Дослiдження складається з
двох завдань: детального розгляду методу перевалу для розв’язку iнтегрального подання рiвняння
електромагнiтного поля; визначення поля, розсiяного розкривом рупорного випромiнювача. У задачi
розглядається один iз випадкiв довiльного падiння плоскої хвилi, а саме коли вона поляризована
нормально до площини падiння, тобто площина поляризацiї хвилi та площина падiння взаємопер-
пендикулярнi. Проведено моделювання промiжних результатiв для основної хвилi 𝐻01 типу та хвиль
вищих типiв 𝐻02, 𝐻03, 𝐻04, що є визначальними у кiнцевих виразах. Отримано вираз для розсiяного
розкривом рупора поля за нормальної поляризацiї падаючої хвилi до площини її падiння пiсля взяття
iнтегралiв методом перевалу. На вiдмiну вiд складних сучасних програмних продуктiв таке рiшення
дозволить проаналiзувати фiзичнi процеси, якi вiдбуваються пiд час вiдбиття електромагнiтного поля
розкривом рупорного випромiнювача. Як приклад розглянуто розсiяне поле у двох площинах. За
такими простими виразами, можна легко побудувати дiаграми розсiяного поля в програмi Маthcad.
Для цього, у подальшому, необхiдно врахувати «паразитнi» хвилi, викликанi нерегулярнiстю рупора
вздовж поздовжньої осi.
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Вступ

Сучаснi радiоелектроннi системи зв’язку, радiо-
локацiї, телебачення, а також космiчнi лiтальнi апа-
рати широко застосовують складнi антеннi системи,
до складу яких входять рупорнi випромiнювачi, зав-
дяки простотi їх конструкцiї та високим технiчним
характеристикам.

Головною перевагою рупорних випромiнювачiв
є: широкий дiапазон робочих частот; значний кое-
фiцiєнт корисної дiї; висока спрямованiсть, а також
можливiсть випромiнювати електромагнiтнi хвилi

великої потужностi [1–5]. Проте рупорнi антени
мають низку недолiкiв, якi зумовленi: виникнен-
ням зворотного випромiнювання в дiлянку просто-
ру позаду рупорного випромiнювача; розсiюванням
електромагнiтного поля розкривом антени, що вiд-
бувається внаслiдок незбiгу розподiлу в розкривi
полiв хвиль, що падають зовнi (у режимi прийма-
ння) i всерединi (у режимi передачi); вiдбиттям вiд
приймача; неузгодженням поляризацiї первинного
поля i поля антени; розсiянням на гострих кромках
антени i на зовнiшнiх елементах її конструкцiї [1–5].
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Для оцiнювання та можливого усунення таких
недолiкiв пiд час проєктування нових антенних си-
стем проводиться електродинамiчний розрахунок
електромагнiтного поля, розсiяного вiд рупорного
випромiнювача, з урахуванням усiх причин розсiю-
вання для його зменшення. Це потребує складних
електродинамiчних розрахункiв з використанням
методiв, що зумовлюють появу алгоритмiв у незам-
кненiй формi. Тодi доцiльними стають чiткi iнте-
гральнi спiввiдношення (подання): лема Лоренца,
теорема взаємностi, умова ортогональностi власних
хвиль тощо [6–8]. За їх допомогою здiйснюється
контроль одержуваних результатiв, полiпшується
їхня збiжнiсть, а в деяких випадках i розрахунок
показникiв, якi неможливо визначити без такого
подання.

1 Аналiз останнiх дослiджень i

публiкацiй

У [5] пiд час дослiджень поля, розсiяного роз-
кривом рупорного випромiнювача �⃗�𝑟𝑝, як однiєї з

причин розсiювання, з використанням леми Лорен-
ца всерединi рупора поле описано власною функцi-
єю номера 𝜈: �⃗�∓𝜈 , �⃗�∓𝜈 з одиничною амплiтудою,
що зазнає вiдбиття вiд розкриву з коефiцiєнтом 𝜌+𝜈

(Pис. 1).

 

Рис. 1. До застосування леми Лоренца

У перерiзi 𝑧 = 0 (Рис. 1) вираз у чiткому iнте-
гральному поданнi має такий вигляд [5]:

�⃗�𝑟𝑝=
�⃗�𝑝
4𝜋2

∞∫︁
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(1)

де �⃗�+𝜈 – амплiтуда власних функцiй:
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(2)
�⃗�П, �⃗�П – вектори електромагнiтного поля, що падає
на рупор; �⃗�−𝜈 , �⃗�−𝜈 – власнi функцiї, що поширю-
ються вiд горловини до розкриву.

Таке рiвняння не є кiнцевим. Багато величин
у ньому не враховано, й досить складно отримати
його точне рiшення.

Зазвичай iнтегральнi подання типу (1) або S-
iнтегралiв використовують для контролю отрима-
них результатiв. У багатьох випадках цi подан-
ня дозволяють отримувати аналiтичнi розв’язки
та зводяться до самоузгоджених задач, якi врахо-
вують зворотний вплив поля випромiнювання на
первиннi джерела, сприяють визначенню апрiорної
iнформацiї про спектр можливих рiшень, а також
вирiшувати приєднанi задачi як специфiчнi задачi
про збудження.

Методи обчислення S-iнтегралiв типу (1) до-
бре вiдомi. Їх значення обраховують наближено,
для цього застосовують рiзнi числовi схеми, або
асимптотичнi методи, проте найчастiше це метод
перевалу або комбiнацiя декiлькох методiв [9–14].

Проблема розрахунку електромагнiтного поля
(1), згiдно з дослiдженням авторiв [9–15], зводиться
до розрахунку iнтеграла Фур’є – Бесселя, що отри-
мав назву iнтеграл Зоммерфельда. Вейль розвинув
метод обчислення асимптотичних значень таких iн-
тегралiв, який у подальшому отримав назву методу
сiдлової точки, або методу перевалу. Вiдомi й iншi
пiдходи, наприклад викладенi в роботах Ван дер
Поля тощо [11].

Метод перевалу розглядали Р. Миттра i С. Лi
у складi аналiтичних методiв теорiї хвилеводiв [7].
Особливої уваги вони надавали розвитку принци-
пiв рiзних математичних методiв, а не розрахунку
часткових завдань, наприклад, розв’язку рiвнянь
дифрагованого вiд неоднорiдної поверхнi електро-
магнiтного поля. Саме це й необхiдно дослiдити.

Отже, метою дослiджень є детальний розгляд
методу перевалу на прикладi розв’язку рiвняння
електромагнiтного поля, розсiяного розкривом ру-
порного випромiнювача, як однiєї з причин дифрак-
цiї на рупорi з метою її зменшення.

Дослiдження складаються з двох завдань:
1) детальний розгляд методу перевалу щодо його

застосування для розв’язку iнтегрального подання
рiвняння електромагнiтного поля (1);

2) визначення аналiтичного виразу електрома-
гнiтного поля, розсiяного розкривом рупорного ви-
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промiнювача, як однiєї з причин дифракцiї на рупо-
рi методом перевалу.

2 Застосування методу перева-

лу для розв’язку iнтегрально-

го подання рiвняння електро-

магнiтного поля

Iнтегральнi подання – це запис рiвнянь електро-
динамiки (у будь-якому унiфiкованому виглядi) та
їх розв’язкiв у тiй чи iншiй узагальненiй формi.
Вони пов’язують загалом електромагнiтнi поля в
електродинамiчних структурах та описуються кра-
йовими задачами [13–15].

Пiд час формулювання крайових задач у тео-
рiї хвилеводiв найчастiше користуються методом
часткових областей або методом зшивання. Для
розв’язання крайових задач для вiдкритих областей
найчастiше користуються виразом, що є iнтегралом
типу

𝜙 (𝑥, 𝑧)=
1

2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝛼) 𝑒−𝑖 𝛼𝑧𝑒−𝛾𝑥𝑑𝛼, (3)

де 𝑓 (𝛼) – функцiя 𝛼, а 𝛾 =
√︀
(𝛼2−𝑘2).

Функцiя 𝑓(𝛼) зазвичай вiдома, за винятком тих
небагатьох випадкiв, за яких iнтеграл не обрахову-
ється. Проте поле в дальнiй зонi, яке, як прави-
ло, i становить найбiльший iнтерес у задачах для
вiдкритих областей, можна подати в бiльш спро-
щеному виглядi, якщо застосувати для наближених
розрахункiв iнтеграла саме асимптотичний метод
перевалу [7].

Iнтеграл (1) є подiбним виразу, розглянутому в
[7]:

𝜙(𝑥,𝑧)=
1√
2𝜋

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝛼)𝑒𝑥𝑝(−𝑟(𝑖𝛼 sin 𝜃+𝛾 cos 𝜃))𝑑𝛼,

|𝜃| < 𝜋

2
.

(4)

У (4) введено полярнi координати

𝑥 = 𝑟 cos (𝜃) , 𝑦 = 𝑟 sin (𝜃) . (5)

Отримаємо основний член розкладу функцiї
𝜙 (𝑟, 𝜃), що визначається iнтегралом (3), за умови
𝑘𝑟 → ∞.

Проведемо замiну змiнних згiдно з виразом

𝛼 = 𝑘 sin (𝑊 ) = 𝑘 sin (𝑢+ 𝑖𝜈) . (6)

Шлях iнтегрування, що вiдповiдає дiйснiй осi на
площинi 𝛼, у [7] позначено лiтерою 𝑃 (Pис. 2).

Рис. 2. Лiнiї найшвидшого спуску в площинi 𝑊

На всьому шляху 𝑃

𝛾 =

√︁
(𝑘 sin𝑊 )

2 − 𝑘2 = −𝑖𝑘 cos𝑊. (7)

Пiдставляючи (5) i (4) у (3) для сферичної си-
стеми координат i площини 𝑊 , отримаємо

𝜙 (𝑟, 𝜃) =
1

2𝜋

∫︁
𝑃

𝑘 cos(𝑊 )𝑓 (𝑘 sin(𝑊 )) 𝑒𝑘𝑟𝑔(𝑊 )𝑑𝑊, (8)

де

𝑔 (𝑊 ) = 𝑖 cos(𝑊 + 𝜃). (9)

Тепер вираз (8) стає зручним для застосування
методу перевалу.

Суть методу полягає в деформацiї контуру 𝑃
(крива 𝐵𝑊𝑠𝐶 на Pис. 2), за яким береться iнтеграл
(8), у новий контур 𝑃𝑠 (крива 𝐴𝑊𝑠𝐷 на Pис. 2)
на комплекснiй площинi 𝑊 , який обирається так,
щоб на ньому Im 𝑔 (𝑊 ) залишалася постiйною, а
Re 𝑔 (𝑊 ) досягала б максимуму в деякiй точцi та
монотонно спадала за вiддалення вiд 𝑊𝑠. До речi,
на конурi 𝑃𝑠 може бути декiлька точок 𝑊𝑠 [7].

Точка 𝑊𝑠 має назву сiдлової точки або точки
перевалу i визначається за таким виразом:

𝑔′ (𝑊𝑠) =
𝑑𝑔

𝑑𝑊

⃒⃒⃒⃒
𝑊𝑠

= 0. (10)

Якщо 𝑘𝑟 → ∞, тобто розглядається поле в
дальнiй зонi, то основний внесок в iнтеграл (8) за
новим контуром 𝑃𝑠 здiйснює лише мала площина
навколо точки 𝑊𝑠 через експоненцiальне спадання
пiдiнтегрального виразу, що обумовлено множни-
ком exp [Re 𝑔 (𝑊 )]. Така властивiсть пiдiнтеграль-
ного виразу (8) надасть можливостi знайти явний
вигляд для наближеного значення розглянутого iн-
тегралу [7].

Почнемо iз визначення контуру 𝑃𝑠.
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Iнтеграл за новим контуром 𝑃𝑠 можна апрокси-
мувати виразом

𝜙 (𝑟, 𝜃)=
1

2𝜋

∫︁
Δ𝑃

𝑘 cos (𝑊 )𝑓 (𝑘 sin(𝑊 )) 𝑒𝑘𝑟𝑔(𝑊 )𝑑𝑊,

𝑘𝑟 → ∞.
(11)

Оскiльки функцiя 𝑓(𝑘 sin(𝑊 )) регулярна на кон-
турi 𝑃𝑠 та навколо нього, то зручно скористатися
наближеною оцiнкою, яка справедлива в межах не-
великого вiдрiзка ∆𝑃𝑠:

𝑘 cos(𝑊 )𝑓 (𝑘 sin(𝑊 )) ≈ 𝑘 cos 𝜃𝑓(−𝑘 sin(𝑊 )),

𝑊 ∈ ∆𝑃𝑠.
(12)

У такий спосiб отримаємо кiнцевий результат
для |𝜃| < 𝜋/2 :

𝜙 (𝑟, 𝜃) =

√︂
1

2𝜋
𝑒𝑖[𝑘𝑟−𝜋/4] [𝑘 cos 𝜃𝑓(−𝑘 sin 𝜃)] ,

𝑘𝑟 → ∞.

(13)

Як випливає iз (13), за 𝑘𝑟 → ∞ поле в дальнiй
зонi матиме вигляд цилiндричної хвилi з кутовим
розподiлом

𝑃 (𝜃) = 𝑘 cos 𝜃 𝑓(−𝑘 sin 𝜃) , (14)

який вiдрiзняється вiд амплiтуди плоскої хвилi, що
поширюється в напрямку, визначеному кутом 𝜃, у
спектральному розкладi (3) лише множником 𝑘 cos 𝜃
[7].

Отже, детально розглянуто метод перевалу для
розв’язку чiткого iнтегрального подання рiвняння
електромагнiтного поля �⃗�𝑟𝑝 (1), розсiяного розкри-
вом рупорного випромiнювача.

3 Визначення електромагнiтно-

го поля, розсiяного розкри-

вом рупорного випромiню-

вача, як однiєї з причин

дифракцiї на рупорi методом

перевалу

Постановка задачi. Нехай на розкрив рупор-
ного випромiнювача (Pис. 3) з розмiрами розкриву

𝑎𝑝 та 𝑏𝑝 пiд довiльним кутом падає плоска електро-
магнiтна хвиля. Необхiдно знайти розсiяне анте-
ною поле. Поставлену задачу будемо розв’язувати
в такiй послiдовностi, як i в роботi [5]. Випадок
довiльного падiння плоскої хвилi можна розгляда-
ти як суперпозицiю двох окремих випадкiв: хвиля
поляризована нормально до площини падiння, тоб-
то площина поляризацiї хвилi та площина падiн-
ня взаємно перпендикулярнi; хвиля поляризована
в площинi падiння (площина падiння i площина
поляризацiї збiгаються).

Обмежимося лише першим випадком падiння
хвилi, що зображено на Pис. 3.

Рис. 3. Падiння плоскої хвилi на розкрив рупора за
нормальної поляризацiї хвилi до площини її падiння

Вiдомо, що пiд час розрахунку розсiяного по-
ля методом поперечних перерiзiв на розкривi ру-
пора, крiм збуджених хвиль у розкривi рупора й
вiдбитих вiд його внутрiшнiх неоднорiдностей, ви-
никають так званi «паразитнi» хвилi, викликанi
нерегулярнiстю рупора вздовж поздовжньої осi. Цi
хвилi вносять свою частку в розсiяне рупором поле,
однак вона за малих кутiв розкриву рупора незнач-
на, у разi першого наближення ми ними нехтуємо.
Врахування «паразитних» хвиль, а також iнший
випадок падiння електромагнiтної хвилi, коли по-
ляризацiї збiгаються, буде розглянуто в подальших
публiкацiях.

Отже, розсiяне поле, описане виразом (1), пi-
сля пiдстановки в нього власних функцiй [15] й
iнтегрування їх за 𝑥 та 𝑦 набуде такого вигляду:

�⃗�⊥
𝑃𝑝𝜏 = − 1

4𝜋2

∞∫︁
−∞

∫︁ ⎧⎨⎩𝑏𝑝 sin
(︁

𝑘𝑥𝑏𝑝
2

)︁
𝑘𝑥𝑏𝑝
2

· 2
∞∑︁

𝑛=1

�⃗�𝐻⊥
+𝑛

(︂
𝑛𝜋

𝑎𝑝

)︂2 (︀
1 + 𝜌𝐻−𝑛

)︀ 𝑓−𝑛(𝑘𝑦)(︁
𝑛𝜋
𝑎𝑝

)︁2
− (𝑘𝑦)

2
−

− �⃗�0𝑎𝑝
sin
(︀𝑎𝑝

2 (𝑘𝑦 − 𝑘 sin 𝜃П)
)︀

𝑎𝑝

2 (𝑘𝑦 − 𝑘 sin 𝜃П)

}︃
exp (−𝑖 (𝑘𝑥𝑥+ 𝑘𝑦𝑦𝑘𝑧𝑧)) 𝑑𝑘𝑥𝑑𝑘𝑦 ,

(15)

де

𝑓−𝑛(𝑘𝑦)=sin2
(︁𝑛𝜋

2

)︁
cos

(︂
𝑘𝑦𝑎𝑝
2

)︂
−𝑖cos2

(︁𝑛𝜋
2

)︁
sin

(︂
𝑘𝑦𝑎𝑝
2

)︂
; (16)
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𝑘𝑥, 𝑘𝑦, 𝑘𝑧 – проєкцiї хвильового вектора на
осях 𝑥, 𝑦, 𝑧; �⃗�0 (𝑧 = 0) – вектор напруженостi
електромагнiтного поля пiсля врахування грани-
чних умов i доповнення iнтегрування до нескiнчен-
них меж поза поверхнею рупора; 𝜌𝐻+𝑚𝑛 – коефiцiєнт
вiдбиття вiд внутрiшнiх неоднорiдностей рупора, що
дорiвнює

𝜌𝐻+𝑚𝑛 =

√︂
1−
(︁

𝑚𝜆
2𝑏𝑝

)︁2
−
(︁

𝑛𝜆
2𝑎𝑝

)︁2
−1√︂

1−
(︁

𝑚𝜆
2𝑏𝑝

)︁2
−
(︁

𝑛𝜆
2𝑎𝑝

)︁2 = −𝜌𝐸+𝑚𝑛, (17)

де 𝜆 – довжина хвилi збудженого в рупорi поля;
𝑚, 𝑛– кiлькiсть стоячих пiвхвиль, якi вкладаються
по сторонах 𝑎 i 𝑏 поперечного розрiзу хвилеводу;
𝑎𝑝, 𝑏𝑝 – розмiри розкриву за осями 𝑥 та 𝑦 вiдпо-
вiдно; �⃗�𝐻⊥

+𝑚𝑛– амплiтуда хвиль магнiтного типу, що
дорiвнює

𝐶𝐻⊥
+𝑚𝑛=−4𝐸0𝑏𝑝𝑓+𝑛 (𝜃П)

sin (𝑚𝜋)

𝑚𝜋
×

(1+cos 𝜃П)

√︂
1−
(︁

𝑚𝜆
2𝑏𝑝

)︁2
−
(︁

𝑛𝜆
2𝑎𝑝

)︁2
𝑁𝐸

𝑚𝑛 · 𝑍0

(︀
1−𝜌𝐻−𝑚𝑛 𝜌

𝐻
+𝑚𝑛

)︀(︃
1+

√︂
1−
(︁

𝑚𝜆
2𝑏𝑝

)︁2
−
(︁

𝑛𝜆
2𝑎𝑝

)︁2)︃ 1

1−
(︁

𝑘𝑎𝑝

𝑛𝜋 sin 𝜃П

)︁2 .
(18)

З’ясовано, що, за умови нормальної поляризацiї
хвилi до площини її падiння (Pис. 4), хвилi 𝑚 типу
збуджуватися не будуть.

Для розв’язку рiвняння (15), з урахуванням
(16)–(18), застосуємо описаний у першiй задачi ме-
тод перевалу. Для цього подамо рiвняння (15) у
виглядi (2):

�⃗�⊥
𝑟𝑝𝜏 =

1

4𝜋2

∞∫︁
−∞

𝐴𝑥1 (𝑘𝑥) exp (−𝑖𝑘𝑥𝑥) 𝑑𝑘𝑥×

×
∞∫︁

−∞

𝐴𝑥2 (𝑘𝑦) exp (−𝑖 (𝑘𝑦𝑦 + 𝑘𝑧𝑧) 𝑑𝑘𝑦 ,

(19)

де

𝐴𝑥1 (𝑘𝑥) =
𝑏𝑝 sin

(︁
𝑘𝑥𝑏𝑝
2

)︁
𝑘𝑥𝑏𝑝
2

, (20)

𝐴𝑥2 (𝑘𝑦) = 2

∞∑︁
𝜈=1

−�⃗�𝐻⊥
+0𝑛

(︀
1 + 𝜌𝐻−𝑛

)︀ 𝑓−𝑛 (𝑘𝑦)

1−
(︁

𝑎𝑝𝑘𝑦

𝑛𝜋

)︁2−
− �⃗�0𝑎𝑝

sin
(︀𝑎𝑝

2 (𝑘𝑦 − 𝑘 sin 𝜃П)
)︀

𝑎𝑝

2 (𝑘𝑦 − 𝑘 sin 𝜃П)
.

(21)
Запишемо (19) у сферичнiй системi координат,

беручи до уваги, що зв’язок декартових i сферичних
координат має вигляд

𝑥=𝑟 sin 𝜃 cos𝜙 , 𝑦=𝑟 sin 𝜃 sin𝜙 , 𝑧=𝑟 cos𝜙 ,

oтримаємо

�⃗�⊥
𝑟𝑝𝜏 =

1

4𝜋2

∞∫︁
−∞

𝐴𝑥1 (𝑘𝑥) exp (−𝑖𝑘𝑥𝑟 sin 𝜃 cos𝜙) 𝑑𝑘𝑥×

×
∞∫︁

−∞

𝐴𝑥2 (𝑘𝑦) exp (−𝑖𝑟 (𝑘𝑦 sin 𝜃 sin𝜙+ 𝑘𝑧 cos 𝜃) 𝑑𝑘𝑦 .

(22)
Тепер для взяття iнтегралiв у (22), вiдповiдно до

описаного вище методу перевалу, позначимо

𝑘21 = 𝑘2 − 𝑘2𝑥,

враховуючи, що

𝑘2 = 𝑘2𝑥 + 𝑘2𝑦 + 𝑘2𝑧 ,

oтримаємо

𝑘21 = 𝑘2𝑦 + 𝑘2𝑧 .

Проведемо замiну змiнних у такий спосiб:

𝑘𝑦=𝑘1 sin𝑊, 𝑑𝑘𝑦=𝑘1 cos𝑊𝑑𝑊, 𝑘𝑧=𝑘1 cos𝑊,

де 𝑊 – комплекснi числа.
З урахуванням прийнятих позначень i замiни

змiнних iнтеграл (22) набуде такого вигляду:

𝐼1 =

∞∫︁
−∞

{𝐴𝑥2 (𝑘1 sin𝑊 ) 𝑘2 cos𝑊 exp (−𝑖𝑘1𝑟 (sin 𝜃 sin𝜙 sin𝑊 + cos𝑊 cos 𝜃))} 𝑑𝑊. (23)
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Проведемо замiну:

𝐼1 =

∞∫︁
−∞

𝜙 (𝑊 ) exp (𝜆𝑓 (𝑊 )) 𝑑𝑊 , (24)

де⎧⎨⎩ 𝜙 (𝑊 ) = 𝑘2 cos𝑊𝐴𝑥2 (𝑘1 sin𝑊 ) ;
𝑓 (𝑊 ) = −𝑖 (sin 𝜃 sin𝜙 sin𝑊 + cos𝑊 cos 𝜃) ;
𝜆 = 𝑘1𝑟 .

(25)

Оскiльки функцiї 𝑓 (𝑊 ) , 𝜙 (𝑊 ) регулярнi в да-
нiй областi, то iнтеграл 𝐼1 можна розглядати за
кривою 𝑃 (Pис. 3), яка прямує в нескiнченнiсть, при
цьому контур iнтегрування можна деформувати,
залишаючи його кiнцi нерухомими.

У разi 𝜆 → ∞ це справедливо для розгляду
поля в дальнiй зонi. До iнтегралу можна засто-
сувати асимптотичний розклад, де головний член
асимптотики має такий вигляд:

∞∫︁
−∞

𝜙 (𝑊 ) exp (𝜆𝑓 (𝑊 )) 𝑑𝑊 ≈

≈ 𝜙 (𝑊0) exp (𝜆𝑓 (𝑊0))

√︃
2𝜋

𝜆 |𝑓 (𝑊0)|
· exp (𝑖𝜙0) ,

(26)
де 𝑊0 – точка максимуму функцiї 𝑓 (𝑊 ) , що ви-
значається iз умови 𝜕(𝑓(𝑊 ))

𝜕𝑊 |𝑊=𝑊0
= 0 , 𝑓 ′′ (𝑊0) – друга

похiдна функцiї в точцi 𝑊0; 𝜙0 = arg
√︁

−1
𝑓 ′′(𝑊0)

.

З урахуванням прийнятих позначень отримаємо

⎧⎨⎩𝑊0 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (sin𝜙𝑡𝑔𝜃) ;
𝑓 ′ (𝑊 ) = −𝑖 (sin 𝜃 sin𝜙 cos𝑊 − sin𝑊 cos 𝜃) ;
𝑓 ′′ (𝑊 ) = 𝑖 (sin 𝜃 sin𝜙 sin𝑊0 + cos𝑊0 cos 𝜃) .

(27)

Iнтеграл (23) iз урахуванням (24)–(27) дорiвню-
ватиме:

𝐼1 =
√︀

𝑘1 cos𝑊0𝐴𝑥2 (𝑘1 sin𝑊0)×

×

√︃
2𝜋

𝑟 |𝑓 ′′ (𝑊0)|
exp (𝑘1𝑟𝑓 (𝑊0)) exp (𝑖𝜙0) . (28)

Пiдставляючи вираз (28) у формулу (21) i позна-
чивши

𝐴𝑥3 (𝑘𝑥) =
√︀
𝑘1𝐴𝑥2 (𝑘1 sin𝑊0)𝐴𝑥1 (𝑘𝑥) ,

oтримаємо

�⃗�⊥
𝑟𝑝𝜏 =

1

4𝜋2
cos𝑊0

√︃
2𝜋

𝑟 |𝑓 ′′ (𝑊0)|
exp (𝑖𝜙0)×

×
∞∫︁

−∞

𝐴𝑥3 (𝑘𝑥) exp (−𝑖𝑟𝑘𝑥 sin 𝜃 cos𝜙+ 𝑘1𝑟𝑓 (𝑊0)) 𝑑𝑘𝑥 .

(29)

Для взяття iнтегралу (29) застосуємо, як i в
попередньому випадку, метод перевалу.

Позначимо

𝑘𝑦=𝑘 sin 𝑧, 𝑑𝑘𝑥=𝑘 cos 𝑧𝑑𝑧 .

I з урахуванням того, що

𝑘1=
√︀
𝑘2 − 𝑘2𝑥=𝑘 cos 𝑧,

iнтеграл (29) набуде такого вигляду:

𝐼2 =

∞∫︁
−∞

𝐴𝑥3 (𝑘 sin 𝑧) exp (−𝑖𝑘𝑟 sin 𝜃 cos𝜙 sin 𝑧 + 𝑟𝑘 cos 𝑧𝑓 (𝑊0)) 𝑘 cos 𝑧𝑑𝑧. (30)

Застосувавши до iнтегралу (30) асимптоматичну формулу (26), де позначено⎧⎨⎩ 𝜙 (𝑧) = 𝐴𝑥3 (𝑘 sin 𝑧) 𝑘 cos 𝑧 ;
𝑓 (𝑧) = − sin 𝑧 sin 𝜃 cos𝜙+ 𝑓 (𝑊0) cos 𝑧;
𝜆 = 𝑘𝑧,

oтримаємо

𝐼2 = 𝐴𝑥3 (𝑘 sin 𝑧0) 𝑘 cos 𝑧0

√︃
2𝜋

𝑘𝑟 |𝑓 ′′ (𝑧0)|
exp (𝑖𝜙𝑚)× exp [𝑘𝑧 (−𝑖 sin 𝜃 cos𝜙 sin 𝑧0 + cos 𝑧0𝑓 (𝑊0))] , (31)

де ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑧0 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔

[︁
sin 𝜃 cos𝜙

sin 𝜃 sin𝜙 sin𝑊0+cos𝑊0 cos 𝜃

]︁
;

𝑓 ′′ (𝑧0) = 𝑖 [sin 𝜃 cos𝜙 sin 𝑧0 + cos 𝑧0 (sin 𝜃 sin𝜙 sin𝑊0 + cos𝑊0 cos 𝜃)] ;

𝜙𝑚 = arg
√︁

−1
𝑓 ′′(𝑧0)

.

(32)
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Результати розрахункiв. Отже, розсiяне роз-
кривом рупора поле за нормальної поляризацiї па-

даючої хвилi до площини падiння пiсля взяття iнте-
гралiв набуде такого кiнцевого вигляду:

�⃗�⊥
𝑟𝑝𝜏 =

1

4𝜋2
cos𝑊0

√︃
2𝜋

𝑟 |𝑓 ′′ (𝑊0)|
exp (𝑖𝜙0)𝐴𝑥2 (𝑘 sin𝑊0 cos 𝑧0)×

×

√︃
2𝜋 cos 𝑧

𝑟 |𝑓 ′′ (𝑧0)|
𝐴𝑥1 (𝑘 sin 𝑧0) 𝑘 cos 𝑧0 exp (𝑖𝜙𝑚) exp [𝑟𝑘 (−𝑖 sin 𝜃 cos𝜙 sin 𝑧0 + cos 𝑧0𝑓 (𝑊0))] .

(33)

Для перевiрки отриманих результатiв можна
розглянути розсiяне розкривом рупорного випромi-
нювача поле у двох площинах 𝜙 = 3𝜋

2 або 𝜙 = 𝜋.
У площинi 𝜙 = 3𝜋

2 отримаємо

sin𝜙=−1; cos𝜙=0; 𝑊0=−𝜃;

𝑧0=0; 𝑓 (𝑊0)=−𝑖;

𝑓 ′′ (𝑊0)= 𝑖; 𝜙0=
𝜋

4
; 𝜙𝑚=

𝜋

4
; 𝑓 ′′ (𝑧0)= 𝑖;

(34)

�⃗�⊥
𝑟𝑝𝜏 |𝜙= 3𝜋

2
=

𝑘 cos 𝜃

2𝜋𝑟
exp

(︁
−𝑖
(︁
𝑘𝑟 − 𝜋

2

)︁)︁
×

×𝐴𝑥1 (𝑘𝑥 = 0)𝐴𝑥2 (𝑘𝑦 = −𝑘 sin 𝜃) . (35)

У площинi 𝜙 = 𝜋:

sin𝜙=0; cos𝜙=−1; 𝑊0=0;

𝑧0=−𝜃; 𝑓 (𝑊0)=−𝑖 cos 𝜃𝑖;

𝑓 ′′ (𝑊0)= 𝑖 cos 𝜃; 𝜙0=
𝜋

4
; 𝜙𝑚=

𝜋

4
; 𝑓 ′′ (𝑧0)= 𝑖;

(36)

�⃗�⊥
𝑟𝑝𝜏 |𝜙=𝜋 =

𝑘 cos 𝜃

2𝜋𝑟
exp

(︁
−𝑖
(︁
𝑘𝑟 − 𝜋

2

)︁)︁
×

×𝐴𝑥1 (𝑘𝑥 = −𝑘 sin 𝜃)𝐴𝑥2 (𝑘𝑦 = 0) . (37)

Вирази для 𝐴𝑥1 (𝑘𝑥) i 𝐴𝑥2 (𝑘𝑦) визначенi форму-
лами (20) i (21).

Отриманi вирази (35), (37) iз урахуванням фор-
мул (20), (21) дозволяють описати розсiяне вiд роз-
криву рупора поле для випадку нормальної поляри-
зацiї падаючої хвилi до площини падiння, якщо вi-
домi коефiцiєнти вiдбиття вiд позамежних перерiзiв
i навантаження рупора. Отже, задачу розв’язано.

Оскiльки вираз (18) входить до складу кiнцевих
виразiв (35) та (37) з’ясовано, що, за умови нормаль-
ної поляризацiї хвилi до площини її падiння (Pис. 3),
хвилi 𝑚 типу збуджуватися не будуть, тобто лише
хвилi �⃗�𝐻⊥

0𝑛 .

Магнiтнi складовi перевипромiненого поля мо-
жна отримати з рiвнянь Максвелла:

�⃗�𝐻⊥
𝑚𝑛 =

𝑖

𝜔𝜇
𝑟𝑜𝑡�⃗�⊥

𝑟𝑝𝜏 . (38)

Для перевiрки отриманих промiжних результа-
тiв проведено моделювання для основної хвилi 𝐻01

типу та хвиль вищих типiв 𝐻02, 𝐻03 ,𝐻04.

Графiки залежностей амплiтуди хвилi 𝐻0𝑛, тоб-
то �⃗�𝐻⊥

+0𝑛 вiд 𝑛 наведено на Pис. 4.

З Pис. 4а видно, що падаюча хвиля майже пов-
нiстю вiдбивається вiд розкриву, якщо її довжина
бiльша за резонансну, наприклад 𝜆 = 0, 05м, тобто
вона має частоту нижчу критичної, для живлячого
рупора хвилеводу. Основна хвиля 𝐻01 має бiльш
виражений характер порiвняно iз вищими типами,
амплiтуди яких досить малi.

На Pис. 4б падаюча хвиля має частоту вищу,
за робочий дiапазон рупорного опромiнювача (𝜆 =
0, 01м) для живлячого рупора хвилеводу. У такому
разi деякi хвилi вищих типiв, для яких хвилевiд не
є позамежним, разом iз основною хвилею будуть
проникати в нього, а коефiцiєнт вiдбиття для них
залежатиме вiд навантаження.

 
a б в

Рис. 4. Графiки залежностей �⃗�𝐻⊥
+0𝑛 вiд 𝑛 для рiзних значень довжини хвилi, що падає
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Якщо падаюча хвиля має частоту, що входить
у робочий дiапазон антени, тобто довжина хвилi
𝜆 = 0, 03м (Pис. 4в), то основна хвиля 𝐻01 про-
ходитиме в живлячий хвилевiд. Амплiтуди хвиль
вищих типiв досить незначнi. Вищi типи хвиль, збу-
дженi в розкривi, не проходитимуть у хвилевiд, а
вiдiб’ються вiд позамежних для них перерiзiв.

Отже, проведено моделювання промiжних ре-
зультатiв (18), що є визначальними у кiнцевих ви-
разах (35) та (37), моделювання яких на цьому етапi
не є доцiльним, оскiльки поки не враховано «пара-
зитнi» хвилi, що викликанi нерегулярнiстю рупора
вздовж поздовжньої осi 𝑧.

Висновки

1. Детально розглянуто метод перевалу
розв’язку суворого iнтегрального подання ана-
лiтичних методiв теорiї хвилеводiв. З’ясовано
правомiрнiсть такого взяття iнтегралiв рiвняння
електромагнiтного поля, розсiяного вiд розкриву
рупора.

2. Отримано вираз для розсiяного розкривом ру-
порного випромiнювача електромагнiтного поля за
нормальної поляризацiї падаючої хвилi до площини
її падiння пiсля взяття iнтегралiв методом перевалу.
Це дозволить проаналiзувати фiзичнi процеси, якi
вiдбуваються пiд час вiдбиття електромагнiтного
поля розкривом рупорного випромiнювача.

3. Як приклад розглянуто розсiяне поле у двох
площинах. За такими простими виразами легко по-
будувати дiаграми в програмi Mathcad iз задовiль-
ною точнiстю.

Перспективи подальшого розвитку дослiд-

жень. У подальших дослiдженнях необхiдно при-
вести кiнцевi результати аналiзу поля, розсiяного
розкривом рупорного випромiнювача методом пере-
валу. Для цього необхiдно врахувати «паразитнi»
хвилi, викликанi нерегулярнiстю рупора вздовж по-
здовжньої осi. Також необхiдно провести аналогiчнi
розрахунки для другого випадку суперпозицiї па-
дiння електромагнiтної хвилi, тобто якщо площини
падiння i поляризацiї збiгаються. Буде корисним
провести аналiз похибки результатiв, отриманих ме-
тодом перевалу, порiвняно з iншими асимптотични-
ми методами.
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Solving an Equation by the Saddle Point
Method for the Electromagnetic Field
Scattered by the Opening Horn Emitter

Sydorchuk O. L., Sobolenko S. O., Kovalchuk V. V.,

Maryshchuk L. M.

Horn emitters are widely used as part of antenna
systems in modern radio-electronic equipment, radars,
television, etc. The simplicity of their design and high-
level technical characteristics are major advantages of the
emitters. However, there are certain disadvantages. In
order to assess and possibly eliminate them, we usually
do electrodynamics calculations of the electromagnetic fi-
eld scattered from the horn emitter when designing new
antenna systems and take into account all the factors, which
cause scattering in order to reduce it. The well-known
calculation methods result in the appearance of algorithms
in open form, which usually do not have any exact solutions.
In the few cases where their strict solutions are known, the
algorithms look rather complex and, even with the help
of modern software packages of computing tools, do not
allow us to understand physics or causes of such a process.
In such cases, approximate asymptotic methods shall be
widely applied.

It has been established that it is appropriate to use the
saddle point method to solve boundary value problems in
determining the electromagnetic field scattered from a horn
emitter.

We carried out a detailed analysis of the saddle point
method by solving an equation for the electromagnetic field
scattered by an opening horn emitter, which was a causes
of diffraction on the horn in order to reduce the diffraction.

The publication involves two tasks: a detailed analysis
of the saddle point method for solving the integral
electromagnetic field equation and determination of the
field scattered by the opening horn emitter with application
of the saddle point method.

The problem statement includes one of the cases of a
plane wave free incidence, namely, when the wave is polari-
zed normally to the plane of incidence (S-polarization), that
is, the plane of wave polarization and the incidence plane
are mutually perpendicular.

We have obtained an expression for the field scattered
by the opening horn emitter with normal polarization of
the incident wave to the plane of its incidence after taking
integrals by the saddle point method.

Unlike complex modern software products, this solution
will allow us to analyze physical processes that occur when
the electromagnetic field is reflected by the opening horn
emitter. For example, we have analysed the scattered field
in two planes. These simple expressions may be used to
easily make scattered field diagrams in Mathcad.

Further studies will take into account beyond cutoff
reflection coefficients and the horn emitter load.

Keywords: asymptotic research methods; saddle point
method; scattered electromagnetic field; horn emitter


	Вступ
	Аналіз останніх досліджень і публікацій
	Застосування методу перевалу для розв’язку інтегрального подання рівняння електромагнітного поля
	Визначення електромагнітного поля, розсіяного розкривом рупорного випромінювача, як однієї з причин дифракції на рупорі методом перевалу
	Висновки
	References

