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Deel 2: Definities, stellingen en algoritmen • 
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0. Grondbegrippen en notaties 
~================:=~=;===~ 

0~1. Junctorenlogica 

0.1.1. Een bewering is waar of onwaar. 

0.1.2. Conjunctie: a/1. b is een bewering die slechts dan waar is, als de 
beweringen a en Q beide waar zijn. 

0.1.3. Adjunctie: aVb is een bewering die slechts dan onwaar is'' als de 
beweringen a en b beide onwaar zijn. 

0.1.4. Implicatie: a~b is een bewerirtg die slechtD dan onwaar is, als dt~ 

bewering a waar is en de bewering b onwaar. 

0.1.5. Equivalentie·: a~b is een bewering die slechts dan waar is, als de 
beweringen a en b beiae waar of beide ommar zijn. 

0.1.6. Negatie: -.a is een bewering die waar is, alsaanwaar is, en die on­
waar is, als a waar is. 

0.1."{. 0.1.2. t/m 0.1.6. kunnen 'swnengevat wordén in waarheidstabcllen: 

rn 0 

w 

a b a/\b aVb a~b a«--b 
w w w w w w 
w 0 0 w 0 0 -· 
0 w 0 w w 0 

0 0 0 0 w w 

0.2. Ver~aT.elingen 

0.2.1. XE. V x,. V 
betekent dat x een element van cie verutmeling V is. 
betekent dat x geen element van de verzameling V is. 

0.2 .2. Men kan een verzameling beschri,jven door een opsomming van zijn ele­
menten: 

V = {a,b,c,d,e,f,g\ 

Natuurli,jk kc:.n dit alleen bij eindige verzamelingen. 
opm: Er is eeen verschil tussen de verzam\~lingen 

{a, b, c, b, d, d, b, e, f, g- l en [a, e, d, c, g;, f, b} 
d'riz. noch de voleorde, noch de herhalingen in de opsomming van de 
elementen van een verzameling zijn van belang. 

0.2.3. Volzinnen die een veranderlijke bevatten en die in beweringen over­
gaan , als men voor zo'n vere.nderli,jke een element uit een geschikte 
ino.i viduenverza::r;eling subst i tueort, heten beweringsvorl'ilen of predi­
katen. 

0.2 .4. Men kan iedex·e verza:nel:ing beschrijven door een 'definit3rt:mde bewe­
ringsvorm' P(x): 
V = {x lP (:x)\ b<rtekunt dHt. V d.e verzameling is van al1e x die, als 
ze in P (x) g~:~~ubstituecrt ï.;orrL.:J., ü::m Hare be\,·cring leveren. 

0.2.5. 0 stelt de lege vcrz;::;.meling voor. Deze benü geen enkel element. 
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0.2.6. Een verzameling is eindig,als ze eina~g veel elementen bevat. Het aan­
tal elementen van een eindige verzameling V geven we aan met \V\ • We 
noemen \V\ de kardinaliteit van V. 
Een verzameling heet aftelbaar als haar elementen in een-eenduidige 
correspondentie gebracht kunnen worden met de natuurlijke getallen. 
Symbolisch geven we de kardinaliteit van zo'n verzameling aan met N:. 

. 0 
In alle ano.ere gevallen heet een verzamel~ng overaftelbaar. 

I 
I 

0.3. Kwa ... '1torenlogica. 
" . 

0.3 .1. Voor' een variabele waarvoor 
vri,i~ variabele gekozen. Is 
veranderlijke gebonden. Men 
toreh. 

men iets kan invullen,heeft men de naam 
substitutie niet mogelijk, dan heet de 
kan vera.nderlijko binden door zgn. k\o.'an-

I 
0.3.2. Universele k\..rantor: V [P(x)]~ (x€ V 9-P(x)) 

)(E. V 

0.3.3. Existenti~le kwantor: 3 [P(x)]~C{xj(xéV)AP(x)};/; )ij) ,..ev 

0.3 .4. Enkele regels uit de kwantorenlogica: 

opm: 

0.3.5. 

a. V V [P(x,y)]~· 
lC4 V Y'-'W 

b. 3 V 3 [P(x,y)] ~ 
X:6 y~;;\,.1 • 

c. (aA 3xt:V[P(x)] )~ 

d. V XE V [P(x) =>a]<===? 

V V v[PC:t,y)] 
y&V x~ 

3 "3 v[PCx,y)] y .. w .(4; 

j V[aAP(x)] 
l(é-

mits de variabele x 
in de bewering a niet 
vrij voorkomt. 

de regel ~e:V 3y6\J[P(x,y))<=?- JYé\J ~E:V fP(x,y)] 

[P(x))~ 3xE:v[P(x)A( VY"v[P(y)=?(x=y)])] 3! V !Cl: 

is niet correct! 

0.4. Families 

0.4 .1. Een familie onderscheidt zich van een verzéillleling doordat herhalingen 
van elementen nu wel belangrijk zijn. Zo geldt voor families: 
{a, b, b , b, c, e, f, &J =-= [a, b, c, b, f, g, e, b} -/. {a, e, f, c, g, b J 
Volgorde in de opsorrnning is o.us weer niet belangrijk! 
Soms worden gelijke elementen in een familie van elkaar onderscheiden 
door indices; dan l~an men de familie als een verzameling zien. 

0.4.2. De som van twee families A en B, aangegeven door A~B, is de fami.lie bE;­
staande uit alle elementen (inclusief herhalingen) van A en B. Het aan­
tal elementen va.11 A~B ü; dus de som van het aantal elementen van A en 
B afzonderlijk: 
{ a, a , b , b , b , c , d \ + i a., b , b , c , e , e ) = { a , a., e., b , b , b , b , b , c , c , cl , e , eJ 

0.4.3. Het verschil A~B van twee families is alleen gedefinieerd als alle 
elementen van B minstens evenveel keren in A voorkonen. f....:B bestaat 
dan uit die eJ.eraenten van A die overblijven, nadat men de familie B 
uit A verwijderd heeft: 
{a,a,b,b,b,c,d\.: ~a,b,b,e\=={a,b,d.J 

3 



-4-

1. Verzamelingen 
-----------·---------------

1.1. Verzamelingen 

1.1.1. W heet een deelverzameling van de verzameling V, (notatie: ltl.s:V) als 
voor alle x uit de bewering Xé W de bewering x E. V volgt: 

'v'"E-W (x ce V]~ H s= V 
~c:A; 
AçA 
A=B~ (A .;;;;.B) A (B sA) 
Ac: B ~ (A -=' B) A ( ___, (A=B)) 

,, . 

De deelverzallleling<-m van een verzameling V zijn de elementen van de 
macht'sverzameling PV van V. 

1 .1.2. De d.ohrsnede .4 () B van twee verzamelingen A en B gedefinieerd door 
AOB='{xl(x€ A)"/\ (xt B)l 
kan ook gedefinieerd worden door 
XE Af\B#(xt.A) /1 (xé B) 

1.1.3. De vereniging van twee verzamelingen A en B wordt gedefinieerd door 
A V B::: {x I (x é A) V (x f: B ) } 
oftewel 
Xé AUB<;;> (x~> A) v (x ~B) 

1.1.4. De definitie van de doorsnede van willekeurig veel verzamelingen luidt: 
Zij Q een deel verzameling· v&n PV, dan 
n X=nx.,{a\ V rat X]~ oftewel aE- n X#\1' [aé-X] 

Xe.Q Q Xt:Q Xt Q X é Q 

1.1.5. De vereniging van willekeurig veel verzamelingen noteert men als volgt: 
Zij Q een deelverza."Tieling van PV, dan 

U X= U X= {a I 3 [a f: X J \ oftewel a E: U X ~ ] [a E: X] 
Xé.Q Q Xt-Q Q XE:Q 

1.1. 6. Het verschil A\B van twee verzamelingen A en B wordt gedefinieerd door: 
. A\B={x!(xt:A)A (xi{E)~ oftewel xt-A\BÇ> (xl' A) A (x$fB) 

1.1.7. Voor de regels die gelden voor de verzgrnelingtheorotische bewerkingen 
hierboven gedefinieerd, verwijs ik naar de boeken op het gebied v~m de 
verzamelingenleer. 

1.1.8. Onder het cartesisch produkt va.n de veru~.melingen V1 , V~, ••. , VItwordt 
verstaan: 
V,xV2.xV3 •••• xV~.={(x 1 ,x~,x., ... ,xk)l 'i1 ~:i~\.Jxi€ \j_]1 

vle hebben een ff1milie 1 waarvan de elementen niet-negatieve getallen 
zi,in. 
Het algoritme LEX zet alle elementen van L in natuurlijke volgox·de, 
zorgt dat elk element sleehü-; ef.mmaa.l geno;::rnd wordt en verwi,jdcrt het 
getal 0 (indien ''·~mwezig). 
Bij 'begü1' geldt: L[O]= aantr;j.l elementen van de f::i.r:lilie 1 

L[ 1] t/J:t L[JJOJ1 ~-" el e:r;e:1t en v;-:n dr: familie l, 
Bij 'einde' geldt: L[OJ= ae..ntr·.l cJemc-mtc·n Vé'..n de r;evorniclo verf\n.neling 

1[1] t/m L[.L [\IJ] = ele.uf.mten va~l d8 ven;E:..meli!Jg 
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We hebben twee verzamelingen, I en J, waarvan de elementen positieve 
getallen Zl.Jn. 
HO}::: \IJ 
I [1} t/m I[I(O)] zijn ae elementen van I 
J(OJ= PI 
J[1J t/m J[J[OJ] zijn de elementen van J 

Bij 'einclo' gelat: f = 1 als .. 1 ~.J 
f=O als lef J 

,, . 



2. Relaties en relationaalstructuren 
====~=======================~==== 

2. 1. Relaties 

2.1.1. Een beweringsvorm P(x"x.t, ••• ,xk) met x1 ~Vi voor 1~i~k definieert 
een deelverzameling R-p van V1 xV:a. •••• xVk: 
Rp={(x.,x:L, ••• ,x 1,)}P(x

1 
,x2., ••• ,xk)} 

oft e\<iel 
(x~ ,x.2., ••• ,xk)é Rp~P(x.,x.r; ••• ,xk) 
R P heet de door P gedefinieerde k-aire relatie. ... 

2. 1.2. Daar iedere verzameling door een bev;eringsvorm gedefinieerd kan worden 
(0.2.4.) is' iedere deelvcrzameling van V1 xV:z. •••• xVk een k-aire relatie. 

2.1.3. RP.ç R~~ V.C .;v. V.., ..,_V. ••••••••• 'r/_ .. v, [P, (x",x:t, 
R'- R~ v' i ........ 1 "'-~Ie( ( 

1',- p~<=';> ..:,&~ lfx.<:v~. ......... Yxk~vk P., x.,,x.a, 
,xk)o::;:..pa(x1,xt., ••• ,x~)j 
,xlc)~P.a(x1 ,x~, •.• ,xk)) 

2 .1.4. Een relatie Rp heet rechtseenduidig · als 
~tl;-\lc V~r.V1 .......... 'v''l.(f,~Vv.."V~r[P(x 1 ,x"'-, ••• ,u )AP(x~,x .. , ••• 
Zo 1 n relatie heet een a.lbeeld.ing uit V1 xV~. •••• xVl<_,in Vk. 
(x 1 ,x1

, ••• , xJ heet het argument, u het beeld van RP. 

1 V).::::;;. U= V 1 

2 .1. 5. Een relatie heet linkstotaal r als 
Tf:t.~:V, Vx r..V. .............. Jxk~(x, ,xl., • •• ,xk)& RP) 
Zo 1 n relê,tie heet een afbeelding van V, xVJ. ••• xV11_, in Vk, als Zij ook 
rechtseenduidig is. 

2. 1. 6. Een afbeelding van V1 xV1 •••• xVk., in v,.. heet injectief of een-eenduidig 
:.':,als 

~1 6Vi • · · • ~k_,eVk.1 Vy,&V., ••· · ~~,._,&V~.1 ~ 6Vk 

dwz. Rp is linkseenduidig. 

[P(x,,x 2 , ••• ,x).AP(y,,ys., ••• ,x).-.. 
( xl ~y ·~) A (x .. =YL )I\ • • • • 11 (x~c.f"Y~t) } 

2.1.7. Een afbeelding van V~xV1 _. ••• xVIt_,in Vk heet surjectief ,, als 

V~v* 3~c-\'1 3X'.,..v ...... .\ ... .,cV~,.bP(x.,xl., • •• ,xk)] 
àwz. Rr is n:chtstotaal.' , 
Zo'n relatie heet een afbeelding van V., xV"t •••• xV~<-- 1 op V\c • 

2.1.8. Een afbeelding die zowel injectief als surjectief is, heet bijectief. 

2.2. Binaire relaties 

2.2 .. 1. Een deelverzameling van VxW heet een binaire relatie. 
Als R een binaire relatie is en (x,y)é:- R, dan schrijven ~.>Je vaak xRy. 

2.2.2. Speciale binaire releties Z1Jn: 
de zgn. alrela.t:i.e: xUy~(x,y)G Vx~!, 
de zgn. nulrelatie: x0y ~ 0. 
He spreken over een 'relatie over V 1 als R een dee1 verzameling van VxV is. 
xDvy~x=y 

2.2. 3. De inverse R-
1 

van een binaire relatie H.;:; VxW wordt gedefinieerd door: 
VI("\./ VV*=- V [xn··y~ yRx] 



2.2.4. 

2.2.6. 
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Het domein ve.n de binaire relatie R s;. VxW is de verzameling: 
pr1 R =\vi3..,E;W [vRwJ1 
Het bereik van de binaire relatie R «E VxW is de verzameling: 
pr.tR ={w l 3 v6 v [vRw)\= pr1 R-

1 0 

pr.,R~V. 

pr.2.Rs W 

De binaire relatie~~VxW is een afbeelding uit V in W slals 
Yv€V [ (v~ W\"'' v'8 w:t) ~ w1 =wJ # 

<g is een afbeelding van V in \i. slals pr8 :::V en ~ is rechtseend4,idig 
~is een afbeelding van V op \{ slals pr 1<tg=V ~n pr f.SS=W en cg is .rechtseen­
à.uidig. 

VCf = het beeld van v onder de afbE!elding CS (ook wel Cf(v) J 
vR = {u \vHw) 
Voor V's V: V'R= V, vR 

V6V 

~'"' is een afbeelding slals g' een-eenduidig is. 
Als CS<: VxV en r.g is een een-eenduidige afbeelding, dan heet ~ een permu­
tatie. 
Als cg een permutatie is, dan is Cf·' het ook. 

2. 3 .1. R s V 1 xV:z. en S.;; Yt xV3 • 

De door 
xRSy ~ 32:.év;. [xEz AzSy] 
gedefinieerde relatie RS ~ V1 xV3 heet het produkt Va.'1 de relaties R en S. 

2 • 3 • 2 • R ~ V1 >:Y1 , S s V2 x V:s. en T ~ V 3 x V~r 
ProdQKtvorming heeft de associatieve eigenschap,dwz. (RS)T=R(ST) 

bewijs:x(RS)Ty # 3wE;I(,[ 34 6-~ [(xRz) A (zSw)] A wTy] 
xR(ST)y~ 3z..,vJ(xRz) A 3-.,.rvJ(zSw) "(wry)]] 
volgens 0.3.4.b en c : x(RS)Ty#xR(ST)y 

2.3.3. R sv, xVa. en S.,;: V1 xV.2. 
Dv. R:::RDv, :::::R 
D~:::f\;' ~ 
(R -1r'=R 
RS::::0 <:>{'pr'1 R () pr2 S:::y5) 
(RS r' :::S'1 R- 1 

R ç S :.:::> l(' s- S ·l 
Als R en S recht~3enduidig z:tJn, dan is RS het ook. 
Als R en S linkstotaal zijn, dan is RS ook linkstotaaL 
Als H en S afbeeldingen zijn, dan is RS dus ook een afbeelding. 

2.3.5. Cf is een afbeelding v&n A in B. 
DA 5 CS o/-1 

D~q>"" ~-'c; 

dwz. xS.,S~y. 

bewijs:x<.f~y~ 3z.;.A [x<j 1zAztgy]~?]-:cé.A [ zCJlX-"Z"{'y}qx:::y voor alle Xfpl:z_<g,· 

x Gi~·•y .$1 3u 'B [x cg z 1< z<ty ]~ 3uB [ :x cg zA YUS zJ 
geval voor y=x. 

en dit geldt in :i.edor 
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2.4. ~psch~E~~ van binaire relaties 

2. 4. 1. R s VxW 
R-1 R ç. Dw~ R is rechtseenduidig. 

bewijs:R-'Rc:D~,.~ betekent: V 'W V w [yR-
1
Rz ~y=z) . 

..,/
6 

vJ /
6 

W [3 xf;V [( yR-
1
x)" (xRz )] -=;> y=z] 

/
6 .;G- wfY l(e- v [(xRy) A (xRz)=> y=zJ} 

\;/Y~~ \:17.
6
,. V v [(xRy)" (xRz)"* y=zJ 

':J#rw Z.ûvv Kv 
Bij dit bewijs werd gebruik gem~~kt van 2.1.3.,2.3.1.,2.2.3., en 0.3.4. ,. 

I< ' 
2.4.2. flç VxW 

R is linksE,en~uldig als R-'1 rechtseenduidig, dwz. RK\:; D.., 

bewijs:zie 2.4.1. 

2. 4. 3 • R ç V xW 
-1 

Dv~ RR 9 R is linkstotaal 

bewijs: Dv ..::;- RR-
1 

betekent 

2.4.4. RG VxW 
I ~ 

R is rechtstotaal als R- linkstotaal is,· dwz. DwS< R R 

2 • 4 • 5 • R <Go V xW 
-1 -1 

R R s DY/ 11 D v s RR ~ R is een afbeelding van V in W. 

2.4.6. R,;sVxW 
RR"'

1
=D.., A n·'R=D...., ~ R is bijectief en R -t is de inverse afbeelding. 

2.4.7. Rs-VxV 
R beet reflexief als Vl("v [:xRxJ 
R heet antireflexief als Vt.t:-V [-, (xRx)) 

2.4.8. R-.;. VxV en S -:r VxV 
R ü1 reflexief~ Dvs R 
Ris reflexief#Dv!i R~RR(=R2 )S::RRR(:H3 )!: ••••• 
R is reflexief~ n-' is reflexief 
R is refle.:dcf~ Vs [RS?.S] 
R is reflexief ~ R is links- en· rechtstotaal 
H en S reflexief~ RS is reflexief 

2.4.9. R heet symmetrisch als 
R heet antisyu;metrisch als 

2.4.10.H !::· VxV 
R is symmetrisch~ R=R-

1 

R is symmetrisch«> R-1 is symmetrisch 
. R is antisyruw.et.risch ~ R n R-• =Dv-

opm: UitRenS syr:Luetrisch volgt niet, dat RS symn~:;trisch isl 

(R~ VxV) 
{R!i: VxV) 



2.4.11.Rs VxV 
R heet transitief als 

2.4.12.R:= VxV 
R is transitief# R.;;; R .. 
R is transitief~ R <f<' Ra !f R'-> ..... 

2.4.13.R ~ VxV [ 
R heet rechtscomparatief als ;i 11 'rl v~c~-v (xH.v)A (zRy):::::::. (xRz)J 
R heet linkscompa.rtJ.tii..ef als "'v~<:~~~~~v'v'u.v[(yl?.x) A (yRz) ~ (xRz)];· 
R heet cyclisch als ~*'vV:,trvV.,_~v [(yRx) A ( zHy) ~ (xR.-~ )J 

. 
2.4.14.R .;VxV 

R is r.echtscmnparati.ef~'R.ll.-;; R 
R is linkscomparatief~ R-'R ç R 
H is cyclisch ~R-tf(

1

-G R 
bewijs: 

'r/k:eV Vy~:l/ 'rf2~v t(xH.y) 11 (zRy) ~(xRz)) ~ 
~ v"_~v Vy~:l/ Vul/ [(xRy) A (yR z) {xRz)]~ 
~ V"~v 'rf;u.V [xim-'z ;:;~ y..Rz) <::;> RR"':=; R 
De andere t:leHij zen gaan a.nal.oog. 

2.4.15.R~ VxV 
R is rec:htocomparatief en linkstotaal sHüs R reflexief, symmetrisch en 
transitief is. 

bewijs:R is linkstot aal~ Dv ~ Hif
1 

..., }~]) ~RH~ R ~ Dv ~ H~ R is reflexief. 
H is rechtscompar1.1.tief~ Ril > R " 

R~ ~ R "'tR2 
s;. R~ R is transitief. -1 } 

R =R 

R · t . h R R-
1 

R1 "'RR-1 1 ~s symwe nsc 4~ · = ;q - nn·\;;. R~ H is rechtscomparatief. 
R is transitief~ R~<f::R 

2. 4.16.Rel8,ties over \T die rechtscomparatief en linkstotaal zijn, noemf.m >m equ:i­
VE.lentierelaties. 

R is een equi.valentierelatie slahJ R reflexief, sym~10triach en transitief 
is. 

bewijs:2.4.15 en 2.4.16. 
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2.5. Relationaalstruct~ 

2.5.1. Een verzameling waarop een systeem v~~ relaties gedefinieerd is,heet 
een relationaalstruct uur. 

2.5.2. (V; R,,R:I., ••. ,R1.) en (V'; R1',n;, ... ,H~) zijntwee relationaal­
structuren. 
"+" is een afbeelding die aan s;lK~ R i precies êèn Rj = 't (R i) toevoegt en 
en aan elke Hj precies èèn Ri == "f'-

1
(Rj), terwi.jl bovendien "f'Ri ,,precies 

evenveel varié~belen bevat als Hi. 
~ is een a.fb.eelding. zodat 
Vt~ük ~E-V \f~<,~V .•..•.. t>:.,ev[(x,,xlil, ••• ,x.,)éR1~(x"q>,x .. <g, ••• ,x.,~)Ei"t(R1 )] 

Het paar ( 'Y', '!iJ heet dan een homomorfisme. 
Als V<5>ç V en Y'Hi =Ri, dan heet het homo:norfisme een endomorfisrne. 
( 'f, g:) heet ee.n isomorfisme als (V , q; ) hijectief is en ( "+"'! <g"') een homa­
morfisme is. 
Een enaomorfisme dat tevens een isomorfisme is, heet een autoawrfisme. 

2. 5. 3. Een procl.uktoperatie Re- VxVxV is een afbeelding van V x V in V. 
Vaak noteren we (x,y,z)é R als R(x,y)=z of ook wel als x*y=z, 
waarbij * een symbool voor de operatie is. 

2.5.4. (V t*) is een relationaalstructuur met een produktoperatie, aangegeven 
door *· 
(V,~) heet dan een groepoide. 
Een afbeelding 'f van V in V' heet rian een homomorfü;me als 

(X*Y )f!l ::: X~*' yCf 
(V',"' ' ) heet dan een hornornerf beeld van (V,.*) 

2.5.5. Een equivalentier·elatie S heet verenigbaar met een afbeelding H als 
'v'1 :!:i~I<.J (x:l.Syi )jA (x, ,x", ••• ,xk) é RA (y, ,y1 , ,yk )é R4 xJ>yk 

Voor een produktoperatie wordt dit: (x, Sy1 ) /1 (:JS. Sy4 ) ~ (x. *:?C,. )S (y
1 

.>J.y,_) 

2.5.6. (V; Rt ,R
1

, ••• ,Hk) is een relationaalstructuur, waarvan elke R1 een af­
beelding van VxVx ••• xV in V is. De equivalentierelatie S in met alle 
R i verenigbaar. 
S heet dan een congruentierelatie over de structuur. 

Voor proüuktopere.ties onderscheiden we nog links-- en rechtscongruent: 
Een ePuivalent5.erelatie S heet linkscongruent als 
'Vuv [ xSy 4> )S(y~z)] 
Een equivalentierelatie S beet rechtscongruent als 
'VHV [ xSy ~ (z*x)S(zll::dl 

2.5.7. Een equivalent;ierelatie S over een groepoîde (V~*), die zoH<e~l links- ale 
rechtscongruent is, is een congruentierelatie over (V,*) 



2.5.8. Een produktoperatie heet commutatief als 
VXéV 'v'yt,.V [ X1i·J=Y*X] 

2.5.9. Een produktoperatie heet associatief als 
V."_~v Vy~v 1;/zr.:V [ (x*y)*z=-=x*(y*z)] 

2.5.10.Als de produktoperatie * associe.tief is, da.n 
V V (v1 *VJ. ~' ••• *V- )~ (v: * .... *V):::(v *V·~< ••• *V.)"* (v. -x- ••• *V ) 

v'l e 1- J.H .... 1 1 l .)+I "' 

be\o.'ijs:Voor n=-3 is de stelling zeker juist. Stel nu. ri> 3 en i< j. •• · 
We (Sebruiken vollediee inductie: 
De stelling i-s waar voor alle aantallen factoren < n. 

( V ~<V * 1 .l 

(v. ·I\-V1 * 
*V- )-r.-(v. -l!· ••• *V ):::(v "* ••• *V- ),-:f(v. * 

1 J.H " 1 1 ~· 1+1 

*·V. )~<(V.* ••• *V ):;:;f(v * .. , *V- )-x (v. l': J )+1 .... l!· 1 1 1+' 

Op erond van de a~sociatieve eigenscrwp van * zijn de rechterleden gel:Lj1~ 
en dus ook de linkc:rled•:::n. 



3. Overdekkingen 
-----------------~ .. ~-... ·-------

;).1. Definities 

In deze paragraaf is V een eindige, niet-lege verzameling 

3. 1.1. De familie C heet een overdekking· 
dat het een dElCÜ verza.'Tieling van "V 
:nenten vrm C gelijk aan V ;is .. "' 

van V als voor elk element van C ge1dt 
is, en als de vereniging van .. alle ele-

De element(m van C heten blokkr::n. 
Met #C geven }Ie het grootste getal 

... 
van de verzameling {lB\j B é. C ~aan. 

3.1.5. ;u .. !~ .. , JA' ... , • • • • is een onein~ige rij part:itieo van V, zodat voor alle 
posJ.tiev"~,gehele getallen k geldt: (,I""Jc+ 1 ~/""k) A CM·tr~"' "'/'·k ~/"'k+.l:r-~r..,) 

Er is een geheel getal K < \Vl, zodat X ""I""K voor alle k ~K 

bcwijs:Als _",u1 ... ,<)<1. d;::.n l/"'k I .c.l )'<k.HI 
Daar ir~< I-' lVI ka."l dit slechts eindig veel keren voorkomen. 
He kiezen K zodanig, dat voor k:::K voor het eerat )Aiw=J-<k. K <IV I woct dan 
gelden. 

3.1.6. C is een 
J, = { 1! 

overdekking van V met ah; blokken B" , B2. , •••• 

Ki:= { ij3.
6

J. [B.i s; B31\v{,j Ij tó Ji.," B.c.B.l ;:) ~ l 

, B..,. 

Voor 2 ~ i:s: n: 
l J.-1 

Ji := (,Ji-1 v{i! )\ K.i 

ASS ( C): ={ B j I ,j l:. J,. 1 noemen we het m~~t de overdekking C gt?<.•.s ~mei eerde vt~r­
za.melingensysteem van V. 

opm: ASS(C) is een verzlli!wlingensysteem van V! 

opm: 

Bij 'begin' geldt: 

Bij 'einde' g(~ldt: 

B[O,Ch 
B (i, 0]::.: 
B (i, 1)::: 
B(O, OJ 
B[LO]::: 
B [i; 1] = 

aa.>ltf.ü blokken van de overdr.!}~ki ng C 
HA.ntal e.l(~mc·nc;en vçm het i-de blok van G 
het l~·d8 elt>mf.mt van hc't i-eh:. blok V~l!l C 
I M:IS (G )/ 

vr::.n bet i-de blok V8.)1 .:~_:·.; ~:·:~ (C) a1:<:nt:d clement.(m 
het 1-'''-' el1::ment Vhn het i-d8 blok varJ 'C'''{~') J~ .• ;._] \...-

De element 1::n van de blokken zijn 1-iSt~r door po:'15.tiev(:~ 



. ' . 



,, ' 



- 1" -

" . 



-11-

3.3. !quiv~lentieklas~~ 

3.3.1. ~is een verzamelingensysteem va~ V. 
De relatie R"..._ ç VxV wordt gedefinieerd door 
xR.,....x'#3 [:Xt:BAx'eBJ Notatie: xs=x' (}-</') 

13€,-M 

3.3.2. Als reen parti-tie is, dan is RI"" een equivalentierelatie. 
, 

bewijs:;!"B=V~ Vx~v .3B't-,....[x~>B]-9> .. x.=x (/"')~R.~Ab reflexief. 
xR_....yÀ.3 [xGBAy&B].9>yR .••. x -9R.._..is symmetrisch. 

Oe;c. " - " 

... 
Y.R""'yAyR_..x ~-Jee- [xE-BAyc:::Bj A3,_ [yéB 1 .A zE-B']::9Joe-.~..fx&B.AzE B)~xR.l..z 

/ ,- /" BE}" R ,,.-. t •t. f ,r·· 
/"' l.S rans 1 -l.e • 

immers y f,. B fl B' l ..::;> B=B' 
B;iB ' ~ B (\ B I =0 5 

R is een eouivalcntierelatie over V. 
[x)R: iYixRy J . oftewel y& [xJR~~ x:Ry 
[x]rt heet de equivalentiell:lasse van x. 
De verzameling ~C'X]~ \x f.: Vl is een partitie vr.~.n V. Deze vex-zamel:tng h'.:et 
het quoti~nt van V onder R en we gevon haar.aan met V/R. 
1 V/RI he(~t de index van R over V. 

bewijs: 'fx6<v [ xRx) =9 Vx~v [x E- [x]it]:2;;> x~V[x]R=V 

Stel [Yla_f\ [z1J?../ f1 ~ ]xe V [X & [y]rt" x E-[z]f'< 1 .,_-p ,R (t k') 
[Y]p.;l [z](.l.. =i:> :1;;,6V (a b[YJRA a f[zJ.d J_,;,.c;._,,XA ..,~.,x egenspraa. 

dwz. [y) fl. (\ (z],._,! p =:;> [y]R ./ [z)"' 

3.3.4. Ris een equivalentierelatie over V. 
[x1J?.. = [Y1"R ~ xRy 

bewijs: [x)R = fy1f< X6 t'y)l'l. ~ :xRy 

XRy ~ ~é-[v"T., [xRz1 'v':H[y)h [~ _t- [xJ~) ==> [yJR. ç txJR l [ 1 [ ] 
r.J" " ~d.em: [x1~ ~ [y]R) XJI(."' y ~ 

immers z 6 [yJ~< betekent yRz; daar verdor xRy veronderstelt won, volgt uit 
de transitiviteit van R, dat :xRz. 

3.3.5. <g is een afoeG:lding van V inw. 
De relatie <'8'{1=R is een equivalentierelatie ovex· V. 

bewi,is:Volg<m3 2.3.5. geldt Dvs f{ 
R-1= ( <"B<s'')",= ( '! .,f, c.g·' = ~qo-,:::n 
Rl = <5'<8. ·"'<~ ":!_, = ':? Dw c.r·, = Cj'cg-\::n 

( reflexi vit ei t) 
(symmetrie) 
( t ra.rwi ti vit eit) 

opm: Een equivalentieklasse van R bestaat ult die elementen van V die .het zelfde 
beeld in W hebben. 

3.3.6. (V,*) is een groepoîde. 
W,.;;V en W_.ç.V. 
\-11 *1:1_. :== '{x:;t.ylxéH1 .A yEH1l 



3.3.6: (V,*) is een groepoîde. 
f"'/is een partitie van V. 
/"""heet toelaatbaar als 
V BE: ..(A V,.., 3). [B, * B.~, ~ B5 ] 

• r '"'-6 JA '"I hJ"' 

3.3.7. (V,*) is een groepoide. 
R is een congruentierelatie. 
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V/R is een toelaatbare partitie .van V. 

bewijs :vie t!Oeten bewijzen dat 
([x1)A.=fyJA.) 11 ( f>sJR=[Yt.1r<) ~(X1*Y.J~[x~.-~'-y'"l1<. 

fx,)~~,=[.Y1\ ~ x1RY1 ~~(x '*Y )R(x *Y ) =i>[x *Y•J =(x .~t~.y1 
l x) = [", x Rv 1 1 :1 :t 1 ~ ~ :1 ~ 

•.1. A. JAJ L" t..-fi. 

'' . 

opm: Hiermee is tevens bewezfm dat (V/R,*) een groepo1de is, als * gede­
finieerd wordt als [x]~ *[y]A = [x-x-y ]ya_ 

3.3.8. (V,~) is een groepo!de. 
}'V is em1 to•ale.atbare partitie va.! V. 
R,rv is een eongruentierelatie. 

3·3·9· (V,-*) is een groepo!de. 
H is een congruentierelatie. 
Het groepoîde (V/R,*) heet het factorgroepo~.de van V over n. 

3.3.10.(V,*) is een groepo!de. 

bewijs: 

R is een congruentierelat:i:è. 
De a:fbet.llding 7!." van V op V /R met 
V)(oov [ xn: "'[x1~] 
noc::aen we de natuurlijke afbeelding. 
w is een homornorfisme. 

Uit 3.3. 7. [xJI'I! *fyJ~t:"[X*y],.{ 
duz: xn: Y yrr. :-:.:(x-:.:y)"TC 

VolgenG 2.5.4. is ~dan eon homomorfisme. 

j.3.11.(V,•) is een groepo!de. 
(V 1 ,*') is een groepoide. 
lf is een homamorfisme van (V,*) <.)p (V',*'). 

<gq>-' is een congruentiet:eüJ.tie R over V. 
Er bt:!Staat con isomorfisme e van V/R op V'' :wdat <:f=ttGl ,waa.rbi,j TC de 
nat uur lij ke afbeelding van V op· V /R is. 

dun H is linl·~sco~n~;:rtH?1Yt. 
O:p (-i-1~:._-::,.loge ~:ijze verk::"i mt~n dç r·üc}1t~> 

Vo 2. 5. 7. is R. een congruenti~:relat 
:ie van R. 



Definieer nu [a)IQ..e = acg 
(deze definitie is correct, immers (àJ!lt=[lJ)~..,;. acy=b<f ;zie opm in 3.3.5.) 
Daar Cf een surjectieve afbeelding is, is e een afbeelding van V/R op V'. 
e is een homomorfisme: 
( fa,1~* [a~.J,,)e = (a., .. ·a". )cg= a1~*'a.rcs = [a,J.,~0 *t [a.a.~(;) 
e is een-eenduidig: 
[a.ll( !':' = [a.~1é># a,'f=a>.cg~ a 1Ra2 ~ [a1

)1(= [a,]~ 
o-1 is een homomorfisme: . 1 

a~ <:gf51 Fa Cj'0-1 = [a111<Dé.
1 

:;r[a1Jl't GJl{'; [<:' 1 ~~[a~]"::: [::. 1 ~8.1J =[a, *B~1~è~t:>· =Ja .. iK/1 2 )CfG'~~ 
!(( (a.<.o * 1 a 'f) G' 

.., • 1 :J .&. 

fJ is du''l een isomorfisme van (V/R,:;) op (V',*') 
Ten slotte: 
a Cf= [a1.t e = (a 'Tt' )e =a 7T@ ::::!}> cg = rr e 

3.3.12.(V,*) is een groepoîdc. 
R 1 en R2. jn c.ongrur~nti.erelat:ies en R, ç R~ 
(V/H:t ,:-it) is een homamorf t•eeld van (V/R

1 
;-;r). 

bewijs :R., ~ R:t ::::9 [n.)'((, ~[a]~~ 
He definil~ren een afbeelding ~ van V/R 1 op V/R.z l 

[a"JA..'f =[a] F!z 

Hiervoor g:üdt: · 
[a1) ~ïZ'[a,1...,C! = fii1J1< *fa . .Jit. = [a,*a4 ) :;;; [a,*a:41 cg 

lt. ·~· l ~ RL ' IZ1 
~ is dus een homamorfisme. 
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4. Semigroepen 
::::::=::::;;;:;::=== 

4.1.1. (S,*)'is een groepoîde. 
Als * een associatieve produktoperatie is, dan noemen we (S,-lr<·) een semi­
groep. 
!SI i~ de orde van de semigroep (S,-1(). 
(S,'*) 'noemen we eindig als IS! eindig is. 
Notatie: a*ax· ••• *a = a" .. a"''~<·à"'= a., ..... 
In deze paragraaf stelt (S ,*) st~::eds een sem'igroep voor. 

i -
4.1.2. Een element i<ó Sheet idempotent als i"=i 

I 
4.1.3. Een elem<mt /ef. Sheet een linkereenheid aJ.s '~s~:S t/e·:.+s:-.::s] 

Een eÜ~ment e/é. S heet een rechtereenheid als V [s11-e/=sJ 
Se-5 

.. . 

4.1.4. Een element /oé:S heet een 
Een element o/ 6 S heet een 

linke.rnulelement als 'ris eS [lor. s=/o] 
rechternulelement als Vr,éS [s*o/=o/] 

4.1.5. /e, e/, /o en o/ zijn alle idempotent. 
. 

4.1.6. Als (S,*) zowel een linkel.,...als een rechtereenheid bevat, dan geldt: 
/e=e/:=e. 
\{e noemen e de eenheid van (S,-*) • 

. :v'só [e*s=s::::s.;:·e) 
Er is ten hoogste èénheid in (S ,*). 
Notatie: S

6 ==e. 

bewijs:e/=/e*e/=/e:=e 
Daar e een linkereenheid is,geldt 
Daar e een rechtereenheid is,geldt 
Stel, ten slotte, dat zowel e, als 
e, =e 1 *e,_ =e1 • 

V~t-S [e*S. :=s] \ t..r [ J v. S e*S:.:::S=S*e 
\.J ["'', s'] .te v .s e-S o"~· ~c= 

e.t. eenheid in (S,*) zijn, dan 

4.1.7. Als (S,*) zowel een linker- als een rechternulfüement bevat, dan geldt: 
/o=o/:•o 
o noeëlen we het nulele.11<-:mt van (S ,-x·). 
V's.e5 [ Ql!-S::::Q::Sii·O] 

Er is ten hoogste één nulelement in (S,*). 

bewijs:a.naloog aan het bewijs van 4.1.6. 

4.1.8. (S,*) heet een mono1de als 
.3e 6 S V 5 t-S [ eliS=Sc-::S*€] 

4.1.9. (S,*) is een mono1de. 
Een elemsnt 5 1 6 S heet een linkerinverse van Sf; S als s 1 *~>::::e. 

Een element S,1é S hc-:let een rechter.i.nverse van s €: S als =e. 
Een element s~• ES heet de inve:e;e van s €. S als s·'*s:\::e:..:s"1·;;;s. 

4.1.10.(S,*) is een mono~de. 
Als een ele::icnt s t: S zoHel een lir;ker- ~üs een rechterinverse hl~eft (resp. 
s. en s~ ), dnn heeft s een inverse s~ en celdt: 
Esn elcrr:ent lHYlft ten te-; 66n inve:rse. 
( "_,)·1_"' 

t.:J -01!1 

N ~ ·t' -~ ( ~)" o ... a.·.te: s = s 

be\<ll.J:".:;S\ *S*S,. 
Stel nu r:1at zo·wol r als t invçrst'n vans in (~\,.;(·) zijn* dan: r::::rl-è[;*t"'t. 
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4. 1.11.Een semigroep (S,*) heet comwutc,.t;ief als de produktoperatie * commu­
tatief is. 

4.1.12.(T,*) heet een ondersemigroep van (S,*) als 
TçS 
'l';l ~ 

(2',-x) heet i~en maximale, echte 6rJdersemigroep als 
11'/.SA T s; Vs; S 1\ (V,~) is een ondersemigroep va.;,_ (S,*) => V=T v V=?.·:. 

4.1.13.x~s 
(<X>,*) is de•kleinste' ondersemigroep van (S,-K·) die X omvat. 
X-;;;.<X> 
(<X>,*) nO(>raen we de door X gegon8reerde semigroep. 
( S, *) wordt doo;r X gegt:nereord als <X> ::.S 

at:: S: (<a>,") is de cyclische ondersemigroep van (S,.j() die door R gege .. 
nereerd worcl.t. (<a> is een schriJfwijze voor <{a}>) 
(S,"*) heet. cyclisch als .:3c:l- 6 ~ [S=-~<a>] 

4.1.1/i.Het homamorfe beeld van een semigroep (S,*).is \o/Cf:r Nm r::cmigroep. 

bewijs:We geven het hoiiJomorfisme d,at S op S' afbeeldt aan lllf<t CJ. 
( 8. <j> -};- 1 b ':f ) * 1 C ~ = ( 8;~" b )<j> * t Cg' ::= (( a·X. b ) >- C ) Ç9 :-::: ( a-K ( bX G ) J Cf' :o: fi <":f ·l\ 

1 
( b·K C ) ~ :::c 11 ~ J:· t( b \j ·X 1 C '!} ) 

4.1.15 .Het beeld van een eventueel eenheidselament van ~(S,*) onder een homomor­
fisrne 9 :is enn eenheid in (S g>, *'). 
Hetzelfde geldt voor een linker- en rechtereenheid. 

4.1.16.kls a-1 de inverse van a is in (S,*),dan is (a-1 )o/de inverse van aCf' in 
(S' J -1t'), waarbij S '::::S<s en Cf een homamorfisme is. 

bewijfl: (a~ )1(· 1 (a_, <s) = ( a*t'i') t;5' =ece = ( a-1 *a) Cf'::: (a_,<;)' )*' {u <f' ) 
Volgens 4.1.15. is eg> dH eenheid van (S',";'). 

4.1.17.1-;;. S 
vi€. I "~s6S [ i*S é I A SO<:·i € rJ oftewel 
I heet dan een ideaal van (S,*). 
1 heet een linkerid.zaal als S11·I ~I. 
I heet een rechterideaal als I-x·S <: I. 

opm: In alle drie de gevallen is (I,*) een ond.erseu>igroep van (S,*). 

4.1.18.Een semigroep (T,·~<') 'd.eEllt' de sem:lgroep (~>,-f), notatiE! (T,-j(')/(~.;,*), 
als (T,*') een homomorf beeld is ve_n een endgroep van (S,*). 
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4.1.20.(f?,* ), (:r,* 1
) en (U,*") zijn s<-Jw.igroepen. 

( s' *) \ ( T' *' ) /1 ( T'"" I ) I (u'-.>: 11 
) ~ ( s' * ) l (u'"*!! ) 

bm,d.js:Er bestaat een ondr::rst:aligroep (U',-)( 1 1
) van (U,*") en een afbeelding <:g

1 
van U' op T, zodat 
Ut rn * t <fJ :::: (U I -li·" U l ) rO 

'\':!"\ ~.:t t 1 ':} 1 

Er besta2.t een onden;emigroep ('I' 1
, *') VfiJl (T, *') en een afbeeldinr,- <f14 

van T' op S, zodat 
t f tO <fo>:.' t_O - ( t I* l-'" I ) (D 

1 ~ 2 ~ '\.• J.. J l ..... t \! ~ ~ 

T 'tg;' =U", ter-wijl (U",+.·") ee!l o:ndersemigrcH?.P. van (U', -:t 11
) is. " . 

3..;-.w [t~=-u:tg.] en 
Dit geeft ten slotte: 
u: Cj1 tg4 >:u:. <g~ ~z. :o:t! ~~ -x·t ~ ~~ = ( t ~"" 't ~ )'S~ = (u~ Cf, * 'u i ct, )<.ft :::: (u:+" u~ ) ~1 'S ._ 
dv1z. cg8< is een hcmomorfisme van (U",*" ) op (S, -!'·) =-~ (~:;,*)I (U,*" ) • 

4.1.21.(5,*) en (T,*') zijn semigroepen. 
( s' 'I( ) I ( 'l' ,.)< ' ) A (~I'' -l( ' ) I ( 8'-!( ) ( s' *) ~ (111

' *' ) 

opm: We gebruiken het symbool !:::::: voor 'isomorf set'. 

4.1 .22 .De vei'zameling Vf'..n alle bir:airo relaties over een eindir;e verzameling V 
en produktvorming alE operr .. tie is een semig!'O(~p. 

bewijs:2.3.2. 

4. 2. 1 • Een mono1dG ( G, *) heet een groep als 
'v'a 6 s ::lb~t; . [ b*a=e=n:><b) 
het is duidelijk d.at met b de inverse van a. bedoeld wordt: b=a~ 1 

In deze p~u'agJ~aaf geeft (G,·){·) steeds een groep aan. 

4.1.2. In et:m groep (G,*) hebl1en a*x=b en y~·a=b elk éèn unieke oplossing in G. 

bewijs:x=ä\;b is een oplosHir:.{~ van ar.:-x:::b, \,fant n~ (p_:"1 ·~cb):.::(axá1 )r"L:::c:H•b=b. 
Stel nu dat cé.G een oplossing van a*x=b is; a+.co.::b.::?a-1~(a*c)==ä1 *b~ 

Zo is ook b~ a~1 de enif;e oplossing van y*fl::;; b. 

(S,*) is een semigroep met ISI/0. 
~.a..&-S V~&S [l{xj2)X:ol)J\ :.::111){yjy;q;_.::"bJ) :::1] 

Dan is (S, *) een t;l·oep. 

bewijs: Daar S niet leeg is, bié,staat E''' een elt:n:t.:.nt a in S. 
Wo geven de oplos::;il1f; v.::tn ti*X:.:::t:; .. nlüt ea l:t.al'.it~ 

Zowel als b zijn aplm:wing va .. n B.*X"'a~.b ·=;> 1/bt:.> [oa*b:::b] 
Zo geldt OClk voor d.e oplossir:.g vnn Y*n=a.: &.8 Vbé& [br 2~e"''b] 
Met 4. 1 • (Ï. vind-en i<JG da.n: ae=e;.;,: '"e 

!~ e ;2::1. rrtl cer1 c 1::. S: c·~··x::·.G hljeft (: ~{n oplosnirî/~ d "· 
litt t}.cbtF:r ook d)~~c~=e~ \~&.!l"C <U·:·c en E-J bf~idc 

IIiermec~ is zo\.;t~l üG (S,*) ~s een groep. 



4.2.4. F;en groep heet COlTu:Iutatief a.lF: zijn produl~toperatie commutatü:f is. 

4. 2. 5. Hs: G en H(0. 
Als (E,"*) een groep is , dan noemen we (H,*) een ondergroep var. (G,*). 
Notat).e: (H,-;~)<l (G,o~) 

bewijs:Uit de Jau.tste van de vier bm..:.c:rlngen 1inks volgt dat (H,?:) en!f s8r.ügroe;; 
iG als li/;9.. . .~ . 
Uit d~~ hHc;ed.e volgt dat R/0, en dat (H,.;.:) een mono5'.de is. 
Uit d<·' derè.e vole;t dan ten slotte nog dat (H,.;.:) een groHp if' .• 

Het omg-ekeerde in tri vie.al. 

4.2.7. HSG: 
(H,* )<l (G,1l) # (Hf-f5) A ( (aé H) A (b 6 H) ~ b:r:b·'~;H) 

bm-üjs :Het bewj.js van linb> naar rechts is tri vin.al. 

Van rechts naar links gaat als volgt: 
Omdat H niet leeg,ü; er een (Üement a in H en dus; a"'~·~1 =e €: H 
b 6.. H ~ e+i b--r t7 H ~ b -

1
" H 

ct HA dê H À c*(d-,Y\=c"'d é H 

4.2 .s. De doorsnede van een aantal ondE:rgroopen van (G,*) i;:; een ondergroep 
van (G,'*) 

be\ájs:H =AH~ met U\,n*)<J(G,i\,). 
Daar voor a1le HQ( : e6. H .. volgi claar uit dat eEn Hti<=H. 

a. 6 H ~ V li01. [a é' H.J l ~ V [a* lJ-16 H.,,,j ~a* b _,td! 
b é H ~ V H,) b G H C( 1 i H,. 
Volgens 4.2.7. is (H,'*)<l(G,*). 

(G 7*) boet cyclisch als 
::1 [<lD==G 1 .,.;>~6s . 

4.2.10.Xc::: G 
Er bestaat een 1 klejnste' ondorgroep (H, x) van (G,-x) Haarvoor :'{!E'E:' H. 

be;.;ijs:{H>(\(E"",~)<l(G,-~)AX~;H"'J t ç.), \{ant (G,-~r)<J(G,:.)AX~G. 
We kie7~en nu voor (H,*·) de groep (nH ... ,*) 

Notatü~: (<X>,*) 
(<X>,-~') beet do door X gegem::r·EHndo ondergi'oep ven C. 

X=0 :::="r><Y> {ej 
X/.0 -::::;:. X = de verzn;neling van alle prod.ul.;,ten van m;,,drhm VLn elementen 

van X. 

4 • 2 • 11 • (H , r- ) <J ( G , * ) en t é G • 
lf~-t !1oct e:cl_n rêelrt~!ri1!?)\telL"L::l~~;}1f3t! vru.l TI; t~~·:-H b€~et ee12 .lirJ:ei·JJt'~~\'Cn-!:-lL~;se 'lt .. ~n H c 

Op Hl~ H.;;t t~JI voor 



4.2.12.(H,*)<J (G,*) 
H*t=H ~ t ~ h <=>t*H:::H 

Analoog voor linkernevt:mklassen. 

4.2.13.(H,x)<f(C.,*)­
H?.-II=H ! 

-1'-/ -

bmüjs:4.2.1d. ~ Vl::t:H [H·)(t:di]!·~H-xH:::: V H :::H. (4.2.12) 
1
, H*'Ic: V F7\ t ttH i , "· tE:H l 

bewijs: a é H -:::9 <a> of:. E. 
Da.&.r H eindig is, :üjn.•er machten van a gelijk: 
(s < t) e..Sc=a"'-::=> a~·:.=e EH l 

ar:.-s-~ =à1e. H "-* (H, ·x) <J (G, -)(-). 
at H A b 6 H -?a.~<- b é H*H :.:::H 

4. 2. 15. (H, * ) <l ( G t +. ) 

Vu,~ [!Hl=-~ IH*t IJ 

bewiJ's:h >•t=ll +:-t~h :::h (4.2.2.) 
~ .t , 1 

4 • 2 • 1 6 • ( H , ;;- ) <l ( G, ·*- ) , a e G en b é G • 
R~~: a=H-i< b # ai<.-b _,t' H 
a*H==b~èH# a·'"b eH 

(4.2.12.) 

'; . 

4.2.17.De rechternevenklassen VB.neEm ondergroep (H,*) ven (G,+) vormen een 
partitie Vém G. 
Hetï~elfde geldt voor de linkerneven}:J.assen. 

Elk element c venGis in ten:ninntc érm blok bevr.;.t, want cé.H-t.c (e~ H!). 

4.2.18. (E,-x- )<J (G,.;..) 
Het aant~l !'(':chternevenklP.sse van (H, .,.. ) in (G, -11-) is gel:i.,jk r:.an het aantal 
linkerneven.tla::;sen van (E,-;;-) in (G~.;.;), 

bew~J·s·'·)c IG-1 81.'1"'J.C" ;." "0,"' 1
' rin <•-'-·el ..L. ,. h. ~'~· · J ~ • v_ ·b ..L11.:.>! "' '..l..t::) L ""'"'{;;;. "~i... _,.,. uit 4, 2. 15. en 4. 2. 17 • 

Voor het ons onbd<c.ï.;ijTijke p-:v al d;,t I G I n.iet lil 1 

or' da.t. llÜ X'L!Üttü~ H 
(u* ( ,_,-1 ,.:r) J:. \ ..... \< ....... 

een- is; immar~ uit 4.2.16. 



4.2.19. (H,*)~(G,*) 
Het eant<:d. rechternevenklassen van (H,-!\) in (G, *) noi?::.JPTJ ~o1e de indt~x 
van (H,+:·) in (G 1 1<). 
N0·tatie; [G:H) 

4.2 .20. (H 1 .x) <J (G,-;.:) 
Als IGI einüig is, dan [G:H}=IGI /JHI. 

bewijs:4.2.15. en 4.2.17. 

4.2.21.aé: G 
I< a>) noemen we de orde van a. 

4.2.22.aé G 
De ord~ van a deelt \G!, als !Cl eindig is 

; 

be•lijs: (< a.> ,-x-) is een ondPrgroep vt•~" ( G, *). 
Uit 4.2.15. en 4.2.17. volgt drln do stel1ing. 

4.2.23.De relatie ~' die gedefinieerd word.t door 
Yx"'s [ (x,a*x*a-1)Gtaj waarbij aéG is, heüt conjugatie. 
a* X·* a -1 heet oe geconjugeerde van x door a. · 

4.2.24. }'á is een automorfisme. 

bewijs: ~ is een homomorfisme.: 
x~' *Y ll..~. = (a-<· x~ a-')~::· ( a+:y'i, a-1

) = ( aK x)* ( 1>.-1-r:a.) * ( y"'- a-1 

" . 

l(it is een eo:m-eenduid:i.ge afbeeldinf: van G op G. ( 4. 2. 2.) 
~~1 is ook een homomorHsme, immers V1lëS [(x~n:-'.,.x1i;:t)E- c~'] 
't.J. is dus E~en isomorfisme van (Gt ~·) 01J zichzelf, en du8 een autoc10rfisme. 

4.2.25.(H,*)<l (G,.;.) 
(H, * ) h-r~et normaal als 
V'l t-S [g*H*g\:JI] 

Note.tie: (H,+.) 4 (G,*) 

4.2.26.(H,1l·)<l (G,*) 
Als (G,-K) commutatief is, d;m (H,*)<it(G,-r) 

Omkering van de st~;;:lling is onj tÓ.fJt.! 

4.2.28.(H,.;;)4 (G,x), f'J:G en h6 H. 
3 r'"*h-l:·' l-.'é f-J Lto - - • 

bevdjs: 4.2 .27. 

4.2.29. doo van een aantal norn:_~.lc~ 

ondergroep v::m (G) ·>.). 

oe--n;J:::;E n n(>( er;. V'~1., Ve;.,! 
Uit 4.2 .Ij. ··StG:< '"'G 

i!:i) 
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4.2.30.Het ho:nor1orfe beeld van een r;:coep is weer een groep. 

bcwijs:4.1.14., 4.1.15. en 4.1.16. 

4 .2.~2.Als R èen conP."rucnt.i.erelatic u<, dan - ' ~ 

beuijs:4.2.31. en 4.2.27. 

4.2.j).(G/R,*) is een groep. 

beHij~;:De natuurlijke afbeeld.i.ng V&n G op G/R ü~ e<:~n homamorfisme (}.3.10). 
Uit 4. 2. )0. volgt dan dat (G/H ,~~-) een t;r'"O(lp is~ 

(G/ll, wordt ook wel genote.:;rd. ~üs (G/n;:x:), waa.rllij H:::[oj~. 
We noeme11 haar de f:~ctorgx·oep. 
Haar o:nte is IG\ /!Hl= [G:H]. -
He.ar elementen z.ijn de nevenkla.ssen. 

4.2.)L1.<jl is eenhomomo:·finme. van (G,*) op (G',-l('). 
[e) heet dan de kern van het bomomorfismr:;<g en (G/[(;Jw,-",·,,*)~(G',~'). 

~-1 ,)•.,) 

bewijs: 3 .3".11. 

4.2.)5.(H,*)~ (G,-><) 

bewijt>: 

Er bestast een groG:p en een homc,:-norfisme van (G, *) op die groep, waarvan 
de kern precies H is. 

Definieer ~ als de afbeelding die aan t:!lke ge G de nevenklasse Jlr.g tot~­
voegt. 
De retd.: volgt u:it 4.2.31. t/m 4.2.34. 

(immers volgens f: .~~. 

,K)<J(G,~). 

'i\ ) ~ { G' -:: ) • 

We weten uit 4.2.3C. G.:J.t (l\''E, )<J ((~,+:). 
Ül!lciat (K 1 " ) en 1 ' ) h..::.i.d<~ 11\J.!:mDJ .. e 

• 
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bm;ijs: 7r is de natuurlijke afbe:elai:1g vm~ G op G/K. _ 
Dan if; D~'lt een boEïorilorfi::.mle v;::..n (H,4() in (G/K,*) met als kern HnK. 
Uit 4.2.31 volgt dan (Ht1K~-;;)4(H,-~) en uit 4.2.3,1. (H/Hn1\ 1 ~(E(D111t:),*), 
tenüjl H(DH'It') juist fi*K/K is. 

4.2.39.K<E:Hc;;G. 
(K,J()<4'(G,-*), (E,-x·)~(G,*) A!!. ~K,#·•)_:<I.\(H,·x), 
(H/K, :;-) -4l ( G/K, :X) cm ( (G/K) / (H/K), ~-)...::::: ( G/H ,"î,) 

bewijs: Cf 
De 
De 

afbee-ld.lur;: van G/K op G/H met a)<f =H·Ya 
van C.f is H/K. 
Vê-21 de st volgt nu uit 4.2.31. t/rn 4.2.34. 

4 • 2 • t1 0. ( K , -:; ) <l ( G , * ) , ( K-' ,.~ ) <1 ( G, +: ) en ( K ' , -x ) <§ ( K, '- ) • 
(H,~')<J(G,*), (H',.;.:)<l(G,~) en (II',~)-d(H~~·). 

Nu gddt: (K'·x·(Knll' ),*)<'ll (K'x(KnH),*) 
(H '-li (K' n E), *) ~ (:!-I'-~ (K n E), *) 
( K '* ( K tîH ) /K' * ( K n H ' ) ;:q ~ ( H '-x ( K n H ) /H • + ( K ' n E ) , 

bevlijs:D=(KnH' )-l<(HnK') 
4.2.8.:::=>(KnH,·))<l(G,t;):>(KnH,*) is eEnJ. groep •• 
gE D =? g=g,*ga rrtt.l'è KA g,.;H1 ~ g.::. Kn H q D~ KnH 

~HA g ... d:) 

(KnH,K)<l(H,-:;) } 
(K 11 H) 0 H' =K n n • dil (K n H • , -li ) <l C K n H 1 -)>') } 
(H',-x·)<'l(H,*) (4.2.30.) 

(K' n H,-~;) <ti (K n H, ... ) 
(D,*)4(K H,'*) 

Volgens 4.2.33. is dan (Krnr/D;-n een groElp. 

(~',-lo:·)-4(K,*) .1-=*'(K'*(KnH),*)<l(K,*) (4.2.36.) 
(K n H, ~~ ) <.) (K,-r:) 

... 

JUk element van K'·~(KnH) is te schri;jveYJ als k'-l'ie k '~ K' en c é (Kn H) 

We defi:li.l:':ren een relEtie 'f'-::= (K 1
-1(· (K n Il) )x (K n II/D): ( k' ·)(~ c) )V (I!;.; c) 

Stel nu: k'* c, met ook k~ é K' cm c,& Kn H. 
d•on• (k')-1 *k'-c -"·c·1". :é'l''(vnu)-·K'nuc::•' -.;.,.. • - 1 - 1 " C •L I "''- ..,;. ._ J.J.- "'' 

Hieruit volgt de;,t ')1"e<'n surjectieve afbE.:elciing van K'x(KAH) op KnH/lJ is. 
"f' is ook een ho:s:omorfisnw, HKnt k~·*c~·rk~*c,=-=k~*c,~:c.._ met h:;=k~i'c,..,k' c;'. 
( k ~ t K' , on;c~at ( K' , -~ ) <'!1 ( r fl :a, >-·) ) • 
Daar K(lll'~(KnH')~(HnK')=D n:oet K'-t.(KnE')~ ). (4.2.12.) 
St nu: (k'+,c)'V':=J) ~ c é D -=,"'?c,-=tV-V nH:t Ut:· HAK' en v,;.. KnH'. 
D u::: : 1-:: • )( c=; k ' ,. ux ' ·•· v c; 1: ' z ( ~= n H ' ) ~ J.-. c n: ( '1./~ ) ~ K ' .,>( (K n H ' ) • 
JU.erilie8 i::. bEn...:ez.cn nr~t kern("f)=,}:.'->(KnH'). 

Volgen;" 1~.2.31. en 1;.2.34. geeft dit:(K'..,(KnE')t·:<)<,l(!C'-~(KnH),,,) 
( r~' ~; (v, n 1-; '; l•r 1 1'\ ·~·' • \ ·;-\,..__.(i; n T'~/J.J ~-) ~~- ~ .. t ··'- 'I .. l $ 1 ..- ,~..~ . '- ' o 

Op F-nalog\c: z.e vinr.~t meru(Fi' (K'n H), ) (H'> nH) ·x) 
(H '~· \r '( n F) /J'' r 1; • ,-, Hl ~_: ,.... , 01. ) ~ 

" .. L .. "..... l ' ... .._ J 'I I I ~ 

DaF.t.r i~-·~o:norfie el:::1t E;~·~_ui";.:;:~I~~J·-rt::i( -~(.::J ie i;~ 1J i8 l:1ct br;:_.l j~~t J1l~: 



4 • 2 • 41 • ( G 1 ·~·) heet f'!lke:l\'OUrlÎ{; aJ!> 7,'-" geen IJ'·:ètcre norrr.v:l'1 Ondergror,pcn heeft. 
ab ({e~,*) E:n (G 7~<:). 

beviijs:AJs (H,~:-)<1 (G,.r,·), da.."l \H\j!Gl. 
IGI ü: echte~::: em; priemgetr:J en heeft dus geen echte deler~. 

t,.2.43.EEm nor:na.alöj van een gro·,:y tG~·x) Ü; een r:ij e;~of':pen, (G0 ,x),··(G,,·~), 
(Gin*), v:ar~rvoor geld.t: " · 

( G, ·X ) ~ ( G
0 

, ·.K ) ft:.. ( G1 , -Jé·) fll> ••••• • P. ( G k) -~ ) ~ ( 1. d , * ) • 
De g:-o;='J)en (C,i /G;i+,, *) heten de factonm. van dt-; r,onnéw.lrij. 

I 

411 ? H ~'·e nr'>~r""' rl,...4 -i (·,~' ·~<) (C! t -t<) (r; t X ) "2Yl " """'" • L~l-i • J..J ... -/ ...... 7' ~.,~r;;:<.. 4. -1., 1) n 0 t ' 'Vf 1 ' ' ..... f} .... ~ ' > 'V ,.;..., _t 

V "Y\ dn 1 nc~,...,,. ·. 1 ri.; (" k) (C *) ((' ·><-) f:~~.... "·-··' "-' .... j·~~c ... .~.. ;._· .... .,; ~-.To,. , • ' :r1 1 11 * ~., •., sk' 

Vcs.:,t') ~_3cs:L~)L{G 1 ,.;~ ):::(Cij ,* )J 
De vert :l.JUlrlt;; 11B•·!t echt ahl 
3 'V ) f ( G · , ;;. ) f ( G ·1 

, ~: ) ] 
rc;j,~) (Si,*- l. .; 

( G~ 5 

v~:i!'"" 

) heet een verfijninr_:­
(C:, ~) ali:; 

4.2.45.Twee normaal!:·ij<::n heten valent als hun factonm in een f>eJl.-ceno.lHGl{!:ü 
cor.'rer:;pom::.ent:l.e gcbre,.cht kum.;r"'n Horden, zod.~t de correspond<?JY'(mde factor(>n 
isoso::-:-f z.ijn. 

4.2.46.Ben norma.alrij Vé-:..n (G,-~::) die e;een 1:-:omorfc crortpen bevat en e;een echte 
verfijningen het,ft, heet een corrpo;:;itie van (Gl*). 

4.2 .47 .Elke eindie;c gr\>ep heeft een compositierij. 

4.2.43 •. Bij elk paar no:r:ma.<llr:i.jen V<'.Jl (G,-x) bo~;ta:od; een pa~·~r equ1val,'!nte verfi,j-· 
ninsen. 

bf:P.djs:(G
0

,*) 7 (G1 ,..-·), ••••• (r~k'*) en (G~,-ll), (G,',~), ••••• (G~ 7 -t<) :;o;ijnnor-
llWKlri jen van (G, -l' ) • 

r:l11l'1"'"'".J (r<.. ~-)en ((!. *) vn•·'R:l"'n '- , •,' ., • .-. \., l,.. J I ·'1+1 ' "' '-" ~ 

Tu:J:s'm (G;, *) en ( G~,.,, *) voegen 
we de g::..'oepen ( 'è ... (Gin (''. ) ' ·).' \ 

Os-j~ '-'-;t~, --~ 
) 

we de groepen (G;t1 * (G[ n G~ ) '" ) met 0~ j"t.::. 

Vol,:;-ens de eerste twee beweringen vaJJ 4.2.40. zijn d.e aldm; 
ri,je:a verfijni.ng•m van elP oo~.'spronk;:,J.i,ilH:!. 

VoJ.gens de derde;; bewering var1 4.2 .L1Q. zijn Z.f? oo!; e(]uiv~:ücmt. 

erijen van (G,*) is equivalent. 

bewijs:Volct direkt. uit 4.2.48. 

ierij slal9 elke factor enkel-

deox~ tur:!~~c-n·1voer:·c:1 VfJ1~. (I!, ): 
d~n c:c!r~.o:r:; 

kan (G:i. /Gi~, ;r:-) nh:t '·enkel-· 

n 
k 

in~ 

in. 



4. 2. ~ 1 • (K, ·~ ' ) 1s c en er:ke hrzmfü;::e groep. 
CSJ is eDn tcr:nrr:or·fism.-: n~n (i op K. 
(H,*) <a (G-,-r.·) • 
Dan geldt: H cg=:(;~< y H<s ::.K 

bewij:~: R<g ::.K '. 

-1q-

D '-''1T' (V 1 -li 1 ) PCn hO"'•"-""''f' bo<>](:l V'·'''l on f:r'T'()P.n r •• -c •• -. .... •. f ...,.. - "'""''<...JL..;.>,.,;.o....~. ._ .. -c;..... ~-"1. "-·'"' u"~ ~"'J:· 

cJntir•"Y,.~..,...0 ::}r. ,:,.:.11 (v ·X· •) ... _;.~~- L'A. """"1-' ~ ;"_....._ ..... , ' 

~Te l::lmhen \--oor elke k t. k 
(11,-Y-) :ir; een nor.IMÜf' 

DIJ.:J!:· dit voo:c_clV:"e k.sK , ü; (K',-l\1
) een normale omlergroep Yél.n (l;,x•). 

(K, x· • ) 
1 
is ech Pr ed:.el voudie, dw:; K' =H~ :::ce ~« of 1:. 

I 

4.2.52. (K,~') \is een enkelvour1ig€:: groep. 
cg is éon V<'~ G op K. 
(H,"'·) 4 (G,-;.:). 
Da.n geldt: (K,><') is t::1en hor:,oènorf bsc.l:l van (II,;;) of van (G/ri,-;-) 

bmájs:Als E~=K, ü.;:,n isdn be\·I'n·:ing td.vi2.·ü. Volgens 4.2.51 blijft d2:..r1 nog 
SJ "''i':~l+ !" lj' <P -p CJVPl'' o', '", t1 c.. lee'~,,·, (co)., .. ~ . ...,.. • .LJ. v o 1- ;.:') - ~ \< ..., ' \'f ~~• • .Li _ t... ..t.. .4#. ;::) e 

Daar (H,.;;·)<(G,*),gelclt (H)-r.)<t(b:;n( ~r),-x).. 
Dit betek6rrt. d.é\t de congruentiereh:tiüs, door de partH:ies 
bestaande uit dG nevonld ar;son van H in c;. resp. de nevenkJ;:~.(~~'sn v<m 
kern( C:f) in G, volc10en e.e.n de voori,'aaróe van Dt•~lJ:ing 3.3.12. 
Dus (G/kern( ~) ,T·) is een hooomorf b(wld vrm (G/H)*'). 
Daar bovr.;ndicn (.Kt*')~(G/ker·tJ(<;f),*) (;1.2 • .)4.), voJet dr::.t (K,-JC') Gen 
honmwrf beeld v~u1 (G/H,;::) is. 

4.2.53.(G1 ,·~) en (G:z ,;.:') zijn groe1Jr:n. 
Het direkt produld (G1 xG:a ~::_) var1 
(g, ,{';.,_) ~ G1 xG~ 1\ (g! ,g;) 6 G1 xG.z ~ 

bewijs:Het is duidelijk dat 
eenheid in deze 

(G,xGL,~) eens is. Bovendien ie (e, ,ez) 
en ts ( .d)~1 ) de inv~n·Ge van (g,~ ). 

4.2.57-(G,,*) en (u.,~·> zijn eruepen. 
( K, * ) <l ( G, :xG:. , •" ) 
Dan-is (K, :<-) t~·é;n uitbreiàints ven een g:c·oep isc;cor'f 
(G' "1•:·) vay~-(r~ -x-) t:;e.n {~J"'CH?.IJ isoc.a:r~~f t;Jtn (~\:::r.t ., ' ...... ..._ <t ,. ---

(GL,~·). 

Dus Q1kc! 
J t: L ) <: I('·--( ' ~ ! ) <:.=i/"' (:,. t ( ' y·1 =-~o ~ ~..:.) 

rechtf·~7·:nevc·J"'klr:,·~_:t,-; v;x~ Kr jr.;_ j{ y;ox-dt 
~(c;t, '). 

'l. 

- ,,.! 
):, ,., '"·;y, '$ 

y· d(~ 



4.2.58.(G 1 ,*)en (G~,*') zijn groepen. 
( K, ~) <1 <'\ YG • , :::_) 
p is 8811 bo;:wuorfisiJU Yan K op 
Dan is (H,K) een homomurf beeld 
een ondc·cgcc;'"P va .. YJ. (G, ,-~~,) is en 

bewijs:4.2.52. en 4.2.57. 

- 3o-

4. 2. :)9 .J~lle: pcr;lr:rt.& .. ties 
groep, clie l·lt:J de 

over een ein~ig(:~, niet--lee:e verzamelinf: V 
symrnctr ~is che gro(:·r r~ot:~n:e~1, .. 

((' I ->! ) r 1 ! , 

vorrnen een 

bmtlijs:Natuurl:l.jk is_het produkt van h:cr:; permutaties weer een pE~rmutai..ie. 
2~3t)2. is prod~üttvorrnin.g e.sso ati(!.f~ 

l)e id.entitejwt is ee:-1 ie. 
Vo1gt:ns 2.2.7. is de inversevan een pernnrLE.tie \'>'eer çen 

4.2.60.X :i.s een n:Lst- verzameUng van 
~X~, ) is een gro2p. 

4.2.61.V is een cinu1ge verzameling. 
(G, ) is nen groep van r;ermutatirw over V. 
Da...'l. ir; r-::.::{vc: !v E:: V 1 een partitie van V. 
Iln eJJ,:ruent rm YHJ.1 1-N' heten d~ l1anen ven V. 
Als !;.-./= 1, û;:m hce:)t de groep (G, ) trens:i.t. 

4 3 1 1;',-.n <·n~·ll• '")'l·,,,.D (") -"·) 1• '' r~en rrro·•p· <•]' l ,., ze-. 0 ',-'"'l"l "<C.>yf:o ]_·;.'1 •. ~-'.:•:;r•- o·.f l'(;r•.}.Y/,(';1'-
• • • ··"" '-"""" t'• ·"'· ' ~" ·''' '-'· • û · "' . • :. -<'-"-'' ·'· ö•:.<. • '· ·-'-' -• ·'· --~· • -

ide~.üen heeft. 

bewijs:Als (S, -r.·) g8en cchto linker- of rüchtc,r:Ldoa1'''i1 h·8t':ft, drm 
\;IG\ 6 s [ a.·:: ( nrttlers zJou. ~~-* ~l é(~n J i nk.::~r- on t~-r S 
Dus 3 bt-S [ b~ ide<.w.l zijn). 
Nee;:; nu een ce:. S, \·i<J.D .. rvoor a·~z".,c, rl.::;J1 h";:·c=.b <:.> E:.>:;;:::-c. 

een rechter·· 

b is du~:{ e=-.nl re~hterv·:el'Ü1üid. Op deze rH~-Jli~~:~r v·~i_r,ccr:. \·lP oü:~ (;en 
eenh·3ici (~J1 vJ,::: kurn1e11 cor.tcluderci~ dat , ~-) ef:11 rn<:)~~;_(J~_('j i_~:~.+ 

Voor alle a. S c;oet cok : 3.,):.:-s . r'"'J; dvt;.·. e :"'":ft 
invHrse~ Zo ook een litlke:-eit1Versc ... Ergc)y n.l;~ el(~:JH<::rt v~:-:,1·1 S 11oc?ft Ec::;11:Ïrl1fer~::t=:l'P 

De direkt uit oa. t\ .2 .12.: \te S [ rr] 
0 
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4.3.::]. (S,i<·) is E:en eind:i.g(0 semig;roep en aE. S. 
Er bc~~t~:,Em t"1e() 1)onitieve geLaLLen bij a, de zgn. incwx r en periode m~ 
zodat: t"' Y'..f-V.i-1 n. = a . 

~ ~,+r-1 
<a>= a, a , • • • • • , a 
({~t 1aL, • .,. ,á,....,.,.,...JJ:r:.) if; een c;rc)ische 
n:::O (mod m)A (r~n""-~lJir-1)~? a"' :Ls idempoteni en 
heid van de genoemde greep. 

vun (~; 1 *) ..... a lG een-

bmá,i s: Daar S eindig is, best&at er lj,BU r en ee::n 
t de c::n·E.tc expow•,r.:t is wa.&.r-v:oor zo'n 
Noem t-r voortaan m. 

t, zodat. r/' , t > r ···' tervlijl 
;;.i eh vc.ordoet. ,, 

opm. 

Dan 

Vo de rest.stc:lHng is elk positief geheel getal k ~ r+m eenduidig 
te sch!'Jjven aJ.s r+q.m+p met O=:::p.c:::rn. 
a\< :::ar"Cf·-~t';;;:a,....•·r • 

D"vlz. o::è"J.; eH:e a I< met k $I! r geli is s.a.n een n~+p met 0~ P"" m. Dit betekent 
v-t-"""'"'1} d<lt ~a, a'", ••• 

V'... V' .,..,.., 

, a , e. , a , , a alle elc:.menten VVJl < g-;. bevat. 

De verzwaEd.i ng ar, 
Zoals reeds bleek lS 

groep. 

r+""'-t , , a noemen voorthan K. 
K gesloten voor de oper2tie ~ 

De get<.tlJ 0-n n met r:::: n :!!- m+r- 1 Yo:::·rnen eon \'OllE,!..Ug !:e:c:t 
is dur oot een n:::::-0 (r•;ud m)" Voor dezen 

(K,*) is eml·Berni-

á-tt'*a"' =a'"* 1'·1f;:(·'"":::ar+x.·~~~a""'*~ a" is Gen emilic:l.d. in "(I~,>:). 
Verder hJJ't u:on voor elkepeen y kiezen, zud<~~t y.m-r-p>r 
a ,.....Y'*·ay ..... ·""·I" "'a .. +(y-x)h.-.·)t ...... r;;.'a'~' .... +"""'""-•·-~a .-.. 
Dus ad"on a.." ..... .--rz,ijn elka<J.rs invm~se. 

Hierrace is bewezen dat. (K, +:·) een groep is. (K, -x·) i::. ool: cyclisch, want 
K:;:;<a"•';;.. 

Elke cyc.lische semigroep is comm1.ttatief! 

4.3.3. Elke eindige semigroep bevat ten minste (;;{m idempotent element. 

bm-:ijs:4.).2. 

4.3.4. (S,.") is (Wn eindige semigroc"p en (G,ii·) is een eindir;e groop. 
Als (G,*)l(S,x), d<nl bestaat er een andereroep (K,t;) van (S,x), zodat 
(G,~) (~:::n homcmorf bcc1d is van (r;1-X). 

K"'eKS 1 ,7:e in een ond vc:n ',-r,), orr.d.at , 
Vs,e~./ V>.z.f~St _js E:S' [ ,~~teXt:1<·~~~+:-e~:.:e-t;- (s, ~-t::~-A~3:.t )-~: s3 -;z-e.J 
eis bov~ndieA een identiteit in (K,~):(e~s~c>~~~e~s~ (e*S~e). 
Stel r!U: f!', KfiE -.=:;;- :l.s:<:s•[f;;:,c;H31 xeJ ='> S' f"'S'i; c:: 1 7":c;ç;;'xe ~-"> , E;""S'·vf 

r.::•*~' l-,, ·zo ;,l'P;·,t re·c"'é;l·i • \(_'' "·\ó.::-\ 1·1éf"\ ._,. V V •J ,,1 ~ A, I.. """..1..). ~ ',_ \'j -· '"' ..•. I> L,l --~ 

e=e.;q:o<:o~)' "'"'~;'*f:::::'?;\,,.o:s'[(;:c:;:;.;.+.f] _" 8~f:oc;·;: o~::~:'' ·:H:::=f. 
e is du~:_; l.tr:t er~,ig·(; (i_-~·rr~pot errt.t: 1: ~ 
Tot. slot 
\f;,;S' 

( V~')\;.~ n., )'. _..~...~~) <lll~-1 eer1 f_~rc_t:::p .. 
De str:::l.} \'Olf;-tl r.lu ü.irf:k·t ~ \~Jr;~·txL 

K<:g (c::c.~)' ;;e) ( f'(3 1 <:g '8) 



V is een 
(S, ) is 
(K, ) is 

van V in V. 

Er bentaat eE;:n declVf'Jl'7-C.rr:e::ling V.! van V, zodat de rcstnct:tcs van de elE':­
menten van K tot H per!ièuLc.t.ie~.; over H zijn, dj e een groey1 i~:oTI:orf aan 
(K 1 ) genereren. 

Stel nu: a6 \1, QE:H~ &/b) t<&K, al<;;;c en bK=:c. De::n komen \·Ie tot een tegen-
spt'<>n.lr:--, .3'i'd< [~'(~f-j (112 is i:n;:;nn.o een t~fb<;;eldülg) Dit in d 
met het feit dfft (K, ) een groep is. 
Hieruit volt;i \'JK =H :::';:>D14 K is E:len permutatie ov(;f' VI. 

Ho àefinHTcn rm <;:? met \11(~ I< [ K<q "'DwK] • 
<y is een iscwJOrfismc, wa.nt 
~ is een-eenduidig: Ie =vz. -=-~ Dw K ::Dw tt ( trivü!a!) 

omdat K ,, EK ~" ~ l\v 1< ::;;: Ë Dw "( :.>, 

cg is een homomorfisme: ( >{I( )cy::::: !<tg '2 Cf , omdat 

4.3.6. V Ü> een eindige vor:r.aweJing. 

ön l~K '( .~c'J> 1< ~-' "2 , 
f: q :::: vz ( in:rners ~.bpl~ f ) • 

áls l{v K DIV•( ""Dv.1 '''1 • 

(S 1 ) is een semigroep von afbeeldingen va.n V jn V. 
AJ.s er een dec~lverz.awcüing l\ van V be~;t«.at, ~-;od<:t cle rE;strictj_es v.:m roor:l­

mige elelliEmtml van S permutaties ov.;;r vJ zijn, die een cr·oc~p (G, ) cem.(~-· 
rc:rcm, dan (G, ) J (S, ) • 

be~;Jijs;De elc1tRntcn van S, waarvan de restrictie~; tot ~~ permutaties ZJJll, vor­
men d.e ver:7.E:.melirlg 'l'. Daar 'I' gesloten Ü:~ voor EHmtenstellen, is ('r, ) 
een ondçr::wmigroep van (S, ) • (4 .1. 12.). T bevat dm> eon element dat 
idempotent is (4.3.3.). Kie;s dan een idempoteni, elcmmrt E Vém 'P, zoclrd; 

\'Pf.\ z,o kle-in mogé::Ujk is. ln het beûjs van 4. 3 .!). zag<m \·Je dat ( E ~r~:: , 
een ondE-rgroep vhn L'l\.J ~.en d.us van Ui, ) is met E als eenheid. 

Daar E iderr:potent ib en D." ~ een ie over i'J, moet E alle ele-· 
m.::.,:ten v<::.n v; op zichz>:d.f afbeelden. Jh;z. alJe po.rmutrd,ierJ over H, die 
in T voorko::Jen, kor:H::n ook in ET E. voor. 

(K, ) is nu de ondorgrocp v<on ( t. T f , ) , die wordt è.oor c.l.ie 
cl(~r~,entc~n vt:.:r.1 E.:l't, diE,, al.~; reE::trictin tot lrJ> pe:r.·nm-Laties zJ.Jn, die in 
G voorkof.'.H:m. (K, ) is dan natuurb.jl: een ondergroep v<:ul (:.1, ) • 
De <5' van K op G Fe nu zo l uat 
VK€,l< [t<t:? :::;r) <Ü~' Y d.ezelfü;l atie ovc:r J,'J in. 

Hut is ó.an duidelijk dat cg een homomorfü;mG v:.n (f~t ) op (G, ) is. 
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5. 1:~in.è.iee ttutomn.terl 

5. 1. 1. Een 
en ec11 relatie rr: ç; C.:xXxY:xQ. 

Q noercen W(o de toest~;;nüsvE'r~,e..me 
x nor:: men 1·!8 de verz<.;.meJ.ing 
y noemen ~Je de verz[,r:-te 

\<Je Bp!'(;~,é:m ovç:r eer; t Vt'll q e: Q naar q • €:. Q. als van 
een Xé X en onder ~~fgave vs·.n oen rc:Jpünsüesymbool y 6 Y 
al ,., ( ~· '" • r q I ) 1 n# 

.I. ;..-> 1.1 ' "A- t J ' C"- --- '- 0 

5. 1.2. A ia een eindig nutornaat. 

A heüt (ieter:rrinü:~ti::och als \iq 6 Q \lx.t:X [l'Ln({q\x{x}xYxQ)\~ 1] 

A heet volledig ~:;ls ve;.6Q VX-é:X [ /rt•fî({q):dx~xYxQ)\~ 1] 

A is vol 

i<Je beperke!l ons voort~: •. e.n tot vol} ('<i , d0·(, erminir.-:tüö Luto-
maten, tf~!lzij ander'f' vermeld. \'ie geven zo'n autom<::-:.t iha. r.iet een boofd.-
letter A, evsntuE:el voorzj<m \'Eln extra tek<:o·ns om omlürJ t~' kG;m.;:;n 

ortderseheiden. Deze tekens ko:1en d.ar1 ook t1i.j de bitib~:horende ver·za.nu3 .. ~ 
lingen en H;la.tit:s op. 

5.1.3. De toeotv.ndst.e.bel ven A is een matrix met jQI rijen en \XI kolomrnen, 
Haarvoor IJClCit 
t,:i .. ~:::;;:. 3~f.,y(qi,xj,Yp~q ... ) 

p 

De responnieto.bel van A is E:en matrix H met !Ql rijen en \X\ kolownen, 
waarvoor golcit 

rij =Yp 3q..,êO (qi ,x;i ,yP ,q,.,) 

5.1.4. A' heet een cJ.eelatrtoma.e:t van A al2 
(Q.'ç Q) A (X'SX) 1\ (Y'ç Y) A(rr'5 "<::'). 

5.1.5. Z lS een niet- , oind ve:r 
Een rij len noemen 
Z<>o is éi.e verzameling VE:tn eir;ó:icc 
ment <~ijn Vfdl Z. 
De VELD een 
tolen d~~L ZlJ bevat 
Gonc~i"L(~n.l·\t:Lc is ee11 

sywbolf~l1 ctic; z~.l voriLc·n~ 

l(z.zL ):·:J.(z,)+l(?.). 

5.1.6. (Z~ ) ie een 

b e~,ri ~j l Cr;nG~.-1·. ~·~:·n<··:~: ~~r:_:: \r&!:·l t 
Cor;.c[:.:J. crJ(_t.Lj. H 

lrij of een woord. 
\.JO.étl'Vi'ü1 dr~ D.)'mbo1un ele-· 

l(z), ü~ 

in i""' • 

het EtHntr .. ] sym-

rij 
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5. 1. 7. De lege sv~: l•c·ol rij 
... , ~""' L~ z Ä = A ?·'" ,,J 'zt< /. 

dofini\'ren we éÜS dG symboolrij, w.rmx·vo:>r geldt: 
en 1 ( Jl )o=O 

5.1.8. (z•, ) ie een monoide. We nocmen bot het door Z 

de defin:l:Lie v~n A gnldt~ vé·c;r zt: hetzelfcL;; als VOO:l:.' ) is 
een [.~8llligr·o ,, ' 

Bovenö.ien : V:zc.z''' [ z 1\. == Az=z] 
A is du::: c~c;r:. ~ eent~E)id. 

T* ~ x U u {A} )xQ vmrdt recmn~:ief als voltt t;edefiniecrd.: 
re v{C q' A ~ A' cJ h !: Q ~ ~re'"' 
~io<i ',c( c Q V:.,, w'! X~ if y' y' 6 V V{A \ [c q! H' y! q ' ) ~ '['* A ( q I 'V t ! y' 'q" ) G =':;> ( q ; \i':'' 'y ' ' q' ) cf re"" J 

5.1.10.Voor HGX" cicLn5l!;ren 'ri:3 ""'"'QxCi,: 
V9,(.Q Vc;,~o [ (q, 1 q 2)c:c·t·:,.., <(c9 3Yé'lv{f.l [(q 1 ,v:,y~q~)é'L+:] 

5.1.11.Voor \;/Ó, x-)\ d~L>..nit!::r.en H'~ a:.,!?Qx(Y v·U·~) . ] 
v"f, <SeC/ VY" Yv{A\ ((q 1 ,;y) é ~ <='.> ..?I .. ,.fcQ [(s.1 7"' ,,y ,·q:t )"'re"( J 

).1.12. 't..,. afbeeldingon van Q in Q resp. van Q 

bm.djs: De r:telliLg in een direkt gevolg VHn tot feit dat we slecht;; determinü-
tisehe en vo autom.:;.ten beschom-:2.n. 

5.2. 

5.2 .2. De Vür/':arr:elin{:; ics {'Lw I w 6 x"'\ met produktvorrr.:Lng als bevièl'ki.ng 
is een 1wno'tde, (;3A, ) 

bewijsrUit 5.1.9. en 5.1.10. volgt: 
Vw,t.x,'* ~"tx"'[(r~~,q7)e.'C.....", /1 (q2,q;.)ET~._,. =? (q1,q?)t:'C.._.,, .... L J 

' L 

Q~.,z~. 7.:""'-' .. 'Lw: 'T'-v., 

Hd<:rL is ussocü~tjef (2.3.2.) 
Bovcmü e.n is de üient i'L e.i.t D c,. '"A =· ~ ( q, c;) I q é Q \ 
De X'<?latie;:: ;.:.ijrt :-:.fbt"d (';.1 •. 1:2 •• Q. is een verz<~we lÜJ{?, 
( c 1 ·1 ) p" , · .-" ;; 1". ~. 1 •.. ,,, .. ;. l ;) 1 I OI "· f' • ., 

.) + • l • • ,•.J J- /.:~JE \.4- .<.•:J ~:i .J. :~; '-'-~;_ (; \{;. \ CL- .·:.:e ..i Q in Q lJl\~e 

is oen 

bc:wi js: \,t,f \,~ ~ ~~ <t"v'\ 

De rent volgt 

van A. 

:h:t·e:h1tie over 



5.2.5. Als eer! 
automaat J~ 

is, d .. a11 
isowod· 

bevüjs:X~H, zodat <X>dl (msn mag ook Xc:H nen;en) 

'1::" - { f m ~ ) \m - V t 
.)!; - \Hll fli-1 1 lUl, -Ir!'\ A,.) 

ElkE:~ m 6 t1 b te schri. 
< X>=H. 
Stel nu: ru=x,x~··· xk=v. 
We defini~ren hiermee een 

_m'S 'Lv 

' ! 
S' is ook 

n, 
L'•1 

is rnet 

dan 

wc een toesta~ds­
(!1' ) • 

'i • 

a1et m, ""~ 
m._:·:v;> • 

5.2.6~ l1ls een. co:n.c;rue1rti0rela.tic R met i.:n ovHr~ gegev·er;. is 1. è ... r:;,·n 
ltu_._~_llE'll \·:~.; ec·n toestr!;:\ds::;,.u_·:t.cmv.at ~ C.!O:n~:;truerc~ll, zoJ.H·L R7.:: ff·-'. 

't:. (v)IZ~ [V )J,:t)jv 6 
Deze definitie is correct, omdat R een :ier&]v;t:ie is:vh,r =>(vx)R(Yrx). 

oprn (- }·;cieft H s 1 cht s rechts cong;ruent t "' • Le.n rcE:d~1 kunnen \Kc'! 

eonf;i:rueren. Een \ toer:>tc•.rH~.;,;,\utomaHt heeft 
een cbap: [ltJ;<·;.., "'[vijl{. Elke toe:otand ü: van.uit [/J.]R. te bG-

5.2.7. Een tocste.nd~:mJ.tol:H~nt met een toe;:tand qo Viul vlaaruit ell:e A..nd.cru tom::tand 
te ben.:::i.kon i.s, heet cyclisch. q 0 beet de oer;taml. 

5.2.8, Een toest1:.r:.dsau.tonw.a.t f.' heet eerl dc~oltoc~stnx\d;>e\Jtomao.t vt:.n f{ alB 
c:.-.2, ~ .;:l);.. (x, G x);.. v><•:x· r "t::;:: 'L,J 

een üceltoei~t.;o,::dsautornaat 

bmáj.'l:S~"<{ \'''.{\.V \<'t. X')> 
,. ) is c~c.~ri 

opra,. 

SA'=({De;• Tw \ 't'wt S} r 
He de fini ~1 u1 nu de 
cg i::; een hor;iOti'1orfir•!"o, 

zo6at: 
V [ "1:;: f'. - f:.l V I( t::X . I •• l 
In zo 1 n Dl h<:;;,:;l, ;{ 1 

Y( Ct L:"' cw; ~~!Lt;..!_tl~.L J.j 

• ( <' ) 
\811 "A' 

;{ Ql"' >".i.. i, f(t 
vê:ln (' </ op 

) I c~~ , ) . 

't:V~ ,.Z~v 

'llN cg .-[._, [f 

ken. 
('I ), en 0Cl1 

I>~~'?~ :. 
V 0 ~--·,I.' (fj J.: .i t en v~ 

nc,t zo gccû 

F,.--J 

-v~ o o J~ '~! 
LX\' 



5.2.11.Een rJartitie~ vun Q nos::nen we eon toelaatbare pB.rtitie vnn /{ als 
'V".e:x YB .i.." r ·..:lgj <'.f" [I~ i«·_,.. c;:: J3 j) 

5.2 .12 .~v een toels.c'.t.b:1re pén·l;itie van 1:. 
\.Je definiëren nu c,_:;n toeothnd.;;auto>1îuat /{': 
X 1 _ y Q l -·,LV C'1 11 . ..,.., -11 · ,.,... c:;:. }3' • . -à, · -/- 'L :::..:1.. ~)< -;:;:.J ~K - ~ • 

Dan is /.' een homomorf beeld. van ,;.. 
We geven het aldus gedefinieerde#_toestandsautomaa.t vaak aan met /../ ;._v. 

,. 
bewijs: ~ is de eit en 

v'l~~. 0 [ q t; " n_J 
voor 4 laten wc geld'{n: '' . 

Dan voor a11e q e B ;_ 

q rex €/ :-::q '~ "".!2.r<!:?_i 'l)(' ên 

1l ·1 
5.2.1j.Als ;:• het ho:nor,:orfe beeld van J{ is, dan induceert de relatie: 47 

c.;en toelD.a:t.b:..:.re.p~;~xtitie /..N- van Q. 

be\üjs:q 1 ::;; 

q. '\:')( 
dwz. 

5.2.14.Als f..' een homomorf beeld vo.n /. is, dan is (-sA'' ) een homomorf beeld van 
(SA' ) • 

X·ié 
v~::- en v=z~ z" ••• z.lfv)" 

'<...,=7~" ='>{~r..., .tj =Ç''l-v~ ='> T...,!J·_,-<e,_,s 
dwz. s is een a . .:fbecld.ing van SA in ~·. 
Daar '1 X op X' afbeeldt zal elk element van SA' gelijk zijn aan een 
~li·) 
n ( •c' ) voor een w t:: X*. ~ is surj ctief. 
1~1 X;. '1 

opm. s; kan een isomorfisme zijn zonder dat f,. en /{' Ü1oi'1orf 

5.3.1. A en A' zijn 
X::;X' eu Y:::Y 1 

• 

ttu.towaten.,. 

opm. 

q 6 Q en q 1 G Q 1 heten equiv<:cJent fllS 

V.., ec x"' [ ( q_ , y ) e C:.. ~ ( q ' , y ) é c;~ ] 

Notnt:Lc:;: q.-vq 1
• 

relatie is een 

5.3.2. A en/,' hetcr1 cnui,ra.h:nt G1 
v<:jt:C! 3q·c·a' [q"-:q•} A Vq'd<' .3qeQ[(l', ..... q] 
Notatie: A•-vA' 

D"' ;;·,ojuiut 

ie relati . 



5 .3. 3. Ecm autornant heet een toestand-renpon.'Jie-aut a.ls er een afbeel-
ding X best::: .. J.:t waarvoor geldt: 
\7''\.tGl Vllé::X [ (q,y)Eo;; A (q,q' )é<t'x ~ (q' ,y)6 X), 

5·3·4· Elk automaat h>3eft een equivalent to(;;;stand-resrJon:.üe-automan.t. 

bewij~: He constrû.eren bij een gegeven A op de volgende manier een A'. 
X=X' en Y-:-oY' 
Q 1 ::: { ( q, Y) l 3 q' ~-{< 3 .><t-X [ ( q 1 'X, Y J. q }6- '(;' J} 
L"'={((q,y),x,y', (q' ,y' ))\ (q,x,y,q' )t"r} 

Steeds geldt: _q rv(q,y). 

5.3.5. A r1eet gereduceerd als 
V V, fq,.._,q• :=:'.;> q::::q'J 
"6Q '!•Cl . 

5.3.6. EJ.k autowaat is equivah:nt arm eEm gereduceerd automaat. 

,, . 

bewijs:Volgem~ 5.3.4. is er een toe3tand-respomde-antomaat A", zodç,t A-vA". 
vle wo,'Jten du:.> s).c:chts bt~wijzen dat A" equival0.mt :i.s aan een gereduceerd 
automaat A' (transitiviteit van"' ) 

5-3·7· 

Q' is de verz<".;Iwling equiv<.:.lentieklnsf;en over Q" s 
(q'~tx~q'i X,q';)& 'L" ~ (fq'D,x,[q~jx.,[cl';')) G L"' 
( X. in het laa-t.ste lid. is intuïtief ing(::vo~'lrd.) 

We !!loeten nu bm>Iijzen clat: q~'fvq'~ ="'9Vax [['t:l("(q'!)J::::[<t~ 1 (q~)J]. 
q'~..-u q'~ ~ ')(_ (q'~ i\_(q'l). 

q cm q' hetenk-equivalent alf1 geldt 
'-fwéX'* [l(vi):S-k::...-$-((q,y)t-c..;:: <.::::::;> (q',y)&ow )] 
Notatie: qrvkq' 

5.3.8. Als /-<k de :Le van Q is, die l>e~Jta.a.t u:i.:t de blokken V<m k-equiva-
1ente toestanden, dan vold.oeL de rij ~-"u,)"n_/td • • .. aan 3 .1.5. 

bewijn:Dat ("Jk een equivalentierelatie is en dat /-Ak-1
1 

.-::=.JAk: :i.s triviaal. 
Stel daarom _,IA k ;~_,.u 1m: 
vil f y [ q 'V~.:,,q' :::ei> '1:x (q) ....... k 'Lx{q')]; 
d~:~(tr edrter 141~ ;;:;_rvl<.r goldt ook 
v'l&X: [G.~(q) rvk.1''lx(q')] 
Dus ook /fik+~ :::: ./<~.:r7... 
De rest vol et uit in in duet i •3. 

bewijs;j.1.5. en 5.3.8. 



5 .3.10.Een autou:mat is equivalent aan p:r·ecies éèn eereducecrcl nutoma.at. 

bEn,rijs:Als dit niet zo zou zijn, dan zoudcll E:r t\-Iee ver:::;clüllcndo partitim' 
;WK' zijn; dat kan niet! 

5-4· 

5-<'1-1. A üU A ' h1ee autor:1aton .• 

-7 is een c:d·beeldinrr van Q in Q' ' " 
yt is een r:.fl;colding v .a.r1 x in X' ' 7J'""is een afbeelding ve.n y in Y' . 
( ~ , 1 , v·) heet een QXY-,homomorfistl'-' van A in A' als 
~.ea Vq.~Q \(,(;,.): Vye'l [ (q1 ,x,y,q1 )6't" --> (q1Vf ,x"'? ,yzf',ch ~ ) t- 'l'] • 

5.4.2. Een QXY--horrwmorfü->me v:1.n A in A1 Ü> een QXY-howomorf.isme van A op A' 
als 7 ~ ? e:c. zY Burjc;ct zijn. 

5.4.3. Een QXY-!.lOIH!~::orfismn vu.n A in A' is c~eu :i.somm:·i':isme vru1 A on A' als 
-1 , Y( (m : V bijeet zijn en ( ~-', '{ 1 

1 zT1
) een Q' X' Y1 -ho~omorf);;n·o 

van A' in A is. 

5 .4.4. Eon QXY--homoworfisme van A op A' noe;;wn 'v:e een homomor:h:.:::~l"' van ;\ or A' 
als (X::::X') A (Y=Y') .A (r( "'Dx )11 (ll"'"J)y) 

5.4.5. 't5-QxÇ~', pr,'I{':.:Q en PX:Z'f':::Q'. 
VKto>;: [ -r·1rt" G 'l,..'·yr1J 
V.:t:X [ 'f'" 1 o; ~ c-; '] 

Dan noemen '<l{;;? 'Y-' eon zwnk homor:wrfiscw v<:m 1: op A 1 • 

5.4.6. -4 ia Elen afbecüding van Q op Q'. 
( 'i? , Dx, Dy) is een homOJJ:)rfisme slals 

Vx,x [<L..,.tj"' Sr/} 
V><a [ vx = 7 c-;'J 

bewijs:Zij (-t; ,Dx~Dy) een homamorfisme Vé.in A op A'. 
( q 1 'X 7 Y t q > ) l. 't" ==7 ( q 1 7 (h <7 ) (': "r,/f A ( q 1 f J) ~ <Tx 
5.4.1. :::::::?(q,Cl ,x,;y',gJt;, )t'_.c'l'' =>(q 1 ,I"J,.tt7 )6-t/'t;/ /\. (q,tJ ,y)~:o;' • 
Voor volhd:i.ge, dctorm:lnistische autoJüuten zijn "(.; en v; af1JealdingD:1, 
dus TJ(<;=-~T./ en v-;·"'~<0:'· 

Stel nu 't~ t'} = ~ <t./ en v;<:::: t] v;' voor alle x 6 ): , dan 
(q,,qz)t'lx ""'""'? (q1, ~ )67;:~" ~ (q,,q ... ~ )c.!l'<:',,/,.·~'9 .:J'é:q' [q,l) :q';\ (q',ql1)<;<;.'} 

7 C( ' ..." \ 
~;> \q1'7 f q l "i Jlc 

(q, ,y) =i> 3a·e.o' [ q,~ =q' A (q' 1 r::o;'] .:::9 (q,l) ,y)éo;' 
Hieruit volgt: (q .tx,y~q~ h'r "'"-!;; (t;, tx 1 y,q,~ )(- "t' • hovend.ien \;:,:,n 
gcgevèn nal: -CJ surj \-Ji.U3, dus ( 5 D"",D 7.) i.s een hcmur:;or·fisme van 
A op A •. 

5·4·'1· t'j is er.m afbf;Gld:ing ve.n Q in Q'. 
(17 ,I); 1Dy) in üCll hv~:m~orfisu;r': van A op A' .slrd.s '7 eon ::.\u:;.]: hol::orno::· •• 
fi sme is ve-en L op P •• 



bewijs: ( ~ ,Dx,Dy) een homomorfim:1e::::::;> ~ is e•::n :3m'jcct:L-:.:v:J afbt:lel ..,.;p 

d> prf o/ A ~ .. Q.' • 
Volgens 5·4·5· gddt voor \..:Ulekeurie;E: xe X 

1 
~- 1 '1·x 7 ::.::T~ ~ ~-·""é..,~f~Y..'~- 1~ 1'- 1

'LxDQC:'<.,'.tr ~ Ç-r·s-s-r;,.'t?_,. 
0 1, ,.., c ' 

O.l{ "> v;.- er" 
Dwz <; is een zwak homomo:rfi,!Jmü van A op A' • 

Stel nu: .e" is een ZY:ak horlOmorfisme Vf:m A op At 
Déln pr~ ~ 7 is surje;hef. 
Bovendien voor alle x LX: 
~-1 'l,.;::: 'l/Cif-1 ;:i> Ç)-frr-" 5::;: ') 't:: ~-1<? .::==? DQ-cKé? ::::Cl..:; Dç>'""" 
~ ·T OX F o;' 'iJ 1'f-1:::;:::: <;o; I=? Do o;: ::: ~ <:;::' ::;;;~ o:; ~c <5 o-;.' 
De :c.-tekens zijn toeg(~staecJl, omdat ') een afbeelding is! 

i 
\ 

. ' . 



" . 

0 

0 -·------------------..J 
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6. Ro::i.J. i:,; 2.t ie 

6.1. 1. l en A' ûjn tweo <.:utomaten. 
X:::.X' en Y;..:Y 1 

• 

Bestaat er· €~en afbEJelding; K van Q in Q' zotütt 
V wéX"" [ o;,::: KO:,') 
ctan wül'dt A ci.oor A' gcH·ealise~rd'. 

Hotatie: I<':;::.A. ... 
Is i\. orm afb§leldinc V<J)! een deelvet·zarnelin{_:; vo.n Q' op Q en {!;üldL 
V" é' X [À. '<x S 7:',; /\] 

dc-'1 I.Jor·dt f{ door /(' ee:r:d.. 
NoLatic: J(• ~ f(. 

dan 

6.1.3. Us.tuurli~ik i het alge.:r.en<.3r in de clc~finitit:. van reaJ..ise;:·fm ook een ;~J'­
beelding v~n X in X' op te nemen ipv. X=X' tu stellen. Dit is echte~ 
niet essenti(<8l. 

Veronderstel bv. dat het Ja'l.tste g,3de0lte va:!'l 6.1.1. aJs volgt J.ui.dt: 
Is ,\ een van ECn deeJverzé~meJ :n;g van Q.' op Q en s;_ een 
afbeelding van X in X' , zodat 
\i><éX [À''Cx='l:~';:\] 
dan wordt I door i' gerealiseerd. 
l·'o+ "t ·• '" · J(• ....._ ~~ .. 1"!/',Ao _. ...... t,;.. .. y Îl.• 

Conclm>ie: .Als \(,'-'x ~"(-X [ x,/.x'-~:.'9 'Lx,f·c .. L], dan moet~ een~c~~r;.è..vid:ic; 
zijn en d~m Ü:l zi~in cffoc'L slechts andere nvmcn e;evon b.:~n. è.c 
ing;1ng~-~s~rm1Jolen, 

6.1.5. A~A'A A'"?A::7 J.rvA' 

6.1.6. X=X' en Y=Y'. 
(-'7 ,Dx~Dy) is een :Lso;::orf'isns V2J1. J. op een 
DaJl A' ? .A 011 /{'?: f{. 

en. 



G.1.'(, <A'3-A)II (A"?:A')=·>(A"?-A) 

6 1 8 ( •/t > ·Y) A (ti"> t/1) _"" (tf"?- rl) 
• • • f' ".- f:. '' ~~· r- I·· -·-, 1> ,_.- 1• 

bewi,js: J~r bc~::j;.:L:Jn v.fl;e..oJ dieé~t.:·n .:\. E:n X , zoc..l.at 
VXLX L (À'<~ ç. "C"' À ) A ( ).' T/ S· z-; x )J 
He '~c'L~11iXr-en nu X'::.;:;X"\ (ui·i is ec.::ï afbe;;lding tüt r\tf 

'Co( op Q). 

bc\d~i:3:t:r be::::L".ct et:-n afbecLiing ?l uit Q' op Q, \•.'Ethrvoor g-eldt: 
vl( t: x L ;t -r:, ç. l':...-' A J 

voor rdle x f:. x 
als {q ~~À GX 1- )6 

als ~ q '}A v;.; ::: 0 

... 

Ü1:ri.d~1t À O(:r1 af.b~~cld.ing op Ci is, besttJat er ee11 afbe(;Jd iXlf7 K VD:i.l Q in (~' 
met K s X' • 

=.?7-

Dus v-.., ~ 1< u;,_,'' l 
er." 1r; "'en :-Lfbceldin{:': met pr.. o-;v =cQ · =;.'er..,::. l<v...,,'' 
K u,,,,/' i::·~ e:.:;rt ufbo·.::l~ling Inst pr"\ H.G~~\~--Q, 

6.1.10./lls er een zwak ho:nmD.or:f::i.snu: van J. op A' be:3tast, c.J.r,n t:.';:::iL 

J),~~.é· .. r p<:"'
1 

'{-".::.:Cl, i<~ e.,.~ ool-: üe.n nfl)eeld.:Lng H vr~i1 C!. 
f("o;- C. :\.',..-·1,-r-- C [-·I -·'-, c;· " _....- C r .,·1 - I 

"""'-- ·l v\.V' ·~ ~""" ---~ v .. r :::~)aVw < hV\ Vw c-;, v~r.rw 

d.w;:;. J, 1 ;ç. A. 

in 



bbiJijs:Er bt::;te_,,r, e,:;m 

'v' w 6 x"'' I?:...;; K ..:r;.,' J · 
He dn ("i nHn·en. À als 
,À:= w~{-. { K 'T ~' )_, ~c"" 
Dan K'' ( K '1: A f 1

rl/, ~À 

Hieruit v.ion \{<C• d:"'t À een 
Q is. 
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\i a:r1 eü!J 

X. t~ X geldt Dll: _
1 

/ Ç:J ::::;;'> i q t \ À '"C X ~-' < q I~ (~ X.._ ( K . 'l:" ~~ ) T '"-') c 

-:::; i '\ 1 ~ T:.C' ('C,.')-' ( ~-' ,x•l ( l<. "< )'1 ··t,.,) T.; ,;:: 

Dit betekemL 
Dm, J(' :;; A 

= ~ ,,•) '7:,' (::-_~;c~ ( 1< ·<.xY1 "wx) ~' {q'\ 'l'~ 
dat )~·ex~ 'tx.' À 

1)~\.l:ijE~:lils ;r:tç.:_ J{, da .. rt is 
Q, zorlnt 
VH x [ ;vr:" ~ "{'; >- J 

/ 0 ~ q f À ·r.x :oq' T .. /). ~~~ q' "t-;_;' G Q À_, 

van Q' op 

van Q' op 

',,.\) l." e~w ''"p]·t·o.:u•t''(1(lc···,···t·,·······<l '"'" (;; I'} .<,) ç"'~J ut';::,... .. · -.. ..• :;: ·c ... ~··'·'"''::t ...... ;(Ju.d~.: ... u \"..:-.".. 

q r t.: Q À-1 =:> q 'À. 'lx 

dwz. (q ).."1 ;"(T,.' I 
Kies nu voor: \1 
Volg.:n::; 5.2. 10. 

ae identiteit en voo~~ -4 de afbc·" 
i nu de h~lft bewezen. 

I' !.Jet DO.f' '1';' À ~'À ·ex 
/, van C:;r' jn Qt. 

Nu is i( r:(-:n homorwrf beeld V2~n een deel:Lot"•stancliJatr~o;::aat i" vë.n f('. 
Dan bestan:t er een. r"fb:;,;e1din[; <;. van cp Q ~!n 11fb·:::eld:ing ~1 van 
X 11 op X , ;.~o dat 

J [..,-••;!-(".-_ 1 
V i<:t;)('' '-x 7- J '"'l • 
,..,.,.,_~--• .-...-'L''f'"C' 
• " ~ (_ x :_,"., " ··; =-

VE;,n 

5~~2co1/~., 

5<)2.9( is 

) . 

ld van Ui.;··,.). 
v t\11 c~erl o nderr:emi c.·j--o·:~·T; van 

) ' 



G.2. 

E;en o ~le rdekki 1 -~~:; 

v~&xvuu. "'~·"' c::. 

C van Q huet toela<-ttbfJO.r als 
L B'L>'<;;B'J 

Een ovcrdelddnr:; C van Q h~,;;:et rv:spomdccons 
V 1-/ L- q:. B 1\ n I <é B ~· n 0::, ;o q I 0"" J " WéJ<'!' "GtL .. ':t ~ ..... V' 

6.2 .2. Y' is c:,n z,,,ak homoTaor·f:i.r.;ne V<:>~l A op A 1 • 

De ~q''{/ 1 lq',; Q'~ is een toe1&.<J.tbe.re en 

b-8vlij ~):V~ c 
pr, "{/ 
Bi 'Cl< ~oqi ''f' 

dus G i[,:} 

VC:',.Tl (~" 

Bi o; ~=q~ y·~ ~::: qJ o;' t..m ~ o;' j =1 
dun C is reSI)0;_1!;_~ ieco:1sistcrrL. 

6. 2. 3 • C is Gt2(tl tCJ.Slr-:..at1Jf1_.I"6 en reSp·:)rlSi~:-:C!()n;::!j,.ntente., 

1•/r' ·~ ~~- üll~l, Yrj•>t (~:':'> > \_, J.~· c.(;.il V <V H ,, ,,, 

-er bestaat een eon-eendui 
A/C en de blokte~ van C. 

-hst on 
- z' is zod<J.n:i g d:::.t 

B · ·r~ 7~-n , ~ Ii . ~r c:.. I;. 
--l x '"'•J J. )( - ;) 

en er,_. • 

We noc8en A/C de C-fuctor van A. De C-f~ctor is eenduidig slale C eon 
parU.ti is. 

6.2.4. Als G üen toel8i'-Ll:HH'ü en rE~spon~.;ieeorwi:o;tr;nte ov 
A/C ec11 :~wak hc,;r;c.;:uorf b;:;:d.d. van A. 

6.3. 

t 

1s, d~m is 

X:::): t ::::_X .1. ; 

';/ Jf EX [ ( ( 1 q ,) ' ( q 11 
' q: ) ) {, 'lx Ç·.::} ( q 1 1 q ~ ) (- 'L; A ( q , q 1 

) é 7:.·: ] . 
Noh·L:i.e: ®J{>-. 



De ver Q' <:= U 
{( .,t B2)\ .1 " t"a.l... 

ü • • ' . .; iJ .. n .u . ,_ )U J -4·--, l J 
De afb~:elcci.nc À van 
(~:,!l~P-:oqé B;nn;. 
Herk op u~:.t A een­
-rr, en n,_ n op to 
blokken v:':.n resp. r1 

1 1 
q 7r1 =B1 ~;:;. q E· Bi en 

~t(r!>' 13~) ,..,.I <Jl~,~~)À. 'Lx -t•-• év J 

dwz, /." ~ /.. 

-4(;,-

is de verzameling 

Q' in Q t gedefinieerd door 

en Gurjecticf lS. 
v:::;.tten als natuvrlijl<E; afbeeldingen van Q op de 
(;;~1 r~ , d .. ;z. 

q n 1 ::-B~ <<-9 q 6- B; • 

:::: (B~ ll Bj) 'lx :::.:B~ T" n Dj 'Lx =B~ Tx"''7:1 () B~ rr-_" rr..~. :::: 
"'(Bi 'Lx"IT1 , 

1 

'r;. n~) :c:(IJ_~-r,..' ,13;--r; );( ~"(Bi,Jlj)'Cx0 ÀJ 

6.3.4. A ,A 1 en A, zijn en. 

opm. 

w is een afboelding van Q1 xX, in X;.. 
J( noern.e1'1 v10 .het w-cë3cadcprod1:kt \1[~~n J(.tt er.~ J( 

1 
nle 

Q=QtxQl. 
Vll.E:X [((q"qJ,(q~,q~))f'Lx é:-? ((q,,q,')t:·c; I- (cfuqi)é."<{:t,,><.)....,..)] 
N 1 • • t . ,, i{ 1:':::\ ,; 

Ovi:i le: f.::: 1 >..t\!.VI'~L • 

lh::t is oenvoudig na te g~:tan dat de definitie CGrrect ÜJ, d.HZ. A is 
volledig en deterministisch. 

6.3.5. f.,®/(1 is op te ve.tten als een ~,.~eascadoprodt:.kt van i., en/(_ met 
X, ==X,_ 
Vq, é a. [w ( q , , x ) =x J 

6.3.6. Nen kan de vorming vu.n cascadeproduJcb:)n al:; Et&f:JOCÜ'.tic,,f opVè1tten, mits 
men beperkingen aan de bijbehorend.G afbeeldiq;en H<EJ{; opJcggon. 

bevdjs:f.' "'(i'~@;:(.l )®J(~ en /(11
:::.:/,, (i) (;(1 @/.J.). 

De index 1,2 hoort bij het toestr,ndsauto1:1aat l,@/(1 , terwijl 2,3 bij 
f../J)/.3 hoort. 

Al:-::: dus o.ls volgt kiez•2n: 
cy._ = o en 
VC\,."Q, V.(,., 01 lixd:[ {Hh, tqJ~x):-:::,3 (q,, K(q\tx)) 
clcr:. 
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bmájs:6.3.6. 

6.3.8. Als !<, ';;:: f{u dan bestt..e.t er voor elko i(j§Jl(.l. r1en 

lfii;Jf., ~ J{/3);{~. 

bcn.·!:lj::;:De iná.e:x 0,1 hoort bij iii)f(~ en 0,2 bij l,.@X:;.• 
vie be~li.i zen de st t:' in do zin van 6. 1. 3. ! 

w;, :z.odut 

.. 

Er bestaat een afhaalding :\ uit Q 
1 

op Q;l. en een afbE;elding s v~u1 X,_ 

b fMi j 8: G. 3. 8. 

6.3.10.1\.ls J(.,~A'.lmet?;: als ecm etm-ecnduidige e.fbecldirJg, bestaat er voor elke 
J<ll@ !<0 ec::1 afCeelûing tV1 , z.odat 1(/i:i)ll.." ;:-A.~-@lu . 

Er besteJJ L een afbeelding À uit Q, op Q.l. en een aH, celding ~ van X4 

in X, , \cificlrvoor 

V"p', [). "c; G 'i:~~J 1'4 ,, _, 

\•Je dofinil~nm de afbeelding 1\ van Q.z.). xQ
0 

OJ-l Q._xQ
0 

alf:: 
( q 1 'q() ) x :c ( q, À 'q,) . 
Verder lD.ten we voor w, gelden 
als q 1 é. q.L;:t·l en Xé X.:t, dan (q 1 ,x5 )W1 :::(q 1 À ,x)wL en f:lrJdel'S Will8k<2Ul'ig. 

opm. De voon~s.e.rè.e dat ~ een-eenduidig moet zi;jn, is bij de defird.l:;ring vv.n 
w.. fSübruikt, \~oJe }çu.nr:,en l( '\ eebter ~:;o mudifi_ecr~:n • clat Yl~~:: dcz.e voor"'.re~arde 
kumLen lé:tten vallen: 
Stc:l g ü; niet ecn­
X1~. :~x .. 5 ,, •.• =Y .. s. Uit 
He voec:::n nu aan X1 p-- 1 

~ r-r:x1 rEa.kt.:n 
v·erz.;:_:;~(~lir.:--·.- V[: .. ::l 

, da11 ::~ijn er x '1., , • • • • , xf, ~ XJ.. v;aa.r·v·oor 
6. 1 • ) Q Y.TE>t. (:·;rt \-J(; (L:?ti1 'i:"x.::-.- •• ~ :::: ~c~> • 

cn1 toe. D8 hi c:::-b:i ;} b::;ho:r"cncte n.fbeel·­
af>11 tt:-~.~ "' ?o 1~c)LP: ~::~·-; QJl \.JG ieder do(:l-

h~tzelfdo beel ondnr ~ • 

:.-lfb(;eJcJ.j_ t1{;. 

) ·--· 
) ). ' 
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6.3.11.Als;_.v een tocl<H;.tbare partitie van Q :is, dan best.çat er een toe::;tands­
auto:r.u.<d f{, , zodat 
\Q"'\=-kr en 
1.0 e ;é, ~r.. 

bewijs :Me.a k<:c'"' een ~;:;rti tie ;U1 vbn Q vinden, zodat 
VGI!:r vC.é/-'. [\'t)(Ül~l :::;.1] en ==fl 
Bv. noor ae eJ e'7lerr:::eE van elk blo).;: 1~ (,/-'- te nun;Pc:ren van 1 t/m \131 ; voor 
)A, kan men d<:cn Ü<.' blokken var; (:Ü:t::merrt.c·n met jke m.unrr;ers nm!'en. 

f\. is een 1-1- afbeeloing V[LI C:,l'' op Q met (]?_,: ,]_l'i ) .À ::q <::: Bi (1 B;. 
'f'r is de natuurlijke afbeelding van Q op /A en (, :::f../)A • 

'tf~i .~··) ~ Q" [ 0:?~2_, -~-~) À 'L'"x =(Bi ~ B j ) 't)( ""Bi -r-k n_"' n \Bi n B~ ) 'lx n·, = , 
01 

;J =(B{t" 7t ,(Bi f\ h-xn-. )l\=-= 'Lx ,B. T"(
1 \)À (Bi,B.._)'L À 

D 
"t/ r":\ tl- ,; . -;_) S!i,UJ -· ·-v X 

w:;-~. "-·'fA o ,,,_.;:i". 

6.3.12.Als C een to(Üélatbarc ovc:::·c'cekking van Q i:3, dun he;::d.aa:n e:r· toNd.tmds­
automaton f{, Pn J(" , waarvoor g0ldt, düt A, isomor-f ÜJ reet de C--fr:..ctor 
van f,. en IQ,..\ , terwij 1 vercler f{1 0 /( ~ l. 

be'\oT.:i.jH:I>le construenm een toestar:.à.:3automar:.t A' op de volc;ende manier: 
x•"'x 
Q'==~(q,Ei)jq6Q~ GCAqe: 1. 
(q,J±i) '(;_; =(q rr:_. 1.!!.:.. 'C: ) . 
Het rechter lid is een element van Q' , \.JG..Dt q <.- ~. ~ q "t'"' é· B.; m<-)t B. ::::B 7:."xc 

~'1 oJ --) -

Voor ~ ne:Ht;n we die partitie ve..n Q' die de elemen.tcm rr:ct gelijke 
tweede component in et'm blok s • Dan ü; ?• toelaatb:;:; . .ar en 
tltj ""' 11/" zo·l- r··m' 1K'Ke1J·J· 1, k"Il ''O . .l'U-'E'" r·•>r'''iY''''l' 11 r 1 -- ~~ V' 4 .,;.!..~.-.~"- t,;;c U \.._ ... - , ".:).., .d.I. vt );,J. h..c-ot::c __ .c._,d l• 

Neem nu de afbeelding À Vi.tn Q' op Q met (q,_~.i.)).,=q; dan Ü:> voldaau aan 
Àrcx :::-:T~'),, omJ.at (q,l~i),\ <r-.., =q'G: en (q,Bi.)</À ""(q'<x ,l~iL' .. ')A::.:ç't"><. 
Dit rE~t ekent, dat J(' :p f(. 

VoJgenc; 6.).11. ber~tE:B.t: er nu een J(,_, zodat l,t:')f(._?f!;.~•, w:v.<d.n f(t '0· 
en IQ,!:.-::,7 .)-'1 • 

Daar verüer /{' ?-;:, /(' /;-<
1 
~ ;{/C en tlc,"f,lr

1 
is het bmJijs 



:f .1.1. J(. heet een p~:rrautatie-rceot-toesd,fctnd:::<i:1utoma[l.t als 
Y){f.X [ \Q--cx I ::-:1 V \Q "ex\ =l(i\]. 

P: heot._ecn perr.tmtati_e-toest~;.ndsautonw.Bt als 
VXêX L\Q'L;.; \ ~1:~.1 ]. .. ~ 

al~tom&.at n.ls 
1 v '~.:v_.Q[q '"<'x:-::q)]. 

,, . 

7. 1.2. Als \QI ~ 2, da~1 kan f'._ v!Or:clon als GEm cascadeprodukt vun 
I Ql -1 penmtLi..iE.:-r.eset-toeBtandsauLo:natcn. 

be·~Jijs: ;<-'- Ü: het \'GJ:'?.::uÎJelint;er::..systeem van Q, dat alle Ó.ei:ÜVerzam()J.ingen van Q 
bevat, die IQI-1 elementen bevatteu. r is toe1aatbaar. 

i.lr.• COnntr'Uf"'''cno fl" e~·n ~ f·~e·l·or \''-'l'J !/ ""D""'"''"."'Yl YY~ ;:,) ,-"-;~'-..~ ... .t lA ._-.:,.. / -.,t.~.,i.J- '.-~- ,_;, < .. C .. ,..5.._-'t)':.\l::,. met ;( 1
, die voldoet 

aan: 

v§1 éQ' v b?: e-a· V , 't/, ,,, V x [\Qrt:"c\-<.[Q\A B1. rex::;:}>,';, B.~..'1:.C ':::::> ::::B~ l 
Q~éQ ~ 1 <c.'-< Xê - --1 ·- -1 - -

Dé.n t;eldt nl. ö.at als IQ 'T ... !<IQI, (Q'T~ \ =1. En vc:t:dor als \qr-:-"1 ::::{QI, 
dan is "t'x oen permut<:.tie en dan is er voor elk b.1ck B van /--+' Blectt:J 
ttm blok l3' V<'n ~ was.rvoor B re< ~'B 1 , en B1 /B"' """-? lJ 1 ..:; -/.}?._ ... ; • IJyyz.. dat 
ook rr; een pcrrtmtn.tie is. 
Dit betekent cJ[,,L /{' een permutatie-:resot-toestand::H:'.utom~:~at i~L 
Volgens 6.).12. kunnen \-:G l n::alir~cr.::m met efm G[cf;cadepl·odnkt I(GJ{:>., 
wac.r.in 1'< 1 een pern:utatic-res tiG en l~ .. !c:f//'< (Q\-1. 

l'.lt::t i:~- kw1n-::n wc h•:;tzelfóo doen en wc vc:,rkrijgcn, dan J(l 81\:t? ;marvoor 
geldt: 
t.;G/(

3 
~J().., IQ11::.1Qj-2 en A~ is een atio--re~;et-toestt:mdsautonu::.ht. 

Zo kan men vcrw::r ga1m tot J(1Q 1_1 , waarvoor IQIQH I ::-.!QI-(1~1-2)=:2, 
Daar elk toef:;t&.mis &.utomaat. met 2 toe;;tnnden een perrmrtatie·-rC;:.~ct­
toeD tr-1I1CisautorarJ.(it i.s, iB h~t bevJij hi u~rlll8(:~ vo ll (~dig. 

7.1.3. E1k permutatie-reset-tocstw1d~automaat 
een Cb.SC<l.(ieprodnkt v&n f.:en permuü:.ti e-­
rna;;, t. 

be1ájs: Zij f( een :i o-- reset-toestc.nd:,~automaL:t. 
Xr:"'{x[YtX"' IQ'1:"1 "'1} on XP:~.I,~;!:·:&X t~.(Q<cxl "'lQ\~. 
(< { "C;e I x é XP}>, ) i:~ een van (SA, ) , di u uc met (GP, ) aa.ngc:vun. 
lrlf~ dt::~finit:~rc:r1. een vol , deterwinis'tiE-~cl1 too;:.;t<:,{~nd:::an.tomc~.:: .. t ;: 1 met 
11 I' 'V' V 
x,, 1 "'"''p ~Af ::::.te ûl1 • , 

V"'!...,c(, \(11' rr)<' [(xt- X,.:::::;,("!:",.,) T...,.) 1\ (x(: ='? ('C,,)'c> 'Tw~)] • 
en E>?rl volJ.eti dc:termini~:?Lisch t -t;,·-1_~·J.ds:.:ttrtc1:Jt(:.,~::Lt l(l. , X1 =GPxX e11 

\7''1 6 0, \l('r..,,x) &X" [ (xé X". =P q :o•q "t'x'l:."".-
1

) ;\ :=q) • 
Z -~.; t/t.-t{ t:':,·.,.,( !>' 1·~ r--...---;_,1') // O~V\ -y<:_;,t_' (,•,r,_r_·.·~.:._.L_>:_·f-'.,1 

'.4..J '"" ~-"·t-:...,t..:-:_)/·1~ .f' -"J ·~·'.::--- ' 17-\.z .... ~-ç,.,; _,_t_, __ : • --·--

À J. f_; €'6{l f;-f_"Lc(:l dJ n[; V :.:·n:J t1
1 

( rc:v,1, "1 1 ) À :':-:q ~::~:a (!, 4 !(·-w ::~.q • 



auto;:;~aat kan r.r,st een 
\.'!oruon. 

bewij n: !ij X üen rmsFt- toeDLandsautomaD.t. Riervo;)r Ü3 elke partitie to(~1af;.L-· 
baar en de bijl)t,hon~ndc f::.ctor in \·'·.3Gr ec;J re::H.<t-toe::;tr::mdGautom<:wt. 

opm. 

Ne:.?.m daar\"Jf'l éen partitie)/'· J:J.et IJ-"-1~:2, cü:m .:::eld.t lf-1-~ t 1 en du~~ bl.:-1, 
volgens 6.3.3., i(. geree.liseerd 1.-;orc.en met llv,(() ::' , v;c:.~;rbi;j IQ'I<!Ql. 
Als IQ 'I > 2 kan men op /,' dezeJf.de p.rocedurr: toE>pai:.;E;e.;:-t. 

Daar v2rJer (direkt produkt is oen speciaal 
( UU;-~ ® A I ~ ) A (A: (?) ,K: :;: A I ) ) ~ f{Y.,. ® CA: u ?- ~~. "' 
Q, i::.~ einrLLg 2 dus ee:n::-} z<tl(ie laa.tst~; alttOtlHE~ ook t\\ree toest.r• ... nd011 hebbc~n. 

HeL mmtal Hutomaten dat nodig is, is gelijk tu;,n bet ~;erste gehel 
bovtm :'1. log\Ql. 

·7.2.1. (G, ) is ec'n groep. 
Een toestan(.i::w.u-tomaat J( \>Jaarvoor gr~Jdt 
Q'oG t X::::G, en 

'V'!J•éQ V~.~-X [g<~"l:~~=g1g,J . 
heel; een groclJ--toeste.r:d.::H.:.:.utomaat. 
~le geven haèl.r aan met Ç(. 

7. 2.2. Als l( een peJ~:nutatie-to..:;~~ta"'1dsautmrw~1t is, dan 

bewij::::: À is de afbeelding uit SA op Q en \:Iel zo, dnt r....,~\ ::.:q., -r...,., waar-b1.J q 0 

wil Jskeur.ig gekozen bom <.:orden. 
I; is Ó.Pl 1-1-·a:fbüGlding van X in SA 1 viaarvoor X~"'~x• 
Da!"J geldt: 
V x t X [ 'r'.., r\ ~ =qo 't',., 1::,.. =q.,. ·r .... 'T~"=q. 't'"" "t'•''S."" T w "<j..~ ), J 

be".Jijs:Hc kiezen in elke nevcnkle.sse Vë.!l Heen e1-emf:n.t, d.at ".,~,de rE;;pr(~senü.nt 

noe:ncm. Lh; {;(o G een e van cie :r:tove,Jk1B.s:::e r~et rcpnc":::entant c ü~, 

da21 r.:.oterf;.·::~.1 -:,.-.1 e. dr:..t v~ls t;::"~ c ~ 
Q ,=.{:~ !g 6 G\ en 1:, ~2:,.:_ __ .. 
'~~c.eQ" I/., e. x, [ 0 'l:,; ó, (cg) ] 
De afbt:&J.ciing 4 dlv el ll.e nevenl~ln::;se 
een- eend ui d.ig en ~1 o:Dc;. • 

v'èéLj [ l'gh:; ;.<> fg,~'J "'7 == 

represent<:J:rlt 

, ciwz. 



- )1 -

iseord worden Rls een c&scade-
waarv ~~:n (le groi,21H;;n de 

van G. Deze groqJG!l z.ijn dm~ enkelvoudig 

be,ájs~Voor elke: fTOop G beztf,r.ct er een (op·vo.1gord''~ nr:.. E:endu:i.(.Li.{: 
bepaalde (4.2.49.)) compositierij (4.2.~7.): 
(G, )=(Ge" )t»(Gp )f> ..... f!:o-(Gk! )::-:({el, ). 
We g(':V>:'n (G.H/G;_, ) oan w~t. (?.._ 1 ). 

7.2.5. Elko toe::;t.:màsaut.cw,;;;J:;.t kun \,o::_~ckn door oen co_sca.deproC.ukt 
van to€·~>t t.Ultfs aut,rJm!~: .. t c:1, t~?r~tri'j 1 voor zo ',n toestr..tlldf~au:tcm?.Ztt, dat de 
ca8cade voor1tomt;, 
6f hij i:> c,en groc:p-toHsta.ndsauto::::aat \-UW.rv:.:n do P'OE''}J 
óf hij iD e;::;n re;:;et-toe.=;tandsaut.omB.at met t·.H:::e toüGtmiC1c!' .• 

be\·t5.js;'{.1.2.:Ellv:; toest&xl:l-:;a.ntomaat iB te ontleden in e::m casc<;.ck va.n per: .. m-
ta.tie-,re,::et.. en. 

7.1.3.:Elke 
f~e11 rc~>et-~to,:~:sto.nd::.~iülJ.·i:·:)F)h~ ... t. 

( 1): Dun nlke toc,;·.Lt~.ndr-Jr..:.utonw.r;t kan onth,ed. ~.-mrden tot een casc~cvlc 
\'U.ll t.sroep- er1 ro~:;et-·toes.t;J,~~1~~ü:~aJJtor.1a:ten. 

7 .2.4. :Elke grocp-toer1tundolau.tonw.,1t is to o.ntlcden :in gro:::p-toe:Jt;:;.:nd>.'-
au ... o"•''•teTl "'"'"r·v"D de P'Y'C1n1·J -:c, (:i:n c;oc·cöd ) V I.V....,... .,. V'f"'"'~-V <...A·., (J''" '-~J. .,L....."e ~···4 -''·"'" · 

7.1.4.:Elko reaet-toest&nd wordan als Gen 
dir·e}{'t "1./H.n r.:~stft .... toestcL:n::~r_.:;t=tu.ton:atell f!lf:d; t\-tee toe;3tE~-!Id.~··Jr14 

(1), 7.2.4., 7.1.4., 6.3.5., 6.).13. en 6.3.10. leve:nm nu. de stolling. 

7.3.1. De Ew.at van i i.s eon gt:,ordend. triJ:fll ven alJ•m 5 

Ill(A)=(\ <{-r...,\(rc:._.t: SA) .A ( \Q:rwl/:1)\>!, \Q\, \~! ) · 

Als m(L):(a,b,c) en K(A' )=(a',b',c',), dan 
m (A ) .> El (A 1 

) '*'> ( ç, > e. ' ) v ( e:::: & ' A b ::>- b' ) v ( "'"' e.' A b" b t f\ c > c ' ) 

7. 3.2. Voor clb: tof:sta.nduç~utort!<:~t~t f{ is 
r::~:t 

en 

Vh.l} Q l.:r-; Q~ 

eerd door: 



- fi-

'l· j. 4. Als !{. 1:Jo::~I1 t;e;1 pnl"i:::.J.t D.tie- noc.1, .. !_ ee:n re:-:5c':t.._ .. tor:Jsta~nd~j:;.;.~t1~o~.nr:.at r.tet t\~t,.::o 
toest:Jxlden is, d0.n soldt è.~~n -v 8:rt de àrie 
1. */( heeft eeu c~ecltoestanr.l:o:·utom[;.at v.•::\.:1rvoor E":n 

J~Q I > I Q t \ > 1 • 
2. SA bc""v'~!.t 

3 • SA ==V V '.[1 f 

em~ at:io ongt?:1ijk a.e.n de it1.Gn.t:Lteit. 
\'.'aarin (V, ) een 
en T C8n er.::ht liük<.rideaal VE~1 

van ~ b met IV.;<!< l i)A>·I 
UJA \ , i\} ; ) ü; • 

bewijs:We bewij~en deze 
en 2 dn bewering 

nit de 011i.kr~nn i:og dt:~ be·W"Gri n.,:-~-cn~ 1 ,, ' 

S: ",sA\\ A}, (S.1 ) i::; ecm o.ndEn'éH .dgroep van (GA, ) , ua:nt SA bevat geen 
rd;:i.<~s ongelijL aan de idcnti teH. 

3 [I (îo-1 ')> 1] \'"_4 . .".,.,,J ••r·~' ••-u r( eor .,....,..(,+ ·t •P"·'·<·n/t'·"~"+, n•• ··+ ,,.•!.!: (TicS . ''C I ' 'èCd.J.u C..J,u.C .. ,",) .:.•U '"· v~l .J.I;,;,; '.,- (.,:,,;>vck., C•u.<.<uÜLdd'",\,v '''"·Jn 

on is hGv:r:rinq; .1 V<:<n t 
i'l'' C) a· U J (,) r,,Jol ·1 A o (,, <'~f·'"S Q'-"l ''OU ;;1',' E:•'"n"1 rle.:•ltoc··>~;pori«a'ltO···nr·t .. ..:> \"·A l J I '~"- l ; u.>..... ' •41 .. "' _.." .",a "'"".... ---}-· t•- ··•·~~.-.> t .. 11,-....... "' 

h ~h1•"Y <cl co ·in 1 )nrf n•--no- Il•F' ,, o- V /I'} ll''·oj ~ 1\ 0 é <>Lc C" ~;;.;~..~ ~t;J<! (_.,,.,.,:; -~ ,".\'<~!..1 ·"(_ -'<-(.. •. 1 ••• :.)- ;.JA •\y -.:,'.j :::; I# J " \,)J u. 

Dan i.<:: SA er een eci::.'L linkeride4El van U5, ) en daD. b0:rtaat er ool~ oen 
mwd.r;Jn.nl 1inb::::dd<"ücl ~·' . ( d\,;z. (j~/S) A ('I1 <;: T s; ~;) '" (::n s::- 1) "'-'.:i'> (I=;J) V (I::'.L')) 
V:= SA)) U Jl A) VOO I' eon wil V<::. 2\'i'. 
vJe const1:.teren nu dd (V\ {.!l~) u~' een 
bevat en ni ct is aan T, 6.\Jz,. (V\ {A\ ) u ~f'o{: . ~ 

\ -. ,-. f ("> ) 1·" cl""1 T ·.:l~J.. , ... }, t.'>' (l.li . 

011 dtlS \7 \) ~~.1 ::{) t~ 

Als \ Q v I > 1 , d:?.n v:etc:J Wf~ r.;r,:ds clrrt V v { y> 1 :; f. fj A 

volgf:i IV:: I< \SA*\. 
IQ S' \ ~= 1 }c ~; .. \ , \-iaE:.:cui t 

In het r.nd':re geval, \Qv I =Î, geldt voor f.~lle o-t: SA v : IQo-1 =1 en dru'1 
geldt \V•<\:::1 <!SA>-\. 

st ac:.!1 er: toest tl._Yl·,}.~ D.1Jt OEla.1~t-;n ;X, e11 J(z., 
J(1(cd)j{,_ ~ /{'l 
(SA;K, ) \ {::îA, ) en öf JJI(!,,) < rl'(A), óf f{" :i.:3 c;en pornmtatie-toeTtan:Js-

automa.<;.t, of /:( 1 is een rGH~:t-- t E1et 
tvF30 toc~:tar:.cit:m; 

(SA/'' )j(:3A' ) en m(L 2 )<m(A). 

bEn.,r:i.j;:;:\IJe hew.ij:;;en de steLUnr; vour do f;ev;;.J.len 1,2,3 va-:1 7.3.4 .. 
1. Q.L =Q' en Q, ==Q.\Ql viq \ '<laa:c1Ji;l q i Q. 

{ 

( q 1 ~x , "(}") nJ.s q~'/_<1 en q,'t~ ~· Q ... 
( ) 11 (o,q 1 'Cg) étÜ:l q1 /!_1 ~:;n q.,Txt: Q:>. 
q 1 ' q,_ 'LX :c: (~<> 1 q1) t;Ü;3 q "t"x :" {c;,{'~ en flc (;;- C~\C~ :l, 

( q 1; tJ ,_ <-C.x ) in alle <Jnd.·~·.ç.:; (;11. 

"l:~l is b_ior;:;·u;.;(:t vollt:."(1i.s- in:J.ecrd, cr1 oDl-: corrt.~ct, J.m.EH3rn~ nl~:_; 
l Cl'<x I> 1' den q r(,.: {: Q Ih~t vierde :i.s dut; t:.llGé:•:-1 Vt:.n. toe-

als CJ. 1 (en q,1. '1:'" E Q 1 

Kiest oen nu een afbeel 

~ ~> i{ i~1 !0(:;~,, bo_!!JC,F~orf 
b e (; J d \' :-.:1 /{ J,ZJ 



5.2.12. en 5.2.1.1;.:'(~,, ) :is een ho:nowo:cf beeld van (SA, ). 
Eic~ru.it vol;;;; (E3A;;,-, )j (S,p ) en ISA,\~ISAI: Ook I -X:\ ~\:'i1_-*l': · 
Bovendien L.:,l:" I 'l -t-1 < J Q I, omdb.t i Q 'I > 1. 
Dus m(A 1 )<t,(/.). 
UH de defi.nitie van 7~1 bU.jkt, 
guv'"ü dJ:: icî•Htit~üt ÜJ en in het 

<icct 't(~,,x) in hei_; ü ü n: t (:! c:n d r: rd e 
t\..:•z·:t::d~:.; een eo~:~sta!1'~·.G a.f.bc·(~J1d.ing(T 

t vc cl.é:.t ( 1 ) eon llc;c.o:·,orf Dvrz. * ={DQ, c-l <:r<:. :::'14 * ~ , 
bec:ld v.::111 cerl on.~;.ersernigro~~l_J vc,n (SA 1 is:=::;;. (SA 7 ) \(SA, ) • 

ook IdA.~.,)< m(A) •· D' ·or b'O"~"'l'l·-; '''" ln '\ < ID ( UC....- ~ '"''J .._. ...,.. ,,,.,.t ""' ...:.-.. ' 

2. f:;:;<{vlo-c: SA/, l:.;o-1 =1Ql)>. 
1'::cSA \ P. 
I. is geen pf)riuutritie--toE:stm:!dsauton:a.::Lt, 
(SA ' ) • 
Q, d' en Q.:l 
(er ,ql)'<l=i 

dus T;l 

) is e,__;.u o;1dermono'LcJ.ü van (V, ) =--"'>(SA/' )I (V~ ) .:d';;> 

-~;:;.( , )lU>, ). 

ll' ( ·' ) .l .!\ .. \", 



be1ájs:Als 
met 

J( ". ec?.·n 
t\·~t-:::e toe:-:;ta·ncic~:I1 

m(A) (1,1,1), 

toe st a.ndsautotrt~::i.t of (;·aLl 1'(~~:-: e: t-- tocs"t f;T; d[juu·tomattt 
ls, is hst bewijs triviaal, evenals in het geval 

Let 
De j_s nu, dat de st 
tr::n, w,ètarvc:~n d-3 f:jf:l.~~j~ }~1eine3:' ) . 
Dan is de stf;Llin5 clus ook '>Tn~r voor /

1 en x;,die door 7·3·5· " ' 

in de 
de tof:óst unó.s~:.u toJr.;lt o:n J.ll de <.::[:~.1:-i caae \roor f{:J. • 

6 ._3. 10. l'Cü.l:Î.BüE;l't. (;(;rJ CI?..SCf!Jt: Y(J,;:; allü f 1 i en alle 

dt volgen:; de hypo--

Voor elke toc;:.;Lr.:tndsautol"i<::.a.t J( be;;tw~t ter een. cm: 
<" t '' ''' d- ,., r, t '•' '' -~ . . '•' /( J( ' ' ,'{ l • ' 
o.J !..J,H \~:v.tl Oa;.;;,..t"l:Jl. J11' l<}.' .... "' ' ... h, (!(<,1; {' r·eéL J~~:.e\."!rT.' 

aLle i (1~i~n) gD1dt.: 
öf (;:~Ai~ ) is een enkt=ü voucU.gü groep c:n 
Of ~~i j_s 0e11 reE . .H::t-tof.:;utvnd:>t~utomF,r:;.t 

U;Ái' ) I < 2·~~ ' ) ' 
t\·l'7:-jC tc:c;;,:~t ;~1ld011. 

t V~)Jl toa-

bewij::J:Dr:;,ar dLe frc1.etor van do comf>onitic":r:ij cle oorsprc,nkcli~jkc groep deelt, 
volgt deze stel direkt ujt 7.3.6., 7.2.4. en 4.1.20. 



8.1.1. G is een toelastharR vun 
Twee blekken van C, Bi E~ Bj, n8emcn 
3 .-. .:J * r '{ . <'( ~: 1l · A B · •t '" n ·l x. \'1-,~X,F'J. V'';} 'J "' ~l 

J~e: Li;:!!D: 
~\ 

~B. 
). 

B· l 

B· J. 

8.1.). n 1c.D~ --:">(Bk::IB:;l 

-6s--

Q wet > 1. 

bmdjs: 'l:', is EJ(m ",;,\J3.;'l.·"! "'!Bj I ,ç \B.il Î I 
'<...,iE een E::fbeelóing ~ \Bj 't...,\ =- \ B~,.l ~- \})j I l 

8.1.4. C is een toelerd;l1are overo V<m Q /IC> 1. 

,;; ' 

Een k 1 sse V[~!l ven-1ante b1oli:kcn V<~r; C he.'· t initieel ah: elk 
blok ÜJ die kh::=:~:e i}G e1i:~u:tsn büVI!.t. 
De blekken van een jn:iti~Je klRH~;eE noe:r<cn He ook ü·.itie(d. 

8. î. 5. C is ~;ct:. toe lu.ó:t h~tre vr: .. n Q c1 1'lC > 1. 
inj~i~le kln2 in C. Voor alJG X besta~~ er een 

:Voor v&n C in klasgen geldt: 
elk 1) lok bev inclt zich in proc:Les Nm k.b.f: f1Cl (f3. 1. 2. ) 
Er is ten mins;~e U:n blü!ç in C mcd. eJE,m<mten. Uit 0.1.3. voJ 
ciat de kl<wse van ;;:o 1 n blok i:rü.t:ieEll ü;. 

opm. 

8.1.6. C is een to:;ltJ.v.tb'l.re ov van Q met /IC > 1 • 
D is een initi~l8 klasse vru1 C. 
De f&.l;Ü 

( c .: j)) .[ 
heet de 
Ah; B:i.é D, o.an 

dcy:::1\rcl·~_,..artcl:lnfr(::n VtJ,n Q, die fS8;5E_·!f5:J·~~i cerd i~:< a~,3 

( { B 1 't:,., I D • t: C r. >: {: X~' A I$ 1 r.., c..:. È) v i { q~ I q t: E 1 ) 1 

va:1 C. 
iê. i : =: A;)~; ( { T~ 1-ë w l B I t: 

t><i:"'' I I· 

G.î.7. C i een teelQatbare ovord 

dnn 

v b11 C is eun V Gll ai ocht fi 

vu o J'1·~o:f .. <::ci, . ( ., 1'.) )\ en J.n ~' :.. voor. ]Jç 

{1q)\CJC:h;\-:o in het verzaru~li 
a.JJ,:_ é D. 

ook 
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0.1.8. C Ü3 een to·.:d~::ntbare ov.:c·rdokking van Q met //C>1. 
D is een initi~le klasse ven C. 
Vl3·éD [cxi:::.:x,J. 

;1. 

blokken ve.n <!i aan met 

.. ==:;. 3 ....... ., x"" D\ 't''"i :=Il.] " 
~l" re· i~ ··a, w,: '" 

cf'z:- '( )l":·c] .1\ v. W• .. 
l J 

Ste.l nu B~s /J\'" 
Nu moet 

Conclusie: ver;:JchilJ ende blokken in ç.: 1 v:oro.en op V(~rschiJ lende u loltken 
in r~i. a.fg.::;lwo.ld. 

Op t.:.nalog2 \ájzc bc~v!ijst men dat verschillende bJ ok ken VF.n ~~ ._ op vcrschU­
lende blokken in ~~ worden afgebeeld. 

Dus (){• == t><i • 

8.1.9. Cis een toelaatbare van Q met /IC;;.1. 
C' is een opvo van C. 
Y.!e plaatsen nu de eleii:cnterr van C' in het z.gn. o_pvolgorstablH',u: 

k~ k:> k3 __ .. -R"' 
r 

1 
H;:;---H ,·'). 1:\ ~:. • _ _ _ -_:-u;;-

r ,,, 13' n• B' 
l J.Jl1 .. \.t:t ~"".t3 . -· ~ • J.O( 

i 
I 

r .,.. B~, n:,:~. B.~J 
r..,., 13.!,+, 
r ~+.2. . ~:H 

JLi..E:rin is: e< 

B' 
ll' en dun ook 

1' I ) . 
..,+2 

8.1.10.C is een toeln~tbarc ov0rd 
D is een in i ti tHe lda:::;n Vhn C.: 

Als er een :;.,: t:. 1: :i.s, :~ocbt 'c .. 

8.1.11.1!8 

Bi t D op 
t;j OVf:I' de 

> 1. 

f'' } ' . e .. : !)f~c _u:t ..,.>< ·), dan 

'!:>( : 

zo 



8. 1. 12. G is een tce"1'~ [;bare overäek v:)B Q met > 1. 
C' is e~n O~Voleer V~fi C. 
Ds blo}:kc,;: Vé::n C', be:.:chauwd a]::; toest2.nd;:,r• \·en een C'··f<~,;tor J(• Vbn J{, 
vormen ee~ ver%am~l Q' 
1-"-h .is dé] ie: met hls blokkc,;1 de koJ o::• .un. ve.n het upvolgerst<ihleau. 
_;U;- ü: de JHJ.rtitie tiJd; äls blol:ken à·3 rijen v;.m het opvo1g-erstable1:o.n. 

8.1.1).C is eon tocd~Hl.tbare oven;ekkinc~ van Q met >'l, 

.i::r bestL:'.t cc:1 C'-fbctor J{' Vhn { 1 z.ot.1at f;.r,-::·:en t 
V Lt11 /'~ t :i~ S fH1 ft' 0 ~ :::::::: ~~~ C 

bewij :'dE; [?;even J(11G ó.an n~ct. J{n ~ 

part i t :l c 

\-ie com.;-t~::tercn dat de' vereniging van ae elerûcnLE:n vEm een blok ven/"<"' 
een bloh v~~' G is. 

"'·f· r l r·,., 1~ /.: " A n ,.,_ .J D • B cv" -·1'3 ' v v t:: ... ! 'A. ... "i \;;.;,.. \.·· -"'::i. Lx ? /~ ..;,;,..,. i t.. x -~-M, J .. 
Dit b8td;.;nt ebt Bi 't:" ~ f:\j. };; r mor~t dus con blok van. C' iu de I'lJ J van 
het t~:bleau staan, d::rt Bi <rx 1 b<Wétt. \·Je geven dit blok aan met B'. 
i-le aefini'óren -;;~ in z.o'n gev&.l aJs volgt: 
i ~ m: .Jl':~.p 'L~ ~,~, ongeacht p 
i> m B'. re' =B' 

-l. " 

Stel n.u r::i t C f. Bi rr/( ,-J1j t D • 
(dur; i~ rn). Dit betr..:i~ent dat Hi é D en ~i'<:'; '-"D_ j 

In dit geval definit:::ren \Je •t:; ah: B '- <I-: :c:B '. vii 
-:~.r --u Fox 

'T; is nu z<:, 
C •:e zjttcn 1 

efiniecrd, dat de eerste index 
oftewel in welke rij v<::..n het tab}sau. 

in welk blol;, Vün 

oftewel in wGlk blok 
vun frr. 
)-'-.- is cl.us tc,l'üaatbaar en /{' ~-"·· :::. //C 

8.1.14.C is een toelar;.tb~:tre overdekking nn Q met #C;;>1. 
C' is een opvo lgf)r van C. 
De C'-factor i' van t kan als cascadeprodukt 
viaarbi j /{, clim isomorf i.s met /[/C en J( '1. een 
automt:.at is. 

iseerd worden., 

bewi;js: Uit 6.3.11. volgtr à..'d; er etm c<:cr;c;;do A/3 llé;stuat 1 öie /(' realiseert 
met j(,~ lW; .... · ~ /(/G. Verd.er heeft ,1/ '). clan de to:·t·.~:Tld~\VrèJ':/,ene ?k. 
vle moe~cn nu nog laten :dEm 1 dat f.." oen pctT:ul.b.t.ie-·r'"~'et--toGst o-
mé.t~tt. is. 
Q 1 :::{r\,r:~., ...• ,rt\; Q ... o,{k,,k .. , ..•. ,\ .. \· 
1t~,; :i.:.,; een [,'é:r;:od.:i.fice~'.r:de natuur] i;jkc [tfL:cc~]u 

k1 'Cc~·,,") :·Eh 'r><' 'irk is Ci<J...'1 een dcd'initie voo1· 
B!1 opv~·.t r.}s B,i. 

: B' )f1, u; kolo:11 i. 
·ct,..t ,<) , <:•J ;.:; rn e.!D VOO~~ i 7 m 

~ .. 
D···rc··; Vv''" i> p• 1- 't' • {. c.... ... ... .<. ." 'l ( 'J• ,l') VOO)' r] le 
J.L ci.~hn een r,·,set! 
He nwetcn Lu nog be1:Jijzen dat 
tatic is. 
Stel eer·st 
~~':t:r ~c; riiet 
i vok lrr 

'<x 4 . Vu de 
v3n 1 af, aus ook 

reset! 

cow:~:cu.cL:ic ]{''in B~î~·1;~. 
r.-~ 
"(v;·J) Jii t::,t \-'"atl 1 .:::::::~ 



8.1.îS. De groep 

bewi 

dt~ 

:Uit 8.îw1·1 .. volt~·t, dt~t rnet pJJ:.::) }'(.:rmutntie ir1 
deert, zoda.L rr~ do lJlokk+:::rl T)~ 1 , B! 1 , ,., •• " , 

wijze • De crcep , ) door deze 
d.us iso:r:ol'f n:et (G 2 , ) • 

Z: u 1 • Als <c:.,_ een permuta.tie OVér ~\ ... "', 

z >i= :-.,; ·' w {
zrc ;;;~Q 

W Z rL··~ uls ~ t ~~ 
1 

Daar ( -rw, = ~ ,-"'~), is de 
get;<:mcr~_r:r\.l 'rJüi'iii. dOOl' {'<"'\l:;ê,T.J~I,~,I\ 
met l]_ï <{ (\:t;<.:.\: \!:,\\> • _ 
Volger;:; ,~.).6. goJ~lt nu (G, ) I (rr-, ) t ==} ('è 
Vc::rd.er (:r, (TA, )I U3A, )~ ,., 

( G ~' 

1•ties in x~' 

Ce!J \! ( x·l0 COr:r·es;Y)rl·­

Op J.lr'E;cies Jc:-:cl.fde 
atie~ eegenercord is 

dhn defini~ren we 
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S/.1.1. Een toestarlÓf-}(ü;[;o:rtD.e.t t r:sr;t onontl;é80t•tèar ale. VuOJ.' e1k:8 cu.::>cv.de A/0 ;::2. 
dis P: rc~,_Ji::n,cr:c, geld:t;: 

9.1.2. 

(SA' ) I (~31'.,' ) V {SA' ) U!/,"1 ) • 

(:',:;:oep erl (C 1 ) . 
) . 

Door gebruik vsn diverse f;tullingen 1<.•.[c;t; zich hoL Uo'.!1J~; 

schr:LJVen: 

(( ~3 A ~ ) \) (\ UîÁo! ) ) ( 6 • 1 • 1 3 )L ..... ) ( G ' ) \ (SA.' ( 4 • 1 • 2 0 ) 
G, SA, j 

dHz. (G, ) is een homomorf beeld van een ond.ergn:.c;r) (H, 

,, 

) van 

Volgon~ 4.3.5. kunnen we een Wc Q,xQ 2 

Y; é H ~ (Q,x())Dwrc~=(l{,xQ")D"" en 
vin_d811, 7.od~-!.t 

( < { 'L : Dw I 'C ~ é H \ > , )~(H, 

(
A ') 'l'_). '-:-e- '-· 111 t:) 

) . 

Do r~-~~3t.-r.-~!.e-~id Vt:;.:l ~.J.c.i.:..<:~:t "\'~--~.n Il(..., t:::t ~,:(, Yc<:. 

)·.:_;(J;·_;.:_-l1."f_·· ~:,_,'"~ f.nr._:;·~.·: ( / J ~""C 1 \") 7""
0 

(:_- Tt ~ ~ \ '~-•Yt .·;{ .·.',(! ·"" ....... ·-- .. , ...... 1 ·lN'tk,...'U'i~ ·v.•xl< Lol'~ I '-···J·'-··-

(;~~.rt ,:;.~"':_;·,·: ;.·! (1T.it c.·~ic 
J.::·~_;.;J ~J-~ f~ cru: .. :].< i~; .,../!.)] .. ~ 

g·un:3 1r~~3 .. 6 .. t2!.:.:.r: L.~=·~-,~c~J::r;r·f hn;_~~-:j varJ er::~:!l 0/1UC~J::-cr,}cp V Ei..;·J ( ~~t\ ~ ) .. 
2 
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:Bc.Y"~.'C:rtnt:.::c.nd~:~ cn_nclusir:; voor elk Plew.(:::nt. Vè.'-::·1 ~·! 
1 

eri. :to 
v'C \ =V "'J'C•'v'r·· ('< c•> ) (IJ. ) ••••• , (H.,p>. ). Verdct' ü::: · t~ · · ' , ' ' • ' ' "j, f j r _

1 
' 

{ \~.rc1 ~,> t ~t;'1~;t)' ... t s \!~{,(u} 1 ec:Lt lf O}J l"L. ' 
UiL dit alle;c; Yolgt: T_:,",;; ~ 'l::~"~)~ ... J: (H"

1
;•) ••••• xHc,~·>~. ) . 

4.,).) .. g;eldt OOl: dat deze rco. J\., t Ct:~J1 grOS IJ VOI'r:l(:rJ. if . .3(i~-' 
\ ... ).\( """" 

morf net E 10 .. 

Dw3 (Ho ~ ) ':::::.. ( ~: 1 ) <l ( H c.J x~! c•JX • • • • :r::i C•l, 
'1, <), • '1t 

Mhv. 4.2.52. xien ws unn, daaf (G, )I (U, ) I (''/P ~ l"l .. ~0 ' ) \,frc 
,- ' \ \.:1 ' 

Hier·:;lee is Dtel h·:o·,•é?zEm, \.Jmlt 

als (G, ) [ (H/H~:>, ) , drm uit h::;t feH d·d~ (ll/H .. , )\ (SA',, ) , (G, ). I r c; 
'''A ' I en ab (G, )! (H 1,, ), dan uit e;;;n gencrc.lis<:.:.tie van 4.2.)8. : 

3'\,~W. [(H 0 ,. )\(U'~: )"} l 
V"' é w, [(Hq/ ) l (~~·L, )] J (" u, ) . 

9.1.3. Als f,. E:x-m re:.Jotto~,~stands.:u.,Jo';wat tw:::r::' toe;:>tD.nden :is, dvn is (SA 1 

Ü3ü':torf met c;m van de voJg-:::udc drie ' 
( { ) ' 
(S 1 ,) = ({--ç,'l,\,) met "i'Tv:;.::Y, en T,'t;~~<r,, (i o,·d 
(S.:I')::; ({-ç,-rqTL!,) Di(~t 'L'<T.,='L;;, rc,T1 :::'t1 Gil (;'t:oo(.._. u :co;t,:.l.J 

bevJijs:Ga alle mogEdijkheden na! 

9.1.4. Al::; (T, ecr1 eincüge :::-:ec1 is en (SJ.., ) I ('e, ) , dan is er een onder--
semigroep vun , ) dia isomorf is m8t (Sa, ). 

bewijs:~ i~ het horeosorfisme uit T op S2 • 

( lc <s-\ ) it:t een van (~~~, ) • -1 

Uit 4.3.3. \·Jetc:lrl \iG dat t:~r dan een iü 
He def:irdJ3:nm ~., 1 =e1'e. De.!l is ('I'', 

't:o cq is • 
de van (T, ) mot e 

als cm1heid (zie bewi 4.3.4.). 
(f ' 'f, dan 

T' ~'=T'cq ,z(e'l'e)<:r ==(c •g)('f':_<;Ho<'s ):~'Z;..~o,~. 'lo:::S:>-. 
DVJj~. 'f • is een homamorfisme van '11 

V op s;1 .• 

Z i ,i (T", ) d.e minimale ond<'':t'S emigroop van T 1 
, ~:od: .. :t 'f."' g'' "~ '<11 T.a. ~ • 

(Di.t kunnen \~e ise:n; iJr,mor's ({T,,'c,J,) is cc;n c'p v;.mS.z, 
à. ({< \.. ,-1 ) 'c• ·~ nr1 ,~~,,...,.:,"···r• ·> '"' ! )• ,., 1·,,,,, .. ~.,~-t ' U::; 1 ,T,_) (~ , ]..~ (:;._11 0 •... '. er,",_.: ... !Ct"i:-1 l <c.n , . ) (·t ·'·~•>l•v.(k, QU8 

ool~ ef:·rl minimale on_der8 di.e n::.J1 üo E:i~·.:on vo.ldof:t. ~~) 

Voor (ük:e )-~~ 'i'" is (:xT", ) een 
x·r"v-[;'1 ·--r(t"--+") é x'~'" 7olfs :.. V 1 A. 1., -- '' 1 ,•~ \,,' 1. --'- • ' ..._. \ 

ep vs.n ( ~·n , ) , c] n.ar 
wa.nt'fH i:::: lrlll1J_TnuaJ. en 

x'l"' <s· 1 :-ox c.s 'T" (3 'cox 'f' { 'T1 , 'l/1 en 
T_i ( 1 T 1 en '1..-i T,_ "' 

u:it cin dofin:it:i.e V;.:.:1 (S
1

, ) -,.:eten \:t:: dtd 

·1 --1 
~I'ot slot .con:> ;•.teren 1,;c dat ( "t~ <-s' n I", ) en ( •c"<..s ' n 'f' 11 , ) i\.:,::e 
let§':e di~J o;1dcr~.> v-a:n , ) ?; n c. !1obbeü d~lR 

.:rrt eJ e;:::•nt: f, re,; p f, • Hier voo·r· ,c:;c }.(1\.: 

3 [ f' r- J ·-·---~ C" ,<':' .{:' 1'" 
u. €: T'~ jo. 1. U::: :l z... ~ i. tll.. :;;.; .: ''l J ,_ 1 

f 2 Tn ::-::~:\H ~~ 3 V G''f( 1 rr 1 'J .::=) f~ f, V:.:,f .. v:~:f; 1' 

({E" 1 f', 1 f
1

\ 7 ) ü; een oE,wr:J ve:.c ;· ) van (1', ) 
l.." ...... ~ ,, , ,,_,. 'S ) 

.__:().,._\..-,;. .!. lllt...·.:v \~ 1 1 .. 

) . 
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9.1.5. Als (T, er een 
(T, {1:' 

\' · .... ' 

homomorfjs~c uit T op 
is (!erl oncJ.erssHnit:,roE~J? vE~ __ f1 (T, 
f, ) j.r; CG'~rl ~_:r:~Jc::l-."D.H)fH)~Id'.~; VB-'n 

) L :.~"~-,. (:: c~n i d 

is een 1 op 
"/(1.r1 ( 

s ) ' 
F:; r is eer1 id c:r;1}Jüt c~.1.cnnent f in_ !JHt 
( 1e,f'f., ) is een O!tüf:r~:::~-:~~o ·vc-~J:1 (T 1

, 

isorrco met (S
1

, ) • 

l) "" .· .;,,. (<; 
.;w• ~~ l J Jo..) C' lo..~ 4 ' 

(S ' .1 

) I U3, , 
.I'IJ 

be1-:i.) 
) die isocorf is mot (8\, r ( ... , ) ( :- l n • ( 

2 , iJ. ; o: ':' I '-"'":;. 

( r· I '' ! ) 
·j I ' ·.; ., " 

J:_-, \_ ~-'•, \ ?~_t• V ·~ 'l 1 } >wj, J'.. \ (j \ f 

lc·n~ 

D0 r~~!~~-:~-~~--

) I c~ ~ 
" 

) . 

) I:·;-'~t a .l~: 

) is een o•Jcler--,. 

en du.~; oo l~ v m1 ( '.:.', 
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crocp 

) ni.et a:t::. óc genoç:,1·1~do V(Jr..):~v.1 ,LU.1·c}en voJ_ ...... 

dc::;t, i:oJ&;t l?.:i_t dt; bocfd~~-te11:L:·;st-

Voldo::l f( ,.:eJ Dt:l' de voo1··-...ra~:xcl~;n, dç;,n -..cu:!_[;l: uit 9,1.?. 1 9.1.3,, 9.1.6. 
en 9,1 ,7. de si,d.Jj!'g. 

" ' 



AFSTUDEER-OPDRACHT GROEP ECB 

Onderwerp: Semigroepen en Sequentiële Machines 

Toelichting: 

De structuur van een sequentiële machine is nauw verwant aan de structuur van de 
semigroep, welke de machine beschrijft. 
Decompositie, uitgevoerd via semigroepen, is waarschijnlijk gemrudcelijker te 
hanteren en te automatiseren dan via partities. 
Gevraagd wordt hier een studie van te maken en een eenvoudige decompositie te 
programmeren. 

Naam: R.H.J.M.Otten 

Adres: Wenzelweg 26 

Woonplaats: Eindhoven 

Inschrijfnr.: 3757 

Mentor: ir. Ekas 

IN TE VULLEN DOOR MENTOR 
--------------------------------------------------------------------------------· 

Datum aanvang: 1 februari 1971 

Daturn beeindiging: , J /I I I r I 

Datum inlevering afstudeerverslag: t z. rl 1/ / 1-1 

Bonnr.: 

Aantal bladen: 



Adressen. 

1. Sectiebibliotheek: 

2. Componenten: 

3. Documentatie: 

4. Meetapparaten (advies): 

5· Meetapparaten (uitleen): 

6. Gereedschappen: 

- 2 -

de secretaresse. 

mentor. 

hr. Q.L.M.Laarhoven• 

hr. Q.L.M.Laarhoven. 

hr. Q.L.M.Laarhoven. 

hr. Q.L.M.Laarhoven. 

Bij het lenen van boeken, dokumentatie, apparatuur etc. dient het eerste 

bla~ voor het registreren van het bovengenoemde, mede gebracht te worden. 

Geleende boeken en dokumentatie .dienen gedurende de werktijden (8.30-17.45) 

aanwezig te zijn. 

Meetapparatuur mag niet geleend worden zonder de bijbehorende beschrijving 

mede in ontvangst te nemen. De inhoud hiervan wordt vóór het ingebruik 

nemen van de apparatuur bekend verondersteld. 

Defecten dienen onverwijld te worden gemeld. In geval van schadè wordt be­

oordeeld of de gebruiker aansprakelijk gesteld dient te worden. 

Een standaardset gereedschap kan worden verstrekt. 

De in de groep gebruikelijke montage- en meettechnieken dient U te volgen. 

Inlichtingen hierover verkrijgt U van Uw mentor. 

Na afloop van d~ werkzaamheden, dient U zorg te dragen dat op de adressen 

1 t/m 6 akkoord parafen worden verstrekt als teken dat U de betreffende 

apparaten, boeken etc. hebt ingeleverd. 



• 

- 3 -

Algemeen. 

Wanneer men de keuze heeft bepaald van de afstudeerrichting, en deze keuze 

is gevallen op de groep ECB, is het goed enkele punten te overwegen. 

In de eerste plaats is het van belang dat U goede contacten onderhoudt met 

Uw mede-afstuderenden. Deze contacten moeten naast de persoonlijke ook 

technisch zijn, d.w.z. het is van belang dat U met Uw medestudenten erva­

ringen uitwisselt waardoor Uw inzicht wordt verbreed en verscherpt. 

Daarnaast wordt van U verwacht dat U studenten die stages lopen behulpzaam 

bent door het geven van inlichtingen. 

Persoonlijk stel ik diskussies bijzonder op prijs wanneer ik bij U kom 

kijken naar de vorderingen van het werk. Een goed en levendig contact met 

de aan U toegewezen wetenschappelijke medewerker is vanzelfsprekend van 

het hoogste belang. 

Over de vorderingen van Uw werkzaamheden ~unt U de staf regelmatig voor­

lichten tijdens bijeenkomsten van de staf en alle studenten die in de 

groep ECB afstuderen en stages verrichten. Deze voordrachten vind ik zo 

belangrijk dat zij verplicht zijnegesteld voor alle studenten zoals boven 

vermeld. U dient deze voordrachten eenmaal per vier weken te houden. 

Teneinde een goed inzicht te hebben van de bestede tijd wordt U verzocht 

's morgens en 's avonds gelijktijdig met het overige personeel van de 

groep Uw werk aan te vangen en te beëindigen. Dit heeft bovendien als 

voordeel dat U een regelmatiger en meer efficiënte dagindeling krijgt. 

Het afstudeerwerk wordt afgesloten met een zakelijk verslag dat het eigen­

dom is van de T.R. I.1dien de tijd dit toelaat kan het verslag door perso­

neel van de T.H. worden verzorgd. Indien de tijd dit niet toelaat moet U 

het verlag duidelijk leesbaar en reproduceerbaar schrijven of typen. 

prof. ir. A.Heetman~ 
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