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0. Grondbegrippen en notaties

0.1. Junctorenlogica

0.1.1. Een bewering is waar of onwaar.

0.1.2. Conjunctie: aADb 1is een bewering die slechts dan wsar i=, als de
beweringen a en § beide waar zijn.

- -

0.1.3. Adjunctie: aVb 1is een bewering die slechis dan onwaar isy’ als de
beweringen a en b beide onwaar zijn.

0.1.4. Implicatie: a=b 1is een bewering die slechts dan onwaar is, als de

v bewering a waar is en de bewering b onwaar.

0.1.5. Eguivalentie: a%b 1is een bewering die slechts dan waar is, als de
beweringen a en b beice wear of beide.onwaar zijn.

0.1.6. Negatie: —a is een bewering die waar is alsaonwaar is, en die on-
waar is, als a waar is.

0.1.7. 0.1.2. t/m 0.1.6. kunnen samengevat wordén in waarheidstabellen:

a |-a alblaAb iaVvVb |a=b | asrbd i
Wwio Wwilw! w W % W
O fw wlo| o W o) o]

o|lwl o W w | o

oijo o o] w W

0.2. Verzamelingen

0.2.1. x€eV Dbetekent dat x een element van de verzameling V is.
x¢V Dbetekent dat x geen element van de verzameling V is.

0.2.2. Men kan een verzameling beschrijven door een opsomming van zijn ele-
menten: .
V= {a,b,c,d,e,f,g}

Netuwurlijk kan dit alleen bij eindige verzemelingen.
opm: FEr is geen verschil tussen de verzamelingen :
{a,b,c,b,d,d,b,e,{,g} en {a,e,d,c,g,f,b}
dwz. noch de volgorce, noch de herhalingen in de opsomring van de
elementen van een verzameling zijn van belang.

0.2.3. Volainnen die een veranderlijke bevatten en die in beweringen over-
gaan , als men voor zo'n veranderlijke een element uit een geschikte
inaividuenverzameling substitueert, heten beweringsvormen of predi-
katen.

0.2.4. Mzn kan iedere verzazeling beschrijven door een ‘'definibrende bewe-
ringsvorm' P(x): ,
V = {x]p(x)} vetekent dat V de verzameling is van alle x die, als
ze in P(x) gesubstituecrt worden, ecn ware bewering leveren.

s . I T " - . .
0.2.5. ff stelt de lege verzameling vocr. Deze beval geen enkel element.



0.2.6.

0.3, Kwantérenlogica. . -

-3 -

Ben: verzameling is eindig, als ze eindig veel elementen beval. Het aan-
tal elementen van een eindige verzameling V geven we aan met \Vl .« We
noemen |V| de kardinaliteit van V.
Een verzameling heet aftelbaar als haar elementen in een-eenduidige
cori‘e3pondentie gebracht kunnen worden met de natuurlijke getallen.
Symbolisch geven we de kardinaliteit van zo'n verzameling aan met N‘o.
In a2lle ancere gevallen heet een verzameling overaftelbaar.

!

0.3.1.

0.3.2.
0.3.3.
0.3.4.

opm:

0.3.5.

s

i
. t

} . . .
Voor een variabele waarvoor men iets kan invullen,heeft men de naam
vrije variabele gekozen. Is substitutie niet mogelijk, dan heet de
verapderlijke gebonden. Men kan veranderlijke binden door zgn. kwan-
toren.

I

Univérsele kwantor: V/ , [P(x)]@ (xe V=>P(x))
) e
Existentikle kwentor: v [P(x)]@({x!(er)AP(x)};é ?)
xe
Enkele regels uit de kwantorenlogica: |
. v P @’ P b4 4
2 Ver y‘w[ (x,y)] vyevvxev[( 3]
b. erv BYCW[P(X,y)] <> By.w :'l'“v[P(x,y)]

C. (a A Exev[P(x)] e 7 [aAP(x)] mits de variabele x
Xey . X .
in de bewering a niet
vrij voorkomt.
i. VY.y P&=ale erv[P(xﬂ:;’a

de regel V:(ev EYGW[P(x,y)]s‘:?f ﬂy(:w Y v |P(x,y)] 1is niet correct!

3, PO 3 [r00 A Y, e 6]

0.4. Fazilies

0.4.7.

0.4.2.

0.4.3.

Een familie onderscheidt zich van een verzameling doordat herhalingen
van elementen nu wel belangrijk zijn. Zo gelct voor families:
{a’bybvb’c’e’f’ﬁ) ::{a,b,c,b,f,g,e,b},{{a,e,f,c,g;,b}

Volgorde in de opscmming is dus weer niet belangrijk!

Soma worden gelijke elementen in een familie van elkaar onderscheiden
door indices; dan kan men de familie als een verzameling zien.

De som van twee families A en B, aangegeven door A;B,'is de familie be-
staande uit alle elementen (inclusief herhalingen) van A en B. Het san-
tal elementen van A+B is dus de som van het aantal elementen van A en
B afzonderlijk:

{a,2,b,b,b,c,d} + {a,b,b,c,e,e) = ﬁha,aﬂhb,bﬁgb,CNHd,eﬂﬁ

Het verschil AR van twee families is alleen gedefinieerd als alle
elementen van B minstens evenveel keren in A voorkomen. A3 bestaat
dan uit die elementen van A die overblijven, nadat men de Tamilie B
uit A verwiljderd heeft:

{a,8,b,0,b,c,d} = {a,b,bt,cl={a,b,a}



1. Verzamelingen

1.1. Verzamelingen

1.1.1.

1.1.2'

1.1.3,

1.1.4.

1.1.5.

1.1.6.

117

W heet een deelverzameling van de verzameling V, (notatie: W<V) als
voor alle x uit de bewering x¢ W de bevering xeV volgt:

View [xeV]® Wev

=4 : s
AQA‘ - » I
A=B<> (A=B) A(BgA) . v
LB (i =B)A(—(A=B))
De deelverzamelingen van een verzameling V zijn de elementen van de
machtsverzameling PV van V.

De dobrsnede ANB van twee verzamelingen A en B gedefinieerd door
AnB={x|(xe A)yA (xeB)]

kan cck gedefinieerd worden door

xe ANB<>(xehA) A{x€B)

De vereniging van twee Verzumollngen A en B wordt gedefinieerd door
AUB={x|(xe &) v (xeB)}
oftewel

xe AUB< (xe A) v (xeB)

-

De definitie van de doorsnede van willekeurig veel verzamelingen Juidt:
Zij Q een deelverzameling van PV, dan

N X=NX={a \V [ae x]} oftewel ae N XV [aeX]
XeQ Q XeQ Xe Q XeQ

De vereniging van willekeurig veel verzamelingen noteert men als volgt:
Zij Q een deelverzameling van PV, dan

U X=Ux={a]3 [aeX]] oftewel aeUXxe 3 [aeX]
XeQ Q XeQ ‘ Q XeqQ

Het verschil A\B van twee verzamelingen A en B wordt gedefinieerd door:
A\B={x |(x ¢A) A (x¢B)} oftewel xeA\B< (x&A)A (x¢B)

Voor cde regels die gelden voor de verzsmelingtheoretische bewerkingen
hierboven gedefinieerd, verwijs ik naar de boeken op het gebied van de
verzarelingenleer.

Onder het cartesisch produkt van de verzemelingen V,, V

a3 +ee 5 ¥ wordt
verstean: N v
vﬂsisklee %]1

v, xV, xVg ... x\,’kz{(x“x‘,x:... ,Xk)\

1.2. Het algoritme LEX

We hebben een fumilie L waazxan de elementen niet-nzsgatieve getallen
zijn.

Het algoritme IEX zet alle elementen van L in natuurlijke volgoerde,
zorgt dat elk element slechts ecnmaal gnuogmd wordt en verwijdert het
getal O {indien a;1Wﬂz;g)

Bij 'begin' geldt: L[Ol= aantsl clementeﬁ van de familie L
L] t/‘r [10A) = elementen van de familie I
+

Bij ‘einde' geldt: L[0]= aan

L1] t/” L[ij \}

ne
1 van de gevormde verzaneling
centen van de verzemeling






1.5.

Het algoritme INCL

We hebben twee verzemelingen, I en J, waarvan de elementen positieve
getallen zijn.

1L0}= 11}

Il i/m I[I[Oﬂ zijn de elementen van I

J[O]:‘ lc”

JL11 t/m J[J[Oﬂ zijn de elementen van J

Bij 'einde' geldt:
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2.17. Relsties

2.7.1. BEen beweringsvorm P(x,,xz, vee ,xk) net xieY; voor 1g i<k definieert
een deelverzemeling Rp van VyxV, .... xV:
Rp: (}:‘,xz, s ,Xk)lp(x* ,Zl, LI Y ,xk)}
oftewvel
(X,1X,, «c0 yX3)€ Rpfﬁ?ﬁ(x‘,xz; cee 43Xy )
R, heet de door P gedefiniecerde k-sire relatie. -
. , [y o
2.1.2. Daar iedere verzameling door een beweringsvorm gedefinieerd kan worden
(0.2.4.) is iedere deelverzameling van V,xV, +o.. XV, een k-sire relatie.

291050 gp‘f} gf’;@ z;qév; v;t,_e\f, Trre s kaévk[?‘ EX‘?XQ‘, * e ,xkgﬁiz gxq’x", s e QX“gl ,‘
?‘— Pﬂ{# K‘&Y’ wx&\fg ......... v’q‘cvz‘[ 4 X‘!,XZ’ LI ,Xk @‘2 X4,):=_, LAY ’Xk 1 R

2.1.4. Een relatie R, heet rechtseenduidig ' !als
Vereve YooV wovvvronns Vm_v%&w[P(x\,x,‘, ceo 1 JAP(X, 3Xyy cae ,V)=> uzvl ;
Zo'n relatie heet een afbeelding uit VoxV,eeee XV in V. :
(xy53%,, -« ,X,) heet het argument, u het beeld van R,.

-

2.1.5. Fen relatie hect linkstotaal : als

v’ige\/, Vx‘_‘_g{, J O SN Bxk@d(x1,xz,' s e ,Xk)& EP]
Zo'n relatie heet een afbeelding van V, xV, ... x¥ _ in V,, als 2ij ook
rechtseenduidig is. ' .

2.1.6. Een afbeelding van V,xV, .... xV,_ in V, heet injectief of een-eenduidig
sials

14 v,

X16V""' X;‘..évk,; VY1&V; ...~v’,k“6vk.‘wévk [-P(X1 !xzi o e ’X)A P(y\ p.Y;, LI 3 )X}"»

o X, =y ) AlX =y, )aeeee Alx =30 ]
dwz. Ry is linkseenduidig.

2.1.7. Een afbeelding van V,xV;, ... xV_in V, heet surjectief nlal
N T W (NI :
e R NG Tethtatotealt S »

Zo'n relatie heet een afbeelding van V xV, «oc. xV_op V.

i

2.1;8. Een afbeelding die zowel injectief als surjectief is, heet bijectief.

2.2. Binaire relaties

2.2.1. Een deelverzameling ven VxW heet een binaire relsatie.
Als R een binaire relatie is en (x,y)e R, dan schrijven we vaak xRy.

2.2.2. Speciale binaire relaties zijn:
de zgn. alrelatie: xUy<»(x,y)e Vxi,
de zgn. nulrelatie: x@y = @.
We spreken over een 'relatie over V' als R een deelverzemeling van VxV is.
XDV}"@}Fzy :
. ; -1 L . ' .
2.2.3%3. De inverse R van een binaire relatic BRe VW wordt gedefiniecerd door:

vvew V\“._V [x}?‘"}'@yﬁx]
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2.2.4. Het domein van de binaire relatie K= VxW is de verzameling:
pr, R =4v| 3 ., [VRW]}
Het ‘berelk van de binaire relatie Re VxW is de verzamel:ng
pr,R ={w} 3,y [vRal}= pr,R™
pr,Re ¥
pr,Re W

2.2.5., De binaire relatie WeVxW is een afbeelding uit V in W slals
Vvev[(vgw AVGW, )=> W, = a]
«@ is een afbeeclding van Vin W ﬁlalq pr,®=V en € is recht%enduldlg
€ is een afbeelding van V op W slals pr 8=V en prQ=W en g is .rechtseen-
auidig.

2.2.6. V<5> ket beeld van v onder de a.fb@eldlng & (ook we,l w(v))
= {wivBwl}
Voor Vs Vs V'R.. VR
2.2.7. €' is een afbeelding slals ¥ een-eenduidig is.
Als Qe VxV en @ is een een~eenauldlge afbeelding, dan heet @ een permu-
tatie.
Als ¢ een permutatie is, dan is € het ook.

2.3. Produki van binsire relaties ° ' .

2.3.1, ReV,xV, en 5S¢V, xV .
De door
xRSy <> I .y [Pz AZSy]
gecefinieerde relatie RS< V, xV, heet het produki van de relaties R en S.

2.%.2. Re V¥, SV, xV, en Te V,xV,
Produktvorming heeft de associaticeve eigenschap,dwz. (RS)T=R(ST)

bewijs:x(RS)Ty > Jwey [Bzev [(XP() A(zSw)] A w’[‘y]
xR (ST )y <> 3%v[(sz) A Fev, [(25W) A (wy)]]
~volgens 0.3.4.b en ¢ : x(R&)Tyé:”m(S_x_ Yy

2.3.3. RsV, xV, en SV xV,.

g\,,R:D?pr

(R™)7=F

KS= éc:)(pr R 0 pr,S= %)

(Rs)'=5" R‘

ReS=>Res™

Als R en Srechbtseenduidig zijn, dan is RS het ook.

Als R en S5 linkstotaal zijn, dan is RS ook linkstotaal.

Als R en 8 afbeeldingen zijn, dan is RS dus ook een afbeelding.
2.3.4. R = S“A Rye = R R, =55

R 3

bewijs: ¥R, R, ye> 3, [ xR,z A zR, y] :
R,e 5, = xR,z A x5,z WRBEy=>3, [xS,z A28, y] dwz. x5,3,y.
R,¢S5, = zR,y Az5 ¥y ’ :
2.3.5. is een afbeelding van A4 in B.
s @@ -
DP’} =@ g
bewijs:xff“cg Y& I, .4 [xcé'z A ztgy:lé"‘; Jzes [ 20xA29"y] o x=y voor alle x€ prycg.
xgg'y & ZC B[} @z Azg y]@ 3&3 [ KR ZAYR z] en dit geldt in leder

geval voor y=Xx.



2.4. Eigenschappen van binaire relaties

2.4.17, R Vx¥W
' RF'Re Dw=> R is rechtzeenduidig.

bewijs:R ReD , betekent: V. . ¥  [yR'Rz =>y=z)
' W W zew L3 k y
vV 13y [(R'X) A (xR2)] = y=a]
yeW Yz x&
Yo ew stufv“‘\/ [(xRy) A (xRz)=> y=2]]
C Yyew Veow Veov LORY) A (xRz)=> y=2]
Bij dit bewijs werdyé’ebmik gemankt van 2.1.3.,2.3.1.,2.2.3., en 0,3.4.

2.402- RGVXW i N - LY . 16
R is linkseencuidig als R rechtseenduidig, dwz. RR €D,

bewijs:zie 2.4.1.

2.4.3., Re Vi .
D,= RR™=> R is linkstotsaal
bewijs:D,« RR ' betckent Veev Yoy Ex:y > 3, cw L(xRZ) A (zR"y)]]
Vv 3, o LORZ) 4 (287%)]
vaV Szawfxnzl

2.4.4., R VxW . ' o
‘ R is rechtstotaal als R linkstotsal is, dwz. D,sRR

»

2.405. R:E-VXW
R Re D,AD, s RR' =» R is een afbeclding van V in W.

2.4.6, ReVxW ,
RR™ mDVA R BxDW:—}R is bi,jeotief en R is de inverse afbeelding,

2.4.7. ReVx¥
R heet reflexief als Vv LxRx]
R heet antireflexief als VY., [— (xRx)]

2.4.8, ReVxV en S «VxV
R is reflexief<«» D <R '
R is reflexiefe» D,< R=RR(=R*)€RRR(=R’ )< .....
R is reflexief<> R™' is reflexief
R is reflexicf<» Vg [RSZS A
‘R is reflexief = R is links- en rechtstotaal
R en S reflexief =» RS i reflexief
2.4.9. R heet symmetrisch als bj(evv;ﬁv{xﬁy:>y£‘x] (R Vxv)
R heet antisymmetrisch als VievYyev [GRy) A (yRx) =2 x=y] (R VxV)

2.4.10.He V2V
R is symmetrische» R=R™
R is sysmetrisch<» R™ is symmetrisch
'R is antisymmetrisch<»Rn R":BV )

opm: Uit R en S symmetrisch velgi niet, dat RS symmetrisch is!



2.4.11.

2.4.12‘

2.4.15.

2.4.14.

bewlijs:

2.4.15.

bewijo:

~40 -

Re VxV
R heet transitief als V. Yev ey [ORY) A (yR2) => (xRz)]
R VxV

R is transitiefe> R< R®
R is transitief<> R<R’< R®< .....

Re VxV »

R heet rechtscomparatief als ¥y, \{/évb';év{(xﬁy)/\ (zRy) = (xRz)]
R heet linkscomparatief als  Vi.uV¥yey Ve[ yEX) A (yR2) = (xRz)],
R heet cyclisch als VW ¥,y [(3Rx) A (2Ry) => (xHz)]

ReVxV -

R is rechtscomparatisféﬁffsﬁ <R

R is linkscomparatief <> R RsR

R is cyclisch «»R"R's R

Yeou Yy ev Vzé‘;[(ny) A (zRy) => (xRz)) <>
&> VeeV Vyev Vaov LORy) A (R 2) = (xRz)I<
<> Vv ¥,y [RE'z = xiz) <> RR7=1R
De andere bewijzen gzan analoog.

Re VxV
R is rechtscomparatief en linkstoteal slals R reflexief, symmetrisch en
transitief is. i’

-1
R is linkstotaal<> D, < RE . _ . N
R is rech‘hscompa.rati:}f R R }%DVQBR = R =D, «R<e>R is reflexief.
D,£R=>DR'e RR™> R7¢RR"[ -
v v , RR“;C R R =R
, o = R=R«>R is
— -4 - - 3 sk g 3
gﬁf cRpZDEfz;—f Y =R"Re qﬂg = R=D, B¢ R'R=(RR") £ R =» Re K’ symctrisch.

T .
}53 ;R }afi“s Re>R is transitief.

4 - ’ o * s " id - »
R is symmetrisch & R=R = R'=RE'

-1
) L RR € Re» R is rechiscomparatief.
R is transitiefé> R'<R } E

2.4.16.Relaties over V die rechtscomparatief en linkstotaal zijn, noemen we equi-

valentierelsties.

2.4,17.Rs VxV :

bewljs:

R is een eguivalentierelatie slals R reflexief, symmotrisch en transitief
is.

2.4.195 en 2.4.16.



2.5. Relationaalstructuren

2.5.1. Ben verzaneling waarop een systeem van relaties gedefiniesrd is, heet
een relationsalstructuur.

2.5.2. (V; R,,R,, ... ,Rk) en (V' RLR), con 4RY) zijn twee relationaal»
, stxucturen.
V¥ is een afbeelding die aan glke Ry preole% ¢en Ri= ¥(R;) tcevoegt en
en aan elke R! precies &in Rj="¥ "(®1) )y terwijl bovondlen \FRl”Dr801es
evenveel variazbelen bevat a}s Rjg.
% is een afbeoiding zodat
Vigicw Ve, Viev .- -oon Voovlxox,, oo x JeR= (x, 4,29, ... ,1n,§)e V(R )]
Het paar (\P E?g heet dan een homomorfisme.
Als V@V en Wiy =R;, dan heet het homomorfisme een enarmorf;ome.
(Y, @) heet een 1gomo”f1%m@ als (Y ,®) bijectief is en (¥,¢") een hono-
morfisme is.
Ben endomorfisme dat tevens een isomorfisme is, heet een aviouworfisme.

2.5.3. Een produktoperatie ReVxVxV is een afbeelding van VxV in V.
Vazk noteren we (x,y,z)é€ R als R(x,y)=z of ook wel als xxy=z,
waarbij * een symbool voor de cperatie is.

2.5.4. (V,x) is een relstionsalstructuur met een produPtOperatJe, sangegeven
door #.
(V,x) heet dan een groepoilde.
Een afbeelding € van V in V' heet aan een homomoxfl,me als
(xxy)@ = x¥ %'y
(V',%") heet dan een homomorf beeld van (V,x)

2.5.5. Een eguivalentierelatie S heet verenigbaar met een afbeelding R als
Véiskq[(xiSy;)lA (X,3%, 5 eee X ) €ERALY, Y, +ov H3 )€ R= X8y,

1

Voor een produktoperatie wordt dit: (x,Sy,) A (x, Sy, )=» (x,*x,)5(y, *y,)

2.5.6. (V5 R,,R,, ... ,Ry) is een relationazlstructuur, wasrvan elke R; een af-
beelding van Vx¥Vx ... xV in V is. De equivalentierelatie 5 is met alle
R; verenigbasr,
S heet dan cen congruentierelatie over de structunr.

Voor produktoperaties onderscheiden we nog links- en rechiscongruent:
Een eguivalentierelatie S heet linkscongruent als

Viev f xSy = (x%x2)5 (yxz)]

Een equivalentierelatie S heet rechiscongruent als

Viey [ 38y = (z2%x)S(2xy)]

2.5.7. Een equivalentierelatie S over een groepolde (V,x), die zowel links- als
rechtscongruvent is, ie een congruentierelatie over {V,x)

bewiju. 031 = (x,#x,)5(y,*x, )

= (x *x, )5(y, *y, ) immers S isg transitief.
5y, =;:r(y1+‘< )S (L\"xy,_)} Yo ‘
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2.5.8. Een produktOpergtie heet comnutetief als
V):6V er [)‘y‘] V*‘(]

2.5.9. Een produktoperatie heet associatief als
ver vyev ZeV[ X*V\*u-)’%(y*z)]

2.5.10.A1s de produktoperatie * ausociatief is, dan
v\ch (vy*v, ¥ oo xvp )*‘KA* e *v) (v *VE Lo *vj)*(%#* ceo ¥v)

bewije:Voor n=3 is de stelling zeker juist. Stel nu n>3 en i<j. -
We gebruiken volledige inductie:
De stelling is waar voor zlle santallen factoren < n.

(v, %V, % o.. WV, )

(v . *vh)z(v1* cee ¥V ¥ (v Foaee XV )*(%u* ...-xm1»
(vory % oo %y, )=((v, %

v; ‘% . *V, :(x‘v1 T ewe *Vl )<)4 (\;-.“)( LY *’V ))" se s *‘Vn )

#(
i

v\_/

*

-

Op grond van de assoclalieve eigenschsp van ¥ zijn de rechterleden gelijk
en dus ock de linkerleden.
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3. Overdekkingen

it i = st A A8 ot e e
mMmmmms R RImaE=

3.1. Definities
In deze paragraaf is V een eindige, niet-lege verzameling

3.1.1. De familie C heet een overdekking van V als voor elk element van € geldt
dat hel een deelverzameling ven™V is, en als de vereniging van alle ele-
menten van C gelijk asn V is. ‘ ‘ e
De elementen van C heten blokken. :

Met #C geven we het grooiste getal van de verzameling {1?\

Be(}} 88N .

3.1.2. wes PV , ,
M heet een verzamelingensysteem van V als/w gen overdekking van V is en
v vV, [BsB'=>R=B']
‘ B&/R. B&/(,\
3.1.3. v s PV : ;
4+ heet een partitie ven V als/w een verzamclingensysteem ven V ia en
v V., LBEB'=>BnB'=f]
B(;/u Qé/h i
3.1.4. M en g zijn verzamelingensystemen van V. .
/f"éﬁ'@' vB-‘:ﬁ‘Hﬁ'é .E’%QB’.} , .
In zo'n geval heel w/fijner a],»s/,-.’ en groffer als s,
v heat echt fijner als @ m<iv & \véé/“ 36.6/&, fBCB’J
3¢1.5. /46,,{«,,,/11, ceen is een oneim;ﬁge rij partities van V, zodat voor alle
positicve,gehele getallen k geldi: (/“/1(1‘? s/"”;() A (/“tm S T gy T A )

Er is een geheel getal ¥ <\v] y zodat g =, voor alle k >X
bewijs:Als e, <ty Gan | perl < | pp,,l
Daar iy | < (¥ kan dit slechts eindig veel keren voorkomen.
We kiezen K zodenig, dat voor k=K voor het eerst uqy,=sy. K< V] moet dan

gelden.

3.1.6. C is een overdekking van V met als blokken B,, Bé, eess 5 B e
J1“" {1§ . . . .
Voor 2<ign: K := {1! Jiéh-;[gig BS]EV{J lJé Sy A Ba-éBi}

Jie= (T i)\ Ky

ASS(C):::{B- Ljﬁ Jn} noemen we het net de overdskking C geassoccieerde ver-
zamelingensyateem van V.,

opm:  A33(C) is een verzamelingensysteem van V!

5.2. Bet algoritms ASS

Bij *begin® geldt: BI0,0)= santsl blokken van de overdekking C
Bfi,0}= aantal slementen vsn hel i-de blok van O
Bli,1}= het 1.2z element van het i-de blok van C
Bij ‘einde' geldt: BIO,0]= | £8S(C}
B[i.0]= anntal elementen ven het i-de hlok
Bli,1]= bet 1-¢o element van hel i-de blok

opm: De elementen van de blokken zijn weer door positiesve getallen geseven.
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3.3, Eguivalentieklassen

%¢5s1. M is een verzamelingensysteem van V.
De relatie R, < VxV wordt gedefinieerd door
R &> 38 [xeBax'eB] Notatie: x=x' (W)
€ M

3.3.2. Als v een partitie is, dan is R ~een equivalentierelatie,

| bemgs.,w B=V =% Vv 336 [xs B]*—%»B XEX (M)ﬂ‘;’}?# is reflexief,
xRAya;._:j [xeBAye B1=>yR.x =R, is symhetrisch.
Ben

xR, y A YR, x = 33:;,4. [xeBayeB] A 3:3'&/,.1-"7& B'A zeB']= .3,36/‘['»—&1&/\ € Bl:?x*{ z
, R/“ls transitief.
immers ye BNB! }:}B::B’

B/B' =>BNB'=f

3.3.3. R is een eguivalentierelatie over V.
[x} .«{vinyk oftewel ye [xlg¢> xRy
{x] heet de equivalentiellasse van x.
De verzameling {Ex;]a\x ¢V} is een partitie van V. Deze verzameling heet
het quoti#nt ven V onder R en we geven haar.azan met V/R.
|V/R] heet de index van R over V.

bewijs: \Vgc;,v [ xRx} = Veev [xe fx]d:«:; U [x] =V

Stel [yl n [Z],# 8 => 3, v xelyler x e[z]; } s
[3a# [eda = 3, 13 0o n & £ L], ] )7 &Rma mefx (begenspraakt)

[Nan [zl £ € =[], #12),

3.3.4. R is een equivalentierelatie over V.
[, = [y}, € xRy

bewijs: [x]ﬁz[yl = xe [y], => xRy

xRy =V, zel [xrz @véf} Lze[xjﬁ) = [¥), ch]RTS 3

)3 d.em. [-XIR < E;)’} {.XI [‘,
immers z ¢ [ylg betekent yRz; daar verder xRy verc nders telt wacz,volgt uit
de transitiviteit van R, dat xRz.

2.3.5., & is een afveclding van V in W.
De relatiec ®¥¢ =R is een equivalentiereclatie over V.

bewijs: VO..U(”L.} 2.3.5. gold‘t D,s B (reflexiviteit)
R=(gs) '(‘f") g’ ‘3<§ =i (symmetrie)
RY= (.gc& ey =g, @ = g =R (tram;i“tiviteit)

opm:  Een equlvalentlexlasse van R be%tudt m,‘t; die elementen van V die hetzelfde
beeld in W hebben.

3.3.6. {V,#) is een groepoide.
W, r‘V en W, &<V,
W, ¥, {X%yl,{éw,t ye*zg
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3.%.6. (V,x) is een groepolde.
A is een partitie van V.
 heet toelastbaar als

va*&#vﬁtéﬂaéx%[g * B, €B]

3.3.7. (V,%) is een groepolde.
R is een congruentiereletie.
V/R is een toelaatbare partitie van V.
bewijs: he noeten bewijzen dat . '

(ERFIRA )A(LXJR [y, )=>[X,*y3 EROAN

ALy =» xRy, B )
Ei’gﬂ [3;;&:&”3) ;LR:;&X“—"—‘?(X,‘ *Ya )R(Xa% ) ::2>[7< *y;} = [X*{wy"‘}k

opm: Hiermee is tevens bewezen dat (V/R,*) een groepolde is, als * gede-
finieerd wordt als [X]Q¥Ty3ﬂx[x%yjﬁ '

3.3.8. (V,*) is een groepolde.
/A is een toelszatbare partitie van V.,
Re is een congruentierelatis.

'3

bewijs:x R, y, = '3 Be [x,eBAayeB

v => (x,%x,) 6 B¥B' l
=5 (v ux o b= (xoxx, e B _} i
x,R 3&‘3 3. [x,6Ba5,687] (yo#y e BB L 10 Y *¥, )& B P(x 5%, R (v, %y, )
/.4/ 13 ‘bOQl&d‘tbdaI‘ 31 [’3% ":B" ,

3.3.9. (V,») is een groepolde.
R is een congruentierelatie.
Het groepofide (V/R,¥) heet het factorgroepolde van V over R.

3.3.10.(V,») is een groepoide.

R is een congruentierelatid.

De afbeelding 1 van V op V/R met

Veou L xm =D, ] . S

nocuen we de natuurlijke afbeelding.

7 1is een homomorfisnme.
bewijs:

Uit 3.3.7. [We*Lyle=Txxylq

dus: X1 F oy =(xxy)T

Volgens 2.5.4. is v dan een homomorfisne,

3.3.11.(V,%) is een groepolide.
(V'y%*) is een grocpolde.
¢ is een homomorfisme van (V,*) op (V',x'),

®g'is een congruentiervelatie R over V.
Er bestast een isomorfisme © van V/R op V', zcdal Y=n@,waarbij 7 de
natuurlijke afbeelding van V op-V/R is.

bewijs:3.3.5.® R is een equivalentierelatie,

Omdat 9 een homomorfisms is, gelai: ,
aRb => 8 @=b =2 (8@ )* " (c§)=(b )x¥" (¢ ) => (arc)® =(bxc)¥ =2 axcRbxe
dus B is livhkscongruent.

; men ds rechtscongruentie van H. o
Volﬁuns 2.5 7 is R een congruentierelatie.
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Definicer nu [2) 0= &%

(deze definitie :1.3 correct, immers [dl =[b], = a®@=bg ;zie opm in 3.3.5.)

Daar @ een surjectieve afbeelding is, is © een afbenldlng van V/R op V'.

& is een homomorfisme:

([8,]F [a) )0 = (aﬂiaa)ﬁg = a%*'ag = [a,),0%'[2,],0

& is een-eenduldig

[a.;]‘(@ [a.]0€> 0 @= aﬁﬁ’@a Ra, <> [a], «La,]

o Ib een homomori 1<me-

a, €0 vage -[a[j L Fla,l, 0g's [L,Aﬁ‘[a} e -ka.z] [a,*a 3@@ ..(a ¥a, )Cf@ =
CaCj’*‘a g)o”

© is dus een isomorfisme van (V/R,%) op (V' *1)

Ten slotte: .

a@=[a),0 ={am)d =670 > @ = w0

3.3.12.(V,*) ie een groepoide.
- R, en R, zijn congrueniierelaties en R,& R,
(V/H ,¥) is een homomorf beeld van (V/R,,¥).

bewijs:R, € R, =5 [p) <lalg,
Ve aef:\nu‘wm een a“bedmng ¢ van V/R, op V/R,s
[algc? Ld}le
Hiervoor goldt:
[a 85 (a8 = B, ¥ [aly, _fa, ‘Kaﬂ = [a,%a 3 <«

& is dus een homenorflsme.
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4. Semigroepen

4.1. Eenvoudige begrippen in de semigrcepentheorie

4.1.1. (3,%) is een groepoide.
Als
groep.

[S| is de orde van de semigroep (S,x).
(S,*) noemen we eindig al 18] eindig is.
Notatie: exar (.. ¥a = a” et xgt= 2™t
In deze paragraafl s

a
stelt (S,x) steeds

it=i

H

. -
4,1.2. Ben elﬁment i€ S heet idempotent als

een semigroep voor.

* een sssociatieve produktoperatie is, dan noemen we (S,%) een semi-

4.1.3. Ben elsa st /ee S heet een linkereenheid als V;es [/6*u~
Een element e/ S heet een rechtereenheid als Vies [ﬂ%e/ws]
} :
4.1.4. Een element /o ¢S heet een linkernulelement als V;CS [/oxs=/0])
Een element o/¢ S heet een rechternulelement als Vees Lu%o/wo/J
4.1.5. /e, e/, /o en o/ zijn alle idempotent.
4.1.6. Als (S,x) zowel een linker-als een rechtereenheid beveb, dan geldt:
/e=e/i=

We noemen e de eenheid van (S,x),
Y ces [exass=sxe)

Er is ten hoogste é&énheid in (S,*).
Notatie: s®=e.

bewijs:e/=/exe/=/ci=e
Daar e een linkereenheid is,geldd
Daar e een rechtereenheid is,geldt v, s [s¥e=s]
Stel, ten slotte, dat zowel e, al
e, =g, xe, =¢,

\9’;65 Ee*s:sl

=]

4.1.7. Als (S,%) zowel een linker- als een rechternulelement bevat,

/o=0/1=0
o noenen we het nulelement van (S,%).
Vies [ oxs=o=s%0]

y*) e

Er is ten hoogste é&n nulelement in (S

- k Vs [exs=s=sxe]

e, eerheid in (8,*) zijn, dan

dan geldt:

bewijs:analoog asn het bewijs van 4.1.6.
4.1.8. (S,%) heet een monoide als
396'5 Vsés [ eK‘S::S':.S%e]
4.1.9. (3,%) is een monoide.
Een elemsnt 5,65 heel ean linkerinverse van sg 5 als s, *5=e.
Hen element 5,65 hObb een rechterinverse van s€ 5 als s¥g,=e.
Een element s' S heet de inverse van s €5 als s#5] 'o~v’AQ.
4.1.10.(8,*) is ecn monolide.
Als een elemert s €8 zowel een linker- zls een rechterinverse heeft (resp.
s, en s, ), dan heeft © een 1ﬂvr1 e 87 en geldb: s =s,=57.
Lean QIVW,“‘ heaft len koogste 88n inverse.
(.‘3‘1) =H. "
s BN A -
Notatie: s =(s7")
bewijzis, =5, ¥5¥%s, =8,
Q el na ua* sowal ¥ als t 1ﬂ sen van s in (8 %) zijn, dan: r=rxgrt=t.



4.1.11.Ben semigroep (S,%) heet commutatief als de produktoperatie * commu-
tatief is.

4.1.12.(T,*) heet een ondersemigroep van (S,%) als
Te S
T# ¢

vé «T Vbxc- [ t*’%t‘éT]

(T *) heet een maximale, echte dudersemigroep als

P54 TeVeSa(V,x) is een ondersemigroep van (5,%) =» V=T v V=5_
4.1.15.X<«3

(<X»,) is de" kleinste' ondersemigroep van (5,%) die X omvat.

Xs <X

(¢<X>,%) noemen we de door X ge{"merearde senigroep.
(S,%) wordt door X gegenerecrd als ¢X>=3

aeS: (<ay,+) is de cyclische ondersemigroep van (S,*) die door a gege-
nereerd wordt. (<a> is een schrijfwijze Voor <{d}>)
(5,%) heet cyclisch als 3, [ S=«a>]

4.1.14.8et homomorfe beeld ven een semigroep (S,%).1is weer esn semigroep.

bewijs:We geven het homomorfisme dat S op 3' afbeeldi aan met .
(a9 x'be )x'c@=(a*b)® *¥'c® =({a*b)*c)® =(ax(bxc))@ =@+ (bxc)® =n@x'(bg x'cep)

4.1.15.Het beeld van een eventueel eenheidselement van (S,*) onder een homomor-

fisme @ is esn eenheid in (S@,*').
Hetgelfde geldt voor een linker- en rechtereenheid.

bewijs: (e @ )5 '(ag )=(exa)® =a@g=(axe)p =ag xtee

4.1.16.51s & de inverse van a is in (S,x),den is (a7')® de inverse van a<¥ in
(S*,%x'), waarbij S'=5¢ en & een homomorfisme is.

bewijs: (a@ Jx' (2”@ )=(axa" g me@ = (g %a)® = (a"'@ )x' (a)
Volgens 4.1.15. is e® de eenheid van (S';%').

[ ixse I asxie 1] oftewel I*xSelaSslc]
eet dan een ideaal van {S,*). :

et een linkerideszal als SxI< 1.

et een rechterideaal als IxS< 1.

opm: In alle drie de gevallen is (I,%) een ondersemigroep van (S,*).

4.1.18.Fen senigroep (T,%') 'deelt' de semigroep (5,¥), notatie (T, *')I(“ﬁ*)s
als (T,%') cen homomorf beeld is van een ondersemigroep van (5,#

4.1.19.(8,%)] (8,%)
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4.1.20.18,%), (7,%') en (U,*") zijn sewigrospen.
(8,2 )| (T,%7) A (D= )] (U,x") = (8,%) | (U,x")

bewijs:Er bestast een ondersemigrosp (U',*'') ven (U,#") en een afbeelding ¢,
van U' op T, zodat
u', @, #'ul@, =(ulx"u' ) g,
Er bestast een ondersemigroep (1'',%x') van (T,*') en een afoeelding <,
van T* op S, zodab .
‘t"-s(fz *‘i¥1‘§z :('ta'*’t’;)%o - -
Tl =U", terwijl (U, *") een ondersemigroep van (U',%") is. . .

Bu;ew [t:nu:(gd en 3“;(:“.)_1;'2&\1;(8,]

Dit geelt ten slotte:

urg,¢, vul g, =tig il =(tix )y =(ulg * 'ul @)y =(u'3"ul) &%
dwz. €9, is een howomorfisme van (U",»") op (8,#) = (5,%)] (U,»").

4.1.21.(S,%) en (T,%¥') zijn semigrdeyah.
(Syx)[(m, =) A (T, )| {8,%) = (5,#)=(1,»")

opm: We gebruiken het symbool o= voor 'isomor{ met'.

4.1.22. e verzameling van alle biraire relaties over een eindlge verzameling V
en produkivorming als operatie is een semigroep.

bewiis:2.3.2.
4.2. Groepen
4.2.7. Een monoide (G,*) heel een groep als

Yaee Jper L brazesarb]
het "is duidelijk dat met b de inverse van a bedoeld wordit:b=a

-1
In deze paragraaf geeft (G,x) steeds een groep aan.
4.2.2. In een groep (G,*) hebben a%x= en y*a=b elk &é&n unieke oplossing in G.
. -1 . ) . ) | -1 . .
bewijs:x=g %b is cen oplossing van axx=b, want ax(a »b)={(axg? )xb=eib=b.

g « . - -y =

Stel nu dat ce G een oplossing van axx=b is; dan arc=b = & *(axc)=g"%b =>
‘ “Tad
=> c=gxb.

2

a'%b is dus de enige oplossing van axx=b.

7o is ook bral de enige oplessing van yxezb.
VaeS Yoes [l{X]aﬁXZBk}”1 AHE!X“&$531x3J -

bewijs:Daar © niet leeg is, bestast er een element a in 8.

Wo geven de oplossing van a*x=g nel ey aan.

Zowel eyrb als b zijn oplossing van sxx=arb =p» V| [eyxb=b]
Zo geldt ook voor ¢o oplosping ven yru=a: z@ bgésfbi&exb]
Met 4.1.6. vinden we dant ge=eg

Y

en & zijn bheilde oplossing van y#d=G.

id gls de inverse zaugetoond: (S,%) is een groep.

)
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2.4. Een groep heet commutatief sls zijn produlitoperatie commutatief is.
4.2.5. He G en Liff.
Als (¥,*) een groep is , dan noemen we (H,*) een ondergroep van (G,*).
Notatie: (H,#)Q (G,*)

4.2.6. (H=G)A oe‘H)A(c;.eH-bua’eH)A( eHAabel =>arbe )& (H,x)q(G,*)

bewijs:Uit de lantste van de vier beweringen links volgl dat (H,*) een semigroep
is als HI0. "

jol
o

Uit de tweede volgt dat HfP, en dat (H,x) een monoﬁ‘& is.
Uit de derde volgl dan ten slotle nog dat (H,#) een groep is.

Het omg eckeerde is trivieal.

A.2.7. HEG
: (H,*)< (G, %)@(P%@)A((a&]i}.«\(béﬁ)»—%mb ‘e H)

bewijs:Het bvewijs ven links naar rechts is triviaal,

Van rechts naar links gaat als volgtl:

Omdat H niet leeg,is er een element a in H en dus: axa'=ee
beH=>exbTel= e §

ceHade H= ox(d™") =cxd ¢l

»

Volgens 4.2.6. is hiermee bewezen dat (H,#)<(G,*).

4.2.8. De doorsnede vun een santal ondergroepen van (G,#) is een ondergroep
van (G,*)

bewijs:H =NH, met (Hy,*)<(G,%).
Daar veor allo H, + e¢ B volgt daar uit dat e e NH, =H.
ac H =Y, [’dc—li,(lg,,;,v [t ) o arbe H
be H = vH [beKal
Volgens 4.2.7. is (H,»)<d{G,*).

4.2.9. (G,%) bhcoel cyclisch als

PR
30\6[3 < a7z
4.2.10. < G :
Er bestsat een 'kleingte' ondergroep (H,») van (G,x) wearvoor %=,

be'.-:ijs;:{}{“1(12“,*)4((},%)/\}) srho.} £ %, want (G,%) < (G,x)A X G.
We kiezen nu voor (H,*) de groep ( NH,,*)

Notatie: (<X>,*) ;
(¢X>,») heet de dooxr X gexenmcmdﬂ ondergroep ven G,

X=0 =»<>={e}
AE => X = de verzemeling van alle produkten van machten ven eloemente
van X. :

REN (w,f)m\,, ) en e,

Exl heet een 3«3(? ternevenklense van Hy txH heet een

svenhlanse ven He

opms  H#t is een schrijiwijze voor Pe{ty, evenals i¥H voor {t)«i.



£.2.12. (%)< (G, *)
Hxt=He> 1l eh e>{xH=H

bewijoite Hes t6H=p v [ Iwt'eH] = Yoo [rxt™et=n ¢ Hut ]

en } ot
eeH = teexi e Hat > Bt

-«
-

Analoog voor linkernevenkleassen.

412;15 (P‘ 4)(-)&((}’*) -
Hxli=H

i
bewija:d.2. 12 = Veep [Hxt H']l‘%bﬁxﬁm UH =l (4.2.12)
\ Hytle U Hxd
l

4.2.14. 0 G A |H] is eindig A HxH=H =»{H,x) q(G,*)

bewijs:ae H=>ca>ell.
Dasr B r.,lh7"

ig is ,,,13n er machten van a gelijk:
(s « t) e*=a"=

afPzee H ) .
=it H o= (B,%)<(G,%).
acHAbeH «»axbe HeH =H

4.2.15.(K,*) < (¢,*)
Vieg [1Bl=|ixtl]

bewijs:h,xt=h ¥t = h =h {4.2.2.)
&.2.16‘ 1{ ’)/\‘)‘Q{G "*), &GG en bf‘;G’.
h*a,-Hﬂb@ axbTeH
axH=b*H&> avbe H
bewlija:Hra=Hsb=>ue lxb = 3 gy [ hxb=a) = h=axb™e H
o [ axb™sh) = ashsb > Brasxhxba=llsb.  (4.2.12.)
4.2.17.0e rect hiernevenklassen ven een ondergroep (H,*) ven (G,*) vormen een
partitie vean G.
Hetzelfde geldt voor de linkernevenklagsen.
bowijs:xe HxanNHxb = I, .y Ju ey [x:hﬁmhl%b] =» axl'=h%h, € H =» Hyazlixb  (4.2.1

Elk elemsnt ¢ van G is in tenminste &8a blok bevat, want celzce (ee 1),

442,18, (5,%)<q (G, %)

let aantel rechiernevenklesse van (H,+) in (G,*) is gelijk can het awntal

linkernevenklassen van (H,%) in (G,x )

cewijs:hAls 1G] eindig 1 is,volight de stellivg uit 4.2.15. en 4.2.17.
Voor het veoor ong onbelsugrijke geval dat |G) niet eindipg is, merben we
op, dat de relatie R :
(Fre)n{g’

ean-CenQulcig iy lmae

- e ety
#h e a *Heb 6l

e ouit 4 2,100 velgh: Hag

6.)
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4.2.19. (Hy%)a{G,x)
Het santsl rechternevenklassen van (H,») in (G,#*) noesaen we de index
van (H,%) in (G,*).
Notatie: [G:H]

4.2.20.{1,%) < (G,«)
Als 1G] eindig is, den [G:H)=1G1/]H].

-

bewijs:4.2.15. en A.2.17. .
| | .
4.2.20.8¢ G
j<e>»} noemen we de orde van a.

402.22:8,6 G
De ordé van a deelt 1G}, als [C] eindig is

i

.

bewiis: (casr,*x) is een ondergroep van (G,%).
J ( y g P 3
Uit 4.2.15. en 4.2.717. volgl den de stelling.

4.2.2%.De relatie &, die gedefinieerd wordt door
ang [ {x,exxxa)e ¥y waarb%j ae( is, heet conjugatie.
axx%a-! heet de geconjugeerde van % door a. -

4.2.24.% is een sulomcrfisme,

bewils: ¥, i8a een homonorfisnme:
xEs*yx&:(a*X%ad)%(&%y*aJ):{a%X)%(&d%a)%(y%aq):aﬁ(X%y)ﬁddx(X§y)§g

8, is een ean-eenduidige afbeelding ven G op G. (4.2.2.)

- - . » = -4

¥a 15 ook cen homomorfisme, immers V.o [(x,8"xxva)e¥s’]

¥, is dus een isowmerfisme van (G,%) op zichzelf, en dus een automorfisme.

4.2.25.(H,%) < (G, %)
(H,%) heet normasl als
Vg e, [&*3*@1:?1}
Notetie: (H,*)«d (G,*)

4.2.26.(H, %)< (G,*)
Als (G,*) commutatief is, dan {(H,=) < (G,*)

bewijs:g%h%gqrg%gJ*h:h. Omkering van de stelling is onjuistl
4.2.27.(1,%)4 (G,*) & Yo [ grlizhrg)

.. o o
bewljs:pxlxg =He gxlizHig

s

4.2,28.(H,#)4(G,%), ge® en hel.
3, [exh=ntng

bewijs:4.2.27.

4.2.29.0¢ doorsnede van een eantsl normile eondorgroepen van (G,%) is een normzle

ondergroep ven {G,»).

. c e sy - T e
pewiisiE =N Hy en Vnu Vgég [g%xxwg xhﬁl

[, . e [ A & 5 S S TR v T 2 A . 3
Uit 4.2.8. weten we dab (H,%) eon ondergroen ven (G,%) is,

: . - -, -1,
heH«ap Vi, [b ¢ }.‘-N}@f; k{{a [rhvg e B dlé:é) gaheg e H

(ﬁquivalentie& cmdqtb% gan-cenduidig
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4.2.%0.Het homomorfe beeld van een groep is weer een grocp.

bcwlgs:d‘?.ﬁd., 4.1.15. en 4.1.16.

'

4.2 :.les R een congruentierelatie is, dan ([e),,*)Q(G,x).

bewijs: 6163% L [t w1y o
J béil%ﬁ b) [ i d &zt ﬂ {} le3,
dwz. exb’e (el = ([elp*) < (G,%) ~

(23

be [3"3R =>[a *b} T“ ¥ 8, NeE [elg=> & Tib ¢ lele= d"':‘%b b e axlel, i =ox el
bea%a]~>[3*wkbﬂﬂéﬁam JRe=¥ bEa=> be [al, R
iden [:}‘{ [e N

dvz. ([fl, ) g (G, *}

4.2.%2.A18 R %@n congrucntierelatic is, dan [s wig?[L}wfil%p

bewije:4.2.31. en 4.2.27.
4.2.%%.(G/R,%) is een groep.

bewije:De natuurlijke afbeslding van G op G/R is cen homomorfisme (3.3.10).
Uit 4.2.%0. volgt dan dat (G/R,%) een groep is,

(G/R,¥) wordt ook wel genoteerd als (G/1,%), waarli] He @)y -
We noemen haar de factorgroep.

Haar crae is |G /(BY=[c:H].

Haar element en zign de nevenklsassen.

4e2.54. 9 1s een honomorf sme van (G,#) op (G',»").
[é%ggeet dan de kern van helb bomomorfisme<q en (G /{2] q,%)’"(&‘ %),

bewijas3.5 1.

4.2.35,(Hy% ) g (G,%)
Er bestzat cen groep en een homoumorfisme van (G,*) op die groep, waarvan
de kern precies H is. :

bewiis:
Definiecer @ als de afbeelding die aan elke ge G de nevenklasse I)” toa~
voecrt. ;
De rest volgt uit 4.2.31. t/m 4.2.34.

4.2.36.(H,#)Q (G, %) A (K, %) € (Gyx ) = (Ix11, %) (G, ) .

bewijs:a e Kell = J) 1kercMnf}M1§ el mk % (ki ek
b€ Kxp =2 B\M\/\meu[ =X ¥, ] a e
Dasr (K,+) < (G,*) geldt: guh,»hy (b, =0 eK (immers volgens 4.2.25,
Ucld gx¥xg x«). Invullen geefts
axb’ ..(kﬁ ) (h, xkN)e Kl =2 (H, % ) (G, ).

2.37, (H,* )< (\:, Ya(E,n)a (Gyx) =2 H, % )4 (G,4).

1 | L oy Vo g Y EE e e - ’ . bty PR BER
Ouaa» (r #) en {H,+) beice nurmale ondergroepen van e owidn, meldd
VGOU zull@, se s

S e
[

bfin. Cah



4.2.38. (0, ) Q(G,*) A (K,

bewiis: ™ is

1) (G, %) => (HNK,* )4

de natuurlijke afbeslding

-1% -

(H,%) A (B/ENK, %)z

an G op G/X.

(HrK/K, %)

Dan is D 7t een bomoworfisme van (H,x) in (G/K,*) met als kern HNK,

Uit 4.2.31 volgt can (HN¥,x)< \u,X) en uit 4. 2.,;4,

‘t(/)“dl‘jl H(D,ar) juiet HxK/¥ is.

4‘2.59.1"{:.‘;'2-(“
(K 9%):?{(;:*)’ A
(H/K, %) < (G/K,*)

bewijs: @ is de afbseldin

4.2.40.(K -‘f)<:( %), (F

(H 7‘)4(“7*): (I

Nu geldt: (K'* (KK
(Hr=(K'n

(Hs*

)*@(G,.%) an
en ((G/K)/ (%

I(Jy)(/ (L‘I‘/h *i)

(H/BNX, %) (2(D,m™),%),

o van G/¥ op G/H mel (Kxa)® =Hxa
De kern van @ is H/¥,
De rest) van de stelling volgt nu uit 4.2.31,

¥)<A(G,%) en (Kt,x)«a (K,
%) <G (G,x) en (H' *)@(1

i) +)«a("w(<mi),%)
f),*)«:: [ (KOH),*)

\< s
"«../"«../

t/m 4.2

<54,

(x' ae(fmﬂ)/r{'wk AE' ), F) o (o (KNH) /0 (KN E),F)

bewijs:D={XnBE" )»(HANEK*)

4.2.8. -—;r(}’nh,.‘.)d(i},*) = (EnH,x) is

ge D = g=g,*g, nct

(K nH, )< (H,#)
(KNE)YNH'=ENnH
(HY,x) @ (H,%)

Volgens 4.2.33. is
(K',x)d (X,»)

(KHH,*)QW;’*)E

ceinechl s gernn

el A g, ek

S (KN ,x ) (KnH,»)

(4.2.38.)
(K*nH,» )< (¥EnH,*)

dan (K AH/D,%)

= (X' (K1), ») QK )

€en SroGp.

=» Da KNH

= (D, )< (X

een groep.

H,x) (4.2.34)

(4.2.36.)

Blk element van K'+ (KN H)

We definitren ecen relstie

ig te schrijven

< (K'»(ENH) )x(ENI/D):

Stel nu: k'sc=kixc,
ds. 1is

met ook k'

(k% YTek=c, «*c"g “tn (K f\}l) =55 N

e en ¢,e XnH.
‘Llc"\

als k'xc mot k'eK' en ce (KN H)

(k'xc) ¥ (Dwe)

Hieruit volgt ddt ¢ een surijectieve afbeelding van K'x(KnH) op KnH/b i‘—).

Y is ook
(l\ A

Ddd’ Yﬂ M'f'h‘n}")kfw
Stel nus (K'se)¥Wehe=prce D=y oe=mxv net ne HAK'Y en veX

Duse

Hiermes is bewe

Volgens 4.2.31

i e e i v f
Op enzloge wiijze vindt men: (H'={K'n

Dgar ieomorfic esn &

5 pyeb
220 AL

en hos \f:“zuxiz,kme, wanth kixe, vilxc,

lll\'uJ"“’ Lier

V') Ip woet Ko (kn

% ¥
(30 {,

(yv;\ (Vﬂl \/‘(c
l-i},

i) e kern{v¥).

met ki=kj wﬁw’ﬂ,

(4.2.12.)
nH.

kfrcsktrurv=klsve K (Xl ) = rern (¥ )s K'x (K nlt)
kern{(W =K'= {KnHE*). '

. o8n 4.2.54. g;emt au*ﬁ‘-ﬂr’"n"'),n,«z:,,(”%(Kﬂ}‘a‘j),eas)

Ty Yy TN
(\f DI B h e

Lnu/o,%).

HI- \zx r‘r } H ;
(H \;\ﬂ”)/f*’ (TN H) Wiy 0.F
elotie dg, is het bewiis nu complest.
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4.2.41.(C,») heet enkelvoudig als ze geen rmdere nornele ondergroepen heeft

als ({el,*) en (G,*).
4e2.42. 018 !Gi cen priemgetal is, dan is (G,*) enkelvoudig.
s (Hyn)< (G,

1 <), :
IG] is echter een priemgebal en xcnff dus geen echte delers.

! -

*

4.2.4%.8en noroaalrii van een growp (3,%) is een rij groepen, (G, ,x ) (G s¥ )y een
}, wanTvoor geldti: ,

( )E?».”.“P(Gk, ¥ )z ({e), %),

‘f

3

%) heten de factoren van de normaalrij.

4.2.44.De norvaslri} (G;,%) Gl,%)y weese (GL,») van (G,2) heet cer
van de normasnlri Go.»), (G,,% )5 wanne (Gpyx) van (G,%) als
V(Smr) 3(6 ’r‘)l—(“l' /= ""3’%}
De vs“wanMLW ?%ﬂu echt als

. ffre .
3, V' #)4(GL, )]
(Q,,fd) (C) *) 2

4+2.45.Twee norraslrijen heten eguiy 1 nt als hun factoren in esn een-~cenduldige
correspondentie gebrachi Kunnen o réev, zodat de corresyponderende factoren
isomoxrf zijn.

i

4246 en normaalri) ven (G,x) die - geen incmorfe groepen bevel en geen echie
verfiiningen heaft, heet een compesilieri] van {u,%).

4.2.47.Flke eindige groep heefi esn compositierij.

4.2.42.B1j elk paar noim en (G,x) bestast een pasry eguivalente verfij-

ningen.
bewijs: (G ,%), (G, ,%), «vooo (G ,%) en (Gl,%), (6!,*), «.... (G!,x) zijn nor-
mazlrijen van (G,%). A
Tussen (Gi,*) en (Gg,,,*) voegen we de grospen (G, {0;N 02), %) net Ogisn
Tuasan (G' *) en G} ,%) voegen we de groepen (GLT%(G{f\si),ﬁ) met 0L 3wk

Volgens de eerste twee beweringen van 4.2.40. zijn de aldus gevormde

rijen verfijniz van de oorspronkelijhke. ;
Volgaens ue devds bewering van 4.2.40. zijin ze ook equivslent.

Ae2.49.E1¥ panr compositisrijen van (G,%) is equivalent.

bewijs:Volgt direkt uit 4.2.48.

4.2.50.%en rormaalrid van (G,x) 1“ cen coppositierid slals clke factor enkel-
VO\]U 7 l:} &

Cu? 1@ "(anﬂﬂvu van {H,%):

bewljs
1

1T hi,iz“,’) nigt Lenkel-

elvoudig is, dan is er een (¥,%), zouat

3
Ll

in.
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4.2.51.(1,% ") is con enkelvoudize groep.
@ iz een homororfisme van G op K.
(,%) @ (G,7).
Dan geldi: He=c¢, v Hg=X

bewijsiB@ =K',
Dear (X',*') ecn homomorf beeld van de groep (H,#) is, is (K',%') ecn
ondergroep van (¥,%').
Ve kunhen voor elke k€ K eem ?eku> TIENEn .

(H,») is een pnormala ”ierrympn van (G, %) =2

B r’y- WFT = év(g

doa K'=HE = =€ of 1

4.2.52. (% f') 1is een enkelvoudige grocp.
¢ is een hom cworfisme ven G op K.
(M}"’()‘g({’y )" -
Dan geldt: (K,x') is een boromoer! beeld van (H,+) of van (3/d,%)

iz de bewering triviaal. Veolgens 2.2.957 blijft den nog
2, OVEY; (uwz: Hekern(¥ .

(G, )sremt (4,x) @ {(hen{®),=).

bit be*ek@nt &&t de congruentiarelniics, gelinduceerd door de partities
bestrande uit de nevenklassen van I in & resp. de nevenklosse
kern{4 ) in ¢, voldoen zazrn de voorwaarde van stelling 3.%.12.
Dus (6/kern(% ),¥) is een homomorf Lvold ven (G

Daar bovgniloq (K, )2 (G/kera( ) ,¥)  (4.2.24.), volgt dat (,%') een
horomorf beeld van (G/H,%) is.

4.2.55.(Gy,x) en (G“*‘) zijn gros
Het dirert produkt (u,za : ') is gedefiniecerd door:
(g,,8,)€ G xC A (g],0 '3e (: x, = (g, 0, )2 (gl el )=(g,*a] o5 8]

L a1l M5,

4.2.54.(G,xG,,*) is een groep.

bewijs:Het is duidelijk dat (G, x0.,x) een semigroep is. Bovendien io (e, ,e, )
eenheid in deze sesigreep en is (gl,g)) de inverse van (g2, ).
N ETOCPEN
‘"{w},v)<§\u i, ,*) en  (G,xde),7 )=z (G, %),
& ) ( 1}“(‘ ¥ } {

¥
(G,%) noemen we een uitbreidin

G k")d (z,x)/\((/u\,?x——-(

£.2.56.(G.,»") en (G, ,»") zijn groepen.
van G ') met (G, ,*") als

5T+ (G, ,%) en (G,,7') zijn groepen.
(K, %)< (G, xG, ,%)
Dan is (¥,%) ecn uitbreiding van een g'ucp iccomord asn cen onde)
(GY,») van (G ,») met sndergroep {Cf,r‘) ven

({;-{ ,‘39)0

bewijs: f‘w{(n,sc )l
(K" ) (1,

Tt Tt

21 Nerser
(s HES (121 7\,L>€“‘ 5 A“-’-t
1, [RES (,.,L ke re :

‘bepeald =P {L/K,F

em o
(1' ',ﬁ‘:‘./aLk

is (X', ﬁ)ennrwr ale ondergroep van (i{,x').
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4.2.58.(C,,%) en (G,,%') zijn groepen.
(K,x)< (3,20, ,%)
¢ is cen bemonorfisze van K op sen enkelvoudige grosp (H,x).
Dan is (H,x) een homomorf beeld van (G},%} of van (3%,%'), waarbij (G!,+)
een ondergioep van (G ,*) is en (G1,%') ven (G ,»').

bewiis:4.2.52. en 4.2.57.

4.2.59.A11c peranteties cover een eindige, niet-lege verzaneling V vo raen een

groep, die we de symmetrische groep noe

* te

bewijs:Natuwurlijk is_ het produkt van twee permutaties weer een

(.
Volgens 2 562. is produktvorming essoci
it
3

e}
[
]
b

9
g
-
A
B
ol
L3

De identiteit is een permulatie.

Yolgens 2.2.7. is de inversevan een p@'mhua ie weer c¢en permutatie.
4.2. 604 is een pfctnkb»e verzameling van permubtsties over V medt V| eindig.
kX», ) is een groep..

bewijs: (¢X>, ) is con semigroep (2.3.2.)
Le<iv =» \pegl [@fecys>]
By zijn slechbs eindig veel permutaiies over V mogelijk =» @gx%} voor
een 5 en t wet s4L
Stel s«<t =» @ *=identiteit en <«

£~5-y

n

de irverse von €.
4.2.61.YV is een eindige verzameling.

(G, ) is een groep van pernuteties over V.

Dan is pe={vQ ]ve:V} een partitie van V.

e elementen van s heten de banen ven V.

Als  al=1, ddn heet de groep (G, ) transitiel.
bewijs:vR v' &= 3(‘3"8 L v -.x';;’j
VE V' = Sges[: ?Mvﬁ 2 v sy =2 vR (reflexiviteit)
Dy €G=» VR v (symmetrie)

Ie + ¥ 12 .

vs,v,‘\x}lv = 3%.:% [v@g=v') 4

Lv@-w}*ﬁv%§ﬂvuﬁv v
(trans L01v¢teit},

‘3%,6%

4.3. Stellingen over eindige semigroepen

4.3.1. Een semigroep (S,%) is een groep ulals zo geen echie linker- of rechber-
1aealwm heeft.

bewijs:als (S,%) geen echle linker- of rechterideslen heeft, dan
Yaes [ ax8=la3xg | (anders zou S¥a cen linker~ en &3 een rechier-
Dus 3y, [bs=a) ideasl zijn).

Neenm nu een ce D, waarvoor avz=ze, dan bwcmbig

ecenheid en wa kunmen cmncguderon dut
Voor alie & 5 peet ook gelden:
inverse. Zo ouk een lin&@rlnvﬁitu‘

De omkering volgt direkt uit os. 4.2
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40 502- (s’*> ::'S Cen ein.{i‘i Qa,;) Chléroﬁp on ae S@
Er bentuzn twee positieve gelsllen bij a, de zgn. index r en periocde m,

Zod.&'t: &"z &Yof-vn.
2 - el
<Ar= By By cenes ;
L ) . . ’ |
({a ,a* , ... ,8,**“4—],'?-* is een cyclische onderzroep ven (@)

n=0 (wod m)A (renenir-1)=» &~ i

heid van de gencemde grocp.

‘1
ly

&' is idempotent en &7 iz de een-

bewijs:Daar S eirndig is, bestaat er gen r en een t, zodat armgé, t>r , terwijl
o

t de cerste exponent is waarvcor zo'n gevsl zich voordoet. o
Noem t-r VOOVt‘ﬁD . .
,. g G
Dan o = " %"= %8s o.i.. =a Vo voor slle g =0.
Volgens ¢e reststelling is elk positiel geheel getal k2 r+m eenduldig

ven als reg.mip meb U= pam.

, oy i . '
Duz. dot elke &X met kzr geliik is szan sen a P met O« per a. Dit betekent

vt~ 1

E =1
dat da,8", oo a7 ,27,8", ... 4 alle elementen vancar hevat.

o rt rdm-t
De verzameling & ;2 , +e0 ,8 noemen voortaan K.

Zoals recds bleek is K gesloten voor de operetic % =3 (¥,*) is cen-semi-

groep. : )
De getallen n met r<nenmir-1 vormen een volledig resty
is dus ook ezn n=0 (mod m). Voor deze n'gplut.

PO TN S Py TP PR SR a” is een eerheid in (I,

Verder ksn men voor elke p een y kiezen, zodot V.ﬂ~r~p >T en yr n/m=x:
A Y'% vvmw"f’”{‘ vy~ X mar et E,P P AT Rk o \;‘\.

v
Pus a” ' en a¥™” ¥ zijn elkaars invevse.

;-
e
ke
joll
e

rah eom

A
o

2

o

Hiermece is bewezen dat (K,*) een groep iso. (K,*) is ook cyclisch, want
K=<a"""> . :

opm. Elke cycliische semigroep is commutatief!
4.3.3. Elke eindige semigroep beval ten minste &in idempotent element.
bewija:d.5.2.

4.%.4. (S,*) is een cindig@ semigroep en (G,*) is een eindige groep.
Als (G,» l( ), dan bestaat er een ondergroep (¥,x) van (S,x), zodat
(G,*) ee bo;amorL beeld is ven (%, %).

bewijs:Br bestuat eon ondersemigroep (S',%) ven (38,*) zodst S'9 =G.

¥ iz de verzemeling van alle idempotente elomenten in S'.
w3
Kies m ecn e &k, nodat }S'RGI w0 klein mopeldijk is.
K=e«3'#e 18 een OﬂuPTQPWlLIOQJ ven (8',#), ordat
Vies' Vaeo dest [ ormorerers, socen (s,
e is boveadieh sen Lu-—’:i“JT JL in (n, ):((;:
Stel ru: fe KNI == 3, o f=eip el => 507
Stxe  is zo nl(”ln e

@:e%ec.°‘xw;d'*f =y A
e is aus het
Tot slot

Ves 3o L

wng\me




4.3.5.

bewiis:

4.5.6.

vewl]
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V is een eindige verzamsling.
(8, ) is cen semigroep van afbeeldingen ven V in V,
(K, ) is ecen ondergroen ven (8, ).

Er bestart een deelverrze ;,J
menten ven K toh W perpulalie
(K, )} genereren.

ing W van V, zodat de restri
s over W zijin, die een gr

Stel: W:i=Ve =pr,e. waarbij € de identiteit van (34, ) is.
Ee =€ =p VY, .y lac=b=>be =b]=> D € =D, »

s

wekK, en rp=¢ (9bestact, omdat (X, ) een {Wocm is).
Als ael en aw=b, dan moet bvy=e (irmers a¢ =a) } B rel =Wkl

Ook geldt wywx=g en dus belW (ipmers by =a en axs

gi’b, ¥ eK, aw=c en bw=c. Dan komen we tot een tegena

Stel nu:r aeli, bew, e
sprask: — EQ&K [ w €] (v ig immers een afbeelding) Dit is in strijd
‘mel hel feit dat (K, ) een groep 1s.

Hieruit volgt Wk 3~—>D v is een permuilatie over W.

o qgetfiniBrorn s ’ o
We definiliren nu @ met V. [xe ﬂDWK] .

& is een isomorfien '“-3, w;ndu : .
@ is een-eenduidig: w=v =>D w=D, 7 (triviaeal) é&n Ik =D, n=>»w=y,

omaat K g = g}, Wa=¢g l}wvz = £ = v (immers
€ is een homemorfisme: (wy )@ =wgye , omdat dls B,x D q=D,,wq .

V isg een eindige verzmmeling.

(8, ) is een semigroep ven afbeeldingen vaen V in V.

Lle er een deeiverzemeling W ven V bestsat, zsodat de restriciies van son-
mige elementen van S permutm;«.eS over W zijn, die een groep (G, ) gene-
reren, dan (G, )}(u, .

s:De elementen van 3, waarvan de resgiricties tot W permputaties ziin, vor-
men de verzemeling T. Daar T gesloten ig voor samenstellen, is (7, )

ean ondcrr%migrc}f»p van (8, ).(4.1.12.). T bevet dus cen element dat
idempotent is (4.3.3.). Kieo dan een idempoteni element ¢ van T, zodat
Te} zo kleirn mogelil ”114 is. In het bewijs van 4.%.4. wagen we dat (€ Te , )
een ondergroep van {(T3.)_ en dus van (8, ) is met & als ecrheid.

/:0

Dear ¢ ide;wyo‘fen’h is en D, € een permulotie over ¥, moelt £ alle ele
menten van W oop zichzell '*fuw?den. Dwz. alle pormutaties over W, die
in T voorkomen, komen cok in £Tg  voor,

(K, ) is nu ée cndergreep ven (€ Te¢, ), die gegenereerd wordi door die
clomenten ven £Tg , die, als restricliie tot W, pernulaties zijn, die in
G veorkomen. (zx. ) is dan natuarlijk een ondergrosy ven (S5, ).

De sfbeelding @ van K op G defind mowe na o, dat k

View Lu@ =) ale ¥ dezelfde perrutatie over W ois,

Het is dan duidelijk det @ een homomosfisme ven (£, ) op (G, ) is.
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5.1.71. Een eindig auto ast wit drie eilndige verzamelingen G, X en Y
en ecn relatie T e Gxix¥x

‘Q noenan we de toesitandsverzam

X noemen we de verzaneling ven

Y noenen we de verzomeling vean resy

o
T e
BLOLEN.

.

o

We spreken over een toestencsovergang ven ge Q naar ¢'e Q als gevolg van
een lugangse mlool xe X en onder sfgave ven eon responsiesymbool ye¥
als (\i*}x,b\’, )é, .
5.1.2. A is een eindig auvbtcnaat.
4 hecl delerministisch als v;ﬂxn v;éx fo\( q§x1>});> é.TJ
A hect volledig sls ?%66} eX [ TN gy ixngﬂQ)l? TJ

A is volledig en deterministisch als V.4 Viex ! $Y&Q[Kq,u,‘ o' )er]

~
S
By
(-

che, eindige subo-
iba. met een hoofd-

We beperken ons voortesan tot velledige, determind
maten, tenzl) anders vorsnla. We geven zo'n !

letler A, eventueel voorzien ven extra tekens owm owua;]xpﬂ te kunnen
onderscheidan. Deze tekens komen dan ook bij de bijbehorende verzano-
lingen en relaties op.

5.1.3. De toertendstebal ven A is een nutriy met }Q] rijen en XXK kolommen,
waarvoor goldt
bej =tm e 3, oy (63,%{5¥p 1Gm)

De responsietabel van A is een matrixz R m
waarvoor geldt
rij 3“/}) ‘éfm} Bq“é@ (ql ’Xi s,yF, ;qm)

O
‘1

19} rijen e

pd

5.1.4. A" heel een declautomast ven A als
QeQAI'eX) A eY) Alde T).

5.15. Z is cen nietwie~e, eindige verzameling sy
ren geordende rij syabolen noemen we een sy
277 is de verrumeling van eindige ayimbeelrije
ment zijn Var Z.
bDe lengte v
bolen ¢

of een woord.
van de symbolen ele-

is het aantsl sym-

Concaler
z,e 2 soo0lrid do
geord Tﬂ laten voo rij

%ymugzmp ale z, %9 geven {<Z1r' )

1(z,7, )=1(z )+l(

5.1.6. (2, ) iz cen semigroep.

SR bu‘)h J
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56174 De lege synboolri) definitiren we als de sysboolri], wascvoor geldi:
Ve [28= A2=5] en  AA=A en 1{ A)=0

AETARVIPN
2= {2 )z € 2% 1(2)=k]

- ey 4% . - - 7 . . . . -
5.1.8. (77, ) ie een monotde. We noemen hot het door 4

. . .. o Y .
bewijs:loor de deliniiie van A geldt voor 2% hetzelfde els voor 7% (z", ) is
een « . by
Bovendien gelats Vi o* {za= Asz}

A is dus een.eenhield.

s :.L.qu

5.1.9. '('{~wyx PAC R .A})vﬂ wordt recursief als volgt pedeflinieard:
T Uiy, 4, A,0) laeqles™ , -
b eQ Ve Vyve Yuis [( Q¥ ¥ q >‘f A (g vy, e o = (gt 3ty gt ) ?x—f

4 ’ .

5.1.10.Voor we X definiBren we TeQxQ:

4

Ygea Yoeo L (g,sq,)e T <> ENY ¥ u{ A [(q,,w,yygz)é'r”‘“]

5.1.11.Voor we X definitiren we o, € Qu(Y u'{z\k)
Y, .o v\f”w T ry)e on, oo AN (CHTRI S 1]

5.1.12. T_en o;

" - ziin afbeeldingen ven Q in Q resp. ven § in Yuv{al .

bevijs:De stellivg is cen direki govelg van het feit dal we slechls determinis~
tische en volledige automalen beschouwen.

5.2.1. De toestandsautomaat X van & is de relolionezlstructuour (Q T “'éh})

5.2.2, D¢ verzapelins
is een ein

relaties {T@ lwe:X*B met produkbverming als bewerking
dig monotde. (S,, )

bewijs:Uit 5.1.9. en 5.1.10. volgt:
v ) . . Ve - ]
VW.&)(“& \‘71, 6)}"[\“4 LR )ﬁf{‘«w‘ (%23 )‘5 w i {Ci,s(j 3/5‘ (lw‘w‘
dwz. T, T = T, wi o {
telatievernenisgvaldiging is associatiel (2.3.2.)

Bovencien ig de ldentiteitl Df aanweznis: ‘Exm((q?g uc §
De relaties zijn afbeelﬁlr*on (5.1.92.). Q is een eindige verzemeling
(He1.7.) BEx zijn dus b QU afbeeldl 1 van Q@ in § mogelijk.

18 Gen

. N . -1 : >
isme en dus is §¢ een congruenticrelatie over XV,

bewijs: we ‘.Lg 2 Ty T, ™ Vi, V7 \"5»‘? .
LA U \ p R SO
De rest velgt ult 3.3.5. en Z2.5.6.
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bewiis:X €M, zodat <X>=M (
Q=M

! «
T, :{xm1,mz)\mx:m‘xk

Elke me M is te schrijven ale hel produokt van ¢l

= van £, omdet

< Xr=Me - -
Stel nus m=Ii X, cee X @V ' o
We d€i~ l“T‘” hiernze een afbenlding € e M, :
m («.‘? = T v v -
© ig cv«ceraululg want als  om #m , dan | Q};fwv met m, =y
i g -
E Iﬂkfi r2 .
. | . N immers a‘fwn§mﬁr&§ En ey =En, T, .
¢ is oo} een homwonor{icme, want (m,m, )@= T, 7 T, Ty, 78,68 1,6P

5.2.6. Ale een congrusntierelatie R met eindige index over X% ge

geven iz, dan
kunnen we een toestondsavicmaat A construeren, zodub R= g¢”

’ EN
1y

bewijulia tonﬂtwv‘
auﬁllﬂ

varn R . X iz de ver-

L oziin de congrusntiekles
le

viw = (v )R (wx ).

3,

opm«  Plijkbazy hoeft R slechis recﬁtvcowﬁru@nf te %ijn, Dan reeds kunnen ve
een blgb@nove"ae £ econstruere cestendsautomaal heefd
een speciale eigenschap: [A)a, = [V‘. ~I*ﬂ toest&rd is vanuit LA}Qte he~
I‘Oil{eu .

hs

o

5.2.7. Een toestendsavtomaat met een ftoestand o, van wasruit elke andere toestand
te berciken is, heet cyclisch. g, heet d@ begintoestand.
5.2.8. FBen toestundsautomast L' heet een deeltoestendszutomast van X a
PN — . Y ) —
(b;'ﬁ: 'cﬁ)/\ (‘,"5: A);"\ vx‘EL—X'[TK < Lx}

5.2.9. Als A' een deeltoestondsavtomaat is van K, dsn (5, }](° ).

bGWij'§S~<{.qw‘sziv wé,X'§>
%, ) is eun Oﬁdfﬁ“m&vfoep van (5S4, )

SAY --»("er"Qn Tw % Tw € b}

We definitien nu de afb@! ding € van S oop My als volgl: 7,950, %
& is een homomorfiope, wand ( v W, 0@ mI.‘Q T, T :'13&, T, DQ.'(;,:: Twl@ T, &

Yoen ' ken gelden:
van 4§ op G en cen afbeelding y van X op X0

>,

In zo'n geval

net zo good
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5.2.11.Een partitie 4 van Q nosmen we een toelaatbere pertitie van K als
Veex vBie/« ‘;}-jS/ut‘ PR };3] ;

5.2.12. 4 is een toelantbare partitis van K.
We definibren nu een toestandzauvlomaat K':
X'=X, Q'=av en B; < =B <&l ct.lj
Dan is £' een homomorf beeld van K

We geven het aldus gedefinieerde toestandsautomaat vaak aan met i(//w.

Ld I
bewijs: v is de identiteit en voor £ laten we geldens o
‘V'%Q [q(’; ::;Eiiéi‘?(i & Bi]
Dan voor alle.qe Bj
4% § =9'G =B =B ; T én g4, =87 Dus g §

) -1
5.2.1%.405 &' hel homomorfe beeld van A is, dan induceert de relatie ‘%9
een toeleatbure.partitie 4o van Q.

bewijoiq, . (m)e> g, 6D A, eBe .9 =q, G =R.
G4 Tx Ci "Q1 9 H’ xv nge/ "L’x"z ‘“-“Ci;‘tx‘%
dwz.  Q,T, B Q.7 {(pe)=> s is toelsatbzar.

5.2.14.A1s £' een homomorf beeld ven K is, dan is (S,, ) een homoword beeld van

(S4s Je
bewijs:we X* en MEX X, + e e X
Tudy = Tu, Ty - - Tppy & =T, T L €, (»C,J )rz>
Zo voortgsande \'Jnab men e (
L*{? = @( C"‘” n)"x":‘) '''' (“’Cxu«}«‘? 6 1-}’(3&: *2)
% LA , o g g {T,’y)) ’-':1.}@5 }r&"ZS"jl{"x;'?) Iﬁw)
We definifren de rolatie £ tussen 5. en S, door: m,g T0(=,

ve X¥ en v:‘7:1zz... zﬂv),
Tw=Ty =€ T, -?; =g, g e ‘_':.,'g"“(“,ig,
dwz. B is een afbeelding van S; in &y,
D;&ar v X op X' afbecldt zal elk element van S,y gelijk zijn sazn een
’ N 34 :%p o ‘S & ‘:‘:3 "300
Z;S( Xl‘?) VOor een wé i £ is surjectief
Ten slotte 16wd ’
o) 16
Vvéxd Vwex"" Lt’ b= Tow & Tl'(f:“zx,?) “}T{r—x n) =T E Wg]

€ ic dus een howmomorfisme ven S, op E‘A‘.
OpTe € Lkan een isomorfisme zijn zonder dat X en ff‘ isomort zijnl
5.%. Equivalentie
5.%3.7. A en AY ziin tuwece cutousaten.
X=X' en Y=1'.
qe® en q'e Q' he %, en equivalent als
Vo s L(0,3)e% < (a7, 5)e o
Notatic: geoq!
opm. De zojulot gedefiniesrde relatie is een egulivalentie relatie.

532+ & en A' helen equivalent als

Vyca dieq E?"’Q‘ﬁ v Ve Taealina]
NOLATLE: AW/

O e relutie 1s cer

$be

ioralatie.
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5.3.3. hen autonmaatl heet een toestand-responsie-automsat als er een afbesl-
ding X Dbestzsl wasrvoor geldl:
Vo Yeex L (@3)e% 4 (4,07 )e =» (a',5)e X 1.

5.3.4. Elk automaat hesft een cquivalent toesstand-res ponsie-sutomant.

bewljs:¥We construeren bli) een gegeven A op de volgende masniler een A!
'y Xf en V_.Y'

Q' {(‘b.)') Hq'e@ 3x€-’< L(Q'y}‘sfﬁq)erl} )
{((q,y),»sy (a',y' Nlg,xly,q0 e} . ‘
Steeds geldt: g~{(q,y).
5¢3.5. A heel gereduceerd als
Vwololama' = a=a']
5.3.6, Elk autonaal is .equivalent aan eaen gareducesrd automast.
bewljssVolgens 5.3.4. 'js er een toestand-responsie-auntomaalt A", zodat A~oAM.

We moeten dus slechis b@wmzen at 1‘” eguivalent is aan een gereduceerd
automaat A (tldﬁ»ltl’v’lttlf van ~ )

Q' is de vmrzai:e‘inrv cqulvalentle} lagsen over QU, dwz.gle~ Q’L_'-ﬁ?'-;‘wfqﬂ:[q‘;]c
(a},xya Xyq3)e =" = ([q4),x, [0} X, [45]) ¢ <

(X in het ld,, tote 1id is :Lntu:ttloi ingevoerd) >

We moeten nu bewijzen dabt: q¥f e g =2 Vieex [l (n" W= [“"(Q )JJ
q"m q" = X(’*" )= "i(q

Uit 5.3.7.: Voexe [gn mgh =2 ow (%)= ou(q?)]
Stel nu w=/: g (@)=X( 7T, q’))=x(q") =5 X (g")= X (")
f"“(q )= K(ca(q ))=K (q})

34

£

Veex L 0 (o (@n))=gn, (a)=ar, ()= o ( T, (qh))=> e (qf)~ " (q¥)
oot )] [t 1]

5¢3«7. q en g' heten }’uaqul‘iaient als geldt
Veext [1(u) 2k = ((q,y)es <> (q',3)e og, )}
Notatie: qeriq’

5.3.8. Als aeq de partitie van Q is, die bestast uit de hlokken van k-equivo
lente toestanden, dan voldoel de vi] *,,/u, s Mas e aan 3.7.5.

bewijs:Dat o2y een eguivalentierelutie is en dat Mheps S A8 trivisal.
Stel ud&rom/u;, ,-/u,m
Yyey[a e’ = Tla)~x Tla)];
dear (,("”th@l? ,Mz _»f«/k” geldt ook
Yeor [(0) ~y,, wlq")]
Dus ook ag,, = 2,
De rest volgl uit in inductis.

5¢5.9. Twee toestanien zijin equivalent elels ze K-eguivalend zijn met K<{Ql.
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5.3.10.Een autossal is equivalent aan precies &4n gereduceerd aviomast.

bewijs:iAls dit niet zc zou zijn, dan zouden er itwee verschillende partities
My Ziin; dat kan niet!

5.4+ Homomorfismen

S5.4.7. & en L' ziin twee automaten.
is een afbeelding ven Q in Q°,

v is een efteelding van X in X7,

7 is een afbeelding van Y in Y'.

s 3 V) heet een Q¥Y-homomorTisme van A in A' als

\?/ vq&é(;g \V’xex Vyﬁy* [— (G, s Xy ¥, )éf e (01(; ,J”}? ,'};Z}’ Ozg )C'C"]_

5.4.2, Ben QXY-homomorfisme van A in &Y is een QXY-homomorfisme van A op A'
als 57,"2 en ¥ surjectisf zijn.

544.3. Een QXY-hormozorfisme von A in A' 18 o :‘Ls-mun‘ic?-f’ van A op A' als

4,7 en nyblgec*t:ief‘ zun en (& ,»7'1, Y een QXY ~homomor i‘:m.,u ;
van A' in A ig. -

5.4.4. Econ Q Y-hemomorfisme van A op A' ncemen we escn hormmo*‘f":-
als  (X=X') A(Y=Y') A (g =Dy YA (& =Dy, )

A oop b

5.4.5. }Vr Q' pr,¥ =Q en pr, ¥ =Q'.
Veex [¥7c, & wlw]
V){¢X [\1', Ox < G;: ‘.7 i
Dan noemen we ¥ een zwak homomorfisme van A op A!

546 % is een af‘m:’gl ing ven Q op Q'.
1 homororfisme slals

bewijs:7i] ((f, D S\ﬁ\},) een honorio*‘iz me van A op A'.
(Q1sxsys\11)(T =% (Qn yUx 7 )(’Txg A ((1173{){0"' .
Pyt 7z
5.2.1. =>{0, 6 ,%,y,6,4 Ve =2(q,,0,8 e 65 A (4,4 ,y)ecs .
Voor \rollemgfe, deterministische wﬁ;cmuten sijn T, oen o &

dus 'L‘,gx% T, en oy = Gop'

Stel nu 1.6 ~E§€} en =6¢'  voor alle xe ¥, dan

(avy0,0 e, => {a,,q9,9 }grr,t; = (¢,,0.6 )ew > j‘(_»Q [ a8 :~;v<\ (q
~ szl (Qg 7QJL; 16y

h')w;
é'?«'? N z""wﬂLLL"n AR

(3,,y)e0n = iﬁ‘eo' [q.6 =a" 2 (a",y)eq'] = (4,6
G )
(4 ,Dy,Dy) is een hemomorfisme van

L)
Hieruit volgt: N P }é'r ey (Q#«? $ XY .6
gegeven dat G surjectief was, dus
L op A,

5¢4.7. f’ is een afbeelding van Q@ in Q'.
fisme van A op A' slsls £ pen zwnl bouomor-

€3 Oy (\/

\/> Qe NGROIRC
van A o1 A
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= pr,§ =Qa
Volgens 5.4.5. ge t vaor, u.llek "La k&

6 G = 4 “$¢hr ¢ s g
Ock ¢ o o
Dwz 6’7 is een zwak homomorf{isme van A op A'.

bewijs: ( D,,Dy) een homomorfismes=> § is esn sur ect:;-sv»;) af
ydig s Yy
t

Stel nu. %, is een zwak homomor{isme ven A op A'

Dan pr, § =4', duz & is Su“]@c*ie‘f.
Bove:'un,n ge ]. 5 ovoor alle xwé X:

*

- = g ,pcs’uxg,.,svc,; ‘e = L7 6 =6

o g Grlistanl s Dw sfeie G-
De ekcns zlin toegesiasy ¢ een afbee

. o
gl
O B

lio vy

d=0

beelding =
=0
el L
g i -1
€ s
[X1
T) «Q@: =¥ ‘E.}{; m & Ty
o .
ding is!
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2y (: d ZENs Cu_uT e

6.1.7. & en A® zijn twee zubomaten.

A=A' en Y=Vt

Bestaat er een ofbeelding « van Q in §f zodat

vwé)”" L(W"” WGy «

dan wordt & door A' gereslisesrds

liotatie: A L. ;
3. i

Iu A eon afbgelding van een deelverzamneling ven Q' op Q en geldi

xe}: [/‘ % I—: Tx'/\] ]
den wordt K door X' gerealiseerd.
Notatic: A'x K.

"2 K en pr, A=
V X ['Xrt‘;t :DpTx’A

o
—
*
™
.
=
-
e,
2

Pe (', den

6.1.%. Natuurliik iz het algesensr in de definitis van resliseren ook een af-
beelding van X in X' op te nemen ipv. Z=X' to stellen. Dit is echier
niet essentieel. .

Veronderstel bv. dat het laatete godeelte van ( 1.1, &l volgt luidi:
A een z-l,fbeelding van een declverzameling van @' op O en ¥ een

afbeelding van X in X', zodat

Veex [ A e/ A]

dan vordi ¥ door X' gerealiseerd,

Notatie: J('= K.

We gean er rm vanuit d' A K
T T, =P Ao [a7, Ao ]

, - 2ot = 7C, AT, =¢ ’,:\"{' =3 . g[. Lol
A is $~urt}m%1mw,« q‘w[ﬁ'/\ =q])7 11 AT, = AQ T, =g % 7 Tew NE
Als nu Thg T Tag o dan woet o'y A =gy g)\ ; dwa. dat niet x, en x,

beide san de eis van de nileuwe df“af‘uu ie kunoen veldoen.

Conclusie: Als Viex vx‘(.x [ X, 4%, = T A, ], dan mozt £  eev-cenduidig
zijn en dan is zijn effecl slechts anders nesuoon gevern 1 e
ingangnsynbolen.

6"‘1‘!;‘ x(,x [ '>'1 C p_l;\] ""> vt sf\(v./-'* th]

se x ™

601.i—)~ A:‘;"A\x‘/\ A JKQ?IXMA'

Wi

bewijs:Uit Aw AY volgh:
Vi e x* [‘“‘»\: 1"‘—0\./3 )
= . = v, N [( ~atl,
t‘[Q 3&\(.5;3 [ o= L}’VJ q'eQ qee LY A]
2o volat ool ullt A%z A: '\7’%& BC‘-EQ. quq’l.
Volgens 5.1.5. geldt dan A~A'.

[e

6.1.6. ¥=¥*' en Y=Y'.
(6 ,D,,I}Y) is een deomorlisme van L op een deelavbom

N

Dan A'z A en L'z K.

[
o
)
Y
13

Y
o
:
)

N
&
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6. 1.7 (A'zA)A (A2 0" ) = (A= A)

6.1.8. (a2 )= (K2 K)

N

bewijs:fir bestaan efbeeldingen A en A, zodat

Vye L (Afz;. = T;A Ya(a'el £ 2]

>, s [PRT .. ! e JS
= 3aic0! [-_‘3’1“\ »l ,5 %, 1"‘<h>\<~“~1i]’>
= 3‘1 "c:O l:q" T” _mre A (.;';A 1 A Q) YA ::q‘] =3

—% (qN q ) ;,/\J
me TAA 2 A,
O\Auo y L= ¥
’ W
Dus A" Z K.
o 5 1 /is
6.1.9, Als K= /. dan beslent er een AV, zodal M'=f'A 47 =A.

Aouit Q' op Q, waarveor geldb:

I

Neem een willekeurigs

Jo
roaid » 4
€S QTxXxTxQ' maken we zo, dat veor slle ye X
- q'/lci; als {qg &}\(;' A0
i t t
T'=T, A \7; eq' Q'O =

1
Hiermee is een volledig, deterministiesch aubomaat gede
geldt:

inieerd, waarvoor

Omdat A een afbeelding op Q is, bestast er cen afbeelding v ven @ in Q'
met ke XN .

Stel nur we=x X, .. xkc}i"*, dan

Ko Ao

- = A— . P — ] . "o
w w Cx, Xy oo 3<k-1cxk = tx A(:—'u = Ty n...xLH)‘ "'ng ==

s —
= o, = \Av: L ROy

3

n

oy N
Dus ‘ G £ KT,
o, is een afbeelding met pro oL =Q = W, =Ko N

Ko," is een ftwvlimt meb pr, wouEQ
Dit betekenlt: A"2 A.

6.7.10.0)5 er een zwak homoworfisme van A op A'

bewljaiw=x %, «.. xk €
) =1 - —

R CTx, C Xy omme Xy, ’7” c =
< "E‘(/( Xy e Lk . o“‘ ‘Ao

~ - . s
])nm* BT = , zodnt ke o
K Gd = “\F,/—‘ w K

A

dwae A'2 4.



Gelett.hls A con

bewijs:lir boste
Vw 3 }"\" I©

Volgens 2.3.5.

eere (o ey

Dit belekent dat Aw, e M

Dus L'z £

viary

=
in da Volr*

1 efbeelding van eapn deelversameling van Q' o

6.1.12. 4 2} slals K ecn homomor? be

is en A'2> A, dan X'= K

< 7

Q in Q', zodat

o
]
[
p—

= S (KT‘}"V"(’ ay & Doy
(fzmz“ {¢'y A, dan
] _‘,.> \[ ﬁ?/{&‘ xw(.}.‘ ‘4—; "‘110“’ 3 .‘:Z{;—‘ (;1

. -t
el o 2

s (ew) e ) =

\'V"

6\![37'- \vue-}(” ( ‘Cs:nx}d'tlwx o "(‘51{‘ ’-*x A]

¢ld van

el el Y00, 1 S (ke Yieay,

L =o'

Qa

D

van ALY i
beuijsihls Atz 4, dan is er ecen afbeelding A van een declverzameling van Q' op
Q, zodat
‘V’xex L;\“C‘,{QT}AJ R
-1 , _
g'e QAT => g AT, A F=3gth "")v@ q"l:c‘é"@)‘

o ozt o
dwz. (G X ;{wj! xe XY) is een dee SETe 14 Doy A=
Kies nu voor ¥ oe ldentiteit en 154 de afbeclding A van Q1Y in Q
Volgens 5.2.10. iz nu de halft bew&zen,

Nu is A een } cen deeltoesta K oven f.

Dan begstant er «
X' op X, wodat
e X
T T o Ty 5
- e ’
G.1.15.8ks L2 )

bewijs:Volgens
van H'
\*olz« 3

v/V " LT.‘A;:: ) yyz} k Vkﬁ‘xu
N e rl".g

zelding

cald van (S,
1 van een o

von (8,

VA € Onoal Vo

¥ ovan

o
Lowmust K

CToen Van

).



€n Yeupons

6.2.1. A is esn aubomasnt.
Bon overderkis

Vo .V, ¥ [ B

xe¥ "Bel Be ¢

Ken overaekking C van Q heel respone tent zls
., - oS, -
Vi‘vf)\fﬂ‘ \'G\{:C Lq\&b/\gé‘.&r’) qﬁcv—_%!]
6.2.2., ¥ is vcen zwak he 1A op AV ; -

De overdekking C = '{“‘V lg («J'} is con
consictente overdekling van

bewijgitbe spr *‘”m afy ;& Q' can gy =B;.
pr,V =G = 0 dn cen overdekking.
. . - “f)
B- r(.Ax -“Z(i : 3 5

6.2.%. C ig een toslaatl
L/C 35 een aubton HITERE ¥
-ar bc.;u it Gar ez:»n»eendurj_dig;;e correapondentie tunsen de toeptanden vas

LS
en Byo; =B.on .

We nucnen A/C de C~factor van A. De C-facior is ecnduidig slals C eon
partitie is.

6.2.4. Ale C een toelastbare on responuieconsistente overdekking is, dan is
L/C een ::wa,k hemcworf beeld van A.

beuijsiWe defini¥ren de relatie V. (oBle ¥ <= ¢e B

~1
=R =T L ~1
3 ;’3\{ By ] :

6.%. Lusvriie combinatic

6.5.%. K hewt het direbt produkt ven £ en K, oals

iy
O- L 0

’
2R
VXXQX [ ((C_h}“z) (q:gq

b
A /& o

))éTx G (q,,@l}f'f’: A ((« ?q’)g'r:].

13 L mC‘:au;; ?,‘ ®




6.3.3. M, en S zij,n‘t e toel me'" partities ven Q, waarvoor geldh:
LB’ n 1| <]

2

vgié/b(, VG zé/‘
Dan Kje @ F /., 2 Ko
bewijs:ﬁ;xﬁzg1 ; Xlzféul i‘ﬁozﬁ4u163ﬁékz‘-

De verzaneling Q'€ G 24 1s de verzameling

{85,833 “”m ' -

De afbool” A van QY in @ Jordt gedefinieerd door -
» T
(;&:5_)',!; ))ka-‘é B (\91)

Merk ow dat A evu- wnduidig en surjecticl is.

T, en T, zijn op te vatten als natuurlijke afbeeldingen van Q op de
blokkun Van resp. Aty G A, Gl A

q 7T, =B ,EPGe B en qﬂle;<:>qéBg.

g_;);tfcx =(B; ND}) T :ﬁrc N B ,«3
~ 3 ) —-(:E’ Toe r(_' 9“)' T, 7T, } (M& ‘~x "{‘* ))\,,(Hz,ﬁ. f{"o \]
dwz, K 2z K. -

6.3.4. A A, en £, zijn aubtomaten.
wr is een afbeelding ven Q.xX, in X, . .
K noemen we hoet wecascadeprodukt ven KQ en [, ale
Q=Q,xQ, , .
vﬁe}" [( d. 'Q ) {qx ’O'))(T = ((q‘ ’ct')&h{'x A (qtfq;)éc(‘{nx)w)]

NO u L«t le ‘-uf{ fxl .
4 & Pl 4+ £ " Y 1 ';- il el "{!
Als QxX X, en w=Dy ., dan noteren we adit als f=(,0F,.

O Het is eenvoudig na te gean dot de definitie correct is, dws. A is
volledig en determinisiiszch,

6.3.5. L& K is op te vatten als een wr-cascadeprodukt van £, en F, met
XX
Vo, Bota, o]

6.3.6. Men kan de vorming ven cascadeprodukten als aseociatief opvatten, mits
men beperkingen aan de blgbehuren 2 afbeeldir gan nag opleggen.

bewijs:ﬁ‘:{K4C)ﬁg)Q9ﬁs en (=4 @K, @/,)
De index 1,2 hoort bij het toestasndsavion ant K@K, terwijl 2,3 bij
K@K, hoort.
Qr=(Q, xQ, )@, =0 x4, %0 =0

Xte X =X, xn “3 X(Q2XQ3)3QH.

k3

-~

L (e, va,00, )y =((ay y0,) T Y0, T pF

:({‘%‘fr‘ 2G. (q,,x}!x 14y (“Is.‘\A),x}f’k)]
[Cacsauma )T =(agms (a0, S0, D)=
=3

_ Y
_‘(q,‘u”‘ s G, 7 @,y ° §3 {qxlf,‘,,x) )c‘a)-l

\;{%,66?1 v‘(aéoa v‘béQs t{fex-.

VC(‘é»Q‘ VaéQz chéasv)i{?x‘,

Als dus ale volgl kiezen:

ot =Y en

VQ eQy V‘r;eo ch‘.}(£ {?}{(f}, ’qa.>""‘:,):é {Q, * X(‘lm x))
don zoldi:

(£.©5)0/ 4 O L D)-



6.3.7. Als

Q0,6 X, Q3
*%qe)ai'f? sl
dan (X, 3 )@f;; =f,

be‘r«'i:}s: 605:6‘

.

6.5.8. Als £, k,, dan bests

Q xX =X, en
Fa A

3
O, L)

ng W, zodat

},.J N

2t er voor elke E &K, een afbecldiz

14
I

bewijs:De index 0,1 hoort bij 2 ,O K, en 0,2 bij X @,‘
We boewijzen de stelling in de zin ven 6.1.;..

Er best‘ at een afbes
in X, , woarveor
x
xe’;)( [A fx & T 31\]
We aofunbzen de afb
(4,09, 0 X =(g,,0,A ).
Verder laten we voor

V.

V(‘(o,‘h) EQ,xO N e Qo
f( £, ,h ; @,,2‘

6.3.9. Als K, z K, met E=D,
bewijs:6.3.8.

6.3.10.418 K Fomet £ als
K, @ ecn afceelding

bewijs:De index 1,0 hoort bi
Er bestazal een afbee
in X,, wasrveor
VxGXJ. EA Qx o T,‘)\J
We definitren de afb
(q,,9,) 2 =(g,A ,q,).
Verder loten we voor

alg q, € QA7 en xe¢ X, ,

V(“l.;q,,)é eX'vq, ¢ Q,,

Dwz. }{‘@j(o‘a K&,

opn.  De voorwssrée dat £

lding A ult Q, op Q, en een afbeelding & van X,

celding X ven Q€ ll" op Q,xQ, als

w, gelden

. €Q, ,((x [( o1 X) o, =(gq,,%)w,E

[ (ara)X T =(a,,9, 2 ) 8% (4, 77104
¢ e o (-C‘H' "
xéX (qo x’q‘l ,.;}\) {qn’g ),—(—ncj e, B) T

e b/x)‘m‘;‘:’

Ea

y, dan K, O/ = CDNA.

een een-ecnduidige afbeclding, bestaat er voor elke
7’
5wy, zodat L EX 2 KE, .

1) K@, en 2,0 bij L@, .

lding A wit Q, op Q, en een afbeelding € van X,

eclding X ven szx‘Qo op Q,xQ, als

, Zelden
dan (g, ,x & )w, =(q, A ;%) w, en anders willekeurig.

FUC L
[(Q-x’qu)}\ T ( ’QO)LY ‘”‘:(Q1AT:’ 1G6 (({)“(}wz_
X&X.L (11 L’i OT:(C( y()k) B q‘ I'C:E" ,C* rg)q )g) (A’
M(qi’qn) 2-[ ! !

: G
no L0

een-ecenduidig meet zijn, is bij de definibring ven
el

tw, gebruikt. We xunnen ,i(,‘ echter zo modificeren, dal we dere voorwasrde

kunnsn leten vallen:
Stel B is niet eon-~
XE =58 = ... :)tPC
1@ vVoegon nu aan X,

Y
PR
maren

%
f.

eenduidig, dan 2iin €Y K., X ,.ee. y X, € X wanrvoor
1 K e N

SN ey

6.%.10. op tospasse
)= (Sgry )
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6.3.11.A1s av een toclaatbare pazhtle van § is, dan bestsat er ecn toestands-

bewijs:

au‘ omast f,, zodat
Q \~f /"" en
/;{,‘4@ g o K .

van ¢ vinden, zodat

Men kan een partitie A<,
VB& Gé/—:\ B5nB' 21]  en =H
Bv. ‘door de elementen ven elk blok B & te nmreren ven 1 t/m (Bl voor
Ay KB men don de blokken van 'el;,m{:rx.f,c,a: met gellike numrers nienen.
v
Q1 /(A.‘ G X /(A o )
Bt T(m,x) (I N l» T T s wasrblj v, de natuurlijke afbeelding ven Q

w—-—a—mm»-—-.um 1 4
Op et B T ¢ By ‘ . 7 .
Qe e xid mpxy  1s de verzameling ven die (&i,}jj) waarvoor B, nB # a.

A is een 1-1-zfbeeloing van Q" op Q net (“,,,,1))\ =qe By ﬂB
7 is de na'tu_uxu,gxce afveelding van Q op 4 en ;A ;i’/;“ .

V('_@i)&c%« {(Ba, 3)ATx -{Blf\B YTx =B; G0N (.L f\B;)TxTH =
o <Bx = 7T <B n}d)\x ) A “(i}..z X ’Ba “Ces ))/\ ( "Ej)rft/l :
Dwz. K/ @K zH. A

6.%.12.41s C een tonla aﬂmr' overdexking van Q is, dun bhesteaan er tocstends-

antomasten &, en K., wsarvoor geldt, dat £ iscwmorf is wel de C-Tactor
van £ en 1Q,|=#C, terwijl verder 1,©X » X.

bewijs:¥e construeren cen toestandsautomast F4 op de volgende manier:

X=X

Q'={(q,2; Mgeq AB; cCAqéP }

(q,8; )« »(q e B Te Ve

Het rechterlid is een element ven Q', wanl qe By =5 g% & By met By=BTy

Voor .4 nemen we die partitie van Q'die de elementen met gelijke
tweede component in een blok samenbre a)t. Dan is a4 toelaatboar en
K //,,, 22 ;;—/v, zoals gemakkelljk kan worden nagegaan.

Neenm nu de afbeelding A van Q' op @ met (q,B ;)2 =q; dan is voldaan aan
A<y =) N, omdat (q,B N T =q T en (q,B;)T A = (q S BT A =g T .
Dit betekent, dat X'z A. '

Volgens 6€.3.11. besteet or nu een f,, wzodat K@K, 2 /", wanrin £, m;i'{’,"j//ut‘
ern ‘Ql}::"';’.,ug -

. / o Vet e ek e 4 o]
Daar verier X'> K, /‘(‘/’},‘1 o~ {/C  en #C=if p is het bewijs geleverd.
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F. Cntleccbaarheld

Folele ﬁ heet een permutatie-resel-toestandsantomant als
/oo x Llam =1v Qe =1all.

¥ hect _een yorma“at;e~toesi ndsautomeat als

VXE){ L‘%T = w“} o -

C’ne>t sen resct-toesterdsavdionast als #

X ¥ [iQTx1§1'v v eqla m&;q}]‘

7.1.2. £1s Q1 2z 2, dan kan £ gerealiseerd worden als een cascadeprodukt van
{Ql -1 permuletlic-reset-toestandsautonaten.

bewljs: v i het verzomelingensysteem van Q, dat alle deelverzamelingen van Q
bevat, die 1gl-1 elementen bev@tteﬂ./mw ig altijd toelaatbanr,

We construeren nu eenl/a~factor van #, aangegeven met X', die voldoet
aam:

B, eQ
Dan geldt nl. dat als %Q'Td—dQ{,lQ'mé\ =1. En verder als |Q~.|=1(Q),
dan is 1w, een permuiatie en dan is er voor elk blok B van A+ slechis
ttn blok B' van « wasrvoor B €BY, en B /B, =» B, <! ABx/ . Dwa. dat
ook @y een permutatie is.

Dit betekent dat A' een permutatie-recet-toestandseautonaat is.
Volgens 6.%.12. kunnen we f realiscren mel een cascadeprodukl KoK,
waarin K, een permutatie-reset-toestendsautonast is en |QIFu={d1-1.

6, @' V,}g V' Q' \7;(__)( ﬁé“'xi(!kﬂ ABL T =Bl A B, _TZ) => 0 Nr)?'}

Met X kwnnen we hetzelfoe doen en we verkrijgen, dan K;(jﬁa?waarvoor
geldt:
0OK 2K, Q1] -2 en £!  is een per

ntatie-reset-toestendsavtonant .
Volgens 6.3.9. + L, OO EIZ L OL=K.

el verder gasn tot Mig.q, waarvoor Q.| =1&l-(1Q-2)=2
toestanas autiomaest met 2 toentanden een permulatie-reset-

:

dssutonaat is, is hel bewijs hiermee volledig.

Te15. Elk gmxnarakzc»rewet~toestandsex(og«mi kan gerealliseerd worden met
egen cascadeprodukt van een permutatie- en een resel-toestandsauio-

maat.
bewijs:Zij ¥ een permubatie-reset-tosstendsavlomast.
V.J{x e XA gt =11 en Xt e X A0 ) =tk
(({”ryixe» Xp¥>, ) is een ondergroep (B4, )}, die we met (G, ) zangeven.
We definilteen een volledig, deterministisch toestendsantomsat £, met
Qu=te X=X en

Y, ex (xe X, = ()=

1 volledig, determinisiisch loe en
2
\?"(,( ,x) m’,;[ (xeX,.=»q Tlrw,x) T
een perwutatie.
x> van Q,%5, ©p
{ v . B AT S A 4 Yt
v('t'w,qJ&Q wQy =, q T, WA = (g, ),
g " S P
(% a)&oxﬁ 3, X % \1“«9»‘)) ((Ww(}l)[g)&}
w,,‘.r ;

Dus I .1 ~
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3

T7.1.4. Flke reset-toestandsauntomeat kan met een direkl produkt ven resei-tosz-
tandsauntonsten wmet elk i twee toesianden goreslisesrd worden.

bewljs:iZij £ een ” bomast. Hiervoor is elke partitie toclast-
baar en de bijhshorende fac is weer eon rCzwb~too;gund3auuom;at.
Mesm daarcrn T an geldh # /* <{Gl, en dus kan,
volgens 6. met LA @ 5, wearbii Q1 <iQ).
7 Y

5
Als Q% > 2
Daar iirwnr
(A 2K
Q is elnng

e L;D‘E‘Pﬂ etz
I, se) van cascade!)
ﬁt:gavﬂ»/"}}é{- i

dus eens zalde lastste aulonast ook twee toestanden heb

YA K@Kz X

OpMe. Hel aantel sutomaten dat nodig is, is gelijk asn bel eerste gehele getal
boven *loglQl.

7.2. Groep-ftoentand

T.2.1. (G, ) is een groep. ,
Een toestandssutonast § waarvoor geldt
Q=G, X= G, en
\Z ,e)’ [“)1’% =g, 81)

a

heat ee‘l BTOED- toeut"m’v‘:;utomaa;t.
We geven haar san met (.

7.2.2. Als K een pormutatie-toestandsautomast is, dan 2, 2 [/,

T s waarbij g

bewijs: A is de afbeslding uit S, op Q en wel zo, dat WA =g 16

willekeuriy gekozen han wordsn.
£ is Ge 1-1-afheelding van X 1
Dan geldt:

Viex LTt g=q,wur, #Go Tw T =0 Tw Tg= Ty Q;'?‘},]

n Sy, vaarvoor xE= T.

7.2.35. (G, ) is een groep en (B, )& (G, ).
(G/H, ) geven we san met F.
Er bestzan twae toestancaautorzt 1 f, en K, wanrvoor

- .
K&K z§&, KooV en f==H

bewijs:We kiezen in elke nevenklesse ven H een elament, dat we ﬂe rew“ﬁzeui'nt
noencn. Ale ge G een element van de nevenklese
dan noteran we dat ad:—: £=C
Q‘:.f lged Gy en X,=0. -
A s
Vf“e@, Vaé)ﬁ LCQ}‘ *(L‘g)} .
De afbetl ding € die elke neveuklasse op hear representant afbeeldl is
egen-eenduidig en ¥ =l. .

%e@flol‘”fw[f'}”

f]*’f;'fﬁ:a s Gwz. fo= FL

Dus f,4, = .

Bt e =
[ L(‘C}(C'@) ! ) ;\
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blke grosr mVuooLdfds.' crd word
produkt ven grosp- LOrly Wasrvon do growntg LL 1sr*gy,
zijn van de composi fflg van Q_ Dene grocpan

or elke eindige groep G besisal e
lde (4.2.49.)) compositivri) (4
Y (&, )b.c...s«»(ck, )
‘\1,,/(?;, ) aan net \r /).

«

/‘w“@

v
W C gaevir

-

Volgens {.2.3. kan ¥ gerealisecrd worden Coox
K, isomort met ¥ en X, =¥, '
Volgens 7.2.3, kan ook ¥, gerealiseerd worden door een cascade Pl E T
o Foon Ho=

Volgens 6.3.8. bestaal er nu een w) , zodat

ezn cascnde A.C)?z mel

2
Op dere monler Runmen we
Dear des faclo
groepen van de

£

i{ /Ckg )——" (“'k-; ,)'

la LM&QlVOd&17 %Lan, zijn de
1 in de cascade alle enkelvoudig

jiis]
[
!
z‘)
u
ﬁ,
O /"‘
o
L47]
C.""
‘,’}'\
::5
\;
:J
(.,L
(o]
3
;:
et
rg

T2.5. Elke t¢ 1dsauton
van toemu&aﬁsauf

at kan ger<“31 o d ”cwfln door
terwiil voor zo'n toestandsgubenn

1033}

ﬁ&nzac io;@;o haar

groep engelvoudig is,
tosstonden,
bewijs:T.1.2.:51ke tosster
tatic-resaet-
T.1.3.:E1ke permunstio-
cazcada van cen @
(1): Dus elke tovatw d b%O&d“L AN onml@ed wiardsn tot een cascoxdo
van grogp- en ]“%Qi toess : 2
T1.2.4.:Eike grogp-toestandsavion te ontleden in grosp-toestands-
auctomaten waarvun de groep eunke Lvoud.g ig.(in cascsde)
T-1.4.:E1ke resetl-toestandsauts cereslisesrd wvordan
di“ﬁﬂb,prugukﬁ van reset- &
6.5.51 Euw rakt produkt is op te vatien

=1
}—J
D
=
o
r./
[
-
ja
@
&
i
[
O
£
{Zw
P
o
]
o]
o
&
i
joed
i

o te ontleden in cen

(1), Te2ebe, Toteds, 6.3.5., 6.3.8. en 6.3.10, leveren nu de stelling.

T.5. Hoofustelline

7.3 Dw maat van } ig eon geordend tripel van getallen, gedetinieerd door:
(8)=(] <Frul(oe S0 A (am ZDB, 11, 150,

Als m{f)={(a,b,c) en u{i')=(a',b',c",), dan
m("‘))ﬁ((‘\“ﬁ?(c’ a'iv(esa' Abobt ) vie=a AbabtA oot )
7.3.2. Voor elke toestandu: at K is x4 het deeltoostendsavionant van K
met

#Qly, ‘qu\{\l[%'r *} en V ,L% T, x<r;j .

X enX

T.3.3. (3, ) is ecr wmonolde ven afbecldingen vau § in Q, wanrbil 0 een ein
verzeneling ig.

34;3 n & {(‘r’ \f\‘é S I §‘~

":'\3/: ST T




o
Qe
o
w

Ry

Y e ke

oY =>1.

+*
Fal > 10
2. 8, bevat een permutatie ong@iijb aan 5{‘ .*L(“;arz'i".:itei‘f.
2. SA =Vu'l, waarin (V, ) een on ; S, i I

en T cun echt linke

bewljase bewljzen deze stell

GEQ O ing ccor uit de ontherning van de bes mr?uf,ﬁn 1
en 2 de bewering 3 af te leiden.

s

S:=S,\14l. (8, ) is een ondevs
permutaties onwell‘;n aan de id
want anders
e 1 van uoeoa. i
Als 5,07 U 4 Pflg¥ s1a ge o} L oes
hebben els o 1 net f”_“v Jug £ o*u.{PI [Ge
Dan is G0 esn echl l,”:‘iwrwm.fji
maxinasl .‘Linﬁs;eri{wua} o
Viz S4v U4 AY voor een ul?lwﬁz Ve “\“'
Ve constoteren nu dat (V\{A})u T een linker
bevel e aict geliji is aan 4, dize {VN{.A)
Als \Qwl>1, den weten we reeds dat Vu {¢}
volgt Ve <is,xl.
In het endere geval, |Qvl =1, geldi voor alle oe S,v :]Qo] =1 en dan
geldt |Valst <8 A'\. '

'f'rt 23t

[ =1Ape S;}cs.
en dan beotaat er ook ecen

e

Te8)a (s Wc}):—:.p (T=5)v (I_Ariz))

van (3, ) is, dat P

0«; dus Vo=l |

nr € A !

b ostye 8> waaruit

cen resegb-toesiandsantonsat is, don bee
r
Aoy zodub

LD > QLQ'

(‘SA , )X(SA, ) en w{4 )/rv(f) OF K, is een per Qesz‘ta}iséis-~
v boe wat et

41
automa.at, &L A, is een rese
] Py 3

(SA;s», )‘{S‘A, ) en

bewijs:We bewijzen de stelling ¢ che,cror'-‘w}ﬂ@‘it‘ voor de gevaellen 1,2,3% van 1.%.4..
To Q=R en Q,=0\Q, v{g} waarbi] adq.
(4% ,0.) als qﬂ"{ﬂ en g, £ Uy

n J(a,04T) als gy en g te Q
(Q1$ql)'r>( = (q&’q«} als Q - {\‘bg en q € {\\()L
(Qayga Tr) in alle andere gevallen.
;‘ iz hiermes vollediz g fivieoxrd, en ook correct, imusers. als

LQuel ™ 1, dan g ¢ Q,=0". Del vierds geval is dus alleen ven too-

1

passing a,ls =g 6o, % e QN=0,.

Eiest men nu een ; van @ ,x¥8, in Q net

geldt dong

Lo v«\(\-».j"

ven Y
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Y {oflgeq “’} {“} ig een toelsalbzre partitic van Q.
4 is Il%l cen afbeelding ven Q,0p ce ' qd={gl als ¢fg
a%=q".

Voor de vier gevallen éc'uu g
g "l'xel';: {,"l't‘g .‘A.{jk‘lx =

1 = . s
q Tx "5) = “f' & ={qg.} :{q‘g‘r"” = q .= ,&(Mf:i K.
¢ .

1o
(_"(-, ey "7 x% =g

Volgens 5.2.%2. en 5.2.14.:7 (8, ) is een homomorf beeld van (S, ).

Biervit volgt (Su, )](5,, ) en 15,115,100 Cok ias;\ﬂ < i:, x

Bovendien [ot={oN\a'] +1 <101, omdat Q') > 1.

Dus m(a, )< (L),

Uit de definitie van 'Z’A, ‘i}lijf,' a

geval de ideniiteill is en in het twe
,;,

cerste oen derde
AN G uf beelding.
Dz . Eﬁ,ﬁ\;x— :{LQ 6“ e ?Af“k ’ } een honmomorf
becld van cen ondersemigroep van ; )i

Daar bovendion [9<IG(, goldl ook (4, )< u(s)
Pa<{oloes, 2 lae] =1Qi)>

T=Ss\F.

£ is geen permutatie-toestandsavtonsat, dus G, P is ecn ideasl van
(SA’ )4

Q=P en Q,=Q

’ 17 Foats e a4ly woe D .
(g-’qz)rcxm ( )«7»11) » als e & I .
(o o000 ™) sls €1
Ditmasl definifren we (1{; afbeclaing 4 van Q,x0, in Q met (v ,q, )G =q,0- .
‘ G“T‘\ ,Ci)_ ] »\d_o'"é'.'x =
LAl o
(0‘9(31 g 1(5‘,(1&0?0/1 )% A__-:Q&G—‘sf‘dy:: ( 7‘112)7 X e
£, is dus een }“rmmomjtmo ven f @/1 op A, weerull volgt K.@K, = ,’*f.
(Sp, I=(P, )= Syt ) Sy, ) en £, is een persutatie-toes bam s -

subomast.
~ /oo~ . -y
(54 )=(T, J=> (g%, Y(g4, ).
Verder beval u %L de niet-identiteitspermutalies van

L

5, % niet = m(.«’iz Yo m{i).

Q,=V en Q, =0,
(G?’ )‘T:z "{ { O Tx ,q)» als TxéV\T
T (Tp 400 Ty ) als T e®
¢ definilren we numet (o ,q)9 -(?Gu
Den is & een homororfisme van K @/, op K, want

. Lo (Q Tx 16; Lo £ Rl PR
(O'sq}’“ 5 3{ 14 , o0l
X,} ( G ,00T)G ug ot = (077406 =
o . 1, 2
bus J.@ K, = L.

SA*:('."’\T;- = (SA:A'} ) is een ondsrmoncice van (V, ) =¥ (8,¥, )[ (v, )=>
= (3,4‘{}31 )! (S 3 )-
ol =1) > (Gapry ) s isomor! met een ondermonolde ven

{‘{fn, )»-—>’ ;“A‘l}
S u{A\ =

HAl c e
Tav
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756, Voor elke tocstendsautomast £ is er cen cascadeproduit van toestonde-

4 P " P,
aubomaten by, Ay veed seert en waarvoor geldbz
o 3 - oy v m by e P . /e \\ =
3 . CenY e rmus SR e Foto] =Y N 3
C,f( ;[;1 8 ecn persutalie~tocsta : (g, '/ (”A N >,
&L, ds een £ et twee toostanden.

tandgauntonnat of

ls een pormntatie-toes
meﬁ t““c toestandan is, is het bewljs trivias
m{i)=(1,1,1), heltgeen het minimus is.
; e is opw, dat de s tell‘ T ownar 1s
de mast kleiner is als

- ’ LT P o
telling dus ook waar voor #, en [, ,die door 7.%.5. gelev

geval

de tozatandsavtornasten in de cascade voor £, .
de loest: 2 1 HOCAL Foze
,3~8. en 6.3.10. realiseert ecn cascale von alle ﬂu en alle
kq dan ook K.
Veronderstel ne, dat (G,
these cat (QAQ. ‘
Maar als Lroes S, ) deelt, den moet deze groep ook
(5%, ) d?lgni Pus (SAT’ Ky )e
Volgens 1.35.5.
Tﬁl) slotte, vols .
or K, ge;u hetzelfds

YOO 4

) een groep ism, den geldt volgens de hypo-

t van toe-~
23 oy wees o K, cut f resliscort, terwijl voor
alle 1 {(12ien) @04@3:
is een enkelvoudige groep on ( Ay ](SA, ),
en reset-tosstendseutomnset

savtomzat £ bestast er een cascédeproduk

- -+ ;
twezo tod

,‘u
a

bewijs:Daar elke factor van de compositierii de corspronmkell]
olgt deze svelling dirvekd uvit 7.3.6., 7.2.4. en 4.7.20.

<

Xl
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estendsnutonant

eurig

31 Q ‘(LLt />’ ‘I.

we v em:an‘ik 218
Hotalie:

6.1.2. De relatie "verwanl zijin’ is een equivelentierelalie.
%

sy T e RO g
bewijs:By

o

.
2
KT

/\ u&

8.1.5. B;en =P(5]={B;)

bewija: % iz een elbeelolr
T, de een efbecluing = (Biaul =B l<\5

8.7.4. U is een twﬂ?u.,rmro overdekking ven Q metl
FEen klegsse van onderling rnte bloklien ve
blok in diea klasse #C @h nten bavetb.

De blckken van een inititle klaszen noomen we ook initiesl.

,»,

5,.1.5. € is
Voor

!
o o FO > 1.

er een initigle

bewiis:Voor opdeling ver
ell blok bevindi
Er is ten minsie
aat de klasse van

2.)

BT Um 8.1.5. volgl don

opm. Een overdekking kan mecr als &&n inititle klssse bevabtten.
8.1.6. C 1
D is
De faui

3 ois als

re LD ngen v;n Q, A LE6T
e CaweX AT&'r e BY ){{vgj\é

)
reet de opvols
Als B;e D, da 15 ({ B ] Ble Caowe XFAR, < Bi& U {{f;&} @ DE).

o
o

.1.7. C ie een toelsatbare overd
Bl rvan U is een

Tois ean overd
1, xomen in
2‘; voor en d
3

&
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8.1.8. C is een toelaatbare overdekking ven Q met #C > 1.
D is een inititle klassse van C.
vﬁieD Emi::w‘]'

£ -+ ¥
san mev BJ, ,Bi, , ... ,B]

. ) W= I O N ST ged
T\J -.[31-] A Bviéxé [f_} (('\n = !:} = 1fx1 r*-v r':w,-«-il’ =
is eepn purmntatie ven B =2 3

We behijken nu de surjectieve afbeslding
op B; af. Het b-w Bl, wordi er dour in BJ afx,geg';@gld:

A
. v v e
B! wﬁ' (Ty; ) =B, (T )", :

s Bl Ty, .
p ] z
i o £ 0 o '
b,e:uat Byop I\ af, : Hﬁm“ [ufﬁﬁ% = Bw,] .
umr gy een verzamelingensysieem 1e moct don B, =Bl =B}, ;. -
- 1

DB",(TV' T,.) Ty en EB’“‘ T zijrn een-ecniuicig en Bl -:Uf%jﬁ\ en B, (vo,) T, =

SRR . -1

Stel nu Bl #B), . Br is een 1, st BYL () =Bl .

Nu moet golden dat f;lr*i“q y want ?:gf *f;,; =B, ou bl Tuy =Bl » Alg dus
Bl =B/ iq dan zou ook B, =RBY , helgeen in strijd is met onze asnname.

Conclusie: verachillende blokken in g, worden op verschillende blokken
in ¢; sfgebecld.

.

Op snaloge wijize bswijst men dat verschillende blokken ven ¢, op verschil.
lende blokien in g, worden afgebecld. -

Dus o =v; .

8.1.9. ¢ is ecn tcelsatbare ovordekking ven @ met #C>1.

C' ig esn opvolger van (.
Ve plaatsen ru de elexenten ven €' in het zgn. opvelgerstableau:

ke k, kg oo .k

r, Bl b, Bl o LBl
r, |h Bl LD Bl
i ' . . .
! Cool ;
T (Baw Bl Bls L Lo - Bl
rmﬁ B':ni»!
Trsz | Baarz
: ¢
I !
i '
r, Bl
Hierin ig:o =&y, oy

B, =B, {7y crw,-) Ty, en dus ook B;P T, 1:1"() s

;:mti igwwg

8.1.10.0 is een toeloatbare overdekking ven Q med #0> 1.

D is een init: . nla: te van O
Ale er even xe X 1z, zodalb 7 By 6D oop By e D efbeeldt (B; v '3’)‘ Lan
definitiren we a1 p“T‘ z“ct YN over de petallon 1, 2, ... W 2

T, permtecrt de blokken van g, precies zo

*

By s T =B LA
fpag T el




-

,?C > 1.

v ovan een C'-foctor K'Y van [,

Al ds g blokken de kolozuon van het cpvolgerstableau.
i 5 blokken de rijea van hel opvolgerstablecu,

%elaatba?e overdekking, van @ met #C >1.

rolger van (U, - N

K van f, zodat S eEm toeleatbars partitic

e geven A/C aan met A",
¢ constaeteren dat de vereniging van de elen
esn blok ven O iz,

o blok ven A

4

« ¢ DABTL=Bg
i =

e a RBi. Er woet dus een blek van €' in de rij j ven
he eblesu staan, dat B; w gehscl bevatn. ¥e geven dit blok asan met B'.
We definitren Te in zo'n geval zls volgt:
igme By, <=l ngeacht p
i>m ‘33 o) =B'

Stel nu B € CAB =By €D .
Dit betckent dat ¥; GD en By
In ait geval deflinitren wve tﬁ

{dus i ¢m).

3t a7t =B Iy
Eip SR N

Ty is nu zo gedefinieerd, dat de eersie indey sangeelt in welk blok van
C we zitten, offewel in welke rij ven het tublesu, oftewsl 1In welk blok

<t
©
3
e
?

g dus trelsatbasr en £ 4upiﬁ X/ G

8.1.14.C is een ltoelastbare overdekking van Q met #0=1.
C' is een copvolger van (.
De C'-factor X' ven ¥ ken als cescadeprodukt f,© 4, gerealiseerd worden,
waarbij A dan ieomorf is met E/C en [, een pormutetle-reset-toestends-
automazat is.

bewijs: Uit 6.3.11. velgt, dat er een causcade X @/, bastaal, die ' realisecri
met iji.fb; o K/w. Verder heeft K, dan de tovteandoverzzneling 4.
4

We mocten nu nog laten zlen, dat &, cen pernulsiie-resel-toestendsauto-

(,.\,I‘l, " e e ,Ii} {P1, Lgr rree ,\“{]l.
Ttk s oeen gomoddficezrde natuarlijke uiu'f}uin). Bt is dp kolom 1.
een definitie voo h~'qQ gy GdE ucn VoOor i

i
kl TC!*;,:;) 7
B opvut e

Deevom voor 1> m: :17%;x) =k qﬁ,x) voor elie tg lgee , dwze Ty
is den een reset! !
We meelen nu nog bewijzen dal 3;_0 voor ism  ecn reset of een permu-
tatic is. " ,
Stel eerst Biw, € 0. Volpens de omnntrvcié~ van ¢ in € | hangt

. .

"“J
-

Bhyer niet van 1 af

govel cen

ook 1».}' »G Y

@V ;,‘1
1. 1 Ty ‘. . e N
E RO T ¢ R ’hi‘ Tilg iy s
1 Cr;{;) ;;&XY .Lyx
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8.1.15. Ue grosp (G, s ) die gegenercerd wordl door de permubaties in 4,

de

bewiis:Uitl it. volgh, dat met elke permuletis in £, ecen we X%
deert, tad blokken Bl Bl 4 <o JBly o op precie
wijze greep (3, ) door desze }\:rmutabcw gegenareord
dus .

2=l U

Daar .9, ), is de ondersem
|

Y
gegencien aor '{‘Tw\ ﬁﬂ.ii*‘»’hi‘lx jeomor! mel de senig mep
met PR P

Volgens 5 (s )
Verder )..m. (TA , ){ ( § 5 AR w3 (G'3~ s

\'. t /mz (G, l P % .
= (&,
) ( :

tatie over ¢, is, dan definibren we

Zroap (‘}.‘A, ) ven (8, ‘:}“3 die

)
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9. Onontlecubsarneid

:lvoudige groe p en (G, )I(SA, ). "

(¢, Mg, ) v (5, ds,, ).

ln geven eerst i
in do cascade A,()r.;.
e -
1€ X7 en WEX, X, e e F g0 i

[+] . o - O Lrat ——
(q”qz)'tw,k =AY, ) Ty, “x} secer Cx T

- < e o e
'-((11 T34, (q‘ x)u)ftx‘ Ty woeee :Cx‘ = o
- P % .
._(q,'&xxlfql Can )@ (q‘ K‘I’Q)ld)TA‘S Cxqi e woca Xy,
e ev e aBoeB eI O ES S L0000 =
2
e,

2
> 1 e B PPN
((11 W"k TR C‘M,"f)w T(“h"cﬂw $) @ T, Ty X5 )w

Door gebruilk van diverse uolhn gen last zich hel bwwid
u(.‘h" Jven:

(S,, H("Ao? (661.15>&=>(c, N(Sa, ) (4.1.20)
( ){ bAs ) ¢

dwz. G, )i

smast £ heot cnontleedtnar als voor elke cascade K @ [
. .

s een homomor{ beeld van ecn ondergroep (H, ) van (SAO, )

con expliciets uitdrukking van de toestandsversnderingon

(4.3.4).

Volgans 4.3.5. kunnen we een W< Q xQ, vinden, zodat
T

r(;;‘ cil = (Q"l ‘)1 D\N T;;(Q\):Ql )TW &n (<{’C‘:< W ,Co ¢ H§> s )r':(Hs
w\ :{ -\1 1, ) &l \
= -~ { =D .
Ho}/ ¢, ondet de identiteit ven H een element van H, is.
Hel is duidelijk dat (H, , )<y, ) U (. )t (2 ) (£.2.25)
= ; B . i AL el ol
Bovendien Vo oy L% H ()=} 0 ¥
-

van i a.l
ken nevenk
op W, pracies
Dwze {<{

(H/H,, )|(

. )('t ) =D s

We definibren weesr twee toestandsvorgarelingen:
“6("’<\n‘\sq:.)‘((i1! e"k

P R
I)q, 41“\11 ’(! ) hfh o 1 lc('
— 1 o - w{ P o\ - A
A Ly €5, € H,, dsn (q, ’91) tw,:. (g, et 0 T e ) met
e J. 1 2
"C’ x U T . L
WKy (oo, 30w C‘(‘Lh,“x} CC'” fa. Ty X3)w - . Q’(q"‘f:"w,x\,ym
e § w2 1 . eyt LT f :
C yaTiut e o elemernten 3 . 2 Do s U
wiy P ¢ GO BLERELLEN VAR W1 o D i cen pewmvlatie over
! wg i Ug,
I Twxp 1

somord

JEReOnis

in dezalfde nevenidd
1

).

{see

elenenten van H, die

) )
YQ4 e g



Bovenstaonds conclusis goldl : Y, en 0 verkrijoom
we |Wl=v grocpon: (2 o, Jo (Hew, )y wevn (Hq@, ). Verdor is
Vo, . ﬁ,"«rv}} et pertiiie op W,
Uit dli a}}v Volgt* QW&éEL.ﬁﬁfrikg@jé L%y; Lete e oo, ).
iat 2 CEn grosp VOTmen 130-

i met T
Dus (#,, ) ¥, Ja (” Y = -

Pile

Mbv., 4.2.52. zien we dan, daar (G, )l(ﬂ, ), aast (G, )@®EA, Vv (g, }2{
. L3

Hiermee 15 de stell
als (G, )l }’,WO,
en als (G, ){(JO, . i ,

3 (H ,\ .
‘\cﬁwi[ ot g‘ “a, ) => (! }*(( )¢

new, nnq e, 33 = 6 NG,

qa

9.1.%., Als f ecen
isomorf me

({ey, )

sattosstandsavtonsat wmoet tw*m toesbanden i8, don is SA, )
een van de volgamde drie sesigroepon:

hylc
A

+
i

(Syy, ) = (Am,TY, ) met ©T =7 e GG=%, (iraT)
(5, )= (L, m,m )y ) omel T, =, Go=T en TY= . G =0,1,2)

bewijs:Go alle wogelijkheden na!
9.1.4. Als (T, ) ecn eindige sewmigoesp is en (S, , }[(Wt ), dan is er een ondor-
semigroep van (T, ) die isomorf is met (S, ).

bewijs: @ is het hopomorfisme wit T op 3,.
) is een onde e ). »

v 5. weton vie dat er dan een idempotent element e in % is.
sfinibren T'=ele. D"n iﬁ (M, ) een ondermeoncide van (T, ) met e

als eonheid (zie Lewijs 4.3.4.).

@ Hﬂ%3%>, dan

Tt '=T'g =(ele)g =(c ) (T ) (eq )=l To=5,.

Duz. ¢ ' is een homomorfisme ven T7 op 3, .

.<:z‘—m
e
a e

. e

Zzij (7", ) de mi rsungrOﬁn van T', zodut T @t

(Dit kumnen we e ({7, ) ic esn onderseni

dus ((?},?}H %'4 0ﬂ4@t“>ﬂl varn (TY, }; er bes fa&t dua
ook esn minimale ¢ croep die asn de eisen voldoeh.)

TOeD V"k (i, ),

4 mT", wantT" iz miniwasl en
1 '{,ay en uit de definitie van (S,, ) weten ve dat

Voor elke x¢ T is (77, } een on

by g~«(1"~:”)e:x”". 7elfs geldi
)(,T" <§ =y 63”’ i
TTE T, en ggm@,

-
a3

7y

ot zlot constete

) twee niete

lege dizjunote dus
ide Sent elenont

](:n‘ 'jf., '-”—‘-;" ju e T

f), i’”iﬁfrj.\” .,_;_», 3 v é‘{'” ['L{‘,\V . ‘.

({e,f,, 0}, ) is eecn onderses en dus van (T, ) &n is

v 7 es
isomorf met (S,, ).



..77_

9.1.5. &1s (T, ) een eindige samigroep en (O, ) (7, ), dun is er eocn ondor-
e b
{

semi groep Vvan

JRR |
rheid,

: . .
. ) i3 een onder-
2]

1.6, ;L m;,‘f L2 -4

5, )1, )=y (5, )16, Ivis,, ) (5, ).

3

EZ’?AQ» % (61190 = ( Sz )wi%" )

‘ ‘D a L€ L
BV,W&X%{{(T B w = WAy A(}q ;T\’l L:z}!

. ¥
T AT D, [(n wapdata, e ) e le o) T (9% n))]
Ult 9.1.%7. volgt:
(-4
(qt?‘i'}?’ ’"((z‘:n“l:l_)'t;’«{.f ’"{(1‘:@,_)'1}9“(?}:9%{) L4
(q,, )7.0 ,,,.,gg?,ql Thwd wla, a0l =(g,ql)
(ahhat) e =(a 0 ) e o2 (g ar Jur (ol
(4" c“}r (g,54, Yol vl =lapa, ) =g )

We onderscheidsn nu itwoe yw*81len:

( e gl el =gl A g, = e ) |
-q‘.*"-r 1y e L“‘ w ‘1"-'& PR w1 Lo e ! i P .
- f ° e nr et ?\ 'I:’"!TV’ - Q’-’ =
V\e"w" p:'[‘_x@ [C C -‘::)’t';, ?;,:"* [ N - .
-y (Jz s )’ (u’h‘, }
t_ 1 8./
2. 9y =9, "“:') 4,74
2
.—t.zq‘ T 1
w Ccz‘,».,)w C‘: x‘cxl-) T q{"‘« "94‘"'9’1,"1[ -xk)'bw’
( toat)={gt gt)e? ={ota! et ot ),;,
qg?.w_ =l i*l;; v TRy Y, by [ T
Y _ (o0t ¥ Yoo @ Ty ? —
(QZst /\“‘(‘ia :QL}‘W =(airl 0" s-\if') =
CIPSE IR D e | BT T AN U T 1t N
(‘l,;f{z /’m{:“,\”;}(“, sk €y 54 vti ) =
[ St WYt t TR
<q‘;q; )*;\cj,,ail ¢, =laley g el =
(" C{I
. . 2%y LN N
Ty en TL to men cen semigreep

3C"i;.u)u6h

LI + 33 sa
}A‘wu“;} BN R
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AFSTUDEER-OPDRACHT GROEP ECB

Onderwerp: Semigroepen en Sequentiéle Machines

Toelichting:

De structuur van een sequentiéle machine is nauw verwant aan de structuur van de
semigroep, welke de machine beschrijft.

Decompositie, uitgevoerd via semigroepen, is waarschijnlijk gemakkelijker te
hanteren en te automatiseren dan via partities.

Gevraagd wordt hier een studie van te maken en een eenvoudige decompositie te
programmeren,

Naam: R.H.J.M.Otten
Adres: Wenzelweg 26
Woonplaats: Eindhoven
Inschrijfnr.: 3757

Mentor: ir. Ekas

IN' TE VULLEN DOOR MENTOR

Datum aanvang: 14 februari 1971
Datum beeindiging: |/ )i / +/
Datum inlevering afstudeerverslag: * Z-f/// //}”/

Advieswaardering mentor: e f/““lﬁl 7”¢4$¢fv’Q44¥», /44*44Pvtv47{'4%1/’.12a;
ANl T vty e S gl

Cijfer: 7{ > Na £ 4 et M z ”4"‘4"" W}“’%'fiﬁ Lok

: % /ﬂ[b/»/\«%ﬂ(f/ //chs/j [ 277w/

=2

Bonnr.:

/I o

Aantal bladen:



Adressen.,

1. Sectiebibliotheek: de secretaresse.

2. Componenten: mentor.,

3. Documentatie: hr. Q.L.M.Laarhoven.
L, Meetapparaten (advies): hr. Q.L.M.Laarhoven.

5. Meetapparaten (uitleen): hr. Q.L.M.Laarhoven.
6. Gereedschappen: v hr. Q.L.M.Laarhoven.

Bij het lenen van boeken, dokumentatie, apparatuur etc. dient het eerste -

blad, voor het registreren van het bovengencemde, mede gebracht te worden.

Geleende boeken en dokumentatie dienen gedurende de werktijden (8.30-17.45)

aanwezig te zijn.

Meetapparatuur mag niet geleend worden zonder de bijbehorende beschrijving
mede in ontvangst te nemen. De inhoud hiervan wordt véér het ingebruik
nemen van de apparatuur bekend verondersteld.

Defecten dienen onverwijld te worden gemeld., In geval van schade wordt be-

oordeeld of de gebruiker aansprakelijk gesteld dient te worden.
Een standaardset gereedschap kan worden verstrekt.

De in de groep gebruikelijke montage~ en meettechnieken dient U te volgen.

Inlichtingen hierover verkrijgt U van Uw mentor.

Na afloop van de werkzaamheden, dient U zorg te dragen dat op de adressen
1 t/m 6 akkoord parafen worden verstrekt als teken dat U de betreffende

apparaten, boeken etc. hebt ingeleverd.



Algemeen.

Wanneer men de keuze heeft bepaald van de afstudeerrichting, en deze keuze
is gevallen op de groep ECB, is het goed enkele punten te overwegen.

In de eerste plaats is het van belang dat U goede contacten onderhoudt met
Uw mede-afstuderenden. Deze contacten moeten naast de persoonlijke ook
technisch zijn, d.w.zZ. het is van belang dat U met Uw medestudenten erva-
ringen uitwisselt waardoor Uw inzicht wordt verbreed en verscherpt.
Daarnaast wordt van U verwacht dat U studenten die stages lopen behulpzaam

bent door het‘geven van inlichtingen.

Persoonlijk stel ik diskussies bijzonder op prijs wanneer ik bij U kom
kijken naar de vorderingen van het werk. Een goed en levendig contact met
de aan U toegewezen wetenschappelijke medewerker is vanzelfsprekend van

het hoogste belang.

Over de vorderingen van Uw werkzaamheden kunt U de staf regelmatig voor-
lichten tijdens bijeenkomsten van de staf en alle studenten die in de
groep ECB afstuderen en stages verrichten; Deze voordrachten vind ik zo
belangrijk dat zij verplicht zijn gesteld voor alle studenten zoals boven

vermeld. U dient deze voordrachten eenmaal per vier weken te houden.

Teneinde een goed inzicht te hebben van de bestede tijd wordt U verzocht
's morgens en 's avonds gelijktijdig met het overige personeel van de
groep Uw werk aan te vangen en te beeindigen. Dit heeft bovendien als

voordeel dat U een regelmatiger en meer efficiente dagindeling krijgt.

Het afstudeerwerk wordt afgesloten met een zakelijk verslag dat het eigen-
dom is van de T.H. Iadien de tijd dit toelaat kan het verslag door perso-
neel van de T.H. worden verzorgd. Indien de tijd dit niet toelaat moet U

het verlag duidelijk leesbaar en reproduceerbaar schrijven of typen.

prof, ir. A.Heetman.
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