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Hoofdstuk I

1.1, Inleiding.

Bij relatief lage frequentie kunnen we elektronische elementen
zoals buizen,diodes, transistoren opgebouwd denken uit diskrete
komponenten, die gekarakteriseerd worden door een aantal relaties
tussen spanningen en stromen.

Worden de frequenties hoger, dan zal het steeds moeilijker worden
om knooppunten aan te wijzen, waar men van spanningen en stromen =
kan spreken, en tevens zullen de looptijden van ladingsdragers

een grotere rol gaan spelen. ’

. Shockley publiceerde in 1954 een theorie om boven een bepaalde
frequentie m.b,v. looptijd-effecten een impedantie met een negatief
reéel deel in halfgeleiders te verkrijgen. Van deze theorie wordt

- gebruik gemaakt bij impatt-diodes,baritt-diodes en gunn-diodes.

In dit verslag wordit de werking van de baritt-diode zoveel
mogelijk analytisch behandeld. Het elekirisch veld in deze diode
kan nl. in het algemeen beschreven worden d.m.v. een niet-lineaire
tweede orde differentiaalvergelijking, welke op te lossen is,

indien we een aantal benaderingen invoeren..
. g



1.2. De baritt-diode,

De haritt—dibde (barrier injection transit Eime) bestaat uit
een laag n~-type halfgeleider ingeklemd tussen twee lagen metaal
(mt-n-mt diode) of hoog gedoteerd p-type materiaal (p-n-p diode).
Deze overgangen vormen twee diodes ruggelings in serie
geschakeld, zodat bij een kleihe spanning er altijd &&n spert (zie
fig. 1.2.1). Het veldprofiel is dan volgens fiz.l.2.2. Indien we
de spanning verhogen, neemt de depletie-laag van de gesperde diode
toe en zal deze de spanning opnemen. De energiebanden verlopen
als in fig.l.2.5. Bij verdere verhoging van de spanning zullen de
twee depletie~lagen elkaar gaan raken. Dit heet '"punch-through".
Het E-veld en de energie-banden verlopen dan volgens fig.l.2.4.
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De stoom is nog steeds klein; we zien echter aan fig. 1.2.5 dat er

maar een kleine energie-barriére voor de gaten bestaat. Gaten,

die genoeg energie hebben om deze barriere te overwinnen worden

door het elektrisch veld naar de andere kant getransporteerd.

Wanneer we de spanning nog meer vergroten, dan zal deze barriere

kleiner worden, en zal de gatenstroom toenemen volgens de formule:
V

J(t)~ AT exp(——)
t

waarbi j V = V bij de p.n. p.—diode

en V =V +¢ bij de mt-n-mt diode (21e flg 1.2.5),
kT
Vt e
T = temperatuur in ®Kelvin.

A konstante van Richardson.

it

De gatenstroom zal de elektrosnenstroom sterk gaan overheersen

en we zullen deze laaiste dan ook gaan vervaarlozen.

ATQ noemen we de verzadigingsstroom, en is de theoretisch maximale
stroom bij een p~-n~overgang. In de praktijk wordt deze:&poom nooit
bereikt. W

Anders is het bij een mt-n-mt-dicde. Wanneer we bij deze de spanning
~zover gaan opvoeren, dat de energie~banden bij de linker overgang
horizontaal lopen, dan heet deze de "flat-band" spanning.

Men zou verwachten, dat bij deze spanning de gatenstroom t.g.v.

de diffusie zijn maximum waarde heeft bereikt. Dit is bij de mt-n-mt-
diode niet het geval. Gaten in de buurt van het linker kontakt
induceren lading in het metaal, die een aantrekkende kracht ver-
oorzaken. Dezel"spanning" moeten we aan de elektrische potentiaal
toevoegen en verlaagt de barriere (schottky-effect).

Deze barriére~vermindering is in de praktijk altijd evenredlg met

Ei, waarbi]j E de elektische veldsterkte is nabij de linker overgang.



1.3. Probleemstelling.

In de komende beschouwingen veonderstellen we de diode
ééndimesionaal,d.w.z. alle grootheden denken we alleen afhankelijk
van de lengte-richting (x) van de diode en van de tijd, en onafhankelijk

van de dwarsrichting.

In de diode (n-gebied) zal de dichtheid van de ladingsdragers -
afhangen van de plaats en de tijd: p = p(x,t).
- Indien ND de dichtheid van de donor-atomen voorsteld, dan geldt

’

N = £1pC L)W ! L3

'x

volgens Poisson

De transport-vergelijking voor de stroom luidt:

x,t
1t e ev(E)plet) - en 2BEN

De continuiteits~-vergelijking voor de totale stroom:

RICERACOR v 2EC) bc(”t

- Uit deze drie vergelijkingen ontstaat een tweede-orde partiéle

1.3.3,

differentiaalvergeli jking:
g € dE
-DESG tETL EV(E) 5 - T+ eN;v(E) 3.y,
Om deze vergelijking op te lossen hebben we twee rand- en/of
beginvoorwaarden nodig. '
We beperken ons tot de mt-n-mt-diocde. Voor deze diode gelden aan

het linker kontakt (x=0) de volgende voorwaarden (zie Sl.l)
a) beneden flat-band: P(o,k) = Ny exp [:.?:’3.]

V
b) boven flat-band: 'é < Ts exP[ij BCG: 0)

De tweede voorwaarde geldt aan het collecterend (rechter) kontakt.

We nemen aan, dat daar geen diffusie meer optreedt, m.a.w.

: 5(}(,&) =



1.4, Driftsnelheid.

De driftsnelheid afhankelijk van het elektrisch veld (v(E))
is bij lage E recht-evenredig met E en gaat bij hogere veldsterkten
asymptotisch naar een verzadigingssnelheid (zie fig. 1l.4.1).

- v(E)
,T

V:‘-...... e e - e et e e s e

¥%3. Lyl

Een goede benadering voor v(E) werd gegeven door Canali:

e
;ultﬁlﬁyﬁ . o bk

vs

V(e =

met K + beweeglijkheid der ladingsdragers
Vs . verzadigingssnelheid
- @ . konstante. '
Deze drie grootheden zijn afhankelijk van de temperatuur.
Voorgakeﬂt§$Lis een goede waarde voor R : B =1,2.



1.5. Boven flat-band.

Indien we het veld hoog veronderstellen (boven flat-band) en
aannemen, dat de snelheid der ladingsdragers overal zo groot is
dat geldt '

_ - Dp (st
o V(B el D '_PS(T) (zie 1.2.2)

dan kan het elektrisch veld worden beschreven door een z.g. quasi-

lineaire partiéle eerste orde differentiaalvergelijking.

dE ‘ |
L ESpeV(E) D -JWeeNov(E) | 0, ouxd. ns,

(vergelijk met 1.3.4.),

met als randvoorwaarden:

MDEGﬂa, eJGJ——J qu[VEEEXJ Ls2

—— e el L. = O e e o ¢ e ’ E t. 5.3 .

We zullen in hoofdstuk 3 bewijzen, dat de randvoorwaarde aan het
linker kontakt (l.4.2) alleen voldoende is om het veld te beschrijven.

L

We kunnen de grootheden dimensie-loos maken door de volgende normering

toe te passen,
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Onze differentiaalvergelijking gaat nu over in:

JE*

B E‘

+ v kE)g*; = \/*(E‘st 'S*G“) ' 1.5,y

met als randvoorwaarde

BE (J 0) 8(4;0 o
T (‘*) J "P[ J 1.5.5 .

In het vervolg zullen we alleen met de dimensieloze grootheden

rekenen, en zullen we de normeringstekens weglaten, behalve indien

anders wordt vermeld. '

Randvoorwvaarde.

De randvoorwaarde aan het linker kontakt boven de flat-band spanning
wordt beschreven door de D!V,

?)EG;O) ](4 ;{?‘TP[ E("a) j - - ‘. ‘5';

We veronderstellen een stroomn: ](-t) s 30 (Hm*u(-l)q 40N «5(:)
met | u@).; 1,450 .
o ,“{0 ' I;A.‘S.G'.

We nemen als beginvoorwaarde voor de D.V. 1l.4.5. de gelijkstroom=-

oplossing: D

=0, JG) *Jo
Jo-']se-scpﬂ%i’ljﬁj —> E(o0) = E;) 2(\&3")} - LS7.

We hebben nu een beginwaarde probleem gekregen:

- 2509 1 -qoexe[3 2

| welb 3({),3°Q4m.u@).5:m09
€ (er0) - € |



Dit beginwaarde probleem is niet zo moeilijk analytisch op te lossen,
" Numeriek is dit wel mogelijk (zie fig. 1.5.1). '
EQ.,O)

3¢)

-ﬁ's,l g1

We zien, dat ertgéﬁ iné%ﬁakelverschijnsel optreedt; waarna de veld-
sterkte perlodlek om de waarde E(t,0) = EO gaat slingeren.

We kunnen dit als volgt plau51bel maken.

De D.V. luidt:

dE
-3T rJo-t-mJoS\"'\u)L' JsQ"’CP[\IQJ
We stellen nu: 7 , ‘
EQ- U+ EY o s?

~ ;
waarbij €(t) periodiek om E=0 slingert.
Invullen in de D.V.: ‘

;‘%E%- + 301 Mjosqu:ﬂ: Jsexp \/800)"5&)}

De laatste term splitsen we:

HOE e‘rp(\/ Eo U")*E(E) . F (E)«; F(E)



~
waarbi j F'(!‘-) weer een periodieke funktie is,

We kunnen nu twee vergelijkingen opstellen:

=]¢>'Xsr—;(—t) . . 3 - 1.

AE,

<
(8

E
dE o o
= ;ms sia 0k - -7 r(e) SR 1.5.10

Indien E,() groot wordt,dan wordt Rt} heel groot.
dfe

¥We zien aan 1.5.9. dat als lim Egz02 ,dan zou [.m qc = ~%®
. . Lo t—e 20
Dit is in tegenspraak met elkaar.

A€,

begrensd moet zijn, en dat lim ==

Hieruit volgt dat E

Uit 1.5.9 volgt dan voor t—»9

Fo(('.)s .12 ‘

D ) e PR B i i et e

Indien we aannemen datlE(le4<E dan kunnen we F(t) schrlJven als

'-’:. 3]
F(EJ:Q:PV;_:.’%I-P‘(‘E-OKE "kSE 4..T.. }
Vien Fo(t) = exp -Eéf- >‘Ju.5
taw s ,
2 N
im B« Efal B2 5.1
lb:\y o s.ﬂ]) Zs} 1S

'Nadat het inschaklverschijnsel is uitgestorven kunnen we dus stellen
. ~
E@) = Eo4 EH)

N
Indien we weer veronderstellen datlE@)<< €, dan wordt

exeVg - o5 F) & erVE (02 ]

De D.V. wordt nu

me

o
d€ ='J(L)—_]5sz-xp\/—§§ . expe -E_—_—_. of

t 1.\/Eo Gs

O



H

~IF

;a(ﬁ)-bcu mek o.({;): -_3._.(-*2-» b —Jb

1VEE, = 1VesE, s
o ‘
» 2 g,
Stel
\/(\:)-e_um — d.iﬁ.. _l dv
. - s e . k - V CTQ

Invullen in

et
v db

Homogene oplossing:

. d:,-}cs.(k)\f ©.

V= . e-:cp( jo.(_\’, &‘e]

Met behulp van variatie der constante wordt nu de oplossing van 1,§.13

(t) = (xp[ ja(-é)d't’}l,g-ﬂ:jzxp[ jo.(p)dp]d‘é} o

waarbij B een constante voorstelt.
Uit de gelijkstroomoplossing kunnen we B bepalen, nl.
voor J(t):JO geldt E<E,, m.a.w. indies a(t)=b, dan wordt v=1.,

1= éx‘p{-ké} ]) g-t sz'x p[loi}d't’}

- !,; Q”CP(—‘OL‘J % g4 exp[‘.&]e!} R obu..s R=1

Ve hebben nu gevonden:

dus
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V(Y = exp|- J‘:a(‘ejd‘c’] }ie L,IWP ( j a@)d}.t] d¥] }

' L 2 o
wz ~bnv ..—ja(‘i)ol'f_zﬁ Htoje'xp[ja(p)o\_M] d‘ei

E(Y- h@)m} zW 35 e’rpr jex [/J@——&» d'&}

Indien het inschakelverschijnsel is uitgestorven (t—s2 ), dan hebben

we dus nu voor E(t,0) gevonden:

J .
E(to)s Eo+ E(Y) , wmekt

E,:= E va)] } en R !..,‘S;,ll
3
é(&) Jz(m’)d‘c’ 2{e.e RH e exP\/ jexp[jz -‘e(t?:'sd ]d,‘c’j s,

onder de aanname dat \E(e)\ << E
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Hoofdstuk II Verzadigde driftsnelheid.

2.1. Inleiding.

Indien we aannemen, dat alle ladingsdragers dezelfde snelheid
hebben, nl. v(E)=1 (genormeerd), dan wordt de berekening van de
veldsterkte vrij eenvoudig.

De veldsterkte in de diode wordt beschreven door de volgende

vergeli jkingen.
DEE:x) | JE(hx) ¢
BT L 1 2L
SE o) | Ee) (* |
ST ,’]G)“lo“‘)[’}”é;“}l | 2.12,
E{o,o) = €, . o o | 2,43

-

De oplossing van dit stelsel luidt (zie "analytische baritt-theori@;ef_h)

X=S,

d:gar

E@ng - RREH D0 s 1 € (a0

Ekz ])’}Gu)w}ol;-r E‘(r,o) | | | | | | 2.1y,



"

2.2 Eénduidigheid.

De oplossing 2.1.4 is &&nduidig, als bij ieder punt (s,r) slechts
één punt (x t) behoort, m.a.w. als de Jacobi~-determinant ongellgk
aan nul is (zie "analytische baritt- theorle")'

De Jacobi-determinant wordt gegeven door:

D dx

J-‘- — =‘.‘."\40
ot oF (
D8 or |

De oplossing is éénduidig, wat ook op een eenvoudige manier blijkt

uit de volgende paragraaf,

‘2.3. Grondkarakteristieken.

De grondkarakteristieken worden bepaald door éﬁ‘/éf = }/x | éé
da ! dx

of door t = x + r.

Dit zijn rechte lijnen (zie fig 2.3.1)

/ftq

sl . ; !
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We zien, dat de randvoorwaarde E(t,0) voor —s0< L% yoldoende is

‘om E(t,x) te bepalen voor x% 0. Ku heeft de diode een eindige lengte 1,
we zullen de randvoorwaarde E(t,0) dus moeten weten voor t)-1, om

de veldsterkte te weten in de diode voor t> 0 en 0 x 1.

In de praktijk klopt dit redeli jk, aangezien bij hoge veldsterkten

het kollekterend kontakt weinig invloed blijkt te hebben op het

gedrag van de diode.



2., Elektrische veldsterkte.

We verdderstellen weer de vdlgende strodm. )
yICH Jo(n..m-u(l:).fsiﬂv),‘?) o

met u(t) gegewven door 1.%5.b. ,
¥We gaan nu eerst de veldsterkte bepalen voor t< 0 of indien J(t):JO

- T T —— T — . - — - -

De randvoorwvaarde wordt nu gegeven door E(t,0) = EO (zie Li?.)

Voor E(t,x) vinden we nu m.b.v. 2.1.4. '

. [0t jds  Elme)

o E j(’go.; 1)ds 4 €, (JotYx+ & YA

Dit is een rechte lijn. (zie fig 2.4.1)

‘ . R‘g. 2.4.1,




g

- - - -~ — —_—_-—— o "

#e hebben nu de stroom 3(&)= ]o(\-fm.u(l:),ss‘f\u)l:)
e randvoorwaarde wordt nu gegeven door de D.V. 1,5.%.

We hebben als oplossing weer:

E(}:,’l); oj{l(sd:-x)qls&g + EGJ‘:O)

e zien dat we de uitkomst kunnen splitsen in twee gedeeltes nl,

t-xg0 en t-x3 0.

(1) t-x<0 of t4x

E'(E.x),j%'l(;;h-x§n}&§4 E(I:-'x,o)

-.-j *]{}(j*k-x)u}elﬁa;ﬁ'o
-k L ‘

e ] Qerdds o [T 1) dms Eo (p-gei-s)

L
= (ot 1) » m.}o:]{;{ﬁubpclp ‘€,
©

. Qo‘”)"“ %12&(03&':-9150 , v4x 2.4.2,

Er treedt nog geen fase~verschuiving op t.g.v. het "looptijd-effect",
aangezien de ladingsdragers, die op het tijdstip ta0 aan het linker

o e w5 i

kontakt "vertrokk;n, op het tiidstip t nog ni‘ct 'in x td.jh ‘ni@akéckmn.



N

(2)t - x 30 of tyx

B it fds s Blae)

] .

= Qo“))c* M}Q'[S\‘ﬂd&ykkm)dg 4 Ek&-x,o)‘

(]

= Qo“ x - o (cosno(c-ccs& (k"x:)) 4 E‘(_E.'x,0) , £y,
| W - | |

Samenvattend hebben we nu gevonden:

(k). ch 1)1 +B | N kgo

, oglgx

= (ZO-H X - %_39 ((_oSu)k-j)_-! Eo‘” ,

' .qo-k |)x -:,%_1" (LQS\V»DI?-CO‘&@&E-X)) {E(E-X,O)’ E’}/X

2.4.3,

2.4.14

2.4.2,

2y.3,
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2.5. Spanning.

Nu we de veldsterkte in de diode kennen, ligt het voor de hand

om de spanning over de diode te berekenen. .- '
We nemen aan, dat de lengte van de diode gelijk is aan 1, en dat
t>1. We hebben nu te maken met vergelijking 2.4.3. en veronderstellen
dat E(t-x,0) periodiek. (S§. (?ﬁy;,g,g
Voor de spanning geldt nu:
o ; "

u(t) = B0k, s,

waa%bij U=vV(0)-V(1), met V gelijk aan de

potentiaals '
Volgens 2.4.3. wordt E(t,x) gegevén door:

.'.E (k) . QOH ?c -_"‘_}2 Qcosbal:—éosd(k~’C)) + E(k.x,0)

| ¢
w8 - [3Gerdx- %L (cosual - cond (1-2)) + E(d-x,) | dx

‘ o ‘ ¢
Y R T feosab - Tl gen (k- *212 inalk s [E(x dx
; ‘ 0 '
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Hoofdstuk III Driftsnelheid afhankelijk van detveldsterkte

3.1 Benadering driftsnelheid.

Een goede benadering voor de driftsnelheid afhankelijk van het

elektrisch veld wordt gegeven door Canali (zie 1l.4):

J (E) = E r
. )
Q + E‘)/p
Indien we deze benadering handhaven, is de P.D.V. 1.5.4 moeilijk

of niet uit te rekenen (zie "analytische baritt-theorie").

Een andere benadering, die bij hoge veldsterkte redelijk voldoet
luidt:
_E |
V(B=1-e .} . (zie tig. 3.1.1).
el ol QD.S

11

— €

Maken we gebruik van deze benadering, dan is 1.5.4. wel analytisch

op te lossen (zie "analytische baritt-theorie).

Wenormeren E daarbij zodanig, dat we kunnen schrijven

V(E) = 1-¢"
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3.2, Analytische oplossing.
De parti&le D.V. luidt (1.5.%)

ye e e .
£T +¢(E)3x:=J(§)a}(Q met gegeyen randvoorwaarde :

-€
E: E(ko), =0 - VE):1-e

De oplossing van dit randwaarde probleem is (zie %anal. baritt-theorid':

E=s+r b_ﬂww o J,l - 3.2.1

: 3 b - '
= S+ lpnil-e"cp[—E(f,o)]qjexp[-‘/%}(jnyu}d}]dpl : ‘ 3.2.2

CE=lm [expr(c.o)] -JexP[ﬁI(g-» )+ l}dﬂdd*(exP(!{}Gw)-; '} olg]] 3.2.3,

e “X»O,Szo

. We hebben de veldsterkte verkregen als funktie van s en r, terwijl
8 en r weer funkties zijn van x en t, Om E als funktie van x en t
te verkrijgen, zullen we r en s moeten elimineren. Dit is analytisch

onmogelijk en we zullen dit numeriek moeten doen.
3.3, Eénduidigheid.

Eerst zullen we bewijzen, dat de oplossing 3.2.1 t/m 3.2.3%. één-
duidig is. ' .
. In "Analytische baritt-theorie" staat beschreven, dat indien de
Jacobi-determinant J(s,r) ongelijk aan nul is bij de randvoorwaarde,
dat dan de P.D.V. 1.5.5. een &énduidige oplossing heeft.



22

De Jacobi-determinant wordt gegeven door:

;Dsc 9x

L % \,()ae 3=
.M: Ak 5—5 o¢ Qr' :

S5 or

De randvoorwaarde luidt voor x=0: E(t,x) = E(t,0)
of in parametervorm voor s=0: t=rjE=E(r,0).
Er is dus ténduidigheid indien geldt:

Pl ¥x
vE).$| - 5?[ 4o
$:0 40

of: v(E() #o

~E(k0)

f-¢ | Zo,dus E(&,o)¢o

2.4, Grondkarakteristieken.
Om de grondkarakteristieken te bepalden gaan we als volgt te
werk (zie college diktaat P.D.V. door J. Boersma).

De oplossing van de P.D.V. 1.5.4. luidde:

] é:‘S%.f‘
K3 g .
%:84 (ml;..exp{..E'(r,o)]jexp%j”@wﬁt&dg]dpl $%0,x)0

. \m[ Jexe{E000)] f v«f»f-'ﬁ 5o JagJan ‘3"’“’( fm ) &51}

Analytisch kunnen we aan deze oplossing niet meer zoveel rekenen,

numeriek wel.
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We kunnen drie gebieden onderscheiden, nl.

a) -~ Lr -5 of r+5<€0 of t<£0
b) ~s<r¢0 of t»0, r<0
c) 0L roe of £t 30, r+0

~ In deze drie gebieden zullen we de integralen

s s ¥

1- 136 dnfes  en L= fexe(- (s 1jd5Tap
° ° 0

uitrekenep, met wederom de veronderstlling, dat

JE - 'Jo (H wLw Q). 5,\‘,’\}'39 P

waarbij u(t) gegeven wordt door J-s.B._,___%

ad.o. - rL-5 of s cr{o. .

J 1@..—)” }(;.r)z 30 vooorfﬂ;wéo ,dus
e TGt s
I exp[/ ;{(gqr)-n dedH /exp[_(],)u)p]dp.
e Qe -

o

. 1:1,, ; |_e>cp[.. (]°+95J}

T'=q°+| S , sicLo

‘I—l
]

g b))

3.y.1

3.Y4.2,



lt,w‘

od.b —s¢rgo of og-ces

s s S

- I= j“(_gar)-n d$ .j(’}ou)aj -rj“@n)ﬂ}d;;J{]Gﬂ)ﬂ c\j-»qo*!)t‘.

¢

I,- fexP[ J”(gor)u é;}dp; ] je'xp]: j%(u;n)-e '}dﬁ‘h“
- dmertigg) ol g as <o)

s @
- i peexelGerd ) e«ce{(z.n)ru e~ Z“(;w)H}d;}dM.
. s . I.. j%‘zg‘.‘-)“}dj —-(’Zoﬂ)r 5 ,.Séfé? 3.4.3.
o2k oo (o) T} e Qo) T [ e [2116:90 Joglam, sy

34 o

 ad.C 04 g
3.-. dact 3(4‘&! is §1ry. 0 dus
$ : o
j%](;af)*l | , 041¢% . 2y5

T3.= je"P[_j%’S(gﬂj*'_}d;]dM s Oéf{')o | o | 3*‘{'6'
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De grondkarakteristieken vinden we nu uit de volgende twee

vergelijkingen,

~E:5*f,“m.“

* S;vajt—evrPPE(fm)}.Iz {

met I, gegeven door 3.4.2 ,3.4yy en 3y.b,

We doen dit numeriek door bij een vaste waarde van r, s te gaan
variéren en de bijbehorende x en t te bepalen. Dit proces herhalen

bij een andere waarde van r (zie fig. 3.4.1)
’ f‘:b

v
oY




2b

We zien wederom, dat de randvoorwaarde E(t,o) met —sozklno

voldoende is om E(t,x) in het gehele rechter halfvlak te bepalen.

Door de eindige lengte van de diode (x=1), zullen we om het elektrisch
veld te berekenen in de diode, 0<x<1l, de randvoorwaarde E(t,0)
moeten weten voor t>-r1 (r1> 0), waarbij de karakteristiek voor

r=rq de x-as snijdt in het punt x=1.

’ rl.bepalen we als volgt.

Op de x-as geldt: t=0 of r+s=0, dus s=-r.

J°'||

We kunnen dus ry bépalen uit de vergeli jking

{:-c, -!lm._j_t _exp(-€ (r.,o)] 3 —T:T' }i- eﬁ{(]gjﬁ]}}[ e
PR Y , - }:4 ' % exp{-E(n ,o)] Q - f?P[(Ja Qr])} I 2y,

Uit 3.4y volgt: . I,. _‘__. % I—,erP[qoi l)fJ} cySs=0

Tevens kunnen we aantonen, dat de oplossing van de P.D.V. 1.5.4.
niet &énduidig; is, als v(E(t50))=0 of E(t,0)=0.

Hiertoe bepalen we de afgeleide %%

T . em— g o— R qum—

Tdt T ds de | ds
de |, zexplEGecexp(-R1G)nag)
5 1 eacp[.ECf,O)] "j"‘f’("z?}(i“)‘ l}djjdp.

_‘/,oo.,fj X -0 ¢n dus $:0 ,,Se(d(: damn

dx I _=,\—,M . |-exP[- E(f»°)] . \/(E(f@ﬂ 3.@

dx-._ dx d5  dx (ze 3,2.2) o

ds !

$:0

[+

X .o dx

ds T T At dx

l
o
&
|

Indien nu E(r,0)=0, dan wordt
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Iedere karakteristiek zal dus bij x=0 een oneindige grote helling
hebben, waardoor op de lijn x=0 meerdere karakteristieken samenvallen.
We kunnen in dat geval niet meer stellen, dat bij ieder punt (s,r)
slechts &én punt (x,t) hoort, zodat de oplossing van de P.D.V. 1.5.4.
niet &énduidig is bij E(r,0)=0, zoals we ook al hadden geconcludeerd

in §~5.3.
3.5. Veldsterkte.

We veronderstellen weer de volgende stroom,

I Jo(rwmn@sendt]

en splitsen de numerieke berekening voor de elektrische veldsterkte
- in twee delen, nl. t <0 en t) 0.

a) £<0
We hadden volgens 3.4.1. en 3.4§2. gevonden

1= J),g (3“)*; fds = (]o-n S _,Mko

S M

T Jexe(- i1 5] e 2 jr-exel- Gonds]

waardoor voor de tijdsonafhankelijke elektrische veldsterkte de

volgende oplossing wordt gevonden.

E :(}o* t)s tx-54+E, ,qou x4+ 5 *’50 (s-x)_ e 34

x. 54 (MI‘,HP(_’EO ,‘ 3_":‘% !-“P[-Q&Qf’]}/ o | s, :



X'

Deze funktie ziet er uit volgens fig. 5.5.1.'
- y

3o=0.63#§3
C e
Voor x=0 geldt E(t,O):EO, t<o0
- = - 4
]" et 3"./:-:) A0
dE(bo) | ]o.,-'— _:r_,l.f._,_:!'_(o.#,x‘= o
dx \/(Eo)
E(tx)
2‘_;;52“ = Jor L, te -_,__':c)?o_“. —
B)_£20_

fig.3.5.1.

We kunnen weer twee gebieden onderscheiden voor de berekening van

Iy en T, (zie § 2.4.) nl: (1) r<0, t>0
| - (2) ry 0, tyo0.

We hebben dan de volgende oplossing voor de veldsterkte E(t, x)

Laosec

Xz s*.\mll-_erp[-E‘(r’o)]vI;l S

| .EJ__J_rv\hcxp(E(f;b)] _‘:rz},%w'p@,] ” ]
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" Numeriek is dit stelsel vrij eenvoudig op te lossen.
We kunnen natuurlijk E(t,x) uitrekenen door t en x bepaalde waarden
te geven, de bijbehorende s en r te bepalen, en vervolgens -
E(s(t,x),r(t,x)) uit te rekenen, :
Eenvoudiger, en minder rekentijd vergend is de methode om eerst
bepaalde waarden van s en r aan te nemen en dan de bijbehorende
E,t en x te bepalen.
Voor enkele waarden van t is in fig.3.5.2. E(t,x)-E(0,x) uitgezet
als funktie van x, met t als parameter,( E(O,x) is hierbij de gelijk-
stroomkarakteristiek van fig. 3.5.1) en J(E)=Jo (Hm.a(e),s.‘nwkj

E@tx)-E(ox)

0.2 ' ‘ }°=0.03;&3

N W« § _

: W= 0,343

) E|33
o, —|

~0,1 —
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3.6, Spamning.

In het'_vorige hoofdstuk hebben we de veldsterkte als funktie
van de plaats (x) en de tijd (t) numeriek berekend.
De spanning over de diode wordt weer gegeven door

w- _jt:(&,x)ohc E——

‘waarbij de lengte van de diode 1 is genoemd.
We gaan als volgt te werk, ,
Voor een vaste tijd, t=t1 is de veldsterkte bekend voor een aantal

waarden van x, zie fig. 3.6.1l.a

€ (kx) | . H ,ksﬁ,

I

2 [ o o e e —— v e ——

- fg.zba

-z k"("‘]

ol 7 ER)
Be
|
3 |
: ]
‘ .
|
A ANEL

xf-i) £ «(n] | § °q. 3.k b,
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. We nemen aan, dat x{n] en x[n-1] zo dicht bij elkaar liggen, dat
BC als een rechte lijn verondersteld kan worden. :
We gaan nu het oppervlak O[n] berekenen van de vierhoek ABCD.

o] - "E%E["]"’ E[«»*}}aix[ﬂ]»x[ﬂ-‘]}. e

Indien nu £ ¢x["] dan vinden we E, door lineaire interpolatie:

1 :
En E(n-g+ (R-xfr-]) (E(] - €[n-)/ (<[] -x [ ) - sk

Vervolgens gaan we de oppervlakjes O(n]'sommeren:

net

k K . :
£ ofn]- glg;E{n]+E{ﬂ-«JMxrn]—x{n-'J} e

Hierbij stellen we x[O] =0, E[O] =E(O,t) en k die waarde, waarblj
x(k] » 1. ‘

Na deze sommatie vinden we de spanning door het oppervlak van het
vierhoekje CDEF er van af te trekken.

_Opp,(ﬁDEF’) = 1) E[k]}«g x(}]-8) ydus
K

: Ay - é o(n] - 1|+ E1J}x] x{k]—f‘} = -,M_w -

-‘
&

k .
=1 £ VE0) E0-The - - {1 B B0 e 09 4] )

A ;i(o] 0 en E(].Elol) . r 3b.2.

e . @n €y gegqeven 3001’ 3.b.1. R ——

Dit proces herhalen we voor andere waarden van t, waardoor we de
spanning als funktie van de tijd berekend hebbem (fig. 3.6.2).
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,.N.J.m,m&n

7

og : or

o
e
e

-9

o<y ¢ ﬁ? £98°0) LIS SO+ & setgoo=(HE

023 < gpteoe<of - [HEL
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3.7. Hogere harmonischen; impedantie.

Om de tweede harmonische van de spanning te bepalen, bekijken
we U(t) wanneer het inschakelverschijnsel uitgestorven verondersteld
mag worden, dus t3¥Hl. ‘
De spanning is dan periodiek met een hoekfrequentie w
De hogere harmonischen gaan we nu (nuzneriek) bepalen m.b.v.
"§e kleinste kwadraten methode") V

We kunnen de spanning U(t) beschrijven m.b.v. de formule
w(t) =<ﬂ.,cos@&up‘) +U,co8 @.uﬁ(ﬂ‘f‘) +u,cos(3~al:+\p,) foeeos

Indien we de derde en hogere harmonischen verwaarlozen, kunnen we

de spanning benaderen door:

u(k),o.cosﬂ(wa,smolna,cosz&ha smzobL é_ “‘P,\(k)

We hebben de spanning numeriek berekend in M punten (M)b,),
bv Yi LE:) voor {:1,2, ----M

We gaan nu de funktie 5_ (‘L(E‘) u@)) _ minimaliseren.

Dit minimum wordt bereikt als de vektorté ‘P (x) loodrecht staat op
alle vektoren ?fx.) waarblj

y ""‘.“*’
3 = é » ‘f,‘(!). ‘: »
; Ain Hai"n) y |
(3- £ 0ufa). 809 + o
das : :‘ ‘I' .



a..f:;(f).f._,(f) -y 5,69

In matrix-vorm kunnen we deéze vergelijkingen schrijven als

, ‘ ’ M ,
Ma.b met 'j‘““"‘"‘fm?q’(f\""f‘!) . ‘é Pe (). %, (ﬁ;) ( :

vy
[¢-21

3.31.L.
o " J S
_mefmtj & ‘i_? (‘(\'.).'1‘!.‘“ .
De matrix~vergelijking 3.7.l1. kunnen we weer numeriek oplossen,

waardoor Q,,q,,@, en Q@ " bekend worden.

Vervolgens kunnen we heel eenvoudig de wisselstroom impedantie
uitrekenen.Indien we de tweede en hogere harmonischen verwaarlozen,
dan hebben we voor de spanning over de diode gevonden:

W) = Ug+a,coswbsa,sinwl

terwijl de stroom door de diode was:

.J&):Xo(mmscr\@a\:vﬂ).

¢ is afkomstig van de tijdsverschuiving E,,waarbij we h 20 groot
hebben genomen,dat verondersteld mag worden,dat het inschakelverschijn-
sel uitgestorven is. v

Voor de wisselstroomcomponenten gelden dus:

o jubed-%)

Jemlosin(@tag)c Redme” T

~ _;“3& 1(Wk-%,
W . a.cosuwks cs.,_simok = Rc{a,e +qz€‘L )
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De wisselstroomimpedantie wordt nu:

ot y(E-% -
2. Q,e *Q;QJ Y ko.‘-tj&,)g')?
mlo SEEe-T) mlo

“

a;c08P40,5n \f-t&(c\.tns\f'-clzs{mf) '

mlo

We hebben de impedanties uitgerekend voor twee diodes met achtereen-

volgens de volgende gegevensi(ongenorineerd)”'

diode 2

dicde t

Jo = 10° At 10° Afent

- f. :‘:ucv3 Hz ’.}mm3 Hz
P, qum'b ™ 7,:;6& v
A o° m/sec. )Os mfsec
T 0.05 m*/{sec 005 '/ Vsec
Np = 165 510" W 12010 v
o Jes 2.3 o Afed 3 xo Aot

Esg sos X Ios V/M
-it®
€ . tobxio A.sec./m\f

A 3’“0_3 ol

We kregen de volgende resultaten:

diode

©.9 1 o' J/m
hobxiwe'® A.seg/m\/

¥
33 x10 mx. ,

diode 2

wmz0.6 1 2= L17b3-5Lbyysny &

w8 1 Zs a.quq-St.Btha’ Q

De gemeten impedanties bij klein

waren:

diode |

m:z: 0.5 M 2: 1.;q3(-5t,3€03x& -ﬂ.

e § Z,Q,QQxb-St.ngxi 2

signaal (m <£1) van deze diodes

diode 2

z& 001" 5100 ‘j’ -ﬂ.

2 ~o.q -S!.zxé' N
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We zien,dat de imaginaire gedeeltes van de impedanties redelijk
kloppen,terwijl de reele gedeeltes wat afwijken.De in 3) 3.1. besproken
benadering van de driftsnelheid is waarschijnlijk de oorzaak van deze
onnauwkeurigheid. ' ‘ o
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Hoofdstuk IV Beneden flat-band.

L4.l.Probleemstelling.

Wanneer we een spanning over'de diode aanleggen,die kleiner is dan
de flat-band spanning,dan zal het elektrisch veld aan het linker
kontakt negatief zijn (zie fig. 1l.l.4.). ,

De ladingsdragers zullen dus een kracht ondérvinden,in de negatieve
x-richting. ‘

Door de diffusie echter,die we in tegenstelling met i hoofdstuk 3,
niet méer kunnen verwaarlozen,zullen enkele gaten toch de energie-
barriére kunnen overwinnen,waardoor er toch sén:stroom loopt.

We krijgen nu de volgende D.V. (genormeerd,zie 1l.3.4.)

?fE' OE

3E |
=R G =-[((=)+¢(e)'§ E(nt) Lo

dE(ok -
ii ) . A(t) = v+ Npexp| i(h)] |

ey

Dt

We beperken ons in het volgende tot de gelijkstroomtoestand,d.w.z.

_-g—ézo en —J&)f}" o

" dair wordt de D.V. voor E (x)

a2e d€
-Da-—x-i‘}\/(e);; :\/(E)"Zo e -
dE(9) = AS) e ‘ -
dx | - | Y11

RO e ae(t) To
dx? | dax o ‘;(E(R)) o HJO'
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De driftsnelheid van de ladingsdragers wordt weergegeven door de

formule van Canali (l.4.1),wa

V(E)-
"
, ]F

¢

arbij E nu ook negatief kan worden.

lef
'L \E];}%

rnen - - — ———— - —

W " — - . e -

L.2.Fénduidigheid.

Bérst zullen we hewijzen,dat het randwaardeprobleem 4.1.1. een

€énduidige oplossing heeft.Di
Het probleem was:

_pe"4v(g) LE'-Q,JO
"E'(")’T A |
e . 147,

Stel nu

>

W E‘—‘A 03'3 Ea

t doen we als volgt.
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Invullen in de D.V. geeft:

- D 4+ v(E) W To

W(e) = A-i - - o q-2.2.
B u)(‘t) = -xo ‘ | |

Differentiéren:

Dw"v(e)w' + (€ (W) w=o o | 428,

Op vergelijking 4.2.3. kunnen we het maximum/minimum principe toe-
passen,d.w.z.

Stel dat de functie w een positief maximum heeft,in het punt x=Xg,

dan geldt in dat»punt:

. \0'(7(9) 20

W) S0

W' (o) = ©
Dit is in tegenspraak met vgl. 4.2.3.,want ook u'(e) >/°
Stel,dat de functie een minimum heeft in het punt xsx, met

__;4&@(.}40 dan geldt in dat punt:

. w“(x.) 5o
) (xy) (u)(,'x.) re l) Z0

w‘('x.) : O

Dit is ook in tegenspraak met vgl. L.2.35.
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De functie w zZou nu nog een positief minimum kunnen bezitten
- (fig. 4.2.1.,I),ecen negatief minimum kleiner dan -1 (fig.4.2.1.,II),

of een meonoktom dalende functie kunnen zijn (fig. 4.2.1., III).

—_— X

!
i

_} -913. .2.1,
|

Indien w een negatief minimum zou hebben,(II),dan zal w minstens
twee keer nul moeten zijn.Volgens 4.2.2. echter is w in die punten

altijd negatief.Dit is onmogelijk.
Indien w een positief minimum heeft (I),dan volgt uit 4.2.2. dat

W e do
K XYY JTC:)>1°
Ook dit is onmogeli jk.

We hebben nu gevonden,dat w eenwmonotoon dalende positieve functie is

(zie fig. 4.2.1.,111I),en dus ook
€'¢o

€' > 410 | ' g2y,
Het porspronkeli jke probleem was:
_DE" s v(€) &E'.l) - Jo
E')
E'(£)

A

|¢]° V



.q'

Stel,dat de functie E(x) -~ €o(x) aan bovengenoemd probleem voldoet,

dus:

%
__DE, s v (€] (Go'-u);}o
_€L(o): A
t
) Eo ((): \*}o
Tevens veronderstellen we,dat er nog een tweede functie voldoet,nl.,

Eo+f , dus:

_DE D4 v (et (50401 L]0

 Eo voldoet aan 4.2.5. dus voor f geldt:
~DP" 4 V(D) _v(E ) Bt} + v (Gor fe'.o

£'©)-0
g.(‘f) =0
Op deze vergelijking kunnen we ook het maximum/minimum principe
toepassen. ‘
Stel f heeft een positief maximum in het punt x-X%, dan geldt:
]
_F# oo .
'
_ ‘P (‘)(c) =0
R 1 ,(?‘°)>o -

T V(€orf)-v(€o)y o

Dit is in tegenspraak met 4.2.6.
Stel f heeft een negatief minimum in het punt x =%, ,dan geldt:

o8 (x)so0
J’,'bf.) =0
_"P,(Xu){o

V(€osf) —v(E) 20



Yya

Dit is ook in tegenspraak met 4.2.6.

De functie f heeft dus geen positief maximum en geen negatief minimum.
" op het interval o« x<«<¥. '

De randvoorwaarden luidden echter- f (o) -?(Q) o d.w.z.,dat er
zich op de randen x:0 en x={ ook altijd een echt positief maximum

of een negatief minimum bevindt,(zie fig.4.2.2.)behalve indien f-0

! |

£iq. 4.2,
| 9

Hiermee is bewezen,dét ons randwaardeprobleem 4.2.l. een éénduidige

oplossing heeft.
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4.3.Upper-en lower solutions.

Ons randwaardeprobleem luidt:
_DE 4v(®E - v(g) ],
48'(0) +A
E'®): 1470

Een exacte analytische oplossing is van dit probleem niet te geven.

Wel kunnen we de oplossing benaderen.Hiertoe geven we eerstceen paar

definities.

Def, I: We noemen een functie o(:el(x.) een "upper-solution" van de
differentisal-vergelijking E'sF(x, &) F € C((ab)s IR‘)
op interval (9,,5) indien o€ (_"(o,,\,) en 04“(1)4 F(x,&(,x),a'(x))

op (asb)

Def.Il:We noemen een functie @:@(x) een "lower-solution" van de
differentiaal-vergelijking € s F(x,E.Ej , FE& Qk(o,b)x [R:)
op interval La,‘o) indien FE (_"(a.l») en F"@)»;:(x’§&),§:(x))
op - (a.k) ‘ , | _

We verdelen de functie E(x) in twee gebieden,nl. C\,) Eco.

? _L) | Edo 2 ?\‘3. y.3.1,

i
|
o
|
l
!
t
[
!
|
I
3
|
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ad. a. Stel Elo, o¢x<x,.

* Onze differentiaal-vergelijking schrijven we nu als:

= - \r(&')e‘__\r(e)-go | eqo
.D -

e'(o) A

V Een uppersolution van deze D.V. is nu x(x),die voldoet aan

¥ o ! ‘ol _ C .
g,c-—of‘D-—*é s/(b()o(-;\f() JP— indien V'(?‘?(’}owe"\ °‘.>°, S

Een lowersolution van L4.3.1. is b.v. de functie f(x) ,die voldoet aan

indien §£{0 en F.'},.

‘i‘i,.-.- - :go >/ ‘/@.) p-;‘/@) “"Jo

Vervolgens kunnen we bewijzen,dat indien o{dHE@) en (1) y E@)
waarbij v{(d)cEen “'s0 ,er dan geldt «(9y £ met odAL|r

Stel,dat er een punt x, bestaat met olxc¢u met d(x,)gtz{x.),dan heeft de
functie E().a() ergens een positief maximum op het interval(o,p)),
zie fig.4.3%.2. ‘ ‘

Ex) -«t&)?

= -
| £iq.4.3.2,

i t f

' u
In dat punt ( xsX; ) geldt E(r.)eu(x,) en E(ac,),q?(x,)‘o



Anderzijds geldt echter

€' - LRl v(em)Te

,‘,;ot"‘(x.) = M_‘l
D

E'_' - —.(.:(,.) : {v ('E(rd)-x(x.” E‘(w) ~V(E&))-To >0 indien n\/(E(x.)) <-Jo
D .

Dit is in tegenspraak met 4.3.2.,dus Wol@))./E(ac) , 0 x.(p . met pi(}*).—.-»Jo;

Op dezelfde manier kunnen we bewi;}zen dat indien ?(0)4 C(O) en

?‘3):’; E’(;) waarbij p(j).(o en }} | ,er dan geldt {@< 8(::) in het
interval(o,g ).
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L,4.Benaderingen m.,b.v, lower-en uppersolutions.

In het gebied,waar de veldsterkte negatief is,d.w.z. V(E)<-]o
hadden we als uppersolution gevonden ®(x),die voldoet aan de
differentiaal-vergelijking: o

T (CL T M——

Deze differentiaal-vergelijking is gemakkelijk op te lossen,nl.

Vintegreren geeft :

Dt
— 2Ddx dx 3‘.?. .é_i/..{.?i. =dx
olecl ? \fC_; w@‘/;z’)‘

2D pedan ¥ = x4+ ( e

G \[2
S — o£(x) = {c,.dan 3 % (x+ C) j R ¥ N Y 0% I
— 4 (0 e 1 R » Ci SO o0

) 2D cos‘i‘:-*’?n > 1>

B bl

C,‘enf;zijn konstanten,die door twee randvoorwaarden wordeﬁ bepaald.

De lowersolution gﬁjvoldoet aan de lineaire D.V.

e .Dgs" -+ 7o , B¢0 ,@') T

De oplossing van deze D.V. luidt:

. R= To 2 C,x+C
- ;.5‘): + L, ) _mmw»-.--~-_.’__-—_-——__-w»;»‘1-‘-{v3.

Q, en(% zijn weer konstanten,die door twee randvoorwaarden worden

bepaald.
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In het gebied,waar de veldsterkte positief is,is de oplossing vah
" de gereduceerde vergelijking een uppersolution.
Dit kunnen we als volgt laten zien.

Stel K(x) de oplossing van de gereduceerde vergelijking,dan geldt:

v O umy

|ar 1:
[ =\t W

. \f?‘.- o,"_'(_[)_ 4 .}_'.’. 20 ,iv;o\icw %0
L Oy . “‘ﬁ) f

\
dus x"é \f(t) x.;[u)"l? =0 »dus {x) - is een uppersolution.

De oplossing van de gereduceerde vergelijking is berekend in§3.5.a,
zij het,dat als randvoorwaarde K(g)gﬁ; is gekozen.

Meét de methode van lower- en upper solutions is het moeilijk om met
de gegeven randvoorwaarden ﬁ(O) en Etl) een benadering te vinden
voor het gehele interval (0,1).

' De randvoorwaarde E(1)=1+J, ,(Js1Jo ) is voor de D.V. L.l.k.
triviaal, waardoor we E(0O) en E(l) niet kunnennbepalen en de
konstanten Cl t/m-rC4 van de vergelijkingen L4.4.2. en L.4.3. onbekend
blijven.

Wel hebben we in fig. L4.4.1l. voor een paar waarden van Eko),

E(’L),el_(x) "N") uitgezet, waarbij Cl t/m 04 zodanig zijn gekozen, dat

(o) c4(0)= Ele) en (W) «p):-EW®) =0
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Hoofdstuk V. Samenvatting

Het elektrisch veld E in een baritt-diode‘kan in het algemeen
worden beschreven m.b.v. een niet-lineaire tweede orde differentiaal-
vergeli jking. |
De randvoorwaarden voor deze differentiaalvergelijking kunnen we
splitsen in twee gedeeltes.

a) Indien de aangelegde spanning over de diode boven de flat-band
spanning wordt gehouden, dan is de elektrische veldsterkte aan het
emitterend kontakt om fysische redenen bekend. Omdat in dit geval
de veldsterkte in het gehele gebied hoog is, kunnen we de tweede-
orde term (diffusie) verwaarlozen, waardoor het veld beschreven
wordt door een niet-lineaire eerste-orde differentiaalvergeli jking.
Deze vergelijking met bovengenoemde randvoorwaarde:is analytisch
uit te rekenen m.b.v. de karakteristieken-methode, mits we de
driftsnelheid van de ladingsdragers door een geschikte funktie
van het elektrisch veld benaderen.

b) Indien de aangelegde spanning over de diode beneden de flat-band
--spanning is, dan is de elektrische veldsterkte aan het emitterend
kontakt niet meer bekend, Wel kunnen we de gatendichtheid in dat
punt bepalen. De tweede randvoorwaarde nemen we aan het kollekterend
kontakt, waar we de diffusie nul veronderstellen. Analytisch wordt

bewezen, dat de tweede orde differentiaalvergelijking met boven
genoemde randvoorwaarden een €énduidige oplossing heeft. Het is
niet mogelijk om een goede benadreing te vinden in het gehele
gebied m.b.v. deze twee randvoorwaarden. Wel kunnen we m.b.v.
upper- en lower solutions het veld redelijk nauwkeurig beschrijven
indien we de diode in twee gedeeltes splitsen, nl.

7daar, waar de veldsterkte negatif, resp. positief wordt, en andere

(gemeten) randvoorwaarden gebruiken.

In het eerste geval (a) is een vrij nauwkeurige benadering mogeli jk,
In het tweede geval kunnen we spreken van een grenslaag probleem. In
deze grenslaag kunnen geschikte upper- en lower solutions gevonden

worden. De upper solution blijkt na vergelijken de exacte oplossing

goed te benadern.
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Wel is in dit afstudeerwerk enig inzicht verkregen in de analytische
technieken voor het oplossen van niet-lineaire differentiaalverge-i;.ia
1lijkingen. ‘ , ’
Dit inzicht zou aangewend kunnen wordenm vooR een nauwkeuriger

analytische beschrijving vah het elektrisch veld in halfgeleiders,
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