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2. 

Hoofdstuk I 

1.1. In lei ding. 

Bij relatief lage frequentie kunnen we elektronische elementen 

zoals buizen,diodes, transistoren opgebouwd denken uit diskrete 

komponenten, die gekarakteriseerd worden door een aantal relaties 

tussen spanningen en stromen. 

Worden de frequenties hoger, dan zal het steeds moeilijker worden 

om knooppunten aan te wijzen, waar men van spanningen en stromen 

kan spreken, en tevens zullen de looptijden van ladingsdragers 

een grotere rol gaan spelen. 

Shockley publiceerde in 1954 een theorie om boven een bepaalde 

frequentie m.b.v. looptijd-effecten een impedantie met een negatief 

reëel deel in halfgeleiders te verkrijgen. Van deze theorie wordt 

gebruik gemaakt bij impatt-diodes,baritt-diodes en gunn-diodes. 

In dit verslag wordt de werking van de baritt-diode zoveel 

mogelijk analytisch behandeld. Het elektrisch veld in deze diode 

kan nl. in het algemeen beschreven worden d.m.v. een niet-lineaire 

tweede orde differentiaalvergelijking, welke op te lossen is, 

indien we een aantal benaderingen invoeren •. 

. . 
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1.2. De baritt-diode. 

De baritt-diode (harrier injection iransit !ime) bestaat uit 

een laag n-type hal-fgeleider ingeklemd tussen twee lagen metaal 

(mt-n-mt diode) of hoog gedoteerd p-type materiaal (p-n.;..p diode). 

Deze overgangen vormen twee diodes ruggelings in serie 

geschakeld, zodat bij een kleine spanning er altijd één spert (zie 

fig. 1.2.1). Het veldprofiel is dan volgens fig.l.2.2. Indien we 

de spanning verhogen, neemt de depletie-laag van de gesperde diode 

toe en zal deze de spanning opnemen. De energiebanden verlopen 

als in fig.l.2.3. Bij verdere verhoging van de spanning zullen de 

twee depletie-lagen elkaar gaan raken. Dit heet 11 punch-through". 

Het E-veld en de energie-banden verlopen dan volgens fig.1.2.4. 

en 1.2.5. • 
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De sboom is nog steeds klein; we zien echter aan fig. 1.2.5 dat er 

maar een kleine energie-barriëre voor de gaten bestaat. Gaten, 

die genoeg energie hebben om deze barriëre te overwinnen worden 

door het elektrisch veld naar de andere kant getransporteerd. 

Wanneer we de spanning nog meer vergroten, dan zal deze barriëre 

kleiner worden, en zal de gatenstroom toenemen volgens de formule: 

-V 
J{t)= AT2exp{Vs), 

t 

waarbij V = V bij de p.n.p.-diode s m 
en V= V +~h bij de mt-n-mt diode {zie fig.l.2.5), s m 

V 
_ kT 

t - e 

T = temperatuur in °Kelvin. 

A = konstante van Richardson. 

De gatenstroom zal de elektrosnenstroom sterk gaan overheersen 

en we zullen deze laatste dan ook gaan verv:aarlozen. 

AT2 noemen we de verzadigingsstroom, en is de theoretisch maximale 

stroom bij een p-n-overgang. In de praktijk wordt dezej~room nooit 

bereikt. 

Anders is het bij een mt-n-mt-diode. Wanneer we bij deze de spanning 

zover gaan opvoeren, dat de energie-banden bij de linker overgang 

horizontaal lopen, dan heet deze de "flat-band" spanning. 

Men zou verwachten, dat bij deze spanning de gatenstroom t.g.v. 

de diffusie zijn maximum waarde heeft bereikt. Dit is bij de mt-n-mt

diode niet het geval. Gaten in de buurt van het linker kontakt 

induceren lading in het metaal, die een aantrekkende kracht ver

oorzaken. Deze 11 spanning 11 moeten we aan de elektrische potentiaal 

toevoegen en verlaagt de barriëre {schottky-effect). 

Deze barriëre-vermindering is in de praktijk altijd evenredig met 

E~, waarbij Ec de elektische veldsterkte is nabij de linker overgang. 
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1.3. Probleemstelling. 

In de komende beschouwingen veenderstellen we de diode 

~éndimesionaal,d.w.z. alle grootheden denken we alleen afhankelijk 

van de lengte-richting (x) van de diode en van de tijd, en onafhankelijk 

van de dwarsrichting. 

In de diode (n-gebied) zal de dichtheid van de ladingsdragers 

afhangen van de plaats en de tijd: p = p(x,t). 

Indien ND de dichtheid van de donor-atomen voorsteld, dan geldt 

volgens Poisson 

'· 3.1, 

De transport-vergelijking voor de stroom luidt: 

l, (:t ,'=) ~ e. v(i: ). F ('X:~"'=) - e . .D. 'd 'i-:: '=J \.'$.2.. 

De continuiteits-vergelijking voor de totale stroom: 
. ~t:(:lt,t:J 

J lbJ: ]c. ~,~) .. E: ~t l.l.1. 

Uit deze drie vergelijkingen ontstaat een tweede-orde partiële 

differentiaalvergelijking: 
~2 s ~E' dE -De: R +! n + E.. v(e) ~ • J lt-) .. e. ND .r(eJ t.'i.Lt. 

Om deze vergelijking op te lossen hebben we twee rand- en/of 

beginvoorwaarden nodig. 

We beperken ons tot de mt-n-mt-diode. Voor deze diode gelden aan 

het linker kontakt (x=O) de volgende voorwaarden (zie )1.1) 

a} beneden flat-band: p(o,t):: N..,.e:x.p(-9'.,] 
v,. 

b) boven flat-band: J = ]s· e.'lCp (YE.~;o)J + l. dEd~.oJ 

De tweede voorwaarde geldt aan het colleeterend (rechter) kontakt. 

We nemen aan, dat daar geen diffusie meer optreedt, m.a.w. 



1.4. Driftsnelheid. 

De driftsnelheid afhankelijk van het elektrisch veld (v(E}} 

is bij lage E recht-evenredig met E en gaat bij hogere veldsterkten 

asymptotisch naar een verzadigingasnelheid (zie fig. 1.4.1). 

"(e) 

t 
-- - - --- - -- --~- ---- - ---- ---------

E 

Een goede benadering voor v(E) werd gegeven door Canali: 

vte) = 
~ l-t l7.r JY~ 
·-~ ---~ 

met ~ ~ beweeglijkheid der ladingsdragers 

'{5 : verzadigingasnelheid 

~ : konstante. 

l.Lf.l. 

Deze drie grootheden zijn afhankelijk van de temperatuur. 

Voor ja.l::q""' :~ ~~is een goede waarde voor ~ : ~ =1, 2. 

• 



1.5. Boven flat-band. 

Indien we het veld hoog veronderstellen (boven flat-band) en 

aannemen, dat de snelheid der ladingsdragers overal zo groot is 

dat geldt 

dan kan het elektrisch veld worden beschreven door een z.g. quasi

lineaire partiële eerste orde differentiaalvergelijking. 

(vergelijk met 1.3.4.), 

met als randvoorwaarden: 

= 0 - ----------·· 

I. S'. I. 

I. S. 2. 

I.S.3, 

We zullen in hoofdstuk 3 bewijzen, dat de randvoorwaarde aan het 

linker kontakt (1.4.2) alleen voldoende is om het veld te beschrijven. 

We kunnen de grootheden dimensie-loos maken door de volgende normering 

toe te passen, 



Onze differentiaalvergelijking gaat nu over in: 

. I. S'. t{ 

met als randvoorwaarde 

r.s.s-. 

In het vervolg zullen we alleen met de dimensieloze grootheden 

rekenen, en zullen we de normeringstekene weglaten, behalve indien 

anders wordt vermeld. 

Rand voorviaarde. 

De randvoorwaarde aan het linker kontakt boven de flat-band spanning 
wordt beschreven door de DlV. 

\ .. S.~. 

We veronderstellen een stroom: 

met 

l.S.". 
We nemen als beginvoorwaarde voor de D.V. 1.4.5. de gelijkstroom-

oplossing: 
~ = 0 I J c•J :: ]o of 

Jo = ]$ ~-x-p(\ E~:o) {j 
We hebben nu een beginwaarde probleem gekregen: 



Dit beginwaarde probleem is niet ZJ moeilijk analytisch op te lossen. 

Numeriek is dit wel mogelijk (zie fig. 1.5.1). 
Et\.•c) 

·r 

Jl~) 

t 

We zien, dat er een ini~hakelverschijnsel optreedt, waarna de veld

sterkte periodiek om de· waarde E(t,O) = E0 gaat slingeren. 

We kunnen dit als vèlgt plausibel maken. 

De D.V. luidt: 

dë ~ 
-eH: =-]o+"".}0 11\.,~t-J~e-,cp[V~J , E>o 

We stellen nu: 

'· s. 8 ,.J 

waarbij E:ü) periodiek om E=O slingert. 

Invullen in de D.V.: 
...., 

df"., cJ.E' , I [ dT" -t eH: :::Jo+_.. Jo\' "'...:)t::'-]s e."X'p 

De laatste term splitsen we: 
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,.J 
waarbij F(t) weer een periodieke funktie is. 

We kunnen nu twee vergelijkingen opstellen: 

'· -s.g 

Indien E;,(\;) groot wordt, dan wordt F'o(l;) heel groot. 

We zien aan 1.5.9. dat als lim E'o .. oo ,dan zou I'WV'\ ~~ ;:-"" 
~V ~-:11' 

Dit is in tegenspraak met elkaar. 

Bieruit volgt dat E0 begrensd moet zijn, en dat lim ~~~o • 0 
~-~ 0111:' 

Uit 1. 5. 9 volgt dan voor t ~.oo 

l : .-v\ E' 0 G" Es ~ (\ ~ ll }l. 
~-":)D d$ 

Nadat het inschaklverschijnsel is uitgestorven kunnen we dus stellen 

"" Indien we weer veronderstellen dat ~~~)1<::{. E'o dan wordt 

De D.V. wordt nu 



du. ) ...... 
d (:. = a..(.b - b e. _.., e. b 

Stel 

Invullen in 

. 
l·dv- a...tl)- 6 

-V db - \. 1/ 

Homogene oplossing: 

d.v. +o..C..b)V'-= o. 
cl~ . L 

v·= (.e-,cp(-jo.(-L)cl...:J 
() 

,, 

Met behulp van variatie der constante wordt nu de oplossing van 1. 'S'. tl 
. ~ ~ 

- _"(~) : ~xp (~ Jc>.(-l)J."!!] ~ 0, • \, j ""f' [ j o.()'.)d.I"J d. -l} 
0 0 0 

waarbij B een constante voorstelt. 

Uit de gelijkstroomoplossing kunnen we B bepalen, nl. 

voor J{t}=Jo geldt E:r:E0 , m.a.w. indie11 a(t)=b, dan wordt v=l., 

dus ~ 

1 = E!"JCf'r-b~J ~ g i b.J e-xpfktJd~ï 

1.~ exp{-'al-j ~ ~ -t C?-x-p(~tJ- 1} > J.u.~ &= 1 

We hebben nu gevonàen: 
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-' . ~ ~ . .· 
u~ -~v'. j o.(_'ijd.~- k ~ 1 ~ ~oj e" p (jo.(~) cltA) o\t l 

0 0 ~ 

Indien het inschakelverschijnsel is uitgestorven ( t~ ~), dan hebben 

we dus nu voor E(t,O) gevonden: 
...J 

E.(l:.,o) = E' 0 + E (f:) ., W\~ b 

. 1- 2 . 
E0 : E~iM1 !! J eY'\ _____ _ ___ ·- __ .. .. L S. \1 

.J C: ls & 1:' 

E(t)·)J(*ijch.'-24E0 E'~\I-' L .expV~0 .JE'"X'f>(} 1(1:") d~Jd.-il . l.t\.t'i, 
0 .z. v'e<>e; s 1V eer:$ J 

,.J 0 0 

onder. de aanname dat \E'(ê)\ << Ë 0 . 



Hoofdstuk II Verzadigde driftsnelheid. 

2.1. Inleiding. 

Indien we aannemen, dat alle ladingsdragers dezelfde snelheid 

hebben, nl. v(E)=l (genormeerd), dan wordt de berekening van de 

veldsterkte vrij eenvoudig. 

De veldsterkte in de diode wordt besch~even door de volgende 

vergelijkingen. 

1.1.1. 

1. I. 2. 

2.. '· 3. 

De oplossing van dit stelsel luidt (zie "amüytische baritt-theorié'ref. 4 ) 

_")( 11' s. 

x 

ë(J)lCJ • }~ }Ó+~ ·xJ+•}clj i E"(~-:t,o) 
s c 

t::: = j ~ J {j .. r) -t 1 1 dj + E" (r )o) 
2. '·'f· 

0 
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2.2 Eénduidigheid. 

De oplossing 2.1.4 is éé~duidig, als bij ieder punt (s,r) slechts 

één punt (~,t) behoort, m.a.w. als de Jacobi~determinant ongelijk 

aan nul is (zie "analytische baritt-theorie")! 

De Jacobi-determinant wordt gegeven door: 

J = 
cl" ~1C 
ê>~ êlr 

= 

0 

= I =/= o 

De oplossing is éénduidig, wat ook op een eenvoudige manier blijkt 
I 

uit de volgende paragraaf. 

2.3. Grondkarakteristieken. 

c:H: jch Y, ct~ De grondkarakteristieken worden bepaald door -d - :: .. I = 
.S d~ I chc. 

of door t = x + r. 

Dit zijn rechte lijnen (zie fig 2.3.1) 

1: 

1 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

I 

\ 
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We zien, dat de randvoorwaarde E( t, 0) voor ~..( l:-.(:!.)(1 voldoende is 

om E(t,x) te bepalen voor xko. Nu heeft de diode een eindige lengte 1, 

we zullen de randvoorwaarde E(t,O) dus moeten weten voor t)-1, om 

de veldsterkte te weten in de diode voor t) 0 en 0 <..x <.1. 

In de praktijk klopt dit redelijk, aangezien bij hoge veldsterkten 

het kollekterend kont~~t weinig invloed blijkt te hebben op het 

gedrag van de diode. 



2.4. Elektrische veldsterkte. 

We verótlerstellen weer de volgende stroom. 

met u(t) gegeuen door t.s.b. 
We gaan nu eerst de veldsterkte bepalen voor t<O of indien J(t)=Jo 

a) ~~~~J!:~!E~~!!:~E!~~!:!~!!g; ( t -<. o) 

De randvoorwaarde wordt nu gegeven door E( t, 0) = E0 (zie 1. -r.l ) 
Voor E(t,x) vinden we nu m.b.v. 2.1.4. • 

1( 

_E"(J)..:)== }\J{J·d~·--;(.)+tjcl~ -t t(.l.x")oJ 
0 

'lt 

= }(]o-t l)cl~ i E"o =(lo-t 0x "* Eo 
1. "'·'· 

0 

Dit is een rechte lijn. (zie fig 2.4.1) 

E 

l 

f,·~· 2 .c;. f. 



We hebten nu de stroom J lt:.) • lol'-+ rv-l.u..(J::). ~'""' ...:>~ 
De randvoorwaarde wordt nu gegeven door de D.V. I,S.{. 

We hebben als oplossing weer: 
.... 

E lt=,x) = j ~ 1{>-tt--x.)• •)d~ -t Elb·)()o) 
(I 

i','e zien dat we de uitkomst kunnen splitsen in twee gedeeltes nl. 

t-x"' 0 en t-x :> 0. 

(1) t-x~O of t~x 

'liC. 

E"(~ .. x),. f1l<fil:-x)it}dj-. E(b-"X>o) 
0 

'liC. 

+ 1~ J(j-t ~-x.)-+ I }J.j i E"o 

'IC.(. 

~-t ~ 

• J llo + 0 d} "' J ~ lllA)-+ 1 J dp. + E o 
0 

b 

:;: (Jo.fl)"'l( .. vY'I·1o} ~,·.-.ulpd...,. + eo 
D 

2."(.1, 

Er treedt nog geen fase-verschuiving op t.g.v. het 11 looptijd-effect 11 , 

aangezien de laàingsdragers, die op bet tijdstip t::aO aan het linker 
' . ·~-· ,"._, ... -~.- '""'"'-·""""'---····'"..,."'·"'··~- ... ~ 

kotltakt nvertrokken, op het t:i.jdatip ~ nog niet in x c.ijn .,..,eaoun. 



(2)t - x ~ 0 of t ~x 

l: 

E~;~); )\1(3-tt-~)"''lctJ i t(~~~)o) 
c 

l: 

= (Jo+0x-. ""'110Js\'"'wl§1b~"~<)dj"' Ell:-~)o) 
0 

Samenvattend hebben we nu gevonden: 

) 

2. '1·2. 



2.5. Spanning. 

Nu we de veldsterkte in de diode kennen, ligt het voor de hand 

om de spanning over de diode te berekenen. 

We nemen aan, dat de lengte van de diode gelijk is aan 1, en dat 

t~l. We hebben nu te maken met vergelijking 2.4.3. en veronderstellen 

dat E(t-x,O) periodiek. l.S. (.f•j.I.S'.I) 
Voor de spanning geldt nu: 

f 

U ( t) = JE( t, x) dx, 
0 

waarbij U=V(O)-V(l), met V gelijk aan de 
2. ').I. 

potentiaal,. 

Volgens 2.4.3. wordt E(t,x) gegeven door: 

e 
U (l:) :: j ~qo + 1)')c _ :~0 ('o ~ w~- co~,~ (-I_·"K_})+ E'(:!--x~o) l cl x 

0 
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Hoofdstuk III Driftsnelheid afhankelijk van datveldsterkte 

3.1 Benadering driftsnelheid. 

Een goede benadering voor de driftsnelheid afhankelijk van get 

elektrisch veld wordt gegeven door Canali (zie 1.4): 

. E' 
v(e\ ~ -

) ~ + e.~ yt~ 

Indien we deze benadering handhaven, is de P.D.V. 1.5.4 moeilijk 

of niet uit te rekenen (zie "analytische baritt-theorie"). 

Een andere benadering, die bij hoge veldsterkte redelijk voldoet 

luidt: 

~(.e) 

i I 

-oC.E 
1-~ 

i 
l (zie fig. 3.1.1). 

Maken we gebruik van deze benadering, dan is 1.5.4. wel analytisch 

op te lossen (zie "analytische baritt-theorie). 

Wenermeren E daarbij zodanig, dat we kunnen schrijven 



3.2. Analytische oplossing. 

De partiële D.V. luidt 

E = E lb,o) .,t: o 
D ) 

21 

met gegeven randvoorwaarde 

-E 
l-e. 

De oplossing van dit randwaarde probleem is (zie "anal. bari tt-theorié'): 

b:~+r 3.2.1 

. s ~ 

~: S + ~I 1 - e"lt p L- E (r,oJ) -t} e~p (-j ~ 1 (J tr) .. r} dj J elf-A J 3.2.2. 
0 0 

E • iM f '"P(E(r,o)]-[•"P(pl(j")+ I }dj) d0 -f-"-P( fnlJ•r)"\ d)J] ll.U .. 

We hebben de veldsterkte verkregen als funktie van s en r, terwijl 

a en r weer funkties zijn van x en t, Om E als funktie van x en t 

te verkrijgen, zullen we r en s moeten elimineren. Dit is analytisch 

onmogelijk en we zullen dit numeriek moeten doen. 

3.3. Eénduidigheid. 

Eerst zullen we bewijzen, dat de oplossing 3.2.1 t/m 3.2.3. 
duidig is. 

, , 
een-

In "Analytische baritt-theorie" staat beschreven, dat indien de 

Jacobi-determinant J(s,r) ongelijk aan nul is bij de randvoorwaarde, 

dat dan de P.D.V. 1.5.9. een éénduidige oplossing heeft. 



2.2 

De Jacobi-determinant wordt gegeven door: 

De randvoorwaarde luidt voor x=O: E{t,x) = E{t,O) 

of in parametervorm voor s=O: t=r7E=E{r,O). 

Er is dus éénduidigheid indien geldt: 

v(E). ~;I _ ~~ ::f o 
$.1:'0 S•O 

o!': v ( E (e,o)) =/: o 

3.4. Grondkarakteristieken. 

Om de grondkarakteristieken te bepalàen gaan we als volgt te 

werk (zie college diktaat P.D.V. door J. Boersma). 

De oplossing van de P.D.V. 1.5.4. luidde: 

.s p. 

x • !>i ""I'- e'><p (-E'(r,o)Jl exp(-1 \1<.5 +<)• •! dj) dl'-I S)j 0 , x~o 

E. k/ ~ ... p(e-<r,oJJ -f·~r+fi J<~") •:Jl~}'0•jtxrf[l1tf •9• '}<~~J J J 

Analytisch kunnen we aan deze oplossing niet meer zoveel rekenen, 

numeriek wel. 



2.3 

We kunnen drie gebieden onderscheiden, nl. 

a) - oo <. r ~ -s 

b) -s ~ r ~ 0 

c) 0 ~ r<'OD 

of r+s~O of t ~0 

of t~O, r~O 

of t ~0, r )..0 

In deze drie gebieden zullen we de integralen 
s s 1\ 

J,=)~1CJ~0+~~d) ~~ I2 =}qxp(-}quaJt•~d§jdp. 
0 0 0 

uitrekenen, met wederom de veronderstlling, dat , 

waarbij u(t) gegeven wordt doot ~I.S.b. _______ _ 

o.d.o.. 

s 
I,:: J ~ J (j t r J + I } o\j 

0 

5 ~ s 

__ _:[" =-Jfl"JCP(-}~ J(~1r)-t •}d§jdt-A .. jexp(-(Jo+ 0~Jd~ 
0 D . 0 

s 
······· · ····· ~. ;0~ 1 ~~"P(-(1o•0p.JI.} = 

"' Jo+ 1 ~ I- (~P(- (lo+V~ J 

3.1.( .2. 



s _,. .$ .. s 

r,._ f~l(jtr)+c}d§ a j(Jo-tljdj-t}iJ{jH)-tljclJ~}~l(jH'J11)cij-(lo+~r. 
• 0 .. (' . _,. 

S p. -r .$ P. 

TA~ [ eocp (-d H(j••Jtt ~cljJd._. • J ~j ct'><Pl -jHN••)• r }dJ}l..-
s ,.,.. . 

111 ~ ~ a-(.xp{(l.+0rJ} + }4!xp(-}{1(J~t)·tt}dJ -tor.(lo+~)r]d.~ 
lo-t' .. t .. r 

$ .,. 

:: _!_ ~ a-~xp(q.••)r]j i e~Pt(l~••)rJ j txp( -JiJ{jtrJt•'-dJJd~. 
1•+ 1 _, .. r J 

.s 
c\v.S I,-= j ~ lU .. rJ +t} dj -q0 ... 0r ~ _.s~(' o 

. ...r 
l. 'f.l. 

$ ,... 

T4 • f.:, ~ I- .-..pt (Äo• ~ t J} H><f' ( (1.•~ t J_~ t'><P(~jn (J•<)• •}'IJ }ifA 1 3. ~· '1· 

s 
T,~: }~l(~'~')+•}cl) 

.s ,.. 

T,_:: j f'-xp[-}~1(~tcJ+'}cijJd~ ~ o~r<'.>O 
0 0 
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De grondkarakteristieken vinden we nu uit de volgende twee 

vergelijkingen, 

met 12 gegeven door 3.l.f.l , .3.y.1.f e"' 3.y. ~. 

We doen dit numeriek door bij een vaste waarde van r, s te gaan 

variëren en de bijbehorende x en t te bepalen. Dit proces herhalen 

bij een andere waarde van r (zie fig. 3.4.1) 

b 

t 

. r~·;;··· ------~ .... -
----"'.> 'lC 



'J.b 

We zien wederom, dat de randvoorwaarde E(t,o) met -l:>dLt,<oo 

voldoende is om E(t,x) in het gehele rechter halfvlak te bepalen. 

Door de eindige lengte van de diode (x=l), zullen we om het elektrisch 

veld te berekenen in de diode, 0 ~x<: 1, de randvoorwaarde E( tJ 0) 

moeten weten voor t)-r1 (r1) 0), waarbij de karakteristiek voor 

r=r1 de x-as snijdt in het punt x=l. 

r
1 

bepalen we als volgt. 

Op de x-as geldt: t=O of r+s=O, dus s=-r. 

Uit 3.y.l.( 

We kunnen dus r 1 bepalen uit de vergelijking 

f' -r 1 • kj 1-e-rp{- ~ (r"oJ] ~ i;. ~ 1- •"P [(lo' 0 rJ} J I 
- = _,-, d., J 1- i;,l•><P î_- E(r.,<>)] (1- •"Pf(J.• ~r~)) j 

Tevens kunnen we aantonen, dat de oplossing van de.P.D.V. 1.5.4. 
niet éénduidi.s: is, als v(E(t:;;O))=O of E(t,O)=O. 

Hiertoe bepalen we de afgeleide d~ 
db 

.s 

cbc .. J'S : - ex-p(- ~(r,o )]'( e"Jt"p(-}uc~-~ r)+ •Jclj 

'- t!'aC'f(-E(r,o)J * j e-":pf.- l J(~~rJ1•}rij}l~ 
0 0 

_Voor x= o _Q&I'\ ~u.s ~ .. o s~(olb do"": 

I 4 

Indien nu E(r,O)=O, dan wordt 



Iedere karakteristiek zal dus bij x=O een oneindige grote helling 

hebben, waardoor op de lijn x=O meerdere karakteristieken samenvallen. 

We kunnen in dat geval niet meer stellen, dat bij ieder punt (s,r) 

slechts één punt (x,t) hoort, zodat de oplossing van de P.D.V. 1.5.4. 
niet éénduidig is bij E(r,O)=O, zoals we ook al hadden geconcludeerd 

in f 3.3. 

3.5. Veldsterkte. 

We veronderstellen weer de volgende stroom, 

en splitsen de numerieke berekening voor de elektrische veldsterkte 

in twee delen, nl. t<O en t~O. 

a) !~Q 

We hadden volgens 3.4.1. en 3.4.2. gevonden 

.s . 

J.1;; )\. J (j 1 r)<t Ij dj : (J 0t 1) S_ __ >--~-tC:< Q ___ _ -----·-·-
o 

s ,..,. 

T, ::·) ~x p r-J ~ 1 (j H) .. I }cl~] d f.A ~ 
0 0 

waardoor voor de tijdsonafhankelijke elektrische veldsterkte de 

volgende oplossing wordt gevonden. 

3. s. I 

3. s. 2.. 



~t~ 

•o1 "Jo=o.o31~.! 

Voor· x=O geldt E(t,O)=E0 , t < 0 

~ -:r-Jo· ~~- .. _. L_. _ ~ o ·-.i~Ef_t __ L~-~-~-o. ___ _ 

cl E(l;,oj = 
chc 

We kunnen weer twee gebieden onderscheiden voor de berekening van 

11 en r2 (zie § 3.4.) nl: (1) r< 0, t) 0 

(2) r ~ 0, t) 0. 

We hebben dan de volgende oplossing voor de veldsterkte E(t,x). 

_b_ •--~ 4 -r _________ _ 

_ 'X_= S ~ kll-e-rp(-f(f,o))"I.ll 

~~h) \ rvp( E(r,aJJ- !~} •)•.,.,P{ r,J} / _ 



Numeriek is dit stelsel vrij eenvoudig op te lossen. 

We kunnen natuurlijk E(t,x) uitrekenen door t en x bepaalde waarden 

te geven, de b~jbehorende s en r te bepalen, en' vervolgens 

E(s(t,x),r(t,x)) uit te rekenen. 

Eenvoudiger, en minder rekentijd vergend is de methode om eerst 

bepaalde waarden van s en r aan te nemen en dan de bijbehorende 

E,t en x te bepalen. 

Voor enkele waarden van t is in fig.3.5.2. E(t,x)-E(O,x) uitgezet 

als funktie van x, met t als parameter,( E(O,x) is hierbij de gelijk

stroomkarakteristiek van fig. 3.5.1) en J(b)=Jol•..,.•·o.u(.~J.~,·,..wbj 

o., ~--------------------------------------~1&! 
~-------------------------ba•~ 

-o,f 



3.6. Spaaning. 

In het vorige hoofdstuk hebben we de veldsterkte als funktie 

van de plaats (x) en de tijd (t) numeriek bérekend. 

De spanning over de diode wordt weer 
I 

. U.(b):: j E(~>x)dx 
0 

g.egeven door 

waarbij de lengte van de diode 1 is genoemd. 

We gaan als volgt te werk. 

Voor een vaste tijd, t:t1 is de veldsterkte bekend voor een aantal 

waarden van x, zie fig. 3.6.l.a 

E'(~) 

l 

I 
I 

.. , 1l 

f,·~· '\ .b.a. b. 
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We nemen aan, dat x(n) en x (n-1] zo dicht bij elkaar liggen, dat 

BC als een rechte lijn verondersteld kan worden. 

We gaan nu het oppervlak O{n) berekenen van de vierhoek ABCD. 

Indien nu .f ~)C(nJ dan vinden we E1 door lineaire interpolatie: 

Vervolgens gaan we de oppervlakjes O(n)'sommeren: 

k k 

Î.. 0{-~') :r 1. ~ 'E(n) -t f{n-aJ ! 4 l x.(n) -'X.{n-')1 
ftl:l ..... 1 l J 

Hierbij stellen we x(oJ =0, E(o] =E(O,t) en k die waarde, waarbij 

x(k]~ 1. 
Na deze sommatie vinden we de spanning door het oppervlak van ~et 

vierhoekje CDEF er van af te trekken. 

_Opp.(cDC::F"J 1:-} ~Et+ E'{kJ}*{xfkJ-f} , ciu.s 

. k 
_u(l:) • [;, o( "lJ - i l E'~ + e(") }• ~x (kJ -f} ::-

Ie 
_. -•-~ ~•• \ ~{nJ • E{n-~}* ~ xf"J -K(n-~}--} 'Efil!(kJ}«l x{ttJ-fl 

·-~ ___ ~tb 'X(oJ .o c"' E{ c J. E Lo"bj 

Dit.proces herhalen we voor andere waarden van t, waardoor we de 

spanning als funktie van de tijd berekend hebben (fig. 3.6.2). 

3.1>. '· 
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3.7. Hogere harmonischen; impedantie. 

Om de tweede harmonische van de spanning te bepalen, bekijken 

we U(t) wanneer het inschakelverschijnsel uitgestorven verondersteld 

mag worden, dus t~l. 

De spanning is dan periodiek met een hoekfrequentie ~ 

De hogere harmonischen gaan we nu (numeriek) bepalen m.b.v. 

"lle kleinste kwadraten methode"> 

We kunnen de spanning U(t) beschrijven ~.b.v. de formule 

Indien we de derde en hogere harmonischen verwaarlozen, kunnen we 

de spanning benaderen door: 

. .. 
IA.l~). ~, c.o~._.,b., ~"5l"' ..ob • Q.' co$.z.,)b., 01.., s,·"'.awb • Z.. a..., .P~ (I:' 

. .... ') 

We hebben de spanning numeriek berekend in M punten (M>4), 

'St l'=;.) ,/oor l. • t,z." •••• M .l 

gaan nu de funktie .. L ('1:(1:-'-U.(f:,)\ 
bt V IJ 

bv 

We minimaliseren. 

Dit minimum wordt bereikt als de vektor.~ -:f("X.) loodrecht staat op 

alle vaktoren .f(~) waarbij -
'I· 

.fft(x~ 
t.(~.a) 3& 

, .f'..,t~) • • ·'I • • • • - • • • • • 
. """ ·""" .fftt')( ... ) 



.. 
-~i 0."" ~~(..:).f, t)() = 
11\cf 

.. 
1.. o.f\ .ptl\ (x). f'f (~) = 
tl\:t - -

d. f.,{,t) --

In matrix-vorm kunnen we dèze vergelijkingen schrijven als 

M.a.. b _ - - -- ...,.._ (.b --~ --

De matrix-vergelijking 3.7.1. kunnen we weer numeriek oplossen, 

bekend worden. 

Vervolgens kunnen we heel eenvoudig de wisselstroom impedantie 

uitrekenen.Indien we de tweede en hogere harmonischen verwaarlozen, 

dan hebben we voor de spanning over de diode gevonden: 

terwijl de stroom door de diode was: 

'f is afkomstig van de tijdsverschuiving t, , waarbij we ~. zo groot 

hebben genomen,dat verondersteld mag worden,dat het inschakelverschijn

sel uitgestorven is. 

Voor de wisselstroomcomponenten gelden dus: 
,.) j~'=+'f-•4J 
] :: ~:\oS\1"\ (ull:hf)-: Re..~ "'Jo.f. ) 

,.., ju.ll: jl...l\;--•h_J 
ll .. Q.,(o!>wt i o."!>'"""'b. Rt{Cl..,e. -to..~~ j 



De wisselstroomimpedantie wordt nu: 

o." (.o ~'f .. ~. ~'"' 'f -tj ( C\,c.o~ 'f -a.a.s\..-.'f) 
t'Yl1o 

We hebben de impedanties uitgerekend voor twee diodes met achtereen

volgens de volgende gegevens:(ongenorineerd) 

cl\ade l 

]o :: 10 b Af"''

f = :p: ,ol Hz 

~ f • L.liC ,o·" ""' 
'S 

~ ;: ,o t'Y't/f.>e.C. 

~ .. o .. o'S rn1/l.~u. 
..... b at .s 
~ ... .D: 1. 'S ~ tO vn 

J~,. l.l JJ. lfl '5 A/rn2 

E". a <S. 'S ac JO s "'W\ 
b 

,..,o 
E • a.o v 'o A.~tc(WY\." 

A 
_, 1 

• J" 10 M 

We kregen de volgende resultaten: 

c:l\ocle. ' 

ft\:.o.~: Z-=: l.q~3-Sl.bllS-j .S\. 

~,s :·7= a • .z'1b'f-S'I.13it.~~,Á .n 

to" A/mt 

1"'o' Hz. 
.. I, 

1·••o "" , 'o .,."I ~e.c. 
o. o $ ""''/ l>e c 

11 .s 
1.11( tO vn 

l l 
ct I( tO A/""" 

0., I \0 S V/V"/\ 
I ••O 

'.OI)" \0 A,..s.e.c.j'l't\,V 
•• .l 

1.1 Jt lO Vt\ • 

cl\cde. l 

z. '· '"'3' _ s t.s ços ... ~ A 

V'W'\= -s- : z.o.R1•b--sa .• 1 z.-'"k ..a.. 

De gemeten impedanties bij klein signaal (m<(l) van deze diodes 

waren: 

cl\och 2. 

2::. O.l. - S l.O IC t 1l. 



We zien,dat de imaginaire gedeeltes van de impedanties redelijk 

kloppen,terwijl de reële gedeeltes wat afwijken.De in j 3.1. besproken 

benadering van de driftsnelheid is waarschijnlijk de oorzaak van deze 

onnauwkeurigheid. 



Hoofdstuk IV Beneden flat-band. 

4.l.Probleemstelling. 

Wanneer we een spanning over de diode aanleggen,die kleiner is dan 

de flat-band spanning,dan zal het elektrisch veld aan het linker 

kontakt negatief zijn {zie fig. 1.1.4.). 

De ladingsdragers zullen dus een kracht ondervinden,in de negatieve 

x-richting. 

Door de diffusie echter,die we in tegenstelling met jL hoofdstuk 3, 
niet meer kunnen verwaarlozen,zullen enkele gaten toch de energie

barrière kunnen overwinnen,waardoor er toch eèn.:-,etroom loopt. 

We krijgen nu de volgende D.V. (genormeerd;zie 1.3.4.) 

'd€(o,~j A(t) = , + N". ~-,c p (- 9(h) ) >' = 
lall:. V,. 

~te~(~ 
= 0 

';)")(..1. 

We beperken ons in het volgende tot de gelijkstroomtoestand,d.w.z. 

~ - 0 
d~ = 

dab wordt de D.V. voor E {x) 

dE'(o) 
= A >• 

.. 0 

'i·'·'· 
::r t + 



De driftsnelheid van de ladingsdragers wordt weergegeven door de 

formule van Canali (1.4.l},waarbij E nu ook negatief kan worden • 

\E( 
...... 

- - - - - - - -- --' 

--- =· \. 

4.2.Eénduidigheid. 

Eerst zullen we bewijzen,dat het randwaardeprobleem 4.1.1. een 

'énduidige oplossing heeft.Dit doen we als volgt. 

Het probleem was: 

U :\ (I I I\ _.DE -tv(r:.J\..E'-~=Jo 
I 

. E (o} ~ A 

E' ( t) =: I i Jo 

Stel nu 

' E.' -I . 
~ 



Invullen in de D.V. geeft: 

I 
- J)u.l + v(':) J .. Jo 
w(o) = A-1 'i .1.2.. 

\4(.t) = l 0 

Differentiëren: 

"f.l..S. 

Op vergelijking 4.2.3. kunnen we het maximum/minimum principe toe

passen,d.w.z. 

Stel dat de functie w een positief maximum heeft,in het punt ""'Xo 

dan geldt in dat punt: 

w1 (1Co) ..(.0 

wlY:o} >0 
w'bto) = 0 

Dit is in tegenspraak met vgl. 4.2.3., want ook v\~:J ~ o 
Stel,dat de functie een minimum heeft in het punt ~2x 1 met 

dan geldt in dat punt: ,, 
~ (x,)> o 

...,, t"X~ c 0 

Dit is ook in tegenspraak met vgl. 4.2.3. 



'jO 

De functie w zou nu nog een positief minimum kunnen bezitten 

(fig. 4.2.l.,I),een negatief minimum kleiner dan -1 (fig.4.2.l.,II), 

of een Mo~o~~ dalende functie kunnen zijn (fig. 4.2.1., III). 

"-' 
t 

A..;a 

Jo 

_, 

Indien w een negatief minimum zou hebben,(II),dan zal w minstens 

twee keer nul moeten zijn.Volgens 4.2.2. echter is win die punten 

altijd negatief.Dit is onmogeliJK. 

Indien w een positief minimum heeft (I),dan volgt uit 4.2.2. dat 

W Jo 1 
W\\1\ ':' ,.r(t:) > d 0 

Ook dit is onmogelijk. 

We hebben nu gevonden,dat w een ~o"'ob00011 dalende positieve functie is 

(zie fig. 4.2.l.,III),en dus ook 
E• - .. ~P 

-.c.t.Lf. 

Het porspronkelijke probleem was: 

IC :\ I I\ 
-- J) E' .. " ( E; \. ~ - '; = d 0 

E
1
(o) = A 

-~'tf) : I 4 d 0 



I{ I 

Stel,dat de functie f.{)() .- f?0 (-x.J aan bovengenoemd probleem voldoet, 

dus: 
11 J I. I __ Deo ·nlt~., \..€'o-•) =1o 

_ E:lo): J.. 

- E"ollf) = '"lo 
Tevens veronderstellen we,dat er nog een tweede functie voldoet,nl., 

E0 + f dus: , 

Fo voldoet aan 4.2.5. dus voor f geldt: 

_.i), ..... ~"(E'o•.fJ-"(C:oJ.H 'èol-·1 + vtr:o' fJf'=o 

_.f'~): 0 

f_'tt}. 0 

Op deze vergelijking kunnen we o~k het maximum/minimum principe 

toepassen. 

st~l f heeft een positief maximum in het punt xaX 0 

_j,'' lx~ < o 

' _f ('Xo) ::-0 

__ f (xo) > 0 _ 

Dit is' in tegenspraak met 4.2.6. 

Stel f heeft een negatief minimum in het punt x=~ 1 

. - .f'' t~.) )0 

__ .f'ly~ = 0 

_ f lx~ <. o 

-"{~oot f) -v (E~ <. o 

dan geldt: 

,dan geldt: 



Dit is ook in tegenspraak met 4.2.6. 

De functie f heeft dus geen positief maximum en geen negatief minimum. 

op het interval o-( x-<.~. 

De randvoorwaarden luidden echter f\o)=f'tf):o d.w.z .. ,dat er 

zich op de randen x='> en ~ :f ook altijd een echt positief maximum 

of een negatief minimum bevindt, (zie fig.4.2.2. )behalve indien .P: o . 

.f 
l 

f 
' 

r 

Hiermee is bewezen,dat ons randwaardeprobleem 4.2.1. een éénduidige 

oplossing heeft. 



'f3 

i·3.Upper-en lower solutions. 

Ons randwaardeprobleem luidt: 

• I - ne- -t v'{E') e - v'lE) =lo 
,E'{ o} a A . ~- ---~ __ -·. _ 

e't~) :~ I i lo 
Een exacte analytische oplossing is van dit probleem niet te geven. 

Wel kunnen we de oplossing benaderen.Hiertoe geven we eerstfeen paar 

definities. 

Def. I: We noemen een functie o( cet{'K} een "upper-solution" van de 

differentiaal-vergelijking e" = F~,e.~) > FE:. Cl(~.l:tJx lR'J 
op interval ~~~ indien 0( E: (. L(o.,b) en. 0(

1
\x} ~ Fl x. ,~(.x.J,e~.'(.xJ) 

op L~:.'-) . 

Der. II :We noemen een functie f =f<.x) een "lower-solution" van de 

differentiaal-vergelijking e•. F(x,E.e~ ~ FE. <-(l~.l>Jx IRZJ 
op interval le11lo) indien f f ( 1

"(t4ab.) en f'\x)}F(x.,f~),f'(~) 
op ~ (A,\,) 

We verdelen de functie E(x) in twee gebieden,nl. _ o.J E ~ o. 

~'-J E> o E 

1 



ad. a. Stel E'<o J o<:x.<(-x: 0 • 

Onze differentiaal-vergelijking schrijven we nu als: 

e:• __ v(E) e' _ v(e)- Jo _ , E<O 

E'(oJ :; A 

Een uppersolution van deze D.V. is nu «(x),die voldoet aan 

v(ot)ot'_ v(ct) _ J~ 
J) 

Een lowersolution van 4.3.1. is b.v. de functie f(:~C.) , die voldoet aan 

indien f~o 

Vervolgens kunnen we bewijzen, dat indien ot.(g~E(c) en ~(..-.)~ E~) 
waarbij v~C,...))t'--J.en tl

1
)0 ,er dan geldt ee(~.>;.EC~ met c<~~ .... 

Stel,dat er een 

functie EiOt)-lli6c} 

zie fig.4.3.2. 

E'('t') _ae,(x)t 

punt x 0 bestaat met 0(1Co.lf" met et(lC,):I(E\~,dan heeft de 

ergens een positief maximum op het interval(~~)), 



Anderzijds geldt echter 

e"tw:Y= {(E<x.}.Je'tt.)-v(ë(~,))-Jo -·--·~--~--· _ 
.J) 

e\~,)-•l'{)-~ = ~v'(E{x-~J-K(x,J]E'\)Cy -v(E(x•ll-J'o (>-O 
..l> 

Dit is in tegenspraak met 4.3.2. ,dus _o(~)})- E'6c:J , o<:: X.{ p. met ~(JA)=-Jo 

Op dezelfde manier kunnen we bewijzen, dat indien f(o)" ~(o) en 

'(J}~ E~J waarbij r.(S}.c:.o en t'>;-1 ,er dan geldt fl'JC}{ €(x) in het 

interval(o, j). 



4.4.Benaderingen m.b.v. lower-en uppersolutions • 

. In het gebied,waar de veldsterkte negatief is,d.w.z. v(E)~·lo 

hadden we als uppersolution gevonden oc(x),die voldoet aan de 

differentiaal-vergelijking: 

. ....~.~ ... 
Deze differentiaal-vergelijking is gemakkelijk op te lossen,nl. 

integreren geeft : 

.De<' .. .!1)(,2 __ !(. .... ___ ·-- --------- - -- . .. z. - ~ I 

~.[)cl« 1.J) • dx, -
oe'-.. c.~ vz; 

do/a, 
'+ (o/aJ"' 

_______________ ---· ~ a.rc..lo."l ~ -= X i (..a. ------·- --··-·- _ 

------------ et(\~.). u.. ~Q"l l ~ (x.+ (.zjj --------------"'1· 'i·1.. 

ot'(•)• :;, • <~•'J,~j ---4 _t,>o __ ·-·· 

C1 en(_zzijn konstanten,die door twee randvoorwaarden worden bepaald. 

De lowersolution f~)voldoet aan de lineaire D.V. 

De oplossing van deze D.V. luidt: 

C_. en c., zijn weer konstanten,die door twee randvoorwaarden worden 

bepaald. 



In het gebied,waar de veldsterkte positief is,is de oplossing van 

de gereduceerde vergelijking een uppersolution. 

Dit kunnen we als volgt laten zien. 

Stel ~(x) de oplossing van de gereduceerde vergelijking,dan geldt: 

-- ~{r) l
1

- "('() --Jo 
t' 11' '+ k 

"<KJ 

r" • -lo ..,.( '() L• .. 
i-t(t)} z. 

dus r"~ ~Cdr'-"tV-Io ';I o 
.l> 

,.dus ~) , is een uppersolution • 

De oplossing van de gereduceerde vergelijking is berekend in~ 3. 5. a, 

zij het,dat als randvoorwaarde ~~)~~ is gekozen. 

Mèt de methode van lower- en upper solutions is het moeilijk om met 

de gegeven randvoorwaarden ECO) en E~l) een benadering te vinden 

voor het gehele interval (0,1). 

De randvoorwaarde i(l)=l+J0 ,<r'CCJ•••~o ) is voor de D.V. 4.4.4. 
triviaal, waardoor we E(O) en E(l) niet kunnennbepalen en de 

konstanten c1 t/m c4 van de vergelijkingen 4.4.2. en 4.4.3. onbekend 

blijven. 
I 

Wel hebben we in fig. 4.4.1. voor een paar waarden van E(O), 

E~)1etbt) t"' ~~} uitgezet, waarbij c1 t/m c4 zodanig zijn gekozen, dat 

tL(o} c'(o) a E(o) f.~ o( <JA) -~()a.): E"~) :rO 
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Hoofdstuk V. Samenvatting 

Het elektrisch veld E in een baritt-diode kan in het algemeen 

worden beschreven m.b.v. een niet-lineaire tweede orde differentiaal

vergelijking. 

De randvoorwaarden voor deze differentiaalvergelijking kunnen we 

splitsen in twee gedeeltes. 

a) Indien de aangelegde spanning over de diode boven de flat-band 

spanning wordt gehouden, dan is de elektrische veldsterkte aan het 

emitterend kontakt om fysische redenen bekend. Omdat in dit geval 

de veldsterkte in het gehele gebied hoog is, kunnen we de tweede

orde term (diffusie) verwaarlozen, waardoor het veld beschreven 

wordt door een niet-lineaire eerste-orde differentiaalvergelijking. 

Deze vergelijking met bovengenoemde randvoorwaarde·· is analytisch 

uit te rekenen m.b.v. de karakteristieken-methode, mits we de 

driftsnelheid van de ladingsdragers door een geschikte funktie 

van het elektrisch veld benaderen. 

b) Indien de aangelegde spanning over de diode beneden de flat-band 

spanning is, dan is de elektrische veldsterkte aan het emitterend 

kontakt niet meer bekend, Wel kunnen we de gatendichtheid in dat 

punt bepalen. De tweede randvoorwaarde nemen we aan het kollekterend 

kontakt, waar we de diffusie nul veronderstellen. Analytisch wordt 

bewezen, dat de tweede orde differentiaalvergelijking met boven 

genoemde randvoorwaarden een éénduidige oplossing heeft. Het is 

niet mogelijk om een goede benadreing te vinden in het gehele 

gebied m.b.v. deze twee randvoorwaarden. Wel kunnen we m.b.v. 

upper- en lower solutions het veld redelijk nauwkeurig beschrijven 

indien we de diode in twee gedeeltes splitsen, nl. 

daar, waar de veldsterkte negatif, resp. positief wordt, en andere 

(gemeten) randvoorwaarden gebruiken. 

In het eerste geval (a) is een vrij nauwkeurige benadering mogelijk, 

In het tweede geval kunnen we spreken van een grenslaag probleem. In 

deze grenslaag kunnen geschikte upper- en lower solutions gevonden 

worden. De upper solution blijkt na vergelijken de exacte oplossing 

goed te benadern. 



Wel is in dit afstudeerwerk enig inzicht verkregen in de analytische 

technieken voor het oplossen van niet-lineaire differentiaalverge~ij~:a 

lijkingen. 

Dit inzicht zou aangewend kunnen worden vooB een nauwkeuriger 

analytische beschrijving vah het elektrisch veld in halfgeleiders. 
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