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1 Einleitung 

Wenn beim Walzen die Bedingungen an den Kontaktflachen zwischen 

Werkstoff und Ober- bzw. Unterwalzen nicht gleich sind, spricht 

man von Asymmetrie. Die Folgen der Asymmetrie sind Langs- und 

Querkriimmungen, ungleichmaBige Dickenverteilung oder variierende 

Oberflachequalitat des Walzgutes. Das ist ein groBes Problem fur 

die Industrie, weil man fUr die fortschreitende Mechanisierung 

und Automatisierung vorher genau wissen muB, wie sich das 

gewalzte Blech manifestiert. seit einiger Zeit versucht man, die 
verschiedene Arten der Asymmetrie beim WalzprozeB zu untersuchen 

und in den Griff zu bekommen. 1m Jahre 1978 wurde als Anlage an 

einen Forschungsantrag des MPI an die Arbeitsgemeinschaft 

Walzwerkstechnik eine Tafel angefertigt, mit einer systematische 

Darstellung der Asymmetrieen im Kaltwalzvorgang und ihre 

Auswirkung auf Walzkraft, Drehmoment und Bandplanheit, Bild 1. 
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Bild 1: Die verschiedene Arten und Orte der Asymmetrie. 

Es ist nicht leicht aIle Einflusse individuell zu untersuchen 

weil sie sich manchmal gegenseitig beeinflussen. Anderseits sind 

Walzversuche aufwendig und teuer, insbesonders fur das Warmwal

zen. Es hat sich herausgestellt, daB in bestimmten Fallen das 

Flachstauchen als eine simUlation des Walzprozesses gesehen 

werden kann. Man geht davon aus, daB es sich sowohl beim Walzen 

als auch beim Flachstauchen um eine ebene Umformung handelt. Die 
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Problematik wird so auf ein zweidimensionales Problem beschriinkt. 
Das bringt groBe vorteile fur die theoretische Betrachtung, und 
die Ergebnisse sind zufriedenstellend. Damit basieren wir 
teilweise auf den Forschungsergebnissen des WOMSI (WarmUMformSI
mulator) des MPI fur Eisenforschung. 
Zur Untersuchung der Einflusse der asymmetrische Schmierungs
bedingungen wurde der Flachstauchversuch herangezogen. In diesem 
Bericht sind die Ergebnisse der Versuche, fUr verschiedene 
Schmierstoffe, aufgenommen mit eine entsprechende theoretische 
Modellierung. 
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2 Aufgabestellung 

TECHNISCHE UNIVERSITEIT EINDHOVEN 

FACULTEIT WERKTUIGBOUWKUNDE 

LEERSTOEL BEWERKINGSPROCESSEN 

Eindstudieopdracht voor M.J.G. Schrijvers 

Start datum 

Begeleiders 

1 november 1991 

Dr.-Ing. W. Rasp (Max Planck Institut, 
Dusseldorf) 

Ir. S.M. Hoogenboom 

Ongewenste asymmetr van sprodukten. 

ToeJ.ic~t~~: Bij het pletwalsan van plaatmateriaal verlaat dit de machine 
vaak asymmetrisch. In de loop van de tijd zijn hiervoor al 
vaak oorzaken genoemd, maar het probleem is nog steeds niet 
goed begrepen. Aangezien de hiermee verbonden buigarb~id zeer 
klein is in verhouding tot de pletarbeid zijn instabiliteiten 
niet uitgesloteu. Momenteel bestaat de indruk dat vooral t 
bologische oorzaken aan te wijzen zijn: Ruwheid, smering enz. 
In samenhang met het huidiga kwaliteitsstreven bestaat ar een 
groot industrieel interesse (automobielindustrie) in Duitsland 
voor een aanZet tot beter Dagrip van deze asymmetrieen. 

Q.pdrach~ Onderzoek, zowel experimaotael als analytisch en numeriek, de 
oorzaken van zowel langs- als dwarskrommingen welke in iedere 
combinatie optreden bij het walsen van dunne plaat. De prohle
matiek mag hiertoe tot een 2-dimensionale worden vereenvoudigd 
terwijl de elasti teit van de gereedschappen (voorlopig) mag 
worden verwaarloosd. De volgende punten worden als interessan
te aspekten genoecd: 
!. experimentele simulaties waarbij loeden worden overdre-

ven (ev. trekken). 
b. modelleD (vlakke st 

rekenen. 
f) opstellen en in daze zin door-

c. samenhang tussen dwars en langskrommingen. 
Q. vergal ken van resultaten die op verschillende wijze 

worden verkregen (ook MARC en ABAQUS). 

9~ 
A 
I 

\ ; 

I \ \r-./~ 

) 
Ir. S. ,.. Hoogenboom 
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3 Stand der Kentnisse 

Mit Asymmetrie beim Kaltwalzen haben sich schon manche beschaf

tigt. Walzkrafte, Drehmomente, Langs- und QuerkrUmmungen wurden 

untersucht in Abhangigkeit der in der Einleitung erwahnte 

asymmetrische Aspekte. Einige sind im Literaturverzeichnis 

erwahnt [5,8,12,15]. Im Gegensatz zum Walzen haben wir uber 

Asymmetrie beim Flachstauchen keine Literatur gefunden. Manche 

Autoren haben sich schon beschaftigt mit dem Einpassen ver

schiedener Reibungszahlen in die zu Verfugung stehende Theorieen. 

Hill und Johnson [6,8,9,10] geben Gleitlinienfeldrlosungen fur 

die zwei auBerste FaIle, namlich keine Reibung und Haftreibung. 

Alexander [2] gibt Losungen die dazwischen liegen. Er gibt einen 

Verband zwischen der Winkel womit die Gleitlinien am Kontakt

flache entstehen und den Coulombsche Reibungszahl J.I.. Cho [4] 

vergleicht das aus der Glei tlinienfeldtheorie folgenden Ge

schwindigkeitsfeld mit die FEM-Ergebnisse. Fur den symmetrischen 

Flachstauchversuch stimmen die Ergebnisse der beide Methoden 

uberein. Avitzur [1] gibt zwei Arten der Obere SChrankenlosung. 

Die erste Losung geht davon aus, daB das bestimmte Geschwindig

keitsfeld in x-Richtung Ux eine e-Funktion ist. Ein Parameter b 

ist ein MaB fur den "Bulge" an der AuBenseite. In diesem Modell 

wird gerechnet mit konstanter Reibung, nach von Mises. In die 

zweite Losung wird das Umformgebiet aufgeteilt in dreieckige 

uniforme Geschwindigkeitsfelder. Auch hier wird gerechnet mit 

konstanten Reibungszahlen. Ramaekers [11] gibt eine Spannungs

analyse fur druckabhangige Reibungszahlen J.I. und fur konstante 

Reibungszahlen m. Die auftretende plastische Instabilitat in 

seiner Versuchsdurchfuhrung erklart er mit dem Stabchenmodell aus 

der Spannungsanalyse. 

tiber Schmierung und Reibung ist schon eine Menge publiziert 

worden. Aber, wie schon gesagt, aIle gehen im Grunde genommen aus 

von dem symmetrischen Fall. 
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4 Theoretische Betrachtungen zum Flachstauchen 

4.1 Stabchenmodell 

·--Ii 

Um die benotigte Umformkraft 
zu berechnen, teil t man die 
Probe in ein infinite Zahl von 

Stabchen der Brei te dx auf, 

Bild 2. Die Spannungen, die 

links und rechts einwirken, 

sind ax bzw.ax + dax• Oben und 

unten sind die Schubspannungen 

Bild 2: Stabchenmodell. 'f 0 bzw. 'f u wirksam. Die Breite 
der Probe ist im diesem Fall 

nicht von Belang, wohl aber die Breite des Stempels (2b), da die 

Probe breiter ist als der Stempel. Die Hohe der Probe ist 2h, die 
Lange 1. 

Das Kraftegleichgewicht in x-Richtung liefert eine Differential
gleichung: 

(1: + 1: ) __ a = 0 U X + C (4.1.2) 
x 2h 

Die auftretende Schubspannung wird oft definiert als 'f = m*'fmnf 

wobei m der Reibungsfaktor ist. FUr m=O existiert keine Reibung f 

fUr m=l wird die Schubspannung maximal. Die Schubspannung kann 
man also ersetzen durch 

1: = m (J ..,13 E (4.1.3) 

Die Randbedingung ist 

(J x (x= + b) = 0 (4.1.4) 

Damit hat die Spannung in x-Richtung die Form: 

(J = (JE (m + m) (x - b) (4.1.S) 
x ..,13 0 U 2h 
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weil wir davon ausgehen, daS es sich hier um ebene Umformung 
handelt, gilt: 

_ 0 = -20 {l + (b - x) fm + m \} 
Y ,f3 f 4h \: 0 UJ (4.1.6) 

Die Stauchkraft F laSt sich durch Integration der oy-Spannung in 

x-Richtung Uber die Kontaktflache mit den stempel berechnen: 

_ 4blo f { mo + mu (b) } F - 1 + -
,f3 B h 

(4.1.7) 

Die Kraft, dimensionslos geschrieben, ist F*, und es gilt 

Die Ableitung der Formel fUr die Stauchkraft ist ausflihrlich 

beschrieben in Appendix A. 
1m Bild B.18. ist die dimensionslose Stauchkraft in Abhangigkeit 
des Verhaltnis Breite/Hohe b/h dargestellt fUr verschiedene mJmo 
werte. 1m Bild 7 ist die Stauchkraft dargestellt in Abhangigkeit 
von b/h bei Umformgraden von 0 und 40 % (~O bzw. 0.5). 

4.2 Obere Schrankenrechnung 

Die Theorie der Oberen Schranke besagt, daS von allen kinematisch 

zulassigen Geschwindigkeitsfeldern u das wirklich vorhandene den 

Ausdruck 

zu einen Minimum macht. Die Umform- und Reibleistungwerden durch 
die Losung eines Volumenintegrals bzw. Flachenintegrals gelost. 
Eine ausfUhrliche Beschreibung der Obere Schrankenrechnung ist 
beschrieben in Appendix B. 
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4.2.1 Gesehwindigkeitsfeld. Umform-, Reib- und Gesamtleistung 

lAnge I 

Ux yi Ux 
~.-. ~ .-.---.-.-.-.--~---.-------.--- ---:--

I 
iJ/2 

I . 
I . 

Bild 3: Obere schranke Modell. 

Bei der folgenden Anwendung der Theorie der oberen Sehranke wird 
von der gleiehen Koordinatensystem wie in der spannungsanalyse 
ausgegangen, Bild 3 Aus Symmetriegrtinden wird zunachst nur die 
rechte Halfte der Probe betrachtet. Eine mogliche mathematische 

Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes ergibt sieh, bei einer 
Stempelgeschwindigkeit oben und unten von -u/2 bzw. +6/2, durch 

wobei a, ~, ~ und 0 die Minimalisierungsparameter sind. Weil es 
sich hier um ebene Umformung handelt ergibt sieh hieraus und aus 

die Randbedingungen die Geschwindigkeit in Y-Richtung lly. Damit 

laBt sieh nun die Vergleiehsformanderungsgeschwindigkeit 

bestimmen zu: 

Mit den dimensionslosen GraBen 

* _ x x --, 
b 

y* = Y 
h 

(4.2.4) 

laBt sich die Umformleistung P/ nun berechnen zu 

(4.23) 
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P~ = 
x*=l y*=+l r---------------------

~ f f (ex+py*+yy*2+6y .-l)2 (~r + (~+yy*+ 32t;y~rX~ dx*dy* 
../! X* .. o y*--l 

Als letzte ergibt sich die Reibleistung Pfr* zu 

Und die Gesamtleistung zu 

* * * Pm = Pa + PEr (4.2.7) 

Wegen Volumeninvarianz gilt: 

x=+b y=+h 

2 J gdx = J ux(x=+b) dy .. ex + -f = 
x-o y--h 

b 
2h 

(4.2.6) 

(4.2.5) 

(4.2.11) 

Um den Ausdruck fUr die Gesamtleistung zu einemMinimum zu machen 
gilt: 

iJ4p* m = 0 (4.2.9) 

Mit Gleichung (4.2.8) ergibt sich (4.2.9) zu 

CJ3p* m 

apaya& = 0 , ex = b - ~ 
2h 3 

(4.2.10) 

Dieses Integral laSt sich nicht analytisch lasen. 1m Anhang 

"Numerischen Lasung eines Volumenintegrals" wird ausfUhrlich 

eingegangen auf die numerische Lasung mit Hilfe eines Computer

programms. 

4.2.2 Ergebnisse der Oberen Schrankenrechnung 

1m Anhang "Ergebnisse der Obere Schrankerechnung" sind alle aus 
dem Computerprogramm gegebene Werte dargestellt. FUr die 

Reibungszahlen wurde mu=O und mo=l genommen. 
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Wegen die Randbedingung mo=l ist oben die Geschwindigkei t Ux 

gleich null. Hiermit ergibt sich fUr die Variabelen 

(I + P + Y + ~ = 0 (4.2.11) 

Und damit ist die Losung auf zwei Parameter beschrankt. Es sei 

darauf hingewiesen, daB damit die Reibleistung gleich null wird. 

FUr b/h=3 ist das Ergebnis der Rechnung grafisch dargestellt in 
Bild 4 Im Bild B.21 bis Bild B.24 sind wieder fUr b/h= 0.75, 1, 

1.5 und 3 die Ergebnisse dargestellt. Mit zunehmender b/h nimmt 

die Gesammtleistung zu. Im Bild 5 ist fUr b/h=3 das mit dam 
Ergebnis der Obere Schrankerechnung zusammenhangende Geschwindig

keitsfeld dargestellt. Die Bilder B.25 bis B.28 zeigen die Ge

schwindigkeitsfelder fUr die vier b/h-Verhaltnisse. Die stauch
kraft nach der Obere Schrankerechnung fUr Umformgraden von +0 und 

40 % sind dargestellt im Bild 7 (Geschwindigkeitsfeld nach 
Gleichung 4.2.2). 



P*[-1 9.5 
9 

8.5 

8 

7.5 

7 

6.5 

6 

Q 

Obere Schranke :Ergebisse 
Asymmetrisch Flacbstaucben 
mu·O.mo-l 
b/h - 3 
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Bild 4: Die dimensionslose Leistung in Abhangigkeit der a und 
{3 fUr blh = 3. 

o. 

~ 1 ~l 

x* 
Ux { .,:\ } = 0.346 - 1.918 y* + 3.462 y"- - 1.890 y* x* 
U 

Bild 5: Dimensionslose Geschwindigkeit in x-Richtung in 
Abhangigkeit von dimensionslosen x und y. 



- 14 -

4.3 FEM-Rechnungen 

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist ein leistungsfahiges Ver
fahren zur numerischen Losung von Festigkeitsproblemen, sowohl 
im elastischen als auch im plastischen Bereich. Mit Hilfe dieser 

Methode ist es moglich, den wahrend des Umformvorganges im Werk

stUck auftretenden Spannungs- und Verformungszustand zu berech

nen. Zur DurchfUhrung einer Rechnung nach der Methode der Finiten 
Elemente wurde das Programmsystem MARC benutzt. FUr die Formulie

rung des Finiten-Elemente-Ansatzes wird von einem starr-plasti

schen Werkstoffmodell in Verbindung mit dem stoffgesetz nach 
Huber-Levy-von Mises ausgegangen. Hierdurch werden die folgenden 
Idealisierungen vorausgesetzt: 

* Homogener, isotroper und inkompressibler Werkstoff, 

* Vernachlassigung der Volumenkrafte, 
* VerknUpfung von Spannungsdeviator und 

Formanderungsgeschwindigkeitstensor Uber eine Skalar-positive 
Stoffunktion, 

* Abgrenzung des plastischen von starren Werkstoffbereich durch 
ein FlieSkriterium, das vom augenblicklichen Spannungszustand 

abhangt. 

4.3.1 Die Modellierung des Finiten-Elemente-Netzes 

Es wird ausgegangen von Proben aus Aluminiumproben 99,5 mit einer 

Ausgangsbreite B=50 mm. Die Anfangshohe 2h wird schrittweise 

variiert von 5 bis 20 mm mit Schritten von 5 mm. FUr die 

Modellierung des Netzes fUr den Stauchversuch werden Vierknoten
elemente benutzt. Auf Grund der Symmetrie der Ausgangsprobe 
reicht eine Beschreibung einer Halfte wie auch in der Obere 

Schrankerechnung und Spannungsanalyse. Die Halfte einer Probe (25 

mm) wird aufgeteilt in 20*10 (x*y) Elemente fUr 2h= 5 mm und 2h= 
10 mm, Bild 6. FUr 2h= 15 mm wird aufgeteilt in 20*15 (x*y) 

Elemente und fUr 2h= 20 mm in 20*20 Elemente, Bild B.31 und Bild 

B. 32. Die Breite der Stempel ist kleiner als die Breite der 

Proben und betragt 2b=15 mm. Die Breite I Hohe - Verhaltnisse b/h 
sind so auch hier 0.75, 1, 1.5 und 3. Von den 20 Elementen in x-
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Richtungbefindet sich eine Halfte zwischen die Stempeln und die 
andere auSerhalb. FUr beide Half ten werden die Elemente von links 
nach rechts iromer breiter. In der FEM-Rechnung, sowie in der 

Spannungsanalyse und Obere Schrankerechnung, wird das Reibungs
gesetz nach von Mises verwendet. Der m-Wert oben ist IDo=l, und 

unten gilt llIu=O. 

4.3.2 FEM-Berechnungsergebnisse 

Im Bild 6 sind die Ergebnisse der FEM-Rechnung fUr die Proben mit 
Ausgangshohen 2h=5 rom und 2h=10 rom, bei verschiedenen Hohen
abnahmen, dargestellt. FUr 2h=10 rom biegen sich die AuSenseiten 

der Probe bei zunehmender Reduktion iromer mehr in die Richtung 

der Seite mit Reibungsfaktor IDo=l. Das gleiche Ergebnis finden 

wir fUr 2h=15 rom und 2h=20 rom, doch bei zunehmender Anfangshohe 
niromt den Biegungswinkel ab, bei gleichem Umformgrad. Im Fall 
2h=5 rom tut sich etwas besonderes vor. Auffallig ist daB die 5 
rom Proben sehr viel spater nach oben biegen als die andere 
Proben. Zur Beginn der Umformung biegen sich die AuBenseiten 

zuerst in Richtung der seite mit Reibungsfaktor llIu=O, um danach 

wieder in die entgegengesetzte Richtung zurUck zu biegen. DafUr 

konnten wir bisher keine Erklarung finden. Die 20 rom Proben 
wurden bis 30 % Umformgrad durchgerechnet. Ab 30 % waren die 
Elemente in die Stempelecken dermaBe verformt daB die nicht mehr 

durchgerechnet werden konnte. Im Bild B.29 bis Bild B.32 sind die 
Ergebnisse fUr die verschiedenen Ausgangshohen dargestellt. 

Im Bild 7 ist die Krafteverteilung Uber der Stempelkontaktflache, 

in Abhangigkeit vom b/h dargestellt, fUr die Ergebnisse der 

Spannungsanalyse und Obere Schrankerechnung. 
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Bild 6: FEM-Ergebnisse fur Proben mit Anfangshohe 2h = 5 mm und 
2h = 10 mm bei zunehmender Deformierung. 
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Bild 7: Stauchkraft fur verschiedene blh - Verhiiltnisse mit der 
spannungsanalyse und Obere Schrankerechnung. 
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Theoretiseh mU8te die Defor
mierung symmetriseh sein im 
Bezug auf die x=O-Linie. Mit 
planparallelen Stempeln, homo
genen Probenmaterial und 
gleiehma8iger Verteilung der 

Reibung wUrde die Ausflie8ung 

in an der linken Au8enseite 
gleieh der Ausflie8ung an der 
reehten AuBenseite seine 

Aber,wie schon in der Einleitung erwahnt, zeigte Ramaekers [5] 
daB nur eine kleine Erstorung den Auftritt der plastisehe Insta
bilitat initiieren kann. Er gab an der Hand des Stabehenmodells 
eine Erklarung fUr diese Instabilitat. FUr den asymmetrisehen 

Fall, mit ~=o und ~=1, bereehnen wir die minimale Leistung.ln 
dem theoretisehen Modell der Oberen Sehranken Losung wird die 
Flie6seheidelinie in x-Riehtung versehoben, Bild 8. Hieraus 
ergibt sieh, da8 die benotigte Leistung nur sehr wenig mehr ist 
als fUr den Fall bei dem die Linie genau auf x=O liegt. FUr eine 
Probe mit Anfangshohe 2h = 5 mm (b/h = 3) wurde eine Obere 
Sehrankenreehnung durehgefUhrt wobei die FlieBseheide mit I-mm
Sehritte versehoben wurde. Die berechnete Leistung ist in 
Abhangigkeit der Versehiebung ab ausgesetzt im Bild 9. 
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Bild 9: Ergebnisse der Obere Schrankerechnung rur das plasti
sche Instabilitatsmodell. 

5 Stauchversuche 

Die Aufgabe der Stauchversuche bestand darin, die Vorgange bei 

Asymmetrie durch unterschiedliche Schmierstoffe experimentell zu 

untersuchen. 

5.1 Versuchstoffe, -aufbau und durchfUhrung 

Als Versuchswerkstoff diente Aluminium 99,5. Die Lange und Breite 

der Proben wurde mit 1 : b = 50 mm : 50 mm konstant gehalten. Die 

Hehe der Proben wurde in 5 mm - Schritten variiert ( 2h = 

5,10,15,20 mm). Einigen der Proben wurden auf der Frontseite 

poliert, um FlieBfiguren beim Anstauchen sichtbar zu machen. 

Die Proben wurden geschmiert mit RUbel oder Grafit. Wenn nicht 

geschmiert wurde, wurden die Oberflachen von Werkzeug und 

WerkstUck mi t Alkohol gereinigt vor dem Stauchversuch. Als 

Werkzeug dienten zwei gehartete Stempel, Bild 10. Die Proben 

wurden mit verschiedenen Stempelwegen und Schmierstoffen 

gestaucht. Alle Versuche wurden bei Raumtemperatur durchgefUhrt. 

Zum Stauchen der Proben stand eine hydraulische Presse mit einer 

Maximalkraft von 2500 kN zur VerfUgung. Mit zwei X,Y-Schreibern 
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wurde sowohl Kraft qeqen Weg, als auch Kraft und Weg qegen die 
Zeit aufgezeignet. AusfUhrliche Information Uber Versuchsstoffe, 
-aufbau, durchfiihrunq, -auswertung und -erqebnisse sind nachzule
sen im Anhang "Versuche". 
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.
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Bild 10: Werkzeuge; Stempel mit Stempelhalter. 

5.2 Versuchsauswertung 

Die Proben wurden vor und nach dem Stauchen vermessen, d.h. die 

Hohe vor und nach dem Stauchen bestimmt. Aus den Diagrammen des 

Schreibers war nicht direkt zu ersehen, wo das Stauchen der Probe 

qenau anqefangen hatte. Den Aufprall der Stempel auf die 
Anschlage konnte man aus den Diaqrammen ziemlich gut ersehen, 
jedoch nur wenn der Stauchweg oder die Probedicke relativ groB 
war (Anhang "Versuche"). Damit war die Kraft beim Anfanq des 
Stauchens ungefahr zu bestimmen. 
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5.3 Versuchsergebnisse 

Asymmetrie kann sich bemerkbar machen durch eine Unterschied oben 
und unten, aber auch im Langsrichtung. Wir werden diese Unter
schiede andeuten mit zweidimensionale bzw. dreidimensionale 
Asymmetrie. 
Die Ergebnisse der zweidimensionale asymmetrische Stauchversuche 
(oben trocken, unten geschmiert mit Rubol) sind den Bildern B.l 

bis B. 16 zu entnehmen. Mi t zunehmendem Umformgrad nimmt der 
Biegungswinkel zu. Mit zunehmender Anfangshohe nimmt der 
Biegungswinkel, bei konstantem Umformgrad, abo Bild B.l und Bild 
B.2 zeigen die Proben mit Anfangshohen 5 mm, bzw. 10 mm bei 
zunehmendem Umformgrad. Die Auswirkung der asymmetrischen 
Schmierung hat ihren gro.Bte Auswirkung zwischen 20 und 40 % 

Hohenabnahme. 1m Anfang ist ihre Auswirkung noch relativ gering. 
Ab ungefahr 20 % Hohenabnahme fingen die Proben, mit der 
Anfangshohe h=20 mm, an zu rei.Ben. Die Bilder B.3 und B.4 zeigen 
eine Probe mit 40 % Hohenabnahme. Die Risse sind deutlich zu 
erkennen. Bild B.5 zeigt zwei Proben mit h = 10 mm und h = 15 mm 
mit dem Umformgrad 50, bzw. 20 %. Die Geometrie des asymmetri

schen Umformgebiets wird hier sehr deutlich gezeigt. 
Die Bilder B.l1 bis B.16 zeigen die Gleitlinienfelder beim 

Anstauchen verschiedene Proben mit varieerenden Anfangshohen. Die 
asymmetrischen Schmierbedingungen machen sich am Anfang bei den 
Flie.Bfiguren nicht sichtbar. Das stimmt uberein mit die oben 
genannte Erf indungen der Biegungswinkel in Abh§.ngigkei t der 
Hohenabnahme. Die Gleitlinien haben ihren Ursprung an den Ecken 
der Stempel. Die Stempelabmessungen sind symmetrisch und deswegen 

sieht die Verformung am Anfang auch symmetrisch aus. 1m Bild 11 
sind die gemessenen Kr§.fte aufgezeignet in Abhangigkeit von dem 
b/h-Verhaltnis. Die Ergebnisse der Spannungsanalyse, Oberen 

Schrankenrechnung und FEM-Rechnung sind auch aufgezeignet. 
Die asymmetrischen Stauchversuche mit Grafit (oben trocken, unten 
Grafit) gaben ein ahnliches Bild, wie die Versuche die mit Rubol 
durchgeflihrt wurden. Die Biegungen der Proben waren dort 

niedriger. Die etwas geringere Schmierungskapazitat des Grafits 
wurde best§.tigt mit Versuche wobei oben und unten geschmiert 
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wurde mit Grafit, bzw. RubBI. 

Es wurden auch symmetrische stauchversuche durchgefUhrt mit 

Rubol, Grafit und ohne Schmierstoff. Bild B.9 und Bild B.10 
zeigen einen Fall, wobei beide seite mit Rubol geschmiert wurden. 

Eine Probe mit Anfangshohe h=15 mm wurde mehr als 80 % defor
miert. An der linken seite flieB mehr Material aus, als an der 

rechten seite (Bild B.10). Bild B.9 zeigt daB die FlieBscheide
linie sich nach links verschoben hat. Dieser Fall entspricht der 

in Abschnitt 4.4 erwahnten Theorie der plastischen Instabilitat. 
Der Umformgrad (> 80 %) kBnnte man jedoch als enorm bezeignen. 
Die Ergebnisse der dreidimensionale Asymmetrie werden gezeigt in 
dem Anhang "Versuche". 
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Bild 11: Stauchkrafte aus Versuch, Spannungsanalyse und Obere 
schrankerechnung fur verschiedene blh. 
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6 Diskussion 

6.1 Zweidimensionale Asymmetrie 

FUr den zweidimensionalen asymmetrischen Stauchversuch (ebene 

Umformung) ergibt sich folgendes: 

1) Mit zunehmendem Umformgrad, nimmt der Biegungswinkel in Rich

tung der KontaktfHiche mit hoherer Reibungszahl zu, bei kon

stanter Probendicken. 

2) Mit zunehmendem Breite / Hohe - Verhaltnis der Probe, nimmt 

der Biegungswinkel in Richtung der Kontaktflache mit hoherer 

Reibungszahl ab, bei konstantem Umformgrad. 

FUr b/h - Verhaltnisse zwischen 0,75 und 1,5 bestatigt die FEM

Rechnung diese Ergebnisse sehr deutlich, wie dies die Bilder B.5 

und B.30 zeigen. Ein Vergleich der FEM-Rechnung mit der visiopla

stischen Methode (Bohrungen) zeigt bei einem Umformgrad von 50 

% eine sehr gute Ubereinstimmung. Es gibt sich daraus, daB die 

Annahme von mo=l in diesem Fall zu rechtfertigen ist. Bei einem 

Verhaltnis b/h von 0,75 sind die Spannungen an den Stempelecken 

so hoch, daB Risse im Material entstehen. Die groBen Verzerrungen 

werden auch durch die FEM vorhergesagt. FUr b/h = 3 entspricht 

die FEM-Rechnung der Wirklichkeit jedoch nicht. 

Die Obere Schrankelosung mit ein Geschwindigkeitsfeld dritten 

Grades in y-Richtung ergibt fUr b/h - Verhaltnisse zwischen 1 und 

3 eine obere Schranke. FUr b/h = 0.75 liegt der wert jedoch unter 

dem Wert der Spannungsanalyse. Die gemessene werte liegen jedoch 

unter denen der Theorie. FUr b/h < 1 ist der EinfluB der Um

formleistung groB im Verhaltnis zu der Reibungsleistung. 

Anderseits ist fUr b/h > 1 der EinfluB der Reibungsleistung 

groBer. Dieses wird durch die Versuche, auch fUr den asym

metrischen Stauchversuch bestatigt. Die Leistung ist fUr b/h = 

1 minimal. 

6.2 Plastische Instabilitat oder Schmierungsinstabilitat? 

An Hand der Theorie wurde energetisch erklart, daB eine plasti

sche Instabilitat sich leicht manifestieren konnte. FUr die 
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Versuche, bei denen an einer seite nicht geschmiert wurde, trat 
dieses nicht auf. Es ist anzunehmen, daB diese "feste" Reibung 
die Probe "festhallt". Eine mogliche Instabilitat ist nicht in 
der Lage, die Energie, benotigt zum iiberwinden der "festen" 
Reibung, aufzubringen. Die symmetrischen Stauchversuche, bei 

denen an beiden Sei ten mit Riibol geschmiert wurde, zeigten 
manchmal eine Verschiebung der FlieBlinie und ungleiche Aus
flieBung an beiden Seiten. Es besteht die Vermutung, daB diese 
sogenannte plastische Instabilitat initiert wird durch eine 
Schmierungsinstabilitat. Am Anfang des Stauchens ist an der 
Kontaktflache geniigend Schmierstoff vorhanden in den "Schmierta
schen". Bei zunehmender Umformung wird immer mehr Schmierstoff 

weggedriickt bis zum Moment wo Haftreibung entsteht. 
Die Stauchversuche mit Graphit zeigten eine sehr ungleichmaBige 

Oberflache. Es ist nicht leicht, den festen Graphi t vor dem 
Stauchversuch gleichmaBig iiber die Oberflache zu verteilen. Wegen 
der beschrankten Zahl der Proben konnte leider nur sehr wenig 
Versuche mi t Graphi t durchgefiihrt werden. Es konnte deswegen 
nicht nachgepriift werden, ob dieses sich in die Reproduzier
barkeit der Versuche mit Graphit auswirkt. 

6.3 Computerprogramme zur Losung Volumenintegrale 

Ein Computerprogramm zur Losung des Volumenintegrals muBte zuerst 
entwickelt werden. Um die Einfliisse der Asymmetrie in die Obere 

Schrankerechnung miteinzubeziehen braucht man wenigstens ein 
Geschwindigkeitsfeld dritten Grades in x-Richtung. Mit die Hohe 
des Grades des Geschwindigkeitsfeldes nimmt die Zahl der 

Parameter zu, und damit auch die Rechenzeit. Mit der MaBnahme, 

die Geschwindigkeit in x-Richtung am ungeschmierten stempel 
gleich null zu stellen, braucht man ein Parameter weniger. Aus 
zeitlichem Grund wurden nur Ergebnisse des Geschwindigkeitsfeldes 
dritten Grades betrachtet. Die Umschreibung des Programms fiir 

Computersystemen mit groBere Rechenkapazitat braucht noch einige 
zeit. Dies lohnt sich jedoch, da die Losung von Integralen 

hoheren Grades fiir normale pc's schon zu aufwendig ist. 
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6.4 Dreidimensionale Asymmetrie 

Es wurden noch einige asymmetrische Stauchversuche durchgefUhrt 

(Anhang "Versuche"). Auch die Schmierung in Langsrichtung wurde 

variiert. unter berUcksichtigung der Ergebnisse des zweidimensio
nalen Stauchversuches konnten die Ergebnisse dieser Stauchver
suchen schon einigermaBe vorausgesagt werden. Die hier auf
tretende Umformung kann man jedoch als dreidimensional bezeich
nen. Die konventionellen theoretischen Modelle sind hier nicht 
brauchbar. Die FEM-Rechnung ist dafur aber wohl geeignet, weil 
die Rechnung in drei Dimensionen ebenfalls moglich ist. 

6.S Asymmetrie beim Walzen 

Wie bereits erwahnt wurde, solI das Flachstauchen eine Simulation 

des Walzprozesses darstellen. In der zu VerfUgung stehenden Zeit 
konnte nicht nachgeprUft werden, wie sich diese Art von Asym

metrie auf den WalzprozeB auswirkt. Das Ergebnis, daB mit Zunahme 
des b/h - Verhaltnisses der EinfluB der ungleichmaBigen Schmie
rung bei gleichem Umformgrad greBer wird, ist aber sehr wichtig. 
Das Breite I Hehe - Verhaltnis ist beim Kaltwalzen namlich 
relativ groB. Aber auch der Umformgrad sollte darin einbezogen 

werden wegen der zweiten Aussage in Abschnitt 6.1. 
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7 Zusammenfassung 

Das Flachstauchen kann man als eine Simulation des Walzprozesses 
ansehen. Die spannungszustande beim Flachstauchen und Walzen sind 
einander sehr ahnlich, wenn man davon ausgeht, daB es sich in 
beiden Fallen um eine ebene Umformung handelt. Ein Aspekt der 
Asymmetrie beim Flachstauchen oder Walzen ist das vorliegen 
unterschiedlicher Reibungszustande fUr die obere und untere 

Kontaktflache zwischen Material und stempeln bzw. Walzen. In 
diesem Bericht wird sie als zweidimensionale Asymmetrie bezeig
net. Um den EinfluB verschiedener Reibungssituationen theoretisch 
und experimentell fur das Flachstauchen zu untersuchen, wurden 
sowohl in der zur Verfugung stehenden Theorie, als auch in den 
Experimenten, die Reibungsunterschiede zwischen den beiden 
Kontaktflachen ubertrieben angesetzt. 
Theoretisch wurde der ProzeB mit Hilfe des Stabchenmodells, der 
Oberen Schrankenrechnung und der FEM fur verschiedene Ausgangs
hohen der Proben durchgerechnet. Bei der FEM-Rechnung wurde 
weiterhin der Stauchweg variiert. 

Experimentell wurden Flachstauchversuche an Aluminiumproben mit 
verschiedenen Schmierstoffkombinationen an der Ober- und 
unterseite durchgefUbrt. 
Die Ergebnisse der FEM-Rechnung entsprachen im Allgemeinen der 

Praxis sehr gut. Aufgrund der zeit konnte man die zu Verfugung 

stehenden Moglichkeiten nicht ausnutzen. Einen Vergleich der 
Krafte aus den verschiedenen theoretischen Modellen wie Span
nungsanalyse, Obere Schrankerechnung und den Versuchen wurde 

durchgefUbrt. 
Auch das fur die Obere Schrankenrechnung erstell te Computer
pragramm kannte, aufgrund der Zeit, nicht zur Zufriedenheit 
eingesetzt werden. Das Pragramm ist im Anhang aufgenommen. 
Es wurden auch einige dreidimensionale Stauchversuchen durch
gefUbrt (keine ebene Umformung). Sie sind im Anhang "Versuche" 
erwahnt. Dreidimensionalen Asymmetrie ist mit einer konventianel
len Theorie schwer oder nicht zu beschreiben. Die FEM-Rechnung 

ist dafur aber sehr gut geeignet. 
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samenvattinq. 

stuiken kan gezien worden als een simulatie van het walsproces. 
Wanneer men ervan ui tgaat dat we in beide gevallen met een 

vlakspanningstoestand te maken hebben tonen de spanningstoestan
den een grote overeenkomst. Wanneer daarnaast de wrijvings
situatie's in de bovenste en onderste kontaktzone, tussen 
materiaal en gereedschap, van elkaar verschillen hebben we te 

maken met een geval van asymmetrie. In dit verslag zal deze vorm 

van asymmetrie bestempeld worden als tweedimensionale asymmetrie. 
De invloeden van verschillende wrijvingssituaties worden voor het 

stuiken onderzocht. Zowel in de beschikbare theoretische 
modellen, als ook tijdens de experimenten, worden de verschillen 
sterk overdreven. 
Theoretisch wordt het proces doorgerekend met behulp van het 

schillenmodel, de bovengrensmethode en de EEM. In aIle gevallen 

wordt uitgegaan van verschillende beginhoogten bij een konstante 
stempelbreedte. Bij de EEM wordt verder nog de stuikweg gevarie
erd. 
In de experimenten worden Aluminiumblokjes met aan de boven- en 
onderzijde verschillende kombinaties van smeermiddelen gestuikt. 
De resultaten van de EEM komen in het algemeen goed overeen met 
de praktijk. Wegens tijdgebrek konden helaas niet aIle toepas

singsmogelijkheden van het pakket gebruikt worden. De schillenme

thode en de bovengrensoplossing worden met de praktijk ver

geleken. 
Om de uit de bovengrensmethode voortkomende volume-integraal op 

te lossen moest een komputerprogramma geschreven worden. Wegens 

tijdgebrek kon dit niet naar tevredenheid worden ingezet. Het 
komputerprogramma is in de bijlage opgenomen. 
Er zijn ook nog enige driedimensionale stuikproeven uitgevoerd 

(geen vlakspanningstoestand). De resultaten zijn in de bijlage 
"Versuche" vermeld. Deze driedimensionale asymmetrie is met de 
konventionele modellen moeilijk te beschrijven. Met een EEM

pakket is dit proces echter goed te beschrijven. 
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Appendix A 

A.1 Spannungsanalyse-Stabchenmodell 

..c: ------(\1---

2b 

, 

y! a 
------------------------------------~---- )( --x l 

I , 
I , 
I , 
I 

Bild ARP.A.~: stabchenmodell. 

Lange I 

dx 

Um die benatigte Umformkraft zu berechnen, teilt man die Probe 
in ein infinite Zahl von Stabchen der Breite dx auf. Die Span

nungen, die links und rechts einwirken, sind ax bzw. ax + dax• Oben 

und unten sind die Schubspannungen '[0 bzw. '[ u wirksam. Die Breite 

der Probe ist im diesem Fall nicht von Belang, wohl aber die 
Breite des stempels (2b), da die Probe breiter ist als der stem
pel. Die Hahe der Probe ist 2h, die Lange 1, Bild App.A.1. 
Das Kraftegleichgewicht in x-Richtung liefert: 

Hieraus gibt sich eine Differentialgleichung: 
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_ do = ('t'o + 't'u) dx (A.3) 

x 2h 

Gleichung (A.4) mit die Randbedingung (A.S) ergibt sich zu (A.7): 

0x(x=+b) = 0 (A.S) 

(A.6) 

('t' + 't' ) _ a = 0 u (x - b) 
x 2h 

(A.7) 

Die auftretende Schubspannung wird oft definiert als T = m*Tmn , 

wobei m der Reibungsfaktor ist. FUr m=O existiert keine Reibung, 
fUr m=l wird die Schubspannung maximal. Die Schubspannung in 
Gleichung (A.7) kann man also ersetzen durch 

m 
't' = -Of (A.8) 

.f3 

Damit hat die Spannung in x-Richtung die Form: 

a ;:: Of (mo + mu) (x - b) (A.9) 
x .f3 2h 

Weil wir davon ausgehen, daB es sich hier um ebene Umformung 
handelt, gilt: 

(A.9) mit (A.ll): 

a ;:: z 

2 
- Oy = ax - -Of (A. H) 

.f3 

(A.lO) 

a ;:: -~ a {l + (b - x) (m + m )} 
y .f3 f 4h 0 U (A.l2) 
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Die Stauchkraft laSt sich durch Integration der Spannung in y

Richtung tiber die Kontaktflache mit den Stempel berechnen: 

x=+b x"'+b 

F = 1 J IOyldx = 21 J IOyldx = (A. 13) 

x--b X"'O 

(A.l4) 

1 [ 1X"'~ = 4 0 £ {1 + ~(m + m )}x _ (m + m ) x
2 

= J3 4h 0 U 0 U 8h x-O 
(A. IS) 

Die Kraft dimensionslos geschrieben: 

1m Bild App.A.2 ist die dimensionslose Stauchkraft dargestellt 

wie im Bild 7 Auch die m-werten werden hier variiert. 



Ergebnisse des sdbchen
modells fiir verschiedene 
Kombinationen von 
mo/mu 

t 
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.... 5 r----r---,..--,--.,---r----r---,..-..., 

.... 0 

3.5 

3.0 

2.5 

1/1 

1/0.8 

1/0.4 

-------- 0/0 

2.0 L....-----'-_---'-_ ........ _..L...----JL...-----'-_---'-_ .... 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 

---- b /h [-] 

Bild App.A.2: Dimensionslose stauchkraft fur blh = 0.75, 1., 1..5 
und 3 fur variierende ma- und mo-werten. 
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Appendix B 

B.l Obere Schrankenrechnung 

-u/2 

! 
2b 

Lange I 

Ux yf Ux 
--- .l: ~X -

-------- -~-- -----------------------------~------------------------------- --------

t 
u/2 

i 
i 
I . 
I . 

Bild App.B.l: Obere Schranke Modell. 

Die Theorie der Oberen Schranke besagt, daB von allen kinematisch 

zulassigen Geschwindigkeitsfeldern u das wirklich vorhandene den 

Ausdruck 

zu einen Minimum macht. Zur Minimierung von Gleichung (B.l) muB 

das Geschwindigkeitsfeld Uber einen oder mehrere freien Parameter 
verfUgen. In dieser Form der Gleichung wird davon ausgegangen, 

daB der Werkstoff sich der Korper in einem Zustand plastischen 

FlieBens befindet. Die Leistung, die von den Flachen an denen die 

Geschwindigkeit vorgegeben ist ubertragen wird, bezeichnet mit 

Pml ist Ziel der Berechnung. Dazu unterscheidet man die schon 
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erwahnten vier Teilleistungen: 

• Umformleistung oder Interne Leistung Pd. 

• Seherleistung Pro 

• Reibleistung Pft. 

• Externe Leistung PE • 

Weil es in unserem Fall keine Flaehen gibt wo die Spannungen 

vorgegeben sind, und kein 'Umlenken' des Werkstoffes platzfindet, 
sind hier keine Externe Leistung bzw. Seherleistung vorhanden. 

Die hier durehzufUhrende Leistungsbereehnung kann deshalb auf 

eine Bereehnung zweier Anteile, Reib- und Umformleistung, 
begrenzt werden. Die Reibleistung wird dureh die Losung eines 

Flaehenintegrals und die Umformleistung dureh die Losung eines 
Volumenintegrals gefunden. Man braueht deswegen den genauen 

Verlauf der Geometrie des WerkstUeks wahrend der Umformung. Zum 

Anfang wird auf eine Bereehnung wahrend der Umformung verziehtet 

und deswegen ist die Leistungsbereehnung nur auf den Anfang der 

Umformung besehrankt. 

B.2 Geschwindigkeitsfeld 

Bei der folgenden Anwendung der Theorie der Oberen Sehranke wird 
von der gleiehen Geometrie der Probe und dem gleiehen Koordina

tensystem wie in der Spannungsanalyse ausgegangen, Bild App.B.l. 

Aus SymmetriegrUnden wird zunachst nur eine Halfte der Probe be

trachtet. Eine mogliche mathematische Besehreibung des 

Gesehwindigkeitsfeldes ergibt sieh, bei einer stempelgeschwin

digkeit oben und unten von -u/2 bzw. +u/2, dureh 

wobei a., (3, 'Y und 0 die Minimalisierungsparameter sind. Zur 

Bereehnung der Gesehwindigkeit in Y-Richtung liy wird davon ausge

gehen daB es sieh hier um ebene Umformung handelt. FUr die Form
anderungsgesehwindigkeit in X- und Y-Richtung gilt: 

aux ( ( Y) ( y)2 (y)3) U txx = ax = u+P h +Y h +~ h b 
= -t = _ auy 

YY ay (D.3) 

Hiermit gibt sieh fUr die Gesehwindigkeit in Y-Riehtung: 
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Die Randbedingen sorgen dafUr, daS C(x) eliminiert werdenkann. 
Die folgenden Randbedingungen sollen berUcksichtigt werden: 

y = +h, u = u __ u 
= -u h ("+1!+~+~) + C(x) --y 2 2 b 2 3 4 

(D.S) 

Y = -h, u = u _ u 
= -(_"+1!_~+~)hu + C(x) -y 2 2 2 3 4 b 

(D.6) 

- C(x) = P+---( 
5)hU 
2 b 2 

(D.7) 

Hieraus ergibt sich die Geschwindigkeit in Y-Richtung: 

u = -{ «(Y)+1!(y)2+~(y)3+~(y)4_1!_~ }hu (D.S) 
y h 2h 3h 4h 24 b 

B.3 Berechnunq der Umformleistunq 

Die Umformleistung wie sie im ersten Glied von Gleichung (B.1) 
beschrieben ist, laSt sich fUr den stauchversuch folgenderweise 
umschreiben: 

Pd = Gf!tdV (D.9) 

v 

Hierin ist die FlieSspannung als Konstanten zu betrachten. Dies 

bedeutet eine Beschrankung der AllgemeingUI tigkei t der Leis

tungsberechnung. Im unserem Fall ist das zu rechtfertigen. Die 

Vergleichsformanderungsgeschwindigkeit, beschrieben durch 
Gleichung (B.14), wird aus dem Geschwindigkeitsfeld aus Gleichung 

(B.2) berechnet. 

t = 1.( aux + auy ) 1 ( aux) 
xy 2 ay ax ="2 ay = U 

(D. 10) 
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{B.13} 
e = 

(B. 14) 

Den Volumenintegral, den nur numerisch geloscht werden kann, hat 
den folgenden Form: 

x-+b y-+h .-------------

= 2 a £1 f f ~ { (. . . . )2( .)2 + (. • • )2( .)2 } = (B.I6) 

x-O y--h 

{B. 17) 

Flir die dimensionslose Umformleistung gilt nun: 

(B.IS) 

Wenn auch x und y dimensionslos geschrieben werden gilt: 

x· = ~ - x = bx· - dx = bdx* {B.19} 
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y* = ~ - y = hy* ... dy = hdy* (B.ZO) 

(B.Z1) 

B.4 Berechnunq der Reibleistunq 

Als Reibungsmodell wird das durch von Mises dargestellte Modell 

mit konstanten Reibungsfaktor m gewahltj dieses Prinzip wurden 

schon in den Spannungsanalyse verwendet (Gleichung A.B) 

(B.22) 

Auch hier werden die Reibungsbedinqungen wieder ausgedruckt in 

eine Reibungszahl fUr den Obernstempel, mo ' und fUr den Untern

stempel, lllu. Hierdurch setzt die Reibleistung sich aus zwei 

Teilen zusammen. Neben die Reibungsfaktoren, l1lu und lllu, ist hier 

die Relati vgeschwindigkei t ~ von groSten Bedeutung. Sie laSt 

sich aus der in Gleichung (B.2) beschriebenen Geschwindigkeit in 
x-Richtung an die Stellen y=-h und y=+h bestimmen. Hier ist ein 

relativ einfaches Flachenintegral tiber x (von -b bis +b) zu 10-

sen. Damit betragt die Reibleistung: 
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x=+b x=+b 

a~ol f ltip=+h) 1 dx + a~ul f ltip=-h) 1 dx = 
{3 x=-b {3 x=-b (B.23) 

x=+b x=+b 

= 2a~ol f ltip=+h)I dx + 2a~ul f ltip=-h)1 dx = 
{3 x=o {3 x=O (B.24) 

x=+b x=+b 

= 2 a ~ol ti 1 a: + (3 +1 +6/ f xdx + 2 a ~ul ti 1« - (3 +1 -61 f xdx = 
{3b x=O {3b x=O (B.2S> 

= atlfl)Jlti 1a:+(3+1+61 + atlfl~lti 1«-(3+1-61 = 
.f3 .f3 

(B.26) 

(B.27) 

Die Reibleistung dimensionslos geschrieben: 

Fur die Gesamtleistung: 

Wegen Volumeninvarianz gilt: 

x=+b y=+h 

2 J ~ dx = f tix (x=+b) dy ~ (B.30) 

x=o y=-h 

lib b~ l. y2 + :J...E.. + ~ y4]y=+h .... 
= b a: y + 2 -h 3 2 3 (B.3l) 

h 4 h y=-h 

a: + :J... 
3 

= b 
2h 

(B.32) 

Um das Geschwindigkeitsfeld zu finden wofur die Gesamtleistung 

minimal ist braucht man Gleichung (B.33) zu losen. 
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iPp* 
111 = 0, « = b -:L 

2h 3 
(B.33) 

A.5 Berechnung der Gesammtleistung fur ein Geschwindigkeitsfeld 

ersten Grades 

Randbedingung: y = +h, u u = - ... 
y 2 

Randbedingung: y = -h, u = y 

u = _1. U 1.h2 + C(x) 
2 2 b h 

c(x) = 1. hu 
2 b 

t =1. (OUX + OUy) = 1. OUx = 
xy 2 oy ax 2 oy 

u -2 

R X • 
...t:.-u 
2hb 



Pfr = 

Pfr = 

= 

moC1 f l 

{3 

2moC1 f l 

{3 

2moC1 fl 

{3 
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x* = x =+ x = bx* =+ dx = bdx* 
b 

y* = y =+ y = hy* =+ dy = hdy* 
h 

x=+b 
muC1f l 

x=+b 

f lux(y=+h) Idx + f lux(y=-h) Idx = 
{3 x--b x=-b 

x=+b 
2muC1f l 

x=+b 

f lux(y=+h} Idx + f lux(y=-h) Idx = 
{3 x-a x=O 

x=+b 
2muC1 f l 

x=+b 

f lu+p I ~Xdx + f lu-p I ~Xdx = 
{3 x=O x"'o 

= 2moC1 f1lu+P I u b 2 + 2muC1fllu_PI ub 2 = 
{3 b {3 b 
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x=+b y=+h 

Volumeninvarianz: 2 J ~ dx = J ux(x=+b) dy =4> 

o y=-h 

lib = b Ii [UY + J! y2r.=+h =4> b = 2u 
b 2 h y=-h h 

A.6 Berechnung der Gesammtleistung fUr ein Geschwindigkeitsfeld 
fUnften Grades 

Randbedingung: y = + hi iI = - iI =4> 
Y 2 

Ii = _( uh+J!h+i.h+!h+~h+.!l.h )* Ii + C(x) 
2 23456 b 
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Randbedingung: y = -hi 'Ii = 'Ii ... 
y 2 

'Ii = _( -«h+J!.h-.1..h+!h-~h+.!1.h )* 'Ii + C(x) 
2 2 3 4 5 6 b 

x=+b y-+h f J tjr-:(-. -. -. ,.....,) 2'-+""",":(~.-:-) ~2 O:-{.-.-.-:'")-';:"2 dxdy = 
x=-b y=-h 
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x"+b y=+h J J Vr".(:--. -. -. ":""') 2or-+:--(:-.-:") "11:"2 -:-( -. .-.-:-)'"""2 dxdy 
x-O y--h 

x-+b y-+h 

- _4 _ J J Vr-!(-. -. -• .,...,) 2"'"""+:--(=-,-:-) -:::-2 -,-(.-.-• ....,.) ..... 2 dxdy 
.f'Jb2 

x-O y=-h 

x* = lE .... X = bx* .... dx = bdx* 
b 

+ ( J!+yy*+ 36 y~+2ey*'+2.!ly*~ )2 X~ dx*dy* 
222 

+ ( l+yy*+ 36 y~+2ey*3+2.!ly*~ )2 X~ dx*dy* 
222 

x=+b 

J lux(y=-h) Idx = 
X" 0 
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x=+b y=+h 

Volumeninvarianz: 2 dx = ux(x=+b) dy-f 2
u f 

o y=-h 

.'.~ = b. [ A y2 V y3 3 y4 E y5 n y6 [+h 
UJ.J -u a.y+...t!_+..L_+ __ + __ +...:..L_ -

b 2 h 3 h 2 4 h 3 5 h4 6 h 5 y=-h 

OSP* m 

b = 2a. + :£i + .!l. 
h 3 3 

= 0 , 2a. = b - :£i + ..!l 
h 3 3 
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Anhang Bilder 
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Bild B.~ ~O mm Proben (Rilbol,trocken) mit ~O, 20, 40 und 
50 % Hohenabnahme. 

Bild B.2 5 mm Proben (Rilbol, trocken) mit ~O, 20 ,40 und 
50 % Hohenabnahme. 
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Bild B.3 ~5 mm und ~o mm Proben (RubBI, ~rocken) mi~ 20 
bzw. 50 % HBhenabnahme. 

Bild B.4 20 mm Probe (RubBI, ~rocken) mi~ 40 % HBhen 
abnahme. 
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(11-

Biid B.5 20 mm Probe (RilbBi, trocken) mit 40 % HBhen
abnahme. 

Biid B.6 15 mm Probe (RilbBi, RilbBi) mit 40 % HBhen
abnahme. Symmetrische Stauchversuch mit asymmetrischer 
Verformung. 
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Bild B.7 20 mm Probe (Riibol, Riibol) mit 40 % Hohen
abnahme . Symmetrischer stauchversuch mi t asymmetrischer 
Verformung. seite ohne Kornerlocher. 

- -- -------

Bild B.B 15 mm Probe (Riibol, Riibol) mit 40 % Hohen
abnahme. Symmetrischer Stauchversuch mit asymmetrischer 
Verformung. seite mit Kornerlocher. 
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Bild B.9 15 mm Probe (RiibBI" RiibBI) mit 85 % HBhen
abnahme. Symmetrischer Stauchversuch mit asymmetrischer 
Verformung. Plastische Instabili tat, Verschiebung der 
FlieBscheidelinie. 

Bild B .10 15 mm Probe (RiibBI, RiibBI) mit 85 % HBhen
abnahme. Symmetrischer Stauchversuch mit asymmetrischer 
Verformung. 
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Bild B.ll 20, 15, 10, 5 mm Proben (Riibol, trocken). 
Gleitlinienfelder beim Anstauchen. 

Bild B .12 10 mm Probe (unten Riibol, oben trocken). 
Gleitlinienfelder beim Anstauchen. 



- 52 -

, . 

. -
: , . 

Biid B .13 15 nun Probe (unten RiibBi, oben trocken). 
Gieitiinienfeider beim Anstauchen. 

Biid B.14 20 mm Probe (unten RilbBi, oben trocken). Gieit
iinienfeider bei 10 % HBhenabnahme. 
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~- - - - -~~ -:. ,. .. . ; , . r -

" 

r ;"_ ,.. 

Bild B .15 20 mm Probe (un-ten RiibBI, oben -trocken). 
GIei-tlinienfelder beim Ans-tauchen. 

Bild B.16 20 mm Probe (un-ten RiibBI, oben trocken). Glei-t
Iinienfeider bei 10 % HBhenabnahme. 



Art der Asymmetrie 
Ort der Asymmetrie 

1) Walzgut 2) Walzen 3) iibrige Walzwerkteile 

A) Walz-Geometrie AI) Oickenverteiltmg fiber die A2) Walzendurchmesser, A3) Fluchtungsfehler Umlenk-
Bandbreite (Bandprofil), Balligkeit (mechanisch, rollen, Haspelachsen, Has-

Spaltband thennisch), Walzenschrankung, peldorn-Ourchbiegung. 

Horizontalversatz. 

B) Walz-Kinematik 
B 1) Seitliches Verlaufen, B2) Walzendrehzahl, Schlepp- B3) Ab- und Aufwickelvor-
nichthorizontaler Bandeinlauf, wa1zbetrieb, Arbeits- oder gang Wickelkriimmung), 
oder -auslauf (pass line) Stiitwalzenantrieb (Kamm- Handtuckeffekt an Umlenk-

walze, Twin drive). rollen. I 

I 
I 

I 
,----

C) Walz-Tribologie 
C 1) Oberfiachenfeingestallt, C2) Oberfiachenfeingestallt, C3) 

Kiihlung und Schmierung. Kiihlung und Schmierung. 

D) Werkstoffeigen-
01) Gefiige- und Hiirtever- 02) Walzenharte, Verschleill- 03) 
teilung fiber die Bandbreite festigkeit. 

schaften (Hiirteprofil) . 

Bild 17: Die verschiedene Arten und Orte der Asymmetrie. 



Ergebnisse des stiibchen
modells fiir verschiedene 
Kombinationen von 
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Bild 18: Dimensionslose stauchkraft fur blh = 0.75, 1, 1.5 und 

3 fur variierende mu- und mo-werten. 
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Bild 19: Stauchkraft fur verschiedene b/h-Verhaltnisse mit der 

Spannungsanalyse und Obere Schrankerechnung. 
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Bild 20: Stauchkrafte aus Versuch, Spannungsanalyse und Obere 

Schrankerechnung fur verschiedene blh. 
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Bild 2~: Die dimensionslose Leistung in Abhangigkeit der a und 

{3 fur blh = 3. 

01 
00 



9 

8 

7 

6 

5 

4 

o 
o 5 
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Bild 22: Die dimensionslose Leistung in Abhangigkeit der a und 

{3 fur blh = 1.5. 
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Obere Schranke Ergebisse 
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Bild 23: Die dimensionslose Leistung in Abhangigkeit der a und 

/3 fUr blh = 1.. 
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Obere Schranke Ergebisse 
Asymmetrisch Flachstauchen 
m=Om=l 

u ' 0 

b I h = 0.75 

2 

Bild 24: Die dimensionslose Leistung in Abbangigkeit der a und 

~ fur bib = 0.75. 



Ux = { 0.346 - 1. 918 y* + 3. 462 y~ - 1. 890 y~ }x* 
I} 

8 

• 

.,.. ... 
• 
U 

9ild 25: Dimensionslose Geschwindigkeit in x-Richtung 

~hangigkeit von dimensionslosen x und y fur blh = 3. 



; = {0.443 - 0.979 y* + 0.921 y*z - 0.385 y~ }x* 
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U x -... 
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"* X 
ld 26: Dimensionslose Geschwindigkeit in x-Richtung in 

lsngigkeit von dimensionslosen x und y fUr blh = I.5. 
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y* 



Ux :: {0.554 - 0.404 y* - 0.162 y.a + 0.010 y~ }x* 
U 
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U 

Bild 27: Dimensionslose Geschwindigkeit in x-Ricbtung in 

Abbangigkeit von dimensionslosen x und y fur blh = 1. 



Ux = {0.501 + 0.072 y* - 0.378 y*2 - 0.195 ykJ }x* 
Ii 
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• 
U)t ... ... 

• 
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Bild 28: Dimensionslose Geschwindigkeit in x-Richtung in 

Abhangigkeit von dimensionslosen x und y fUr blh = 0.75. 
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Bild 29: FEM-Ergebnisse fur 5 mm - Probe. 

50 % 

60 % 

70 % 

80 % 



0% 

10 % 
25 mm 

I 
-"---r-"""T-----j ~ 

7 

I 
;:::.-r- """"t=\ --' 

~ 
I 

i 
'----". 

-.+---1 
----- 1 

20 % 

Bild 30: FEM-Ergebnisse fur ~o mm - Probe. 
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Bild 31: FEM-Ergebnisse fur 15 mm - Probe. 

30 % 

40 % 

0'1 
00 



FEM-Rechnung 

Asymmetrisch Stauchen 

m =0 m , - 1 
U 0 

h = 20 nun 

25 mm 

I 
I 

~_~I~~~~~=r-~~ 

~ ~--l-+-++-+---t-+-+-----t- ......•.. -=t 
L!.W-+-.......-._~.J-I--++1-+--+-t---+-+~......-t==t 

I i I .......... -+ 

10 % 

Bild 32: FEM-Ergebnisse fUr 20 mm - Probe. 
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Bild 34: Ergebnisse der Obere Schrankerechnung fur das plastische Instabili tatsmodell. 
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V.S.2 Dreidimensionale stauchversuche 
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V.1 Versuchstoffe 

Als Versuchswerkstoff diente Aluminium 99,5. Die Stauchproben 
wurden durch Sagen und Frasen hergestellt. Nach der spanenden 

Bearbei tung wurden die Aluproben normalgegliiht, um homogene 
Werkstiicke vorliegen zu haben, so daB die Einfliisse der Be
arbeitung ausgeschlossen blieben. Die FlieBspannung des Werk
stoffes kann Bild B.19 entnommen werden. 
Die Lange und Breite der Proben wurde mit 10 : bo = 50 mm : 50 mm 

konstant gehalten. Die Hehe der Proben wurde in 5 mm - Schritten 
variiert ( ho = 5,10,15,20 mm). Einige der Proben wurden auf der 

Frontseite poliert, um FlieBfiguren beim Anstauchen sichtbar zu 

machen. Zwei Proben (ho=10 mm und ho=15 mm) bekamen Lecher mit 

einem Durchmesser von 1 mm, die nach dem Normalgliihen mit zinn 

ausgegossen wurden. Nach dem Stauchen wurden die Proben aufgesagt 

um die Verformung sichtbar zu machen, Bild B.3. 

V.2 Versuchsaufbau 

Zum Stauchen der Proben stand eine hydraulische Presse mit einer 
Maximalkraft von 2500 kN zur Verfiigung. Kraft, Geschwindigkeit 
und Weg der Presse sind nicht zu steuern. Deswegen muBten 
Anschlage angefertigt werden um den stauchweg zu begrenzen. Als 

Werkzeuge dienten zwei gehartete stempel, Bild B.33. Die 

MeBgreBen Stauchkraft und Stempelposition wurden mit einer 

KraftmeBdose bzw. einem induktiven wegaufnehmer erfaBt und mit 
zwei x, Y-Schreiber des Typs YEW 3033 X-Y REC aufgezeichnet. 

Schreiber I zeichnete die Kraft gegen den Weg auf, Schreiber 2 

Kraft und Weg gegen die Zeit, Bild V.I. 

V.3 Versuchsdurchfiihrunq 

Die Proben wurden geschmiert mit RUbel oder Graphit. Wenn nicht 

geschmiert, wurden die OberfUichen von Werkzeug und Werkstiick mit 
Alkohol gereinigt. 
Die Proben wurden mit verschiedenen Stempelwegen und Schmier
stoffe gestaucht. Alle Versuche wurden bei Raumtemperatur 
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durchgefiihrt. 

V.4 Versuchsauswertung 

Die Proben wurden vor und nach dem Stauchen vermessen, d.h. die 

Hohe vor und nach dem Stauchen bestimmt. Aus den Diagrammen des 
Schreibers war nicht direkt zu ersehen, wo das Stauchen der Probe 
genau angefangen hatte, Bild V. 2. Durch die Abmessungen des 
Wegaufnehmers muBte dieser ziemlich weit van die Stempel entfernt 
montiert werden, wodurch sich verschiedene elastische Durch
biegungseffekte in den Kraft-Weg-Kurven bemerkbar machten, Bild 

V.1. Diese Effekte sind bei greBeren Hohenabnahmen ( > 1.5 mm) 
vernachUissigbar, bei kleineren jedoch nicht, weil hier das 
Aufsetzen des Stempels auf die AnschUige, d.h. das Ende des 
Stauchens nicht so deutlich dem Diagramm entnommen werden kann. 
Zusammen kennen die elastische Effekte maximal 1 mm betragen. 

Hieraus gibt sich, daB mit Abnahme des Stauchwegs oder Abnahme 

der Anfangshohe die Ungenauigkeit zunimmt. 

V.5 weitere Versuchsergebnisse 

V.5.1 zweidimensionale Stauchversuche 

Am Anfang wurden zum Ausprobieren nur zwei ProbenstUcke gebohrt 
und mit zinn ausgefUlt. Wegen die gute Ergebnisse wurde versucht 
mehrere Proben zu bohren um so fUr verschiedene Umformgrade die 
Verformungen sichtbar zu machen. Doch wegen der 15 mm Bohrtiefe 

gingen viele Bohren zu Bruch. Die Proben konnten nicht mehr 
gebraucht werden. Bild B. 3 zeigt eine 15 mm Probe mit abgebroche

nem Bohrer. Wegen die relativ geringe Verformung ist der EinfluS 

zu vernachlassigen. Das Problem beim Bohren gab noch ein anderes 

Ergebnis. Die 15 mm Proben hatten aIle schon Kornerlocher an 
einer seite. Es wurde we iter nicht gebohrt, wie schon erklart. 
Es wurde gedacht, daB der EinfluB dieser kleiner Locher nach dem 

Normalgliihen vernachlassigbar ist. Die Bilder B.6 und B.7 zeigen 
solcheine Probe, die symmetrisch gestaucht wurde (40t). Beide 
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seiten wurden mit Rtibel geschmiert. Die Probe biegt sich dabei 

zu der seite ohne Kernerlecher aus. Es wurde angenommen, daB 

dieses Ergebnis auf Grund der Kernerlecher zu erklaren sei. Die 

Kernerlecher fungierten als "kunstliche Schmiertaschen". spater 

stell te sich heraus, daB diese Erklarung falsch war (V. 5.2. 

Dreidimensionale Stauchversuche). Im Bild V. 5 sind die gemessenen 

Krafte fUr die verschiedene b/h-Verhaltnisse aufgezeignet. 

Die asynunetrischen Stauchversuche mit Graphit (oben trocken, 

unten Graphit) ergaben ein ahnliches Bild wie die Versuche, die 

mit Rtibel durchgeftihrt wurden. Die Biegungen der Proben waren 

jedoch niedriger. Die geringere Schmierungscapacitat des Graphits 

wurde mit Versuche bestatigt bei denen oben und unten mit Graphit 

bzw. Rtibel geschmiert wurde. Eine andere Sache ist die Verteilung 
des Grafits tiber die Kontaktflache. Eine gleichmaBige verteilung 
ist kaurn zu erstellen. 

V.5.2 Dreidimensionale Stauchversuche 

Es wurde auch Versuche durchgeftihrt urn die asynunetrische Effekte 

in Langsrichtung der stempel zu untersuchen. Als Ausgangsposition 

wurde das im Abschnitt V.5.1 erwahnte Ergebnis genommen (asym

metrische Effekte durch Kernerlecher ?). Wie im Bild V.3 gezeigt 

wurde beide Kontaktflachen'in zwei gleiche Oberflachen geteilt. 

Auf die Flaehen A, B, C und 0 wurden Kornerloeher angebraeht, und 

manehmal aueh nieht. Die Verteilung der Kornerloeher tiber die 

Oberflache ist Bild V.3 zu entnehmen. Es wurde an beider seiten 

mit Rtibel geschmiert, und bis 40 % Hehenabnahme gestaucht. Die 

Ergebnisse waren aIle gleieh. Die Proben sahen aus wie im 

synunetrisehen Fall. Die Kernerleeher haben keinen EinfluB auf die 

Sehmierwirkung Rtibels. 

Die gleiche Versuche wurden durchgeftihrt ohne Kernerlecher,aber 

mit Graphit statt Rtibel. Hier machten sieh die dreidimensionalen 

asynunetrische Effekte bemerkbar. Im Bild V.4 sind die Ergebnisse 

grafisch dargestellt. 
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Bjld V.3 Verteilung der Kornerlocher. 

G1-~h;f" 
"-.. ---.. -".-~---

c, 
} ..
I -:::-

,/ - ~- -~ -

Bild V.4Auswirkung der dreidimensionale Asymmetrische Schmie
rung. 
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b/h h[nun] F [kN] 
0 ~.S[kN] 

3 5 70 150 

1.5 10 50 130 

1 15 35 127 

0.75 20 73 190 

Bild V.5 Gemessene Krafte fur ~=O und ~=O.5. 
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N.2.1 Programm - INPUT 

N.2.2 Programm - OUTPUT 

N.3 DurchfUhrung und Ergebnisse der Obere Schrankerechnungen 

N.3.l DurchfUhrung der Obere Schrankerechnungen 
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N.3.3 Ergebnisse Geschwindigkeitsfeldes dritten Grades 
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b/h-Verhaltnisse 

N.4 Theorie der numerischen Quadratur 
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N.1 Numerische Losung eines Volumenintegrals 

Zur numerischen Losung des Volumenintegrals wurde ein Pascal

Programm [16,17,18] geschrieben, basierend auf der Simpson

Methode (Abschnitt N.4) [19,20]. Durch Anderung von Funktion und 

Parametern kann das Programm (Abschnitt N.2) sowohl fur lineare 

Geschwindigkeitsfelder, als auch fur Geschwindigkeitsfelder 

hoheren Grades verwendet werden. Die Ergebnisse des Programmes 

werden vorher anhand von Standard integral en kontrolliert. Hierbei 

stellte sich heraus, daB das Programm bei relativ niedriger 

Anzahl von Rechenschritten, das heiBt bei relativ groBen 

Intervallen dx und dy nicht genau war. Nur bei sehr kleinen 

Schritten war das Program hinreichend genau. Damit wurde die 

Rechenzeit zu lang. Im folgenden wurde daher zur numerischen 

Losung des Volumenintegrals ein Programm zur Losung von Flache

nintegralen nach der Romberg-Methode (Abschnitt N.4) so umge

schrieben, daB es sich auch zur Losung von Volumenintegralen 

eignet. Auch dieser Algorithmus wurde anhand von Standartintegra

Ie kontrolliert. Auch dieses Programm (Abschnitt N.2) wurde so 

verandert, daB die Verwendung von Geschwindigkeitsfeldern 

verschiedenen Grades moglich ist. Der Rechenzeitbedarf war, bei 

der Anwendung von Geschwindigkeitsfeldern hoheren Grades, auch 

sehr hoch. Eine Ubertragung der Programme auf ein VAX-System 

gelang, aufgrund von Problemen mit der Kompatibilitat der Pascal

Compiler nicht. 

N.2. Wirkung des Programms 

N.2.1. Programm - INPUT 

Vor dem start des Programms mussen einige Parameter und Zahlen 

eingefUhrt werden. Einige davon sind abhangig von dem gewahltem 

Geschwindigkeitsfeld: 

Vom Geschwindigkeitsfeld abhangige Parameter: 
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1) FUr das gewahlte Geschwindigkeitsfeld gibt es eine Obere 
Schrankenlosung. Diese Funktion muB eingefUhrt werden bei 
"FUNCTION". 

2) Auch die Zahl der Variablen, die deklariert werden mUssen, 
hangt von dem gewahltem Geschwindigkeitsfeld abo Die Deklaration 
findet statt unter "PROGRAMM". 
3) Die Zahl der "LOOPS" ist auch abhangig von der Zahl der 
Parameter. 

Vom Geschwindigkeitsfeld unabhangige Parameter: 

Eine "PROCEDURE" wird mit Variablen aufgerufen, die von der 
Procedure benotigt werden. Es gibt zwei Proceduren, "Romberg_one" 
und "Romberg_two". "Romberg_one" berechnet das Integral Uber das 
x-Interval • Das x-Interval ist in dx-Incremente unterteilt. FUr 
jede Schrittstelle mit einem bestimmten x wird mit "Romberg_two" 
das Integral Uber das Interval y bestimmt. Die Variablen, die 
eine Procedure benotigt sind: 

1) None, Ntwo. 
2) Hone, Htwo. 
3) Epsone, Epstwo. 
4) Schaetzone, Schaetztwo. 
5) Fehlerone, Fehlertwo. 

Die Parameter mit "-one und -two" am Ende werden fUr die 
Procedure "Romberg_one" , bzw • "Romberg_two" gebraucht. Ihre 
Bedeutung ist der oberen Seite des Programms zu entnebmen. 

Nach dem Start werden dem Benutzer des Programms noch einige 
Fragen gestellt. Es sind Fragen Uber die Anfangsgeometrie der 
Probe, die in dem Geschwindigkei tsfeld gebrauchten Parameter, und 

die Reibungszahlen ~ und IDu: 

6) "Breite=": Es wird die Breite des Umformgebietes gefragt. In 

unserem Fall ist das die Breite der Stempel. 
7) "Hohe=": Hiermit gibt man die Hohe des Umformgebietes ein. 
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8) "Range a von (a1) bis (a2), a1=, a2=": Es wird das Interval 
fUr a gefragt (*). 

9) "Schritt-Anzahl fUr Range a=": Hiermit gibt man die Zahl der 
Schritte ein, womit den Interval unterverteilt werden muB (*). 

10) "Reibungswert unten mu=": Die Reibungs-lIIu-Wert nach von 
Mises. 

11) "Reibungswert oben mo=": Die Reibungs-l11o-wert nach von Mises. 

(*) Die Fragen dargestellt in 9) und 10) werden wiederhohlt fUr 
{3, ,,(, 0, usw. 

N.2.2 Proqramm - OUTPUT 

Mit dem Durchlaufen der "LOOPS" werden, innerhalb der Grenzen des 
bestimmten Intervalles, a, {3, ,,(, 0 usw. variiert. FUr jede 
Variation wird der damit zusammenhangende Integralwert bestimmt. 

In einem durch das Programm geoffneten "File", werden die ver
schiedenen Parameter mit den berechneten Integralwerten abgespei
chert (*). Auch wird eine durch das Programm bestimmte Fehler
schaetzung gegeben. Diese Fehlerschaetzung wurde nur als 
Hilfsmittel zur Kontrolle gebraucht. Durch das Umschreiben des 

Programms zur Losung von Flachenintegralen in ein Programm zur 
Losung von volumenintegralen war der wert der Fehlerschaetzung 
nicht mehr richtig. Es wurde nur Uberpriift, ob der wert der 
Fehlerschaetzung im Verhaltnis zum Gesammtintegralwert nicht zu 
groB wurde. Ein Fehler beim Durchlauf des Programms wird durch 
das Programm gemeldet. 

(*) Es sei darauf hingewiesen das bei einen neuen Start des 
Programms die alten Dateien automatisch geloscht werden. Falls 
die alten Dateien noch gebraucht werden, muB man sie vor einem 
neuen Programmlauf umbenennen oder den Namen des "outputfile" 
andern. 
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Programm, basierend auf der Simpson Methode, zur Berechnung Obere 

Schrankelosunq mit lineares Geschwindigkeitsfeldes. 

PROGRAM oberen _ aohranken Jntegral_ ein.(input,outl: 
YAR PPij,bl,b"hu,ho,z,a, 

a,b,mu,mo,hoha,breidta, 
H,ab, 
ra1.,a2,rb1,rb2, 
Pfrl ,Pfr2,Pf"Pdl ,Pd2,Pd3,Pd:"",,: 
k,l, 
nx,ny.,M,nb:integer; 
out: taxt; 

FUNCTION funktle{x,y,a,b,mu,mo,hoha,breidta:,eall:real; 
BEGIN 

Pfrl :,.. fa + bl + (mo/ISqrtI3111; 
Pfr2: - IHI + Imu/(SqrtI3111; 
Pf,:- Pf,l + Pf,2; 
Pd1:.. 4/1 (Sqrt(3H + Ibreidte + breidtel J; 
Pd2:'"' a+(b+(y/hohal*(ylhohan; 
Pd3: '"' (b+xllf2*hohal; 
Pd:- Pdl * 1 SqrtIlPd2*Pd2'+(Pd3*Pd31ll: 
funktia: - Pfr + Pd: 

END; 

PROCEDURE po __ zwei(x:real;YAR Pij:,eaI,; 
YAR j:lnteger: 

y,PiO,Pi 1 ,Pi 2:"",,: 
BEGIN 

PiO:=O; 
Pil:=O; 
Pi2:=O; 
Pij:-O; 

FOR j:. 0 TO 12*nyl DO 
BEGIN 

y:-hu+U*zl: 
IF U-OI OR (j-2*ny' THEN 

BEGIN 
Pio: - PiO + funktialx,y,8,b,mu,mo,hoha,breidtal; 

END; 
If j MOD 2 .. 0 THEN 

BEGIN 
Pi2: .. Pi2 + funktialx,y,a,b,mu,mo,hoha,b,eidtal; 

END; 
IFjMOD2-1THEN 

END; 

BEGIN 
Pi 1 : .. Pi 1 + funktialx, y ,a,b,mu,mo ,hoha,breidtal; 

END; 

Pij:-lz/31+IPiO+4*Pi1 +2*Pi21; 
END; 

PROCEDURE powa,_einll(YAR PPij:reall; 
VAR i:integer; 

x,POj,Pl j,P2j,Pij:real; 
BEGIN 

POj:-O; 
P1J:-O; 
P2j:-0; 
PPlj:-O; 

fOR i : .. 0 TO 12*nxl DO 
BEGIN 

x:-bl+(i+.I; 
IF li-Ol OR 11-2+nxl THEN 

BEGIN 
po_,_zweilx,PiJl; 
POj: .. POi + Pij; 

END; 
If i MOD 2", o THEN 

BEGIN 



po_r_zwei(x,Pij); 
P2j: .. P2j+Pij; 

END; 
IFIMOD2-1THEN 

BEGIN 
po_r _ zweilx,Pill; 
Plj:=Plj+Pij; 

END; 
END; 

PPij: - (s/31·(POj +4 ·P1j + 2·P2j); 
END; 

{mein} 
BEGIN 

_Ignlout:outeins'); 
rewritelout); 

writeln; 

85 

writelnt'··········· .. ••• ....................................... ..... ); 

END. 

writelnl'···· Achtung II Schritl-Anzahl Immer INTEGER !II •••• '); writefn('·············· ......................................... ,); 
writeln; 
wrltel' 
reedlnlbll; 

Breidte links \/on x-O : '); 

writel' Braidte recht. \/on x-O : '); 
readlnlbr); 
wrlte(' Schritl-Anzahl x : 'I; 
reedlnlnxl; 
writel' HOhe unter V-O : 'I; 
readlnthul; 
writet' HOhe oben V-O : 'I; 
readlnlhol; 
write(' Schritt-Anzahl V : 'I; 
readlnlnvl; 
write('Renge a von lel1 biB (a21, a1 ., 'I; 
reedln(rall; 
write(' a2 .. "; 
readlnlra21; 
writel' Schritl-Anzehl fur range a - 'I; 
readlnlna'; 
write('Renge b \/on (b11 bi. (b21, bl .. "; 
reedln(rbll; 
writel' 
reedln!rb21; 

b2 .. 'I: 

write!' Schrltl-Anzahl fOr range b .. 'I; 
reedln!nbl; 
write/' Reibungewert unter, mu .. 'I; 
reedln/mul; 
writel' Reibungawert oben, mo .. 'I; 
reedln/mol; 

.: -Ibr + blll/2*nxl; 
z: -!ho + hull!2*nvl; 
sa: .. t re2-ra 1 Jlne; 
sb:-Irb2-rbll1nb; 
breidte: '" bl + br; 
hohe: .. hu+ho; 

BEGIN 
FOR k:- 0 TOne DO 
FORI:- OTOnb DO 

END; 
clOlIe!outl; 

BEGIN 
a: = ral + k*sa; 
b:- rbl +I·"b; 
po_r _ einllIPPij); 
writeln; 
writelnlout:.: ',11:4:4: b: ',b:4:41; 
writelnlout:mu: ',mu:4:4: mo: ',mo:4:4: hahe: " 

hohe:4:4: breidte: ',breidte:4:41; 
writeln; 
write(out:leistung integriert'l; 
wrlte!out: nact. Simpson : ',PPill; 
writeln; 

END; 
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Programm, basierend auf der Romberg Methode, zur Berechnung Obere 
SChrankelosung fUr Geschwindigkeitsfeld dritten Grad. 

( Numerische Quadratur filr obere Schranke l6aung. Geschwlndigkeitsfeld hoch drei 

Die foIgenden Prozeduren berechnen neeherungsweise das Integral einer 
reellwertigen funktion mit Hilte dar Romberg-Quadratur. 

Die Unterprogramme haben die folgenden Parameter: 

IAI 
IBI 
ICI 
101 
Breite 
HOha 
mu 
mo 
88 

bb 

cc 
dd 

Reel 
Real 
Reel 
Reel 
Reel 
Real 
Reel 
Reel 

Real 
Real 
Real 
Real 

fin Unke Grenze des Integrationsintervall. In die X-Richtung. 
fin Rechte Grenze des Integrationsintervall. in die X-Richtung. 
Sn Uno Grenze des Integrationsintervall. in die Y -Richtung. 
Ein Rechte Granze des Integrationsinterval" in die Y-Richtung. 
Au. Breite-Abmenung in die X-Rlchtung. 
Au. HO ...... Abmenung in die Y-Richtung. 
Sn Reiboogswert IVon Mla .. ' ooten. 
fin Reibungs_rt IVon Mis .. 1 oben. 

Ein Alpha-Perameter In des Geschwindigkeitsfeld. 
Sn lIete-Perameter in des Geschwindigkeitsfeld. 
Ein Gamma-Param_r in des Geschwindigkeitsfeld. 
fin Delte-Paremeter in des Geschwlneligkeitsfeld. 

ral.ra2.M 
rbl.rb2.nb 
rdl.rd2.nd 

Real 
Real 
Real 

Sn Anfangs- und End_rte fur Range alpha. Zehl der Schritte fur Range. 
fin Anfangs- und End_ filr Range bete, Zehl dar Schritte filr Range. 
Ein Anfangs- und Endwerte fur Range delte. Zehl dar Schritte fur Range. 

Oona Real Au. Wart des totela Volume-lntegrala. 
atwo Real Au. Wert des Integrels In Y-Rlchtung. 

N Integer Eln Maximale AnzehI der Funktionsberechnoogen. bzw. 
INone-Ntwol Anzehl der Zeilen des Romberg-Schemas. 

H Real fin Anfangsschrittweite bei dar Romberg-Ouadratur. 
IHone-Htwol 
Epa Real fin Genauigkeltsforderung bel der Romberg-Quadratur. 
IEpsone - Epstwol 

Scheetz Real Au. Fahle .. chaetzung bel der Romberg-Ouadratur. 
IScheetzone.Schaetztwol 

fahler Intager Au. Fehlerparameter. 
Ifehlerone.Fehlertwo) .. 0: Nullatelle gefunden . 

.. 1: Parameter falseh . 

.. 2: Genauigkeitsanfordarung nicht arfuallt. 

Zu.aatzlich muse elne Fooktion Funk rur Barechnung dar Funktionswarte hlnzuga
fuegt _rden 

Pd Real Au. Inne,. Leilitung IDimensionsloel. 
Pfr Real Au. Reiboogs Lelatung IDimenelonelo.l. 

P,ogram abere _ Schranka_Loeung_Hoch_ driallnput.outl; 
Var Qone. Qtwo. Schaatzone. Schaetztwo: Real; 

Fehlerone. Fahlertwo: Integer; 
aa.bb.cc.dd.mu.mo.hoha.b,eite.hobr. 
sa •• b •• d. 
ral.fa2.rbl.rb2.rdl.rd2. 
Pfrl.Pfr2.Pfr.Pdl.Pd2.Pd3.Pd4.Pd5.Pd:real; 
kk.lI.nn. 
na.nb.nd:integer; 
out: taxt; 

Funotion Funk IX.Y: Reali: Real; 
BEGIN 

{ Funktion. elie Integri.rt wird. } 

Pfr1:- Abellaa+bb+co+ddll • Imo1lSqrt13111; 
Pfr2: .. Absllaa-bb + cc-ddll • Imul1Sqrt13111; 
Pfr:.. Pfrl + Pf,2; 
Pdl:.. 14IISqrtI31l1; 
Pd2:,. 1188 + ly*lbb + Iy· tco+ Iy· ddllllll*hobrl; 
Pd4: - (x·xl; 
Pd5:- Itbb/21 +ty*(co+ (y*U3*ddIl21111); 
Pd3:- Pd4·Pd5*Pd5; 
Pd:- Pdt· (SqrtIlPd2*Pd21 +Pd311; 
Funk: = Pf, + Pd; 

END; 

{Testprogramm } 
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Procedure RomberlUWO (X,C.O: Reel; VM Otwo: Reel; Var Fahlertwo: Intager; 
Htwo: Reel; Ntwo: Integer; ep.two: Reel; 
Var Schaetztwo: Reel); 

Conat All_Ok .. 0; Parameter - 1; Schritta .. 2; 
Var I. K. M. NO: Intager; 

HI. H2. XM: Reel; 
EL: Arrayll .. 20] Of Reel; 

BegIn If (Ntwo <.. 11 Or (Ntwo > 20) Or (ep.two < .. 0.0) Then Begin 
Fahlertwo: - Parameter; Exit; End; { Parameter pruafen } 

If C .. 0 Then Begin { Sonderfall: Lee,. Intervall } 
atwo:-o.O; Scheetztwo:=O.O: Htwo:-O.O; 
Fehlertwo:-AliesOk; ExIt: End; 

{X konatent, aber Y Intellrieran} 

Htwo:.. AbaIHtwo); If Abs(D-C1 < Htwo Then Htwo:.. Abs/D-Cl; { Sorge fuer riohtige } 
If C > 0 Then Htwo:. -Htwo; { Anfengssohrittweite ) 
If Htwo .. 0 Then Htwo:. 0 - C; 
NO:. TrunollO - C) I Htwo + 0.51; Htwo:- (0 - cll NO; 

Otwo:.. IFunkIX,CI + Funk/X.OII I 2.0; { Bestimme erste Zelle des } 
For 1:-1 To NO - 1 Do Qtwo:- atwo + Funk(X,C + I· Htwo); {Rombergschemes } 
ELll I:" Htwo • Otwo; 

For K: .. 2 To Ntwo Do Begin { Bestimrne neeohsten Integralwert ) 
Htwo:.. Htwo I 2.0; NO: = NO • 2; 
atwo:-o.O; 
I: .. 1; While I < NO Do Begin 

Otwo: '"' atwo + Funk(X,C + I ., Htwol; 
1:- I + 2; End; 

{ Neeohste Zelle des Rombervscm- } 
HI:-El[l1; EL[lI:- Htwo • atwo + El(1) I 2.0; 
XM:-l.0; 
For M:-2 To K Do Begin 

XM: .. XM + 4.0; 
H2:-ELIM]; 
ELIM]:. El[M-1) + (ELIM·l1 - HlIl (XM - 1.01; 
Hl:-H2; End; 

Scheetztwo: - Abs(EL[KI - ELIK-lll; 
If Schaetztwo < Epstwo Then Begin 
Ot_: .. El[K]; Fehlertwo: .. All_Ok; ExIt; End; 

End; 
atwo: - ELINtwo]; Fahlertwo: .. Schritta; 

End; 

{ Fahlerachaetzung } 

Procedure Romberg_one (A.S.C.O: Reel; Var Oone: Real; Var Fehlerone: Integer; {Ober X integriaran. } 
Hone: Real; None: Intager; Epsone: Real; {bei jade X mit Romberg_two. } 
Var Schaetzone: Reali; faber Y Integrieran.} 

Const All_Ok - 0; Paramater • 1; Schritta .. 2; 
Var I. K. M. NO: Integer; 

Hl. H2. XM: Reel; 
OtwoA. OtwoB. OtwoE. OtwoF. E. F: Reel; 
EL: Array{1 .• 20] Of Reel; 

Begin If (None <.. 11 Or (None > 20) Or (Epsone < .. 0.0) Then Begin 
Fahlerone: - Parameter; ExIt; End; { Parameter pruafen } 

If A .. 8 Then Begin { Sonderfall: Leer_ Interval! } 
0008:-0.0; Scheetzo08:.O.O; Hone:=O.O; 
Fehlerone: .. All_Ok; ExIt; End; 

Hone:- Ab.(Hone); If Aba(R-A) < Hone Then Hone:- Ab.(R-A); { Sorge fuer rioht/ge} 
If A > B Then Hone:=-Hone; {Anfengs.ohrittweite } 
If Hone .. 0 Then Hone:.. B - A; 
NO:- TruncUB - All Hone + 0.5); Hone:- (8 - All NO; 

Romberll_ two(A.C.O. Otwo. Fahlertwo. 0.0. 10. 1.0E-12. Scheetztwol; 
OtwoA:=Otwo; 
Romberll_two(S.C.D.Otwo. Fehlertwo, 0.0. 10. 1.0E-12. Scheetztwo); 
OtwoB: .. Otwo; 
Oone:.. (OtwoA + OtwoBI I 2.0; { Bestimrne erste Zeila des } 
E:=A+I+Hone; 
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RombersU_IE,C,D,Otwo, Fehlertwo, 0.0, 10, 1.0E-12, Schaetztwo!; 
O1_E:_01_; 
For 1:-1 To NO - 1 Do Oone:- Oone + OtwoE; {Rombergschema } 
El(1): - Hone • Oone; 

For K: - 2 To None Do Begin 
Hone: - Hone f 2.0; NO: .. NO • 2; 
Oone:-O.O; 
1:-1; While I < NO Do Begin 

F:-A+I*Horie; 
Romberg_twoIF,C,D,Otwo, Fehlertwo, 0.0,10, 1.0E-12, Schaetztwo); 
OtwoF:-Otwo; 

End; 

Oone: - Oone + OtwoF; 
I:. 1 + 2: End: 

{ Naechate zene elK Romberll"chemas } 
H1:=RI1l: R[1):. Hone· Oone + EU11/2.0; 
XM:.l.0: 
For M:-2 To K Do Begin 

XM: - XM • 4.0: 
H2: .. R(M): 
RIM):- EUM-1) + (EL[M-1) - Hll f (XM - 1.01: 
Hl:-H2: End: 

Schaetzone:. Abs(R[K) - EUK-11l: 
If Schaetzone < Epsone Then Begin 

Oone: .. ROO: Fehlerone: '" All_Ok; Exit; End; 
End; 

Oone: .. R[None); Fehlerone: .. Schritte: 

{ Fehlerschaetzung } 

BEGIN 
_ignlout,'outdrei'): 
rewrite(out); 

{Abfrege der Input-veriabelen} 

writeln; 
writ.,n(··············································· ....... '); 
writeln(' .... Achtoog II Schritt-Anzahl immer INTEGER III .. "'I: 
writelnt'··· .. • .................................................................................. • '); 
writeln; 
writel' 
rea<llnlbreite); 
writel' 
readlnlhohe); 

Breite- : 'I: 

HOhe - : 'I; 

writel'Range e von (el) bis 1112), el 'I; 
readln(,.,); 
writel' 112 .. 'I; 
ree<lln(rIl21; 
writeI' Schritt-Anzehl fUr rllnge II .. 'I; 
reedlnlne); 
writel'Rllnge b von Ibll bls Ib21, bl .. 'I; 
reedlnlrb 11; 
write!' b2 .. 'I: 
reedlnlrb2); 
wrltel' Schritt-Anzehl fUr range b .. 'I: 
reedlnlnbl; 
writel'Range d von Idll bis Id2), dl .. 'J; 
,eadlnlrd1); 
writel' 
reedlnlrd21; 

d2 .. 'I; 

writel' Schritt-Anzehl fur range d .. 'I; 
readlnlndl; 
writel' ReibOOll"wert ooten, mu .. 'I; 
readlnlmul: 
write(' ReibOOll"wert oben, me .. 'I; 
readlnlmol; 

sa: -lra2-1'e1 line: 
sb: - (rb2-rb 111nb; 
ed: - Ird2-1'dll/nd; 
hobr: .. hohelbreite; 
writelnlout:breite .. ',breite:4:41: 
writeln(out:h6he .. ',hohe:4:41; 
writelnlout:Range elpha .. ',ral:4:4: - ',,..2:4:41: 
writelnlout:Schritt alpha '" ', .. :4:41; 
writelnlout:Range beta '" ',rb 1 :4:4: - ',rb2:4:4); 
writeinlout:Schritt bete = ',sb:4:41; 
writelnlout:Range delte .. ',rdl :4:4: - ',rd2:4:4): 



writeln!out:Schritt delta '" ',.d:4:41: 
writeln!out:mu: ',mu:4:4:mo: ',mo:4:41: 
writelnloutl: 
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writelnlout:alpha - beta .. 
writelnlout); 

gamma- delta- Romberg-Integral", 

BEGIN 

FehI .... chae1z- 'I; 

FOR kk :- 0 TO na DO {alpha,beta,gamma und delta variieren} 
FOR II :- 0 TO nb DO 

FORnn:_ OTO nd DO 
BEGIN 

aa:_ ,al +kk· .. ; 
bb:_ rbl +U·.b; 
cc: ... 3·U1/(2·hob'lI .... a'; 
dd:- rd1 +nn*.d; 

Romberg_one 10,1, -1,1, Gone, Fehle,one, 0.0,10, 1.0E-8, Schaatzonel; 
writeln(out,aa:3:3/ ',.bb:3:3,' ",cc:3:3/ ',dd:3:3/ ',Gone/ ',Schaetzone); 

If Fehlerona ... 0 Than 
Writaloutl 

Else 
Writalnlout:Fehlar bel Intagrelberachnung mit Romberg'!; 

If Fahlartwo ... 0 Than 
Writaloutl 

EIae 
Writaln!out:Fahle, bel Intagralberachnung mit Romberg'l; 

END. 

END: 
cloaelout); 

END: 
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Programm, basierend auf der Romberg Methode, 
Schrankelosung fUr Geschwindigkeitsfeldes 
Randbedingung ~=1 ist miteinbezogen. 

{ Numerische Ouadratur fUr obere Sohranke lhOOIl. Geeohwindillkeltsfeld hoch drei 

Die folgenden Prozeduren bereohnen neeherungewei.a da Integ.eI aine. 
reellwertigen Funktion mit Hilfe de. Romberg-Quadretu •. 

Dia Unterproll.emme haben dia folgenden Parameter: 

IAI Real 
(81 Real 
leI Real 
(01 Real 
Breite Real 
HOhe Reel 
mu Real 
me Reel 
... Reel 
bb Reel 
00 Reel 
dd Reel 
ra 1.ra2.na Real 
rbl,rb2.nb Real 

Eln Unke Grenze dee Intagration.lntervalle in dia X-Richtung. 
Ein Rechte Grenza dee Intagrationaintarvalle in die X-Richtung. 
Ein Unke Grenze dee IntegrationaintervaUe in dia Y-Richtung. 
Ein Rechte Grenza dee Intagretionaintervelle In die Y-Rlchtung. 
AU. Bteita-Abmea.ung in die X-Riohtung. 
Aus HOhe-Abmauung in die Y-Richtung. 
Ein Reibungewert (Von Mi ... 1 ooten. 
Ein Reibungewert (Von Mi_1 oben. 

Ein Alpha-Parameter In da Geaohwindlgkeitsfeld. 
Ein Bata-Paramater In da Gaachwindigkaitsfeld. 
Ein Gamrna-Parameter in d .. Geaohwindigkeitsfeld. 
Ein Delta-Paramatar in d .. G .. chwindigkeitsfeld. 

Ein Anfangs- ood Endwerte fUr Range alpha, Zahl der Sohritte fur Range. 
Ein Anfange- und Endwerta fUr Range beta. Zahl der Sohritta fur Range. 

Oene Real Aus Wert dee totale Volume-Intagrals. 
Qtwo Real Aus Wert dee Integrals in Y-Riohtung. 

N Integer Ein Maximale Amahl der Funktionsberechnungen, bzw. 
(Nona-Ntwol Anzahl der Zeilen dee Romba,g-Sohamaa. 

H Real Ein Anfangesohrittweite bel dar Rombarg-Quadratur. 
(Hona-Htwol 
Epa Real Ein Genauigkeitsforderung bei der Romberg..Quadratur. 
(Epeona'" Epstwol 

Sohaatz Real Aus Fahlerschaatzung bel der Rombarg-Ouadratur. 
(Sohaatzona.SohaatztwoI 

FeIller Integer Aus Fahlarparametar. 
lFahlarona,Fahlertwol .. 0: Nullstella gafunden . 

.. 1: Paramatar falsch. 
- 2: G.nauillkeitsanforderung nlcht arfuellt. 

Zusa.t2tich mus. aina Funktion Funk zur 8erechnung de. Funktionaw.rte hinzuge
tuegt warden 

Pd Real Aus Inn ••• Leistung (Dimensionslos" 
Ptr Real Aus R.ibunge Lei.tung (Diman.ions/os). 

zur Berechnung Obere 
dritten Grad. Die 

{Testprogramm } 

Va. Oene, Qtwo. Sohaatzon •• Sohaetztwo: Reel; 
FeIll.rona. Fahlartwo: Integer; 
.... bb.oo.dd.mu.mo.hoh •• brelte.hobr. 
sa •• b. 
ral.ra2.rbl,rb2. 
Pt.,.Ptr2,Ptr.Pdl.Pd2.Pd3.Pd4.Pd5,Pd:raal; 
lI,mm~ 

na.nb:integer; 
out: text; 

Function Funk (X.Y: Reali: Real; { Funktion. dia integrlert wi,d. } 

BEGIN 
Pt.1:- (Abs( ... +bb+oc+dd)J ·lmo/(SqrtI31l1; 
Pt.2: - IAbslae-bb +cc-ddll • [mu/ISqrtI3)J1; 
Pt.: .. Pt.1 + Pf.2; 
Pd1:., 14/1Sqrt13111; 
Pd2: .. laa+IY·lbb+(Y"(co+IY"ddlllll·hobrl; 
Pd4:- IX·XI; 
Pd5: - Hbb/21 + IY"(oc+ (Y"(((3"ddIl2l1JlIJ: 



Pd3:. Pd4·Pd5·Pd5; 
Pd: .. Pdl· ISqrt((Pd2*Pd21 + Pd311; 
Funk:-Pfr+Pd; 

END; 
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Procedure Romberll_ two IX,C,O: Reel; Var Otwo: Reel; Ver Fehlertwo: Integer; 
Htwo: Reel; Ntwo: Integer; Epstwo: Reel; 
Var Scha4ttztwo: Reel); 

Const AlleeOk - 0; Parameter .. 1; Schrltte .. 2; 
Var I, K. M. NO: Integer; 

Hl, H2. XM: Real; 
EL: Array[1 .. 20} Of Real; 

Begin If (Ntwo < .. 1) Or INtwo > 201 Or IEpetwo < .. O.O} Then Begin 
FehI.rtwo:" Parameter; Exit; End; ( Parameter pruefen ) 

If C .. 0 Then Begin ( Sonderfall: Lee, .. Int.rvall ) 
Otwo:=O.O; Scheetztwo:=O.O; Htwo:-O.O; 
Fehlertwo:-AlI .. Ok; Exit; End; 

{X konstent, uber Y integrier..,} 

Htwo: - AbeIHtwoI; If Abe(D-CI < Htwo Then Htwo:.. AbelD-C}; ( Sorge ruer richtige ) 
If C > 0 Then Htwo: --Hiwo; { Anfengeechrittwelte } 
If Htwo .. 0 Then Htwo: - O· C; 
NO: .. TrunclfO • C) I Htwo + 0.51; Htwo: .. (0· CII NO; 

Otwo:.. IFunk(X,CI + FunkIX.O)) I 2.0; { Beetlmme erete Zelle dee } 
For I: -1 To NO • 1 Do Otwo: .. Otwo + FunklX.C + I * Htwol; { Rombergechemee } 
EUll:.. Htwo • Otwo: 

For K:-2 To Ntwo Do Begin 
Htwo: - Htwo I 2.0: NO: - NO • 2; 
Otwo:=O.O; 
I: .. 1; While I < NO Do Begin 

{ Bestlmme neeoheten Integral wert } 

Otwo:.. atwo + Funk(X,C + I • Htwol: 
1:- I + 2; End; 

{ Neeohete Zelle dee Rombergechemee } 
Hl:=a[1]; El[l}: .. Htwo • Otwo + a[l] I 2.0; 
XM:.l.0; 
For M:-2 To K Do Begin 

XM: .. XM • 4.0; 
H2:-a[M]; 
El[M}:- a[M-1] + (EL[M-l] • Hll/lXM - 1.01; 
Hl:-H2; End; 

Scheetztwo:.. Abela[K]· alK·l ]1; ( Fehl.rechaetzung ) 
If Scha4ttztwo < Epstwo Then Begin 

Otwo:=a[K}; Fehlertwo;=AU_Ok; Exit; End: 
End; 

Otwo: - EUNtwo]; Fehlertwo: .. Schritte; 
End; 

Procedure Romberg_one IA,B,C,O: Real: Var Oone: Real; Var Fehlerone: Integer; (Ober X integrieren. } 
Hone: Reel; None: Integer: Epsone: Real; (bel jede X mit Romberg_two, ) 
Var Scha4ttzone: Reali: tuber Y Integrieren.) 

Const AIIesOk .. 0; Parameter .. 1: Schritte = 2; 
Va. I, K, M, NO: Integer; 

Hl, H2, XM: Reel; 
OtwoA, OtwoB, atwoE. OtwoF, E. F: Real; 
a: Array[1 .. 20] Of Real; 

Begin If (None <.. 11 Or INone > 201 Or IEpsone < .. 0.01 Then Begin 
Fehle,one:=Parameter; Exit; End; {Parameter pruafen } 

If A = B Then Begin {Sonderfall: Leer_lntervali } 
Oone:=O.O; Schaetzone:=O.O; Hone:=O.O; 
Fehlerone: .. AlI .. Ok; Exit; End; 

Hone: .. AbeIHone}; If AbelR-AI < Hone Then Hone: .. AbelR-AI; { Sorge fuer ,Ichtlge } 
If A > B Then Hone: .. -Hone; { Anfengeschrlttweite } 
If Hone - 0 Then Hone: - B· A; 
NO: .. Trunc((B - All Hone + 0.5); Hone: .. (B· All NO; 
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RomberSUwoCA,C,D, Otwo, Fehlertwo, 0.0,20, 1.0E-12, Schaetztwol; 
OtwoA:-Otwo; 
RombersUwoCB,C,D,Otwo, Fehlertwo, 0.0, 20, 1.0E-12, Schaetztwol; 
OtwoB:-Otwo; 
Oone: - 10twoA + OtwoBI I 2.0; { Bestimrne e ... t" Zeil" d .. } 
E:-A+I*Hone; 
Rombetg_twoIE,C,D,Otwo, Fehlertwo, 0.0, 20, 1.0E-12, Schaetztwo); 
OtwoE:-Otwo; 
For 1:-1 To NO - 1 00 Oone:- Oone + 0tw0E; {Romberg.chemaa } 
8.(1]:.. Hone * Oone; 

For K: .. 2 To None 00 Begin 
Hone: - Hone I 2.0; NO:.. NO * 2; 
Oone: -0.0; 
1:.'; Whil,,1 < NO 00 Begin 

F:-A+I*Hone; 
Romberg_twoIF,C.D,Otwo, Fehlertwo, 0.0, 20, 1.0E-12, Sch.etztwo); 
OtwoF: .. Otwo; 
Oone: - Oone + OtwoF; 
1:- I + 2; End; 

{ NeechtJta Zeila elM Rombergechamas } 
Hl: .. El(1); Elll]: .. Hone • Oone + El[l) I 2.0; 
XM:=1.0; 
For M:-2 To K 00 Begin 

XM: .. XM * 4.0; 
H2: .. El[M1; 
El[M]:- 8.(M-1) + IEl[M-l] - H111/XM - 1.0/; 
Hl :-H2; End; 

Scheetzone:.. AbsIEl[K] - El[K-ll1; 
If Schaetzo". < Epsone Then Begin 

00".: .. El[K); Fehlerone: .. AllesQk; ExIt; End; 
End; 

Oone: .. El[Nonel; Fehlerone: .. Schritta; 
End; 

{ Fehlerscheetzung } 

BEGIN {Abfrege der Input-v.riebelen} 
.. signlout,'outout'/; 
rewritalout); 

writaln; 
writeln(# ......................................................... 8); 

writalnl'···· Achtungll Schritt-Anzehlimmer INTEGER III *.**'); 
writeln( ........................................................•••• It; 

writeln; 
writeI' 
readlnlbreital; 
writal' 
readlnlhohe); 

Breite .. : "; 

HOhe .. : 'J; 

writel'Range a von lel, bisl.21, el .. 'I; 
, .. dlnl .. 1/; 
writa/' .2 .. 'I; 
readlnCre21; 
writeC' Schritt-Anzehl fu, range a .. 'I; 
readln/nal; 
writaC'Range b von Ib11 bis /b21, bl = 'I; 
,eadlnlrb11; 
writeC' b2 .. 'I; 
readlnlrb21; 
wrltel' Schritt-Anzahl fO, range b '" 'I; 
readlnCnbl; 
write(' Raibungswert unten, mu - 'I; 
readln/mul; 
write(' Reibungewert oben, mo .. ',; 
r .. dln/mol; 

se: -lraZ-ra1I1na; 
sb: .. (rbZ-rb 1l1nb; 
hobr: .. hohalbrelte; 
writaln/out:breite '" ',b,aite:4:41; 
writalnlout:hOhe .. ',hohe:4:41; 
writalnlout,'Range elpha .. ',r.1:4:4: - '"a2:4:41; 
writelnlout:Schritt alpha .. ' .... :4:41; 
writeln(out:Range beta = ',rbl :4:4: - ',rb2:4:41; 
writaln(out:Sch,itt beta - ' ,eb:4:41: 
writelnlout,'mu: ',mu:4:4:mo: ',mo:4:41; 
writaln(out) ; 



writelnlout:elpha .. ~beta- gamma- delta
~ wrltelnloutl; 

BEGIN 
FORII:- OTOneOO 

FOR mm :- 0 TO nb DO 
BEGIN 
u:= re1 +11* .. ; 
bb: .. rb1 +mm*.b; 
co: .. 3·111/12·hobrJ) ...... I; 
dd:.. -aa-bb-cc; 
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Rombe~nteg,el'" 

RomberlLone 10,1, -1,1. Qone, Fehlerone. 0;0.20. 1.0E-6. Schaetzonel; 
writeln(out.":3:3: ',bb:3:3: ',cc:3:3,' ',dd:3:3,' ',Qone,' ',Schaetzonel; 

If Fehlerone - 0 Then 
Wrlta(out) 

S .. 
Writelnlout,'Fehier bei Integrelbereclmung mit Rornberg_ onelbreitel'l; 

If Fehlertwo '" 0 Then 
Writelout, 

S.e 
W,italn(out:Fehler bel lntegralberechnung mit Romberg_twolhOhal'l; 

END; 

END. 

Fehlerschaetz .. 'I: 
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Programm, basierend auf der Romberg Methode, zur Berechnung Obere 
Schrankelosung fur Geschwindigkeitsfeldes funften Grad. 

{ Numerische Quad,atu, fU, obara Schranka Uaung. Geachwindigkeitllfald hoch funt 

Dia folgendan P,ozacluran ba,achnan naaha'ungawalae des Integral ainar 
nlell_rtigen Funktlon mit Hilfa dar Romberg-Quadratur. 

Die Untarprogramme haban die fofgenden Parameter: 

(AI 
181 
leI 
101 
Breite 
HOha 
mu 
me 
aa 
bb 
co 
dd 
ea 
ff 

Real 
Real 
Real 
Real 
Reel 
Reel 

Reel 
Real 

Reel 
Real 
Reel 
Reel 
Reel 

Reel 

an Linke Grenze des Integrationalntelvalla In die X-Rlchtung. 
Eln Rechte Grenze des Integration.lntervalls In dia X-Richtung. 
an Linka Grenze deslntagrationalnt8fV8Ua In die Y-Richtung. 
an Rechte Grenze des Intagratlonaintervalla in die Y-Richtung. 
Au. Brelta-Ab ..... ung in die X-Richtung. 
Au. HOha-Abmenung in die Y-Riohtung. 
an Reibungawert (Von Mi ... , unten. 
an Raibunga_rt (Von Mi_1 oben. 

an Alpha-Parameter In des GHohwlndlgkaltsfald. 
E1n Bata-Parametar In des GHohwindlgkeitsfaid. 
E1n Gamma-Paramet.r in des Geaohwlndlgkeitllfeld. 
Eln OaIte-Paremat.r In des Geachwlndigkeltllfald. 
an EpaUon-Paramater in des GHohwindigkeitllfeid. 
an Eta-Parameter In des G .. ohwindlgkeitllfeld. 

ra1.ra2,ne 
rb1,rb2.nb 
rc1.rc2.nc 
rdt,rd2.nd 
IIIl.,e2.ne 

Reel 
Real 
Reel 
Real 
Reel 

an Anfengs- und End_ fur Range alpha. Zahl dar Sch,ltte fUr Range. 
an Anfanga- und Endwarta fUr Range bate. Zahl dar Schritta fOr Range. 
an AnfenlJS- und End_rte fOr Range gemma. Zahl der Schritte fOr Range. 
E1n Anfenga- und En~rt. fUr Range delta. Zahl der Schrltta fO, Range. 
Eln Anfanga- und End_rte fOr Range epsilon. Zahl dar Sch,ltt. fOr Range. 

Qone Real Aus Wert dee totale Voluma-lntagral •. 
Otwo Real Aus Wert dee Integ,aI. In Y-Riohtung. 

N Intage, E1n Maximale Anahl de, Funktionsberaohnungen. bzw. 
INone-Ntwol Anzahl der Zellen dee Romb.rg-Schamas. 

H Real an Anfangaachrittweita bel de' Romberg-Ouadratur. 
(Hone = Htwo) 

Epa Reel an G_ulgkeitllforderung bei der Romberg-Quadratur. 
IEpaona - Epatwol 

Scheetz Reel Au. Fehle .. oheetzung bel der Romberg-Quadratur. 
ISchaatzon&.Scheetztwol 

Fehler Integer Aus Fehlerparamater. 
(Fehiarona.Fehlertwol >= 0: NulI.tall. gefunden • 

.. 1: Parameter falech. 
- 2: Genauigkeitsanforderung nioht erfuallt. 

Zueaetzlloh muse eine Funktion Funk zur Ba,aohnung der Funktions_rt. hinzuge
fuagt _rdan 

Pd Reel Au. Innere leistung IDimenalonslosl. 
Pf' Real Aue Raibunga leistung (Dimension.losl. 

Va, Qone. Otwo. Schaatzone. SchaatztwD: Rael; 
Fehlerone. Fehl.rtwo: Intega'; 
aa.bb.co.dd .... ff,mu.me.hohe.brelt.,hob' • 
• a •• b •• c •• d ... . 
rat .ra2.rb1.rb2.rc1.rc2.rd1.rd2.1II1.ra2. 
Pfrl.Pf,2.Pfr.Pdl.Pd2.Pd3.Pd4,Pd5.Pd:r .. l; 
kk,lI.mm.nn,oo. 
ne,nb,nc.1nd,ne:integer; 
out: taxt; 

Function Funk (X.V: Reali: Real; { Funktion. dia intagriart wi,d. } 

BEGIN 
Pfrl:- IAbs(ea+bb+co+dd+ea+ffll * (mo/(SqrtI3111; 
Pfr2:- (Aba(ae-bb+cc-dd+_ffll + (mu/(Sqrt(31l1; 
Pfr: = Pf,1 + Pfr2; 
Pdt: - (4I(SqrtI3111; 
Pd2:- (ae + (y+lbb+ (Y*(co+ IY*,dd + (Y*I .. +(Y*ffllnllln*hobr]; 

( T .. tp,og,amm ) 
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Pd4:- IX· XI; 
Pd5:.. I(bbl21 + 1Y·lac+ IV·11I3·ddIl21 + (Y*U2·eel + (Y·U5/21·fflIllUl)); 
Pd3:- Pd4·PdS"PdS; 
Pd:. Pdl - CSqrtUPd2-Pd21+Pd311; 
Funk: .. Pfr+Pd; 

END; 

Procedure Romberg_two CX,C,D: Real; Var Qtwo: Real; Var Fehlertwo: Integer; 
Htwo: Real; Ntwo: Integer; Epstwo: Real; 
Var Soheetztwo: RealI; 

Const AlI .. Ok .. 0; Parameter .. 1; Schlitte .. 2; 
Var I, K, M. NO: Integer; 

Hl, H2, XM; Real; 
El: Array[1 .• 20) Of Real; 

Begin If INtwo <.. 11 Or INtwo > 20' Or IEpatwo < - 0.01 Than Begin 
Fahlartwo:-Paramatar; Exit; End; {Parameter pruafan } 

If C .. 0 Than Begin { Sondal1all: Leer .. Intervall } 
Otwo:"O.O: Sohaetztwo:-O.O; Htwo:-O.O; 
Fehlertwo:-AllesOk: Exit; End; 

(X konllUlnt, liber Y integrleren) 

Htwo:- Abs(HtwoI; If Ab.(D-CI < Htwo Than Htwo:- Ab.(D-C,; {Sorge fuer riehtlge} 
If C > 0 Than Htwo:--Htwo; {Anfangnehlittwaite } 
If Htwo .. 0 Than Htwo:.. D· C; 
NO: .. Trunc((O - CII Htwo + 0.51: Htwo: .. (0· CII NO; 

Otwo:.. (Funk(X,C' + Funk(X,D)) I 2.0; { Baatlmme arate Zelia des } 
For I: -1 To NO - 1 00 Otwo: .. Qtwo + FunklX,C + I .. Htwo); ( Rombargachamea } 
EL[l): '" Htwo .. Qtwo; 

For K;-2 To Ntwo 00 Begin {Baatimme naachatan Intagralwert} 
Htwo:.. Htwo I 2.0; NO: '" NO .. 2; 
Otwo:-O.O; 
I: .. 1; While I < NO 00 Begin 

Otwo:.. Otwo + FunklX,C + I • Htwol; 
I: .. I + 2; End; 

{ Naeehate Zaile des Rombargaeh_ } 
Hl : .. ELIl); EL[l]: .. Htwo • Otwo + ELI1] I 2.0; 
XM:-1.0; 
For M:-2 To K 00 Begin 

XM:- XM ·4.0; 
H2:-EL(M1; 
ELIM]:- EL(M-l} + (EL[M.l] - Hll/lXM - 1.01; 
Hl:-H2; End; 

Sohaatztwo:.. Ab.(EL[l(] - ELlK-ll1; 
If Sohaetztwo < Epstwo Than Begin 

Qtwo: .. EL[l(]; Fehlartwo: '" AlI .. Ok; Exit; End; 
End; 

otwo: .. ELlNtwo]; Fahlartwo: .. Schlitte; 
End; 

{ Fahle .. ehaetzung } 

Procedura Romberg_one IA,B,C,D: Real; Var Gone: Real; Var FahleroM: Integer; {Ober X Integrieren, } 
Hone: Real; None: Integer; Epsone: Real; {bai jade X mit Romberg_two, } 
Var Schaetzone: Reali; {libar Y Integri.ran.} 

Conat AII .. Ok .. 0; Parameter .. ,; Schritte .. 2; 
Var I. K, M, NO: Integer; 

Hl. H2, XM: RaaI; 
OtwoA, OtwoB, OtwoE, OtwoF. E, F: Real; 
EL: Arrayl1 .• 20) Of Real; 

Begin If (None < '"' 11 Or (None > 201 Or IEpsone < .. 0.01 Then Begin 
Fahlerona; - Parameter; Exit; End; { Perametar pruafen } 

If A .. B Than Begin { Sondarfall: L_ .. Intervall } 
Oone:=O.O; Schaatzone:-O.O; Hona:-O.O; 
Fahlerona: - AIIasOk; Exit; End; 

Hone:.. Abs(Honel; If AbslB-AI < Hone Than Hone:.. AbsIB-AI; { Sorge fuar richtlge } 
If A > B Than Hone: --Hone; { Anfangaachrittwaita } 
If Hone .. 0 Than Hone:.. B - A; 
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NO:- TruncU8 - A)I Hone + 0.5); Hone:- 18 - A/I NO; 

Romberll twolA,C,D, Qtwo, Fehlertwo, 0.0. 10. 1.0E-12. Schaetztwol; 
Q1woA:~Qtwo; 
RomberILtwoIB,C.D.01wo. Fehl.rtwo, 0.0. 10. 1.0E-12, Schaetztwo); 
O1woB:-01WO; 
Oone: - (QtwoA + QtwoB) I 2.0; { Beetimme .rate z.n. dee } 
E:-A+I*Hone; 
Romberg_twoIE.C.D.Qtwo, Fehl.r1wo. 0.0, 10, 1.0E-12, Sche.tztwol; 
OtwoE:-Qtwo; 
For 1:-1 To NO -, Do Qone:- Oone + O1woE; {Romberll~} 
EL(1): - Hone • Oone; 

For K:-2 To None Do Begin { Beetimme naechsten Integrel_rt} 
Hone: - Hone I 2.0; NO: .. NO • 2; 
Oone:"'O.O; 
1:-1; Whil.1 < NO Do Begin 

F:-A+I*Hon.; 
Romberll_twoIF.C,D.Otwo. Fehl.rtwo. 0.0. 10, 1.0E-12. Scheetztwol; 
OtwoF:= Otwo; 
Oone:.. Oone + OtwoF; 
I: .. I + 2: End; 

{ Naeohste Zeile dee Romberllschemu } 
Hl:-Elll]; ELll]:- Hone * Oone + El[1] I 2.0; 
XM:-l.0; 
For M:=2 To K Do Begin 

XM: .. XM • 4.0: 
H2:-El[M]; 
ElIMJ:- ElIM-l1 + (EL[M-1] - Htl/lXM - 1.0); 
Ht:-H2; End; 

Scheetzone:- Abs(El[Kl- ELIK-tl); 
If Sch .. tzone < Epsone Th.n Begin 

Qone: .. ELIK1; Fehl.rone:" AII .. Ok; Exit; End; 
End; 

Oone: .. EL[None); Fehl.rone: .. Schrltte; 
End; 

{ FehIe,.chaetzunll } 

BEGIN 
assignlout,'outfuenf'l; 
r_rlt.lout); 

{Abfrage de, Input-variabelen} 

wrlteln; 
writetn("*" + ... + ............... + ....................................... '* ...................... "·'1; 
writ.lnl····· Achtung II Schritt-Anzahl immer INTEGER !II." ·'1; 
writeln' ........................................................... 'J; 
writeln; 
wrlte(' 
,eadln(brelt.l; 

B,.ita = : '1; 

writ.(· HOhe = : 'I; 
,eadln(hohel; 
write('Renge a von lal1 biB 1 .. 21, a1 = 'I; 
readlnlra 11; 
wrlt.I' 
readlnlra21; 

82 .. '}; 

writer Schritt-Anzahl far range a .. 'I; 
readln(nel; 
writ.('Rsnge b von (bll biB Ib21, bl .. 'I; 
,eadln{rb11: 
write{' b2 .. 'I; 
readlnlrb21; 
writer Schrltt-Anzahl far range b .. 'I; 
reedlnlnbl; 
wrlteI'Rsnge 0 von (01) bI, {021, 01 .. 'I; 
readlnlrcll; 
writ.I' 
reedlnlro21; 

02 .. 'I; 

w,it.(' Sch'itt-Anzahf far r .. nge 0 = 'I; 
,eadln{nol: 
write!'R .. nge d von (dl1 b~ (d21, d1 .. 'I; 
,eadfn(,d1 I; 
writeI' 
reedln(rd2); 

d2 - 'I; 

writel' Schritt-Anzahl fa, renge d - 'I; 
readln!ndl; 



wrlta('Range a Yon (all bis (a21. a1 .. 'I; 
reedln(,al); 
write(' a2 - 'I; 
reedln(ra2); 
write(' Schritt·Anzahl fOr range a - 'I; 
reedln(nel; 
writel' Reibungswert unten, mu .. 'I; 
reedln(mul; 
writa(' Reibungswert oben, mo '" 'I; 
reedlnlmol; 

ea: .. (ra2-,.1 IIna; 
sb: .. (rb2-rb 1 Jlnb; 
eO: .. lr02-roll1nc; 
ed: .. {rd2 .. dl lind; 
ea: .. (ra2 .. a1 Jlne; 
hobr: .. hohelbreite; 
w,iteln(out:b,lIite .. ',brllite:4:41; 
wrlteln(out:hOhe .. ',hohe:4:41; 
writeinlout:Range alpha .. ',ral :4:4: • ',ra2:4:41; 
w,ltelnlout:Schritt alpha .. ',1111:4:41; 
writeln(out:Range bate .. ',rbt:4:4: - ',rb2:4:41; 
writeln(out:Schritt bata .. ',sb:4:4); 
writelnlout:Range gamma .. ',rol :4:4: - ',rc2:4:4J: 
writelnlout:Schritt gamma "" ',80:4:4); 
writelnlout:Ranga delta - ',rd1 :4:4: - ',rd2:4:4); 
wrlteln(out:Schritt delta .. ',sd:4:4); 
writelnlout:Range epsilon .. ',re1:4:4:. ',re2:4:4); 
w,itelnlout:Schritt epsilon .. ' .. a:4:4); 
writelnlout:mu: ',mu:4:4:mo: ',mo:4:4); 
writelnlout,; 
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wrlteln(out:a1ph11= beta .. gamma- delta- epsilon" ate
writelnlout); 

BEGIN 

Rombe,g-Integral .. Fehlelllohaetz- 'I; 

FOR kit : .. 0 TO na DO 
FOR 11:- 0 TO nb DO 

FOR mm :- 0 TO no DO 

{alpha,beta,gamma,delta,epeilon und eta yariie,en} 

FOR nn :- 0 TO nd DO 
FOR 00 :- OTOne DO 

BEGIN 
u:- ra1 +kk*s.; 
bb:- rbl +1I+sb; 
cc:- rc1 +mm·sc; 
dd:. ,dl +nn+sd; 
M:- rel +00· •• ; 
ff: .. O+aa-Iblhl + 1\2+001/31; {volumen!nvarlanz} 

Rombarg_one (0,1, -1.1, Clone, Fehlarone, 0.0, 10, 1.0E-6, SohIIetzonel: 
writeln(out,aa:3:3: ',bb:3:3: ',00:3:3: ',dd:3:3: ', .. :3:3: ',ff:3:3:' ,Clone: ',SchIIetzone); 

If Fehlerone .. 0 Then 
Writaloutl 

Sse 
Writel..n(out:Fehler blli Integralbe,echnung mit Romberg'); 

If Fehlertwo .. 0 Then 
Write(out) 

EI .. 
Writelnlout:FehIe, bIIi Integralbe,echnung mit Romberg'): 

END. 

END; 
oIoseloutl; 

END; 
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N.3 DurchfUhrung und Ergebnisse der Oberen Schrankerechnungen 

N.3.1 DurchfUhrung der Oberen Schrankerechnungen 

Wie im Abschnitt N.2.2 erklart stehen im Outputfile aIle 

Gesamtleistungen in Abhangigkei t von den Parametern des Ge

schwindsigkeitsfeldes mit ihren Fehlerschaetzungen. Aus den ver

schiedenen Werten des Gesamtintegrals erkennt man, ob die 

Funktion Minimumwerte besitzt. In der Nahe des Minimalwertes 

wah It man ein kleineres Interval fUr die Parameter. Danach HiBt 

man das Programm wieder aIle Gesammtintegrale berechnen fUr das 

neue bestimmte Interval. Die Zahl der Wiederhohlungen hangt von 

der gewtinschten Genauigkeit und der Genauigkeit, die durch die 

Fehlerschaetzung gegeben wird, abo 

N.3.2 Ergebnisse der DurchfUhrung 

Es folgen einige Ergebnisse der Rechnung fUr den Fall, daB b/h 

gleich 3 ist. Im Abschni tt N. 3 .4. sind aIle Ergebnisse der 

Rechnungen, die durchgefUhrt wurden, dargestellt. 
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Range alpha - 0.6000 - 1.6000 
Schritt alpha - 0.6000 
Ranoe beta - -10.0000· 10.0000 
Schlitt beta - 0.6000 
mu: O.OOOOmo: 1.0000 

alpha - beta - gemma - delta- Romberg-lntegral- Fehl.r.oh".tz .. 

0.500 ·10.000 3.000 6.500 1.08621308768634£+0001 1.57029717229307E-0007 
0.500 -9.500 3.000 6.000 1.04376385863725£+0001 1.47396349348128£-0007 
0.500 -9.000 3.000 5.500 1.00228284585610£+0001 1.37137249112129E-0007 
0.500 -8.500 3.000 5.000 9.81816561184241E+0000 1.26194208880397£-0007 
0.500 ·8.000 3.000 4.500 9.22392925558961E+0000 1.14436261355877E-0007 
0.500 -7.500 
0.500 -7.000 
0.500 -6.500 
0.500 -8.000 
0.500 -5.500 
0.500 -5.000 
0.500 -4.500 
0.500 -4.000 
0.500 -3.500 
0.500 -3.000 
0.500 -2.500 
0.500 -2.000 
0.500 -1.500 
0.500 -1.000 

3.000 4.000 
3.000 3.500 
3.000 3.000 
3.000 2.500 
3.000 2.000 
3.000 1.500 
3.000 1.000 
3.000 0.500 
3.000 0.000 
3.000 -0.500 
3.000 -1.000 
3.000 -1.500 
3.000 -2.000 
3.000 -2.500 

8.84024388583817E+0000 1.01778095107198E-0007 
8.48719653792388E + 0000 8.80972947925329£-0008 
8.10504925102578£ +0000 7.33853084966540£-0008 
7. 75456599040828E +0000 5.74073056759072E-0008 
7.41762434911852£ +0000 3.96358679376543E-0008 
7.09885772354755£+0000 1.88520061783493E-0008 
6.81428406395622E +0000 2.06346157938242£-0008 
8.58723438356858E+0000 3.73933289665729E-0007 
6.35053253509977E+0000 2.265OO56052953OE-0007 
6.16875172739674E + 0000 1.26878148878131 E-0007 
6.03591369779239£ + 0000 1 .08586391434073E-0007 
5.98224926935654E +0000 1.23160134535283£-0007 
6.00953074186691 E+ 0000 1.58506736824986E-0007 
6.09041480612207E +0000 2.18336938086418E-0007 

0.500 -0.500 3.000 -3.000 6.21488436764553E+0000 3.06233897872609E-0007 
0.500 0.000 3.000 -3.500 6.37812086738268E+0000 4.02833393309265E-0007 
0.500 0.500 3.000 -4.000 6.57679846754763E+0000 4.95274434797488E-0007 
0.500 1.000 3.000 -4.500 6.80855412834223£+0000 5.73847501073033£-0007 
0.500 1.500 3.000 -5.000 7.08340683859162E+0000 6.34929165244102E-0007 
0.500 2.000 3.000 ·5.500 7.34384362347919E+0000 6.77515345159918E-0007 
0.500 2.600 3.000 -6.000 7.64489980663195E+0000 7.01111276702715E-0007 
0.500 3.000 3.000 -6.500 7.98413129483699E+0000 7.03112184046615E-0007 
0.500 3.500 3.000 -7.000 8.29955433652503E+0000 6.74888724481198E-0007 
0.600 4.000 3.000 -7.500 8.84958002697678E+0000 5.98284728482332E-0007 
0.500 4.500 3.000 -8.000 9.01298582751093E+0000 4.272oo576369166E-0007 
0.600 6.000 3.000 -8.500 9.38878970542282E+0000 9.58680175244808E-0008 
0.500 5.500 3.000 ·9.000 9.77646546205506E+0000 5.16942236572504E-0007 
0.500 6.000 3.000 -9.500 1.01759061798221E+0001 4.56784619018435E-0008 
0.500 6.500 3.000 -10.000 1.05879297596694£+0001 7.15954229235849E-0009 
0.500 7.000 3.000 ·10.500 1.10168351168541£+0001 2.63928088496890£-0007 
0.500 7.500 3.000 ·11.000 1.14591652710224E+0001 4.87198121845722E-0008 
0.500 8.000 3.000 ·11.500 1.19106950471469E+OOOl 6.93544279783984E-0008 
0.500 8.500 3.000 ·12.000 1.23699844167277E+oool 8.85338522493839E-0008 
0.500 9.000 3.000 -12.500 1.28358243258263E+0001 1.06927473098040E-0007 
0.500 9.500 3.000 ·13.000 1.33072965647298E+0001 1.25117367133498E-0007 
0.500 10.000 3.000 ·13.500 1.37836731350835E+000l 1.42972587118704E-0007 
1.000 -10.000 1.IiOO 7.500 1.08718642103631£+0001 1.11540430225432E-0007 
1.000 -9.500 1.500 7.000 1.04213189779985E+0001 9.37143340708825£-0008 
1.000 -9.000 1.500 8.500 9.98137180582701E+0000 7.43802888169546E-0008 
1.000 -8.500 1.500 8.000 9.55463024882192E + 0000 5.2517862059178OE-0008 
1.000 -8.000 1.500 5.500 9.1451887861 2419E + 0000 8.72096279636025E-0008 
1.000 -7.500 1.500 5.000 8.78306380839378£+0000 8.47125193104148E-0007 
1.000 -7.000 1.500 4.500 8.40671921722242£+0000 1.270091 I 6113186£-0007 
1.000 -8.500 1.500 4.000 8.07280336623585E +0000 4.19240677729249E-0007 
1.000 -8.000 1.500 3.500 7.78116510683842E+0000 3.94320522900671 £-0007 
1.000 -5.500 1.500 3.000 7.47354162495321£+0000 2.34576873481274E-0007 
1.000 -5.000 1.600 2.500 7 .21145943404664E + 0000 1.34532458288252E-0007 
1.000 -4.500 1.500 2.000 8.97653739274392£+0000 4.5998804O388878E-0008 
1.000 -4.000 1.500 1.500 6.771 25712088854£ +0000 4.20660350099802E-0009 
1.000 -3.500 1.600 1.000 6.59922818592895E +0000 6.67932908982038E-0009 
1.000 -3.000 1.600 0.500 6.48613681889315E+0000 6.79574441164732E-0009 
1.000 -2.500 1.600 0.000 6.38028061074147E +0000 8.03904481977224E-0009 
1.000 -2.000 1.600 -0.600 8.34883314608442£+0000 6.00288503170133E-0009 
1.000 -1.500 1.500 -1.000 6.38854499978654E +0000 6.22094378012883E-0009 
1.000 -1.000 1.500 -1.500 8.43052180628001 E +0000 5.38985671926737E-0009 
1.000 -0.500 1.500 -2.000 6.52933480277718E +0000 1.57888280227780E-0009 
1.000 0.000 1.500 -2.500 8.6823813780248OE+0000 2.17041815631092E-0008 
1.000 0.500 1.500 -3.000 6.82766486154287E+0000 5.81587292101681E-0008 
1.000 1.000 1 .500 -3.500 7.02302392550337E+0000 1.09870509118587E-0007 
1.000 1.500 1.500 -4.000 7.24580902739399E+0000 1.727748895064OOE-0007 
1.000 2.000 1.500 -4.500 7.49321593486820E+0000 2.43519025389106E-0007 
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1.000 2.500 1.500 -5.000 7.76252322796790£+0000 3.18170350510627£-0007 
1.000 3.000 1.500 -5.500 8.05125188951206E+0000 3.936oo203O96867E-0007 
1.000 3.500 1.500 -8.000 8.35722937429091£+0000 4.87538484372199E-0007 
1.000 4.000 1.500 -8.500 8.67859432181472£+0000 5.38420803449574£-0007 
1.000 4.500 1.500 -7.000 9.01377284603950E+0000 8.04908584127982E-0007 
1.000 5.000 1.500 -7.500 9.36144514118488£+0000 6.84716935716509E-0007 
1.000 5.500 1.500 ·8.000 9.72051161470881£+0000 7.14206207069159E..ooo7 
1.000 6.000 1.500 -8.500 1.00900840207110£+0001 7.44417775422335E-0007 
1.000 6.500 1.500 -9.000 1.04093016501483£+0001 7.39848474040627E-0007 
1.000 7.000 1.500 -9.500 1.08578154868010E+000l 6.73928298056126E..ooo7 
1.000 7.500 1.500 -10.000 1.12549807850155E+000l 5.03365299604438E-0007 
1.000 8.000 1.500 ·10.500 1.16605619992624E+000l 1.60493073053658E-0007 
1.000 8.500 1.500 -11.000 1.20744395427484E+000I 4.55684121545851£-0007 
1.000 9.000 1.500 ·11.500 1.24968148980406£+0001 6.49308457489729E-0008 
1.000 9.500 1.500 -12.000 1.29281942557136E+oool 5.18193701282144E-0008 
1.000 10.000 1.500 -12.500 1.33717763870227£+ 0001 4.77302819490433E-0009 
1.500 -10.000 -0.000 8.500 1.17584682210436E+oool 4.49392246082425E-0007 
1.500 -9.500 -0.000 8.000 1.13525800335048E+oool 2.32772435992958E-0007 
1.500 -9.000 -0.000 7.500 1.09572857199237£+0001 5.23083144798875£-0007 
1.500 -8.500 -0.000 7.000 1.05727284125017E+oool 5.80810592509800E-0007 
1.500 -8.000 -0.000 6.500 1.01993716985162£+0001 5.16083873574030E..ooo7 
1.500 -7.500 -0.000 0.000 9.83795663496130E+0000 3.99484824933898£-0007 
1.500 ·7.000 -0.000 5.500 9.48947742879082E+0000 2.74201738048117E-0007 
1.500 -8.500 -0.000 5.000 9.15521796829125E+0000 1.64844095700940E-0007 
1.500 -8.000 -0.000 4.500 8.8308oo61016639E+0000 8.29604087169184E-0008 
1.600 ·5.500 -0.000 4.000 8.53628180115527E + 0000 3.07918526232243E-0008 
1.500 -5.000 -0.000 3.600 8.25615423673288E+0000 4.24915924868312E-0009 
1.500 -4.500 -0.000 3.000 7.99988164024828E+0000 4.61285712739229E-0009 
1.500 -4.000 -0.000 2.500 7.77084935833409E+0000 4.64206095784903E-0009 
1.500 -3.500 -0.000 2.000 7.57458981301887E+0000 7.71353370510042E-0007 
1.500 -3.000 -0.000 1.500 7.41666379718663E+0000 2.89910531137139E-0007 
1.500 -2.500 -0.000 1.000 7.30280958826188E+0000 7.77654349803925£-0008 
1.500 -2.000 -0.000 0.500 7.23837421050807E+0000 6.61384547129273E-0009 
1.500 ·1.500 -0.000 0.000 7.21809790058574E+0000 9.53150447458029E-OOl0 
1.500 -1.000 -0.000 -0.500 7.23785750828648E+0000 8.59438113387340E-0008 
1.500 -0.500 -0.000 -1.000 7.29787oo1485370E+0000 3.91999492421748E-0007 
1.500 0.000 -0.000 -1.500 7.39245679476880E+0000 9.30507667362690E-0007 
1.500 0.500 -0.000 -2.000 7.5198837oo66806E+0000 3.61015093424916E-0009 
1.500 1.000 -0.000 -2.500 7.67897037983453E+0000 1.34896254166961E-0008 
1.500 1.500 -0.000 -3.000 7.86190782359336E+0000 3.02970875054598E-0008 
1.500 2.000 -0.000 -3.500 8.07205180988832E+0000 5.44241629540920E-0008 
1.500 2.500 -0,000 -4.000 8.30499982027225E+0000 8.58854030778212E-0008 
1.500 3.000 -0.000 -4.500 8.55848108905775£+0000 1.24156940728426E-0007 
1.500 3.500 -0.000 -5.000 8.83041034880047£+0000 1.69049599207938E-0007 
1.500 4.000 -0.000 -5.500 9.11889108376636E+0000 7.67031451687217£-0008 
1.500 4.500 -0.000 -6.000 9.42244053876493£+0000 2.77068465948105E-0007 
1.500 5.000 -0.000 -6.500 9. 73947431978013E +0000 3.39874532073736E-0007 
1.500 5.500 -0.000 -7.000 l.oo688205276965E+oool 4.08472280460258E-0007 
1.500 6.000 -0.000 -7.500 1.04094224801520E+000l 4.82556060887873E-0007 
1.500 6.500 -0.000 -8.000 1.07803741749772£+0001 5.61107299290697E-0007 
1.600 7.000 -0.000 -8.500 1.11209015480045E+0001 6.41666701994836E-0007 
1.500 7.500 -0.000 -9.000 1.14903465OO2711E+0001 7.19481240805688£-0007 
1.500 8.000 -0.000 -9.500 1.18881539849495E+OOOI 7.86109012551606E-0007 
1.500 8.500 -0.000 ·10.000 1.22538622143475E+oool 8.27945768833180E-0007 
1.500 9.000 -0.000 -10.500 1.28470963175816E+0001 8.23725713416934E-0007 
1.500 9.500 -0.000 -11.000 1.30475659997901E+0001 7.41449184715748E-0007 
1.500 10.000 -0.000 -11.500 1.34650686821515E+OOOI 5.34215359948675E-0007 
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N.3.3 Ergebnisse Geschwindigkeitsfeldes dritten Grades 

Auf Grund der asymmetrischen Randbedingungen kann die Oberen 

Schrankerechnung nicht auf ein Viertel der Probe beschrankt 
werden. Die Zahl der Parameter ist damit, im Gegensatz zum 
symmetrischem Fall, hoher. Mit Zunahme der Parameter-Zahl ist die 
zur VerfUgung stehende Rechenkapazitat schnell nicht mehr 
ausreichend. Es wurde angefangen mit einem linearen Geschwindig
keitsfeld. Das lineare Geschwindigkeitsfeld enthalt zwei 
Parameter a und P (Appendix B). Die Ergebnisse zeigten, daB fUr 
den Fall, in dem der Unterschied zwischen mu und mo extrem ist, 

nur nicht gewUnschte Geschwindigkei tsfelder (a=O, P=O oder a+p=O) 

das Gesamtintegral zu einem Minimum machen. Es wurde gerechnet 

fUr mu/mo=O/l, 0.1/0.9 und 0.2/0.8. Wie im Abschnitt 4.2 erklart 
wird fUr den Fall ~/mo=O/l die Zahl der variierenden Parameter 

beschrankt. FUr ein lineares Geschwindigkeitsfeldes sind somit 
die Parameter schon bestimmt (a=bj2h und P=-b/2h). Damit fallt 
der Anteil der Reibleistung im Gesamtintegral weg. 
Weiterhin wurde mit einem Geschwindigkeitsfeld dritten Grades 

gerechnet. Aus zeitlichen GrUnden wurde hier nur mit dem Extrem
fall muj~=O/l gerechnet. Auch hier gilt, daB der Anteil der 

Reibleistung im Gesamtintegral gleich Null ist. Bei diesem 
Integral wird fUr aIle b/h-Verhaltnisse ein Minimum gefunden. 
Doch die Vernachlassigung der Reibleistung macht das Ergebnis fUr 

b/h-Verhaltnisse ab ungefahr bjh = 1 ungenau. FUr die werte im 
Gesamtintegral nimmt normalerweise der EinfluB der Reibleistung 
zu und der EinfluB der Umformleistung abo 
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N.3.4. Minimale Werte des Gesammtintegrals fUr verschiedene b/h
Verhaltnisse. 

* Geschwindigkeits-b/h,mum· o 
PMin Fehlerschaetzung 

feid 

3, 0, 1. 5.9557 3.5 * 10 -7 (a) 

1.5,0, 1. 3.4808 8.5 * 10 -7 (b) 

1, 0, 1. 2.4401 9.4 * 10 -7 ( c) 

0.75, 0, 1. 1.7510 6.3 * 10 -8 (d) 

. 
B~ld N .1. Minimalwerte fur m,,=O und mo=l. 

(a) : Ux = { 0.346 - 1. 918 y* + 3. 462 y~ - 1. 890 y~ }x* 
U 

(b): U;c = {0.443 - 0.979 y* + 0.921 y~ - 0.385 y~ }x* 
u 

(c): U;c = {0.554 - 0.404 y* - 0.162 y*2 + 0.010 y~ }x* 
u 

(d) : Ux = {0.501 + 0.072 y* - 0.378 y~ - 0.195 y~ }x* ii 
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* Geschwindigkeits-b/h,mim· o 
PMin Fehlerschaetzung 

feid 

3, 0.2, 1 7.4878 8.0 * 10-
9 

(e) 

1.5, 0.2, 1 3.9699 5.0 * 10-
8 

<f) 

1, 0.2, 1 2.5759 4.2 * 10-8 
<g) 

0.75, 0.2, 1 1.7995 7.0 * 10-
8 

(h) 

Bild N.2. Minimalwerte fUr m.=O.2 und mo=l. 

U 
Ce): ~ = { 0.868 - 1.979 y* + 1.896 y~ - 0.785 y~ }x* 

u 

(f): U;c = {0.724- 0.817 y* + 0.078 y~ + 0.015 y~ }x* 
u 

(g): U,x = { 0.643 - 0.181 y* - O. 429 y~ - 0.033 y*' }x* 
u 

(h): U;c = { 0.517 + 0.125 y* - O. 426 y~ - O. 216 y~ }x* 
u 
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* Geschwindigkeits-b/h,milm· o 
PMin Fehlerschaetzung 

feid. 

3, 0.5, 1 8.9465 4.1 * 10.9 
(i) 

1.5, 0.5, 1 4.3488 3.9 * 10.7 
(j) 

1, 0.5, 1 2.6687 5.2 * 10.8 
(k) 

0.75, 0.5, 1 1.8506 9.9 * 10.
8 

( 1 ) 

, 
B~ld N. 3. Minimalwerte fi1r m"=O. 5 und mo=l. 

u 
(i): -f! = {1.467 - 1.570 y* + 0.099 y.,z + 0.004 y~ }x* 

u 

u 
(j): -f! = {0.960 - 0.349 y* - 0.630 y~ + 0.019 y~ }x* 

u 

(k): u,x = {0.717 + 0.011 y* - 0.651 y~ - 0.077 y~ }x* 
u 

(1): U;c = {0.533 + 0.120 y* - 0.474 y*2 - 0.179 y*3 }x* 
U 
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N.4 Theorie der numerischen Quadratur 
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9. NUMERISCHE QUADRATUR. *} 

9.1 VORBEMERKUNGEN UND MOTIVATION. 

Jede auf einem Intervall Ix stetige ,Funktion f besitzt dort Stamm
funktionen F, die sich nur durch eine additive Konstante unterscheiden, 
mit 

d~~X) = F' (x) ; f(x), 

Die Zahl I{f; II ,S) hei8t das beetimmte IntegraZ der Funktion f Uber 
~a.BJ; es gilt der Haupteatz del' Integratrechnung 

B 
(9.1) I (f; a,S); = J f(x)dx = F( a)-F (a), 

a 

f heii3t integrierbar auf ~a,BJ. 

In der Praxis ist man in den meisten Fallen auf eine naherungsweise Be
rechnung bestimmter Integrale l(f; a,S) mit Hilfe sogenannter Quadratur

formeln angewiesen. Die Ursachen dafUr konnen sein: 
l~ f hat eine Stammfunktion F, die nicht in geschlossener (integralfreier) 

? 
Form darstellbar ist (z.B. fIx) = (sin x)/x, fIx) = e- x-). 

2;,." fist nur an diskreten Stellen xk e: C",B~ bekannt. 
~ Fist in geschlossener Form darstellbar, jedoch ist die Ermittlung von 

F oder auch die Berechnung von F(ll) und F(S) mit Aufwand verbunden. 

Ein m1igliches Ersatzproblem fur die Integration ist z.B. eine Summe 

I(f; a,S) ~ Q(f; «,e) ~ 2::: Ak f(xk), xk E [a,S], 
k 

in welche diskrete StUtzwerte f(xk), versehen mit Gewichten Ak , eingehen. 

LITERATUR zu 9.1: [20].9.1; [26J. 6.1; [38J, 5.70: [662, III; ~69J. 

9,2 INTERPOLATIONSQUADRATURFORMELN, 

9.2.1 KONSTRUKTIONSMETHODEN, 

Von dem Integranden f eines bestimmten Integrals I(f; a,b) seien an 
n+l paarweise verschiedenen und nicht notwendig aquidistanten StUtzstel
len XkE [a,b] C [a,S], k ~ O(I)n, die Stlitzwerte Yk = f(xk) bekannt. Dann 
liegt es nahe, durch die n+l StUtzpunkte (xk' Yk= f(xk)) das zugehorige 
Interpolationspolynom + vom Hochstgrad n zu legen und das bestilllllte In
tegral von ~ uber [a,b] : 1(,; a,b) als Naherungswert fur das gesuchte 

~ Ein Programm zur zweidimensionalen Integration ;st in P 1.11 .2 zu finden, 
Programme zu diesem Kapitel in P 9. 
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Integral I{f: a,b) zu benutzen. Mit dem Restglied R(x) der Interpolation 
gilt 

f(x) ~ <!I(x) + R(x), x e: :a,b~ 

FUr das Integral I(f; a,b) erhalt man somit 
b 

I(f; a,b) = J f(x)dx = Q(f: a,b) .. E(f; a,b) mit 
a 

b 
(9.2) Q(f; a,b) " I( $; a,b) = J + (x)dx, 

a 
b 

E(f; a,b) ~ I(R; a,b) = J R(x)dx . 
a 

Nach Ausfiihrung der Integration tiber q, bzw. R liefert Q(f, a,b) die 
Quadr>atur>formeZ und E(f; a,b) das zugehorige RestgZied del' Qua

dr>atur. Die Quadraturformel <\I dient als Naherungswert fUr Itf: a,b); 
es gilt Q(f; a,b) <l:< I(f; a,b). Die Summe aus Q und E wird als Integr>a

tionsr>egeZ bezeichnet. FUr die Quadraturformel erhalt man die Darstel1ung 

(9.3) 
n 

Q(f; a,b) " 2::: Ak f(xk} . 
k .. O 

Dabei ergeben sich bei gegebenen Stutzstellen xk und Integrationsgrenzen 
a,b die Gehlichte Ak als Losungen des linearen Gleichungssystems 

1 m+l m+l n m 
(9.4) iii+! (b - a )" 2::: AkXk , m" O(l)n , 

k .. O 

bzw. ausfiihrl ich 

(0 :,\ AO (' -, 
Xl x2 . Al i (b

2 _ a2) 

(9.4') \ ;~ 2 x2 ;; ) A2 
::: 

\ } Ib' _ ,3) Xl 2 

1 : (bn+1 _ n+1) xn n xn xn An 0 Xl 2 n ill a / 

Das System (9.4) ist eindeutig Hisbar. 

Mit dieser Methode kann also zu einem gegebenen Intervall Ca,b] und 
n+1 gegebenen paarweise verschiedenen und nicht notwendig aquidistanten 
StUtzstel1en xk £ [a,b~ jeweils eine lnterpolationsquadraturformel her
geleitet werden. Sind dann an diesen SWtzstellen xk €. [a,b] Funktions-

I-' 
o 
0'1 
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werte f(xk) einer Uber ~a.b~ zu integrierenden Funktion f bekannt, 50 

liefert die Quadraturformel (9.3) einen Naherung5wert fur das Integral 

I(f; a,b). 

FUr das Restglied E(f; a,b) der Quadratur gilt mit (9.2) 

b b 
E(f; a,b) J R{x)dx = J (f(x) - ~(x»dx . 

a a 
Falls a150 f + in ~a,bJ das Vorzeichen mehrfach wechselt, heben 51Ch 

positive und negative Fehler teilweise auf, so daB der resultierende Feh

ler selbst dann sehr klein werden kann, wenn • keine gute Approximation 

von f darstellt, d.h. zwischen den StUtzstellen stark von f abweicht. 

Durch Integration werden also Fehler gegl:lttet. Mit (7.10) und f I: cn+l~a,b~ 
erhalt man fUr E(f; a,b) die Darstellung 

" b',', , 

{

E(f l a.b) "(~AH J f(n+l)W Ii (xfdx mit 
(9.$) "II 

, ~ " (x'Xo.xl"" ,xn) e: [a.bJ. 
bzw. 

b 
(9.5') E(f; a,b) = rn:hrr f(n+l)(~*)J n(x)dx, 

a 

falls Uberall in ra gilt n(x)? a oder n(X) O. Allgemein besitzt 

das Restglied fiir -Funktionen f E: C2n[a,b~ die fol;ende Darstellung: 

(l) Unter Verwendung von 2n-1 StUtzstellen xk € Ca,b: gilt 

2n+1 
E(f) (b-a~ f(2n)( ) r' b1 ; a,b = c2n- 1 ( n)! ~ , i;E:_a, _ ' 

(2) unter Verwendung von 2n StUtzstellen xk € 

2n+1 
E(f b) c (b-a~ f(2n) (e) ; a, 2n ( n)! ' , 

~a,b~ gilt 

Die Koeffizienten c2n - 1 bzw. cZn hangen nur von den StUtzstellen abo [n 

~2~, Bd.l, S.186 ff. ist eine Tabelle der c2n , cZn - 1 fUr zwei bis elf 

Stutzstellen angegeben. Zur Darstellung des Restgliedes vgl. man auch :14:, 

Jll, § 10; , 7.1; [24], 6; , 8.2; C43~, S.143-145. 

9,2,2 NEWTON-COTES-FORMELN, 

Mit Hilfe des linearen Gleichungssystems (9.4) lassen sich speziel1e 

QuadratuY'fc;Y'meZn fiil' aquidistante statzsteZlen. aufstellen. Die 

Randpunkte des Integrationsintervalls Ca,b] fallen dabei jeweils mit 

Newton-Cotes-Forme1n 

StUtzstellen des zu integrierenden Interpolationspolynoms zusalllJlE!!1. 

So konstruierte Formeln gehoren zur Klasse der Newton-Cotes-Formeln. 
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Es wird unterschieden zwischen Quadraturformeln vom ge8chto88enen 

Typ und vom offenen Typ. Eine Quadraturformel heiBt vom geschlossenen 

Typ, wenn die Randpunkte des Integrationsintervalls zu den Stutzstel1ert 

gehoren, andernfalls vem offenen Typ. 

Mit einem oberen Index an Q und E wird 1m folgenden der'Name der Qua

draturformel gekennzeichnet. mit dem unteren Index die gewahlte Schrittwei

teo Auf die Angabe von f in Q(f; a,b) bzw. E(f; a,b} wird verzichtet. 

9.2,2,1 DIE SEHNENTRAPEZFORMEL. 

Betrachtet man das Integral von f uber Ca,b~ CO,h] und wahlt die Rand

punkte Xo = 0, Xl = h als StUtzstellen, so ergeben sich aus (9.4) wegen 

n 1, a =0, b = h die Gewichte AO "Ill ~,so daB die Quadraturformel 

(9.3) lautet 

ST h 
Q (O,h) = AOf(xO) + A1f(xl} "'2"(f(O) + f(h)}. 

QST(O,h) heif3t Sehne'ltr'apezforrnd (ST-Formel). FUr das zugehorige 

Restglied folgt mit (9.5') die Darstellung 

h 3 
EST(O,h) = ~ f"(~*) [X(X-h)dX - "h f"(I;*), i;"e: [O,h] , filE. C[O,h]. 

o 
Die ST-Formel besitzt somit die kkale Fehlerordnung O(h 3). Geometrisch 

bedeutet QST(O,h) die Flache des der Kurve y = fIx) fUr x € [O,h] einbe

sChriebenen Sehnentrapezes. Zusammengefal3t folgt die Sehnentrapezregel 

h 3 
[ f(x)dx "QSTeO,h) + EST{O.h) =~(f(O)+f{h»·rr f"{~.). 't*" [0.111. 
a 

1st die Integration Uber ein ausgedehntes Interval I La,s] auszufUhren, 

so zerlegt man [",s] in N Teilintervalle der lange h y; h heiBt 

3anritweite. FUr das Integral von f Uber [a,SJ gilt dann die sum

mierte Sehnentpapez gel 

Je ST ST 
f(x)dx " Qh (a.S) + Eh (a.8) mit 

0. N~l 

Q~T(a,e) :;:~(f(a)+f(Il)+2r:f(a+kh») 
K=l ' 

ST ~-1J 2f o, } n' Eh (a,S) ., • iT h \11. n' [1.I'Sj' f" ~ C[eoe] 

.... 
o 
...,J 
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Db' . d QST ( ) d' ST a el Sln h ("B le 8ummiert;e ST-Fopmel und Eh (a,e) das Rest-

glied der summierten ST-Formel; die globale Fehlerordnung ist 0(h 2). 

Im FaIle periodischer Funktionen f sollte grundsatzlich die ST-Formel an

gewandt werden, vg1. ~20J, S.287. 

9.2.2.2 DIE SIMPSONSCHE FORMEL. 

Betrachtet man das Integral von f uber :a.b] " Lb.2hJ und wahlt 

Xo 0, xi h, x2 " 2h a1s StUtzstel1en. so ergeben sich aus (9.4) 

wegen n " 2. a = 0, b " 2h die Gewichte AO "A2 jh, Ai jh, so daB 

die Quadraturformel (9.3) lautet 

QS(0.2h) " AOf(xO) + A1f(x 1) + A2f(x Z) ~ (f(O) + 4f(h) + f(2h) . 

QS(0,2h) heiBt Simpsonsahe Forme Z (S-Formel). FUr das Restgl ied 

der S-Formel gilt 

ES(O,2h) " - ~ f(4)(~*), ~* € 'O,2h-1, f(4) Eo crO,2hl • 

Die S-Formel besitzt somit die 10kale Fehlerordnung O(h 5). Zusammenge

faSt folgt die Simpsonsehe Regel 

t f(x)dx" QS(O,2h}+ES(O.2h) "~(f(O}+4f{h)+f(2h}) -~ f(4)(~*). 
1;* €, ~0.2hJ. 

Zur Bestimmung des Integrals von f Uber ein ausgedehntes Interval] 

La zer 1 egt man a, 6 j in 2N Teil i nterva 11 e der Lange h ~a, so daB 

die 8ummier>te SimpsonsC!he RegeZ lautet 

aSS 
jf(X)dx" Qh(a,a) +Eh(a,B} mit 
n 

S h . N-l 1'1-1 
Qh(a,B) '" J (f(a) + f«(l) + 4 E f(a+(2k+l)ll} + 2 E f(a+2kh»). 

k=O k=l 

ES( B-a 4 (4) (4) h a,S) = - 1m) h f in). n E: [<>,13] • f E: t[et,B] 

Dabei ist Q~(a.8) die Gummierte S-F'oi>meZ und E~(",8) das Pestgl 

deY' 8ummierten S-FormeL Die summierte S-Formel besitzt die globale 

Fehlerordnung 0(h4). 

BEMERKUNG 9.1. Ein Nachteil der S-Formel ist, daB immer eine gerade 

Anzahl von Teilintervallen der Lange h erforderlich ist, um die Formel 

anwenden zu konnen. Dieser Nachteil laSt sich aber durch Kombination 
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der S-Formel mit der 3/8-Forme1 im Falle einer ungeraden Zahl von Teil

interval1en imrner vermeiden, vgl. dazu Bemerkung 9.2 in Abschnitt 9.2.2.3. 

9.2.2.3 DIE 3/8-FORMEL. 

Betrachtet man das Integral von f Uber [a,bJ = [0,3hJ und wahlt 

Xo = 0, xl = h, x2 = 2h, x3 = 3h als StUtzstel1en, so ergeben sich aus 

{9.4} wegen n = 3, a ,,0, b = 3h die Gewichte AO = ~ h, Al "~h, A2=~h, 
A3 ~ h. Die Quadraturformel (9.3) lautet damit 

03/B{D.3h) = AOf(xO)+Alf(xI)+A2f{x2}+A3f(x3) " 4P- (f{0}+3f(h)+3f(2h)+f(3h»). 

03/8(O,3h) heiSt 3/8-Formel. Fur das Restglied der 3/B-Forme] gilt 

E3/8 (O,3h) - Jo. h5f(4)(<;*), ~*£ rO,3h~, f(4) E: C~O.3hJ . 

Die lokale Fehlerordnung ist somit O(h5). ZusammengefaBt folgt die 

JIB-Regel 

3h 
j f(x)dx = Q3/8{O.3h) + E3/ 8{O,3h) 
o 

.. ~ (f(O)+3f(h)+3f(2h)+f(3h» - j,. h5f(4) {F;*}, t* £ CD.3h~, 

Zur Bestimmung des Integrals von f Uber ein ausgedehntes Interval1 

!", I zerlegt man 6J in 3N ieilintervalle der Lange h = ~ , so daB 

die s:,mmiel'te SIB-Regel lautet 
f! f f(x)dX " Q~/8«l.B) + E~/8(a..e) mit 

a N 
Q~/8{a,8)" ~ (f{<» +f(e} + 3 'E f(G+(3k-2)h) + 

10;=1 
N N-l 

+ 3 'E f~a+(3k-l)h)+2 ,E f(a+3kh) • 
k=l k,,1 

E~/8{".B)= - \lr h4f(4)(~). 11 £ [a,S], f(4) tC[a.,s2 .. 

Dabei ist Q~/8(c<,B) die summie1'te <~!8-Formel und E~/8(",B) das 

Restglied del" summierten J/8-FoY'r'le . Die summierte 3/8-Formel 

besitzt die globale Fehlerordnung 0(h4,. 
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BEMERKUNG 9.2 5011 das Integral I(fiCl,B) von f Uber ~",B] mit der 
globalen Fehlerordnung O(h4) berechnet werden be; vorgegebenem h, und 
ist es nicht m(jglich, das Intervall f",j3~ in 2N oder 3N Teilintervalle 
der Lange h zu zerlegen, so empfiehlt es sich, die Simpsonsche Formel mit 

der 3/B-Formel zu kombinieren, da beide die Fehlerordnung O(h4) besitzen. 

9.2.2.4 WEITERE NEWTON-COTES-FORMELN. 

Bisher wurden drei Newton-Cotes-Formeln angegeben, die sich jeweils 
durch Integration des Interpolationspolynoms fur f zu 2 bzw. 3 bzw. 4 

Stutzstellen ergaben. Hier werden vier weitere Formeln angegeben zu 
5,6,7 und 8 Stutzstellen. Diese Formeln werden sofort zusammen mit den 
Restgliedern aufgeschrieben, so daB sich folgende Regeln ergeben: 

fllf)"-It.g'd (5 StUtzstellen). 

4h 7 f f(x}dx = ~·(7f(O}+32f(h}+12f{2h)+32f(3h)+7f(4h») - ~ f(6}U:*). 

° ~* E: [O,4h]. f(6)E:C[O,4h]. 

B 

J f(x}dx 

" 

N N 
~~ (7f(a)+7f(8)+32 I.; f(a+(4k-3)h)+12 Ef(a+(4k-2)h) + 

K=l k=l 
N N-1 

+32 :Ef(a+(4k-1)h)+14 Lf(a+4kh)) - 2~~5'" h6f(6)(Il), 11 (I" , f(6) E: qa,sl. 
b1 k=l 

5/288-R6g.~ (6 Stlitzstellen). 

Sh £ f(x)dx = ~ (19f(0)+75f(h)+SOf(2h)+50f(3h)+75f(4h)+19f(5h)+ 

- 1~6~6 h7 f(6)(f,*), ~*C iO,Sh]. f(6) E: qO.5hj. 

Summierte 5./288-RegBt. Mit h S5ft ist 

B Sh N f f(x)dx =288 (19f(a)+19f(8)+75 L: f(a+(Sk-4)h) + 
Ct k= 1 

N N 
+50 r: f(a+(5k-3)h)+50 I.; f(a+(Sk-2)h) + 

k=l k=l 
N N-l 

+75 r: f(".+(Sk-1)h)+38 I: f(:>+Skh)) - 5i~~96) h6f(6)(n), 
k-l k=l 

n E:: I a, S]. f( 6) E: C;" 

Newton-Cotes-Formeln 

11840-RegeZ (7 StUtzstellen). 

6h 
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J f(x)dx = 864~ (4lf(O)+Z16f(h)+27f(2h)+272f(3h)+27f(4h)+216f(5h) + 

o + 4lf(6h)) -Joo h9 f (8)(i'*)' f,*~ jO,6hl, f(8) E:. QO,6hJ. 

Summie:rte 8!840-Reget. Mi t B-a ist 
6N 

6 N f f(x)dx = lib- (41f(a)+41f(8)+216 I: f(Cl+(6k-5)h) + 

k=l 
N N 

+27 I: f(a+(6k-4)h)+272 E f(a+(6k-3)h) + 

K=l k=l 
N N 

+27 E f(e<+(6k-2)h)+216 E f(a+(6k-1)h + 
k= 1 k=l 
N-I 

+82 E f(a+6kh)) - ~~~OOl h8
f
(8)h), ~t: [a,S1, r(8) £.C(a,S]. 

k=l 

?/1'1280-RegeZ. (8 StUtzstellen ). 

f f(x)dx = 1;:80 (7Slf(0)+3577f(h)+1323f(2h)+2989f(3h)+2989f(4h)+ 

o +1323f(5h)+3577f(6h)+75lf(7h))- 5~~~5o h9f(8)(f,*), 

r* E: IO,7hl, f(8) €. 

Summierte '1/17280-RegeL Mit h " ist 

J f(x)dx 

N 

~ (75lf(,)+75lf(2)+3577 E f(,~+(7k-6)h) + 

hi 
N N 

+ 1323 I:: f(,+(7k-S)h) + 2989 E f(,+(7k-4)h) + 
k=l k:1 
N N 

+ 2989 L f(cl+(7k-3)h) + 1323 E f(:x+(7k-Z)h) + 

K=l k=l 
N N-l 

'"' '\') 8163([<-,,) 8 f (8) ) 
+ 3577 '-' f(Ci+(7k-l)h) + 1502 L..J f(:r+7kh) -- 3628800 h ('1, 

k=l k=l 

€ I" , f(8) E: Cle> 

Eine Herleitung der Restgl ieder aller Newton-Cotes-Formeln ist in [lO]Bd.l, 
3.4.2; [19J, 5.323/4; ,6.1 und [43J, S.144-146 zu finden. 

.... 
o 
1.0 
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1st n+l die Anzahl der verwendeten StUtzstellen und bezeichnen wir mit 

D(hq ) die lokale Fehlerordnung, so gilt fUr 

1) gerades n+l: q n+2, 

2) ungerades n+l: q n+3. 

Die globale Fehlerordnung ist jeweils D(hq- 1). 

Die genannten Newton-Cotes-Formeln sind Formeln yom geschlossenen Typ; 

Newton-Cotes-Formeln yom offenen Typ sind in '4', S.75 zu finden. Bei 

wachsendem Grad des integrierten Interpolationspolynoms, d.h. bei wach

sender Anzahl (- 8) verwendeter StUtzstellen, treten negative Gewichte 

auf, so daB die Quadraturkonvergenz nicht mehr gesichert ist (s. Ab

schnitt 9.6). AuBerdem differieren die Koeffizienten bei zunehmendem 

Grad immer st~rker voneinander, was zum unerwUnschten Anwachsen von Run
dungsfehlern fUhren kann. Deshalb werden zur Integration Uber qroGe In

tervalle anstelle von Formeln hoherer Drdnung besser summierte Formeln 
niedrigerer Fehlerordnung mit hinreichend kleiner Schrittweite h oder 

das Romberq-Verfahren (Abschnitt 9.5) verwendet. 

9.2.3 QUADRATURFORMELN VON MACLAURIN. 

Bei den Formeln von Maclaurin liegen die Stlitlstellen jP",ei Is in 

der ~litte eines Teilintervalls der Liinge h, es sind als(1 Fonllrln vom 
offenen Typ. Gewichte und Restglieder kbnnen z.B. mittpls Taylorab

glei ~h bestirrllllt werden. 

9.2.3.1 DIE TANGENTENTRAPEZFORMEL. 

Betloachtet man das Integral von f liber 'a,b' 0 'O,h' , w~hlt nur eine 

StUtzstelle Xo in O,h' und fordert, daR diese moglichst gUnstig lieqt, 

so daB sich Polynome vom Grad 0 und 1 exakt integrieren lassen,So erge

ben sich aus (9.4) mit n oldie Lbsungen AO 0 h, Xo 0 ~. Die Quadratur

forme I (9.3) lautet 
TT h 

Q '(O,h) 0 AOf(xO) 0 h f(2) 

QTT(O,h) hei[)t Tangententrapezformel (TT-Formel), da sie geometrisch den 

Fliicheninhalt des Trapezes bedeutet, dessen vierte Seite von der Tangente 

Maclaurin-Formeln 

an f(x) im Punkt (~, f(~)) gebildet wird. 
FUr das zugehorige Restglied folgt 

3 
ETT(D,h) = ~ fOO(I;*), 1;* c iD,h', fOO e: CCD,h}. 

Die lokale Fehlerordnung ist O(h3). 

ZusammengefaBt fo I gt di e Tangen ten trapezrege Z 

h ' .. I f(x)dX "QTT(O,h) + ETT(O.h) mit 
o 
QTT (G.h) .. h f(~) , 

,3 
ETT(O.h) "~f"(~*)' ~*(. [O,h]. roo CC{O,h] • 

Zur Bestimrnung des Integrals von f Uber ein ausgedehntes Intervall 

1",8' zerlegen wir 1(l,HI in N Teilintervalle dl'T Lange h =~, so daB 

die Dummierte Tangententl 1(lpezpegul lautet 
a f f(x)dx 

TT TT Qh (<>,B) + Eh (<>,B) mit 
a N-l 

h ~ f(a+(2k+l)~) , 
k=O 

TT h2 
Eh (a,ll) = N (a-a) foot'll, n £ [a,B~. f"€..C[a,a] . 

BEMERKUNG 9.3. Die beiden Trapezformeln (ST und TT) sind von dersel

ben Fehlel·ordnung. Der P!'stgliedkoeffizient der TT-Formel ist nur halb 

so groB wie der der ST-Formel. AuBerdem ist bei der Integration nach 

der TT-Formel stets ein Funktionswert weniger zu berechnen, da als 

StUtzstellen die Intervallmitten genommen werden. 

9.2.3.2 WEIT=RE MACLAURIN-FORMELN. 
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1m folgenden werden noch die Formeln fUr 2,3,4 und 5 StUtzstellen an

gegeben und zusammen mit den zugehbrigen Restgliedern als Integrations
regeln aufgeschrieben. 

Regel au 2 StQta8te~len. 

2h 3 
J f(x)dx = h (f(~) +f(~~»)+~ fOO(I;*) , r,*e: ~D,2h= , foo e: C~o,2hJ 
a 
Summiel'te Regel. Mit h =;r ist 
e 2N 
J f(x)dx = h 2: f (l+(2k-l)~) + fir- h2 f"(Tl), n E: ~a,S~, f"E: C~a,SJ. 
,~ kol 
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ii.itd- lUi 

4h J f(x)dx 
o 
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~ (13f(~) + llf(~) + llfC~) + 13f(1p.)) + Nia h5f(4)(~*), 
r..* € fb,4hl ' f(4) E: QO,4h} . 

Summie:rtie Regel. Mit h = ~ ist 

N-1 
E (l3f("+(8k+l)~)+llf(a+(8k+3)f)+llf('+(8k+5)j) + 
bO 

+13f(,,+(8k+7)~))+ 5170630 (R-ctlh4f(4)(fi), 'I £: r",ej, f(4) (. C[,,!'j. 

Summiel'te Regel. Mit h = i t 

B 

jf(x)dX 

+ 402f( d( 10k+5 

+ 100f( ,+( lOk+3) B) + 

+ 100f( <+( lOkt7) B) + 

+ 275f(,,+(lOk+9)~))+ 87 109 375 (_ ,)h6f(6)() , 
( 317(1 aq 3 R2 n 

'I E:. [,.1'1, f(6) E: C[ ""I 

Aus der Aufstellung ist erkennbar, daB die Formeln mit ungerader Stutz
ste1lenzanl ebenso wie bei den Newton-Cotes-Forme1n die gUnstigeren 
Formeln sind. Die Formel fur n 6 wird nicht mehr angegehen, da sie 
dieselbe Fehlerordnung hat wie die fur n = 5. In der Forme] fur n 7 
ist bereits ein negatives Gewicht,namlich AO' so daB die Quadraturkon

vergenz flicht mehr gesichert ist. 

Euler-Maclaurin-Formeln 

9.2.4 DIE EULER-MACLAURIN-FORMELN. 

Die Eu1er-Maclaurin-Formeln entstehen durch Integration der Newton
schen Interpolationsformel N+(t) fUr absteigende Differenzen. 
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Es sei f 2n-mal stetig differenzierbar auf [O.hJ. Betrachtet man das In

tegral von f Uber [O,h] und wahlt als StUtzstellen Xo = 0, xl = h, so 
ergibt sich fUr jedes n E: N mit f E: C2n [O,hJeine Euler>-MaoZaul'in-

Fo l'me l (EMn - Forme I) 

(9.6) QEMn(O,h) = ~ (f(O)+f(h») + I: (:31! h2j(f(2j~1)(O)_f(2j~I)(h)) 
j =1 

mit den Bernoullischen Zahlen 

Das zugehorige Restglied lautet 

B2n h2n+ 1 (2n) f ((*) , ~*E: IO,hJ . f2i1)T 

ZusammengefaBt folgt mit (9.6) vnd (9.7) fUr jedes n eine E,iler'-Mae-

: ,"Z!A !) -[ n - H (.' g e Z. 
h J f(x)dx 
o 

1st die Integration uber ein ausgedehntes Intervall ! , zu erstrek-

ken, so zer 1 egt man ! ,HI inN Tei! i nterva 11 e der Lange h und wen
det eine EMn-Formel und das lugehorige Restglied auf jedes Teilintervall 

an. Man erhalt so die 
B . J f(x}dx OEMI1I ) EEMn( ~} 

J; h--\rJ.,B + h f).,~~, 

u 

EhEMn(et,B) '" _ B-a B h2n f(2n){ ) T2nTf 2n 'l , 

BEMERKUNG 9.4. Mit der Sehnentrapezformel kann man fur (9.6) auch 

schreiben ST n-l _ 2k 
oEt1n(o,h) 0 (O,h) + L c2k h 

k=l 

und fili t cler slimmi erten Seh1entrapezforme 1 fUr (9.8) 
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n-1 
Q~Mn(a'B) : Q~T(a'B) + 2: c2k h2k , 

k:l 

wobei die c
2k 

und c2k unabhangig von h sind. Die einfache bzw. summierte 
Euler-Maclaurin-F0rme1 setzt sich also aus der einfachen bzw. summierten 
Sehnentrapezformel und einem Korrekturglied zusammen. FUr n ~ 1 sind die 
ST-Formel und die EMn-Formel identisch. 

9,2,5 FEHLERSCHATZUNGSFORMElN UND RECHNUNGSFEHlER. 

Da in der Regel die Ableitungen f(n+l)(x} entweder nicht bekannt sind 
oder nur mit erheblichem Aufwand abgeschatzt werden konnen, ist die ge
naue Kenntnis des Restgliedkoeffizienten von geringem praktischen Nutzen. 
Wesentlich ist die Kenntnis der gZobaZen Fehlerordnung O(hq} des Rest
gliedes; sie reicht aus, um unter Verwendung von zwei mit den Schrittwei
ten hI und h2 berechneten Naherungswerten fUr das Integral einen Schatz
wert fUr den wahren Fehler angeben zu konnen. 

l~urde etwa das Integral I(f; a,B} naherungsweise mit der Schrittweite 
hi nach einer Ouadraturformel der globalen Fehlerordnung O(h{) berechnet, 
so gi It 

mit 

FUr i : 1 und i = 2, q fest,erhalt man die folgende Fehlerschatzungsfor

mel fUr den Fehler Ehl(ll,B) des mit der Schrittweite hI berechneten Na

herungswertes Oh
1
(a,6) fUr I(f; a.B): 

Qhl(a.e) - QhZ(",e) * 
[hl(a,B} ~ (fi2~ [h

1
Ia •B) 

n:) - 1 
1 

(9.9) 

M!t (9.9) laBt sich ein gegenUber Qh
1
(a.9) verbesserter Naherungswert 

Qh1{a,B) fUr I(f; a,S) angeben; es gilt 

;> * Qhit".B) • Qh
l
("'.) + Eh1(a,B} 

(9.10) 

Feh 1 erschatzungs forme 1 n 199 

Wahlt man speziell h2 = 2hl und setzt hI = h, so erhalt (9.9) die Form 

und fUr Q~(a'B} ergibt sich aus (9.10) die Beziehung 

~t«.jl' 

Oabei sind Qh(a,B) der mit der Schrittweite h berechnete Naherungswert, 

Q2h(a,a} der mit der doppelten Schrittweite berechnete Naherunqsw€>rt und 
Qh(a,s) der gegenUher 0h(a,B) verbesserte Niiherungswert fUr I(f; a,S). 

FUr die Trapezformeln, die Simpsonsche Formel und die 3/8-Formel lau
ten die (9.9') entsprechenden Fehlerschatzungsformeln und die (9.10') 
entsprechenden verbesserten Naherungswerte Qh 
Sehnen- und Tangentent:t'apezfo:t'mel (q = 2): 

ETT _ 1 (OTT _ QTT) 
h - ~ h 2h' 

Q*5T : 1 '4 Q5T _ 05T \ Q*TT _ 1 '4 QTT OTT) 
h ~ \ h 2h I h - 1 \ h - 2h 

S-inrpsonsche Formel u"1d 3/8-ForlTieZ (q ::: 4): 

t1it Hilfe der Euler-Maclaurin-Formeln laBt sich zeigen, daB bei Ver
w;ndung der gegenUber Q~T und O~ verbesserten Naherungswerte O~ST und 
OhS fUr I sagar zwei h-Potenzen in der Fehlerordnung gewonnen werden; 
es gilt 

bzw. 
*S 6 I(f; (l,s) : Qh (",8) + O(h ) • 

vgl. auch Abschnitt 9.5. 

RECHNUNGSFEHLER. Wahrend der globale Verfahrensfehler z.B. im Falle 
der ST-Regel bzw. S-Regel von zweiter bZI-I. von vierter Ordnung mit h ... 0 

abnimmt, wachst der Rechnungsfehler in beiden Fallen von der Ordnung O(~), 
so daB der Gesamtfehler (Verfahrensfehler plus Rechnungsfehler) nicht be-
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liebig klein gehalten werden kann. Diese Aussage gilt auch fur andere 

Quadraturformeln. Es ist empfehlenswert, die Schrittweite h so zu wah
len, daB Verfahrensfehler und Rechnungsfehler von gleicher GroBenord

nung sind. 1m Faile der ST-Regel ergibt sich 'nach [26], S.173 fUr den 

globalen Rechnungsfehler die Beziehung 
1 2 rh(a,B) = en (8-a) £, 

wobei c der maximale absolute Rechnungsfehler pro Rechenschritt ist. 

1 2 [7] 4 3 4 5 r14l., 10', LITERATUR zu 9.2: [2_ Bd.I, 3.4; ,.; ,. - . ; _ 

[18J, 13.2,3,5 ; C19~, 7.1; ~20J, 9.1; [24J, 6; ,8.2; [26J, 6.2-6.6; 

, § 2; [30~, IV § 2.1-2; [32J H § 7.1-3; [34],6.2;. " 3.1; [38~, 
4.1,4.2; [41J, III § 6; [43J § 16 A; [45J, § 13.1-5; [67JI,3,2.1; [87J,8. 

9.3 TSCHEBYSCHEFFSCHE QUADRATURFORMELN. 

Bei der Kons truk t i on a 11 er bi sher behande lten Quadra turforme 1 n vom 

Typ (9.3) wurden die n+1 StUtzstellen xk E [a,b] vorgegeben und die Ge
wichte Ak als L6sungen des fUr sie linearen Gleic~ungsSy5tems (9.4) er
halten. Sind die Funktionswerte fIx) des Integranden enpirisch bestimmt 

und aIle mit gleichen Fehlern behaftet, so wird der dadurch bedingte 
Fehler des Integralwertes am ~Ieinsten, wenn alle Gewichte der Quadra

turformel gleich sind. 
Die Tschebyscheffschen Formeln haben die Form (9.3) mit gleichen Gel'lich-

ten. 

r~an betrachtet das Integral von f uber [-h,h] und setzt die " 

I(f; -h,h) 

In in der Form an 
h 

J f(x)dx 
-h 

r~ Cn 
Q- n+1(_h,h) + E n+l(_h,h) 

wobei 
eh 1 

n+1 die Anzahl der stUtzstellen xk e: [-h.h~ ist. Q n+ (-h.h) 

heiBt 
Ch 

s,'izefff!che r'rMl (Ch n+1-Formel) zu n+1 StUtzstellen 

und E n+l(_h,h) ist das Her; 1. 

Tschebyscheffsche Quadraturformeln 

Die Gewichte Ak werden gleich groB vorgegeben 

21'1 
Ak = n+T' k = O(l)n . 
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Ch 
Es wird gefordert, daB die Quadraturformel Q n+l(_h,h) Polynome bis 

zum Grad m = n+l exakt integriert. So erhalt man aus (9.4) mit m = l(l)n+l 

fUr die n+1 StUtzstellen xk n+l nichtlineare Gleichungen. Es muB also 

vorausgesetzt werden, daB sich die Funktionswerte f(x) an den StUtzstel

len xk berechnen oder aus einer Tabelle ablesen lassen; ist von f nur 
eine Wertetabelle bekannt. 50 sind die Tschebyscheff5chen Formeln i.a. 
nieht anwendbar. 

Fur n = 1 sind in (9.4) a -h, b h, m= 1,2. AO = AI: h zu .setzen. 

Man erhal t die losungen Xo = -h/VJ, Xl = hi vr. so daB die zugehOrige 

ahe Regel fiiY' 2 Stiitzstellen lautet: 

h . elll till f f(x)dx " Q (~h,lll + E H,h) mit 
~h 

OCh'(_h,h): h(f(-hl V§) + f(h/V3)} • 

CII 
E 2(-h,h): O(IlS) • 

Allge~ein haben die Tschebyscheffschen Formeln mit 2v und 2v+l StUtzstel
len die lokale Fehlerordnung 0(h 2\,+3). Die Restgliedkoeffizienten sind in 

, 8d.!, 5.219 zu finder.. 

;abe 11 e der S tUtZ5 te l1enwerte (130J, S. 206): 
n xk k ,. O( 1)0 

xO,l ,. :!: 0,577350 h 
2 xO•2 = :!: 0,707107 h xi 0 
3 xO,3 = :!: 0,79465,4 h I r •2 : ± 0,187592 h 
4 xO,4 = t 0,832498 h x1•3 '" :!: 0,374541 h x2 " 0 
5 xO,5 ,. :!: 0,866247 h x1,4 ,. t 0,422519 h 

x2,3 " ! 0,266635 h 
6 xO,6 ,. :!: 0,883862 h xl.5 ,. :!: 0.529657 h 

)(2 4 = ± 0.323912 II ~ " 0 

Reelle Werte xk ergeben sich nur fUr n = 0(1)6 und n = 8. 

1st die Integration Uber ein ausgedehntes Intervall [ix,s] zu erstrecken, 

so zerlegt man La in N Teilintervalle der lange 2h mit h : ~ und wen-
det auf jedes Teilintervall die entsprechende Ch n+1-Formel an. Die StUtz
stel1en sind dabei wie folgt zu transformieren: 
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X
k 

.... a+ (2j+l)h + xk ' j O(l)N-l, k = O(1)n. 

Man erhalt so fUr n = 1 folgende Bummierte Tschebyecheffsohe Reg<:Z 

eh, 
En (a,ll) " 

Dabei 
Ch 2 ist 0h (a,B) die summierte Tschebyscheffsche Formel 314 

Ch2 
StUtzstel und Eh (a,8) das Restglied del' stlmmiert"" 

me t. 

Die Tschebyscheffschen Formeln haben fur eine geracte Anzahl von Stutz

stellen eine glinstigere Fehlerordnung als die Newton·Cotes-Formeln. 

LlTERATUR zu 9.3: r2l Sd.l,3.6; :J?OJ ,9.4;'24~, 10; r43', § 16B. 

9,4 QUADRATURFORMELN VON GAUSS, 

Um die GauBschen Formeln optimaler Genauigkeit zu erhalten, werden 

weder die StUtzstellen noch die Gewichte vorgeschrieben, so dar, in (9.4) 

insgesamt 2(n+1) = 2n+2 freie Parameter enthalten sind. Die Forderunq, 

daB die Quadraturformel Polynome bis zum Grad 2n+1 exakt integriert, 
fuhrt hier auf ein System von 2n+2 Gleichungen fur die n+1 Gewichte Ak 

und die n+1 SWtzstellen xk' k=O(1)n; es lautet 

n 
-.l ( bm+ 1 _ m+ 1 ) '" A m m+l a, = L.J k xk ' 

k=O 
m = O( 1)2n+1 

und ist linear bzgl. der Gewichte Ak und nichtlinear bzql. der 5tUtzstel 

len x
k

. Man muB hier also voraussetzen, daB sich die Funktionswerte f(x) 
an den sogenannten IJrnd,,;ch(m Stf1tzstel xk €. la,b' berechnen oder 

aus einer Tabelle ablesen lassen. 1st von der Funktion f nur eine Werte

tabelle bekannt, in der die GauBsehen 5tutzstellen im allgemeinen nieht 

auftreten werden, so berechnet man das Integral bei aquidistanten StUtz

stellen mittel, e;ner Newton-Cotes-Formel oder einer Maclaurin-Formel 

und bei beliebigen StUtzstellen mittels einer mit Hilfe des Systems (9.4) 

konstruierten Quadraturformel. 

Quadraturformeln von Gaui3 203 

FUr das Integral von f uber !a,bl = !-1,+11 lar>:t sich zeigen, daB 
die n+l GauBschen Stutzstellen xk gerade die Nullstellen der Legoi

dre8chen PoZYlJmne Pn+1(x) in 1-1,+1] sind (so hierzu z.B. [30J, 5.209; 
[37J, 1.2; 138), 5.86/87 sowie 120), 5.277). 

Betrachtet man nun das Integral von f Uber -h ,+hJ und setzt 

+h G G " j' f(x)dx " Q "+1(_h,h) + E n+1C_h,h) = ~ Ak f(x
k

) + O(hq) • 
-h k=O 

so bezeichnet man dies! Beziehung aIs ':a'u.;;J,·;U! " G +1 
Q n (-h,h) 

als ':{,'],-' j-()Yl(y,'.?Z 
. G 1 

(Gn+CFormel) und E n+ (-h,h) als t "I 

n+1 GauBschen StUtzstellen. 

Das Interval1 '_1,+11 muB zuniichst immer auf f'-h,+h] transformiert 

werden. Dann ergeben 5ich fUr einige spezielle GauRsche Quadraturformeln 

die folgenden Gewichte Ak und StUtzstellen xk' k = O(l)n. 

Tabelle der GauBschen StUtzstellenwerte und Gewichte: 

n 

0 

3 

4 

Kk, k '" O(1)n 

Xo 0 

xO,} '" + 

o 

("V0,6 = 0,774596669) 

,3 t O,86113631,h 

,2 '" t 0,33998104 h 

A
k

, k '" D( l}n 

AO '" 2h 

Ao Al h 

AO "A3 0,34785485 h 

Al " A2 " 0,65214515 h 

xI ,3 = t 0,53846931 h At " A3 = 0,47862867 h 

Xz 0 A2 " ~ h '" O,56~ h 

XO,4 = ! O,906179851ijAO '" A4 0,2369268Q h 

---f-----
5 xD,S '" t 0,93246951 h AO " A5 '" 0,17132449 h 

x1,4 = ± 0,66120939 h At = A4 ~ 0,36076157 h 

X2 ,3 = t 0,23861919 h 
___ 1--_ 

AZ '" A3 " 0,46791393 h 

Weitere Werte sind in 651, Table 25.4 angeqeben, 

.... .... 

.(:100 
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Das Restglied besitzt die allgemeine ,Form 

d.h. die lokale Fehlel"ol"dnung be; n+1 StUtzstellen in [~h.+hJ ist 
0(h 2n+3). 

1m folgenden werden zwei der GauBschen Regeln explizit aufgeschrieben 
und zwar di e fUr 2 und 3 S tUtzs te 11 en xk £ [~h .+h] : 

1. n - 1 (2 StUtzstellen): 

G G 
Q 2(_h,h) + E 2(~h.h) mit 

2. n 2 (3 StUtzstellen): 

+h G G J f(x)dx Q 3(-h,h) + E 3(-h,h) mit 
-h 

G 
Q 3(-h,h) = ~ (5f(-~h) + 8f(O} + 5f(Nh)) 

Mit zwei StUtzstellen erhalt man eine Formel der lokalen Fehlerord
nung O(h5), mit drei StUtzstellen eine Forme I der lokalen Fehlerordnung 
0(h7). Die Newton-Cotes-Formeln der lokalen Fehlerordnungen O(h5) und 
O(hl) erfordern dagegen drei bzw. funf Stutzstellen. 

Fur n = 4 und n = 5 lassen sich die Formeln an Hand der Tabelle der x
k 

,Ak 
leicht bilden. Dabei ist 

9 
h f(8)(~*) 3472'875' ~, 

hll (10) 
1237732650 f (r,*) , r,* E: [-h,+h] . 

Zur Bestimmung des Integrals von f Uber ein Intervall [;',e]teilt man 
la,S; in N Teil intervalle der Lange 2h: h 82N. Die Stlitzstellen sind 
dabei wie folgt zu transformieren: 

Xk ,.". a+(2j+l)h + xk ' j = O(l)N-l, k=O(l)n. 

Man e~halt fUr n = 1 und n = 2 die folgenden summierten GauBschen Regeln: 

Romberg-Verfahren 

6 J f(x)dx 
a 

Gz N-l 
Qh (a,S) - h E (f(a+(2j+1)h-~) + f(a+(Zj+l}h +~ I). 

B J f(x)dx 
a 

J=O 

n E: [a,eJ, f(4) € C[a,e] 

G
3 

G
3 = Q h (a. B) + E h (a. B) mit 

N-l 
= ~ L: (Sf(a+(Zjtl)h ~ If h) + Sf(at(2j+l)h) + 

j=O 

+5f(at(2j+l)h + v1' h}) , 

= 3~500 h6f(6l(J1), n ( [a,S] , f(6) € C{a.a] . 

G +1 
Die GauBschen Formeln Q n sind trotz ihrer optimalen Eigenschaften 
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in bezug auf die Fehlerordnung fur das Rechnen ohne elektronische Rechen
hilfsmittel ungeeignet, da die Nullstellen der Legendreschen Polynome 
als Stutzstellen und auch die Gewichte unglatte Zahlen sind. Da bei Ver
wendung einer GauBschen Formel gegenuber einer Newton-Cotes~Formel gle;~ 

cher~ehlerordnung nur etwa die Halfte an Ordinaten benotlgt werden, 
spart man etwa die Halfte an Rechenzeit ein. 

L1TERATUR zu 9.4: [218d.1,3.5; 2.10; [7],4.6;[14],12. [19J. 7.3; 

• 9.4; II,9.5; [32j, H § 7,9; [35J, 3.5; [37J; [3S], 4.3, l41J, 
III § 6 V; [43], § 16.6; 1451, § 13.6; [67] I, 3.2.3. 

9.5 DAS VERFAHREN VON ROMBERG. 

Das Verfahren von Romberg beruht auf der Approximation des Integrals 
I(f; ~.e) durch die Sehnentrapezformel. Ourch fortgesetzte Halbierung 
der Schrittweite und geeignete Linearkombination zugehoriger Approxima~ 
tionen fur das Integral werden Quadraturformeln von hoherer Fehlerord~ 
nung erzeugt (5. [20], S.281 ff.). 

Man zerlegt [a.a] zunachst in No Teilintervalle der Lange ho 
und setzt 

Nj = 2j
No j = 0,1,2 ... 
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was der fortgesetzten Halbierung der Schrittweiten entspricht. 

Das Integral von f lJber [a,S] erhalt man in der Darstellung 

I(f; a,B) = J f(x)dx L~k)(f) + O(h~(k+l)) , 
a 

2(k+l)) dabei ist L(k)(f) die Quadraturformel der Fehlerordnung O(hj . 
J 

Die Rechnung wird ;?ei lenweise nach dem folgenden Schema durchgefUhrt: 

RECHENSCHEMA 9.1 (Vepfahpen von Romberg). 

leO) 

° tin) L(l) 
0 

l~O) L(l) 
1 

L(2) 
0 

l (1) l(2) 
. '. L (rn-l) LCO} 

m-l m-2 m-3 0 

L(O) l (1) t(2) l(rn-I) l (m) 
1 0 m m-l m-2 

konnen die LJO) nach der Formel 
h Nrl:'l 

L3°)(f): ,,~;(a.B) ,,::;. (f(a)+f(a) +2 ~l f(a+llh j " 

Dabei 

berechnet werden. Besser und schneller ist es. diese Formel nur fUr j 0 

ZL! verwenden und fUr j 1.2.3 .... die sich daraus ergebende Formel 

N. 1 *1 
) 1 (0) J* L~O){f) =~l3~1 + hj {f(a+h j )+f(a+3hj )+ ••• +f(S-hj)}"'ZLJ_l+hj ~ f(a+(2k+l)hj 

Die L (k) fUr k> 1 und J·"'0.1.2 •••. werden nach der Formel 
J -

dk)(f) ,. -J-(4k L(ki1)(f) _ lj(k-1)(f» 
J 41\ -1 J+ 

berechnet. Das Schema wird solange fortgesetzt, bis zu vorgegebenem E > 0 

gilt: !L~m} - Lim-I)! < Eo Dann wird L6m)(f) tlls bester erreichter N1iherungs

wert fUr I(f; a,e) verwendet; es gilt mit m2,n - 1 die Romoerg-Regel 

[
s .. (m) Rat 

I (f. a,Il)." f(x)dx" La (f) + E (f; a,S) mi t 

Rm 
E (f; a,a) 
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Unter der Voraussetzung fli: C2n [a konvergieren die Spalten L3 k) 
des Schemas fUr jedes feste k und j-a:> linear gegen I(f. a,8). Ist f 
analytisch. so konvergieren die absteigenden Diagonalen des Schemas L3 k) 
fUr festes j und k +00 superl inear gegen I(f; a,S). Es laBt sich zeigen. 
daB sowohl die Spalten als auch die absteigenden Diagonalen L3 k) gegen 
I(f; a.e) konvergieren. wenn nur die Stetigkeit von f vorausgesetzt wird. 

BEMEKRUNG 9.5. Das Verfahren von Romberg ist besonders fUr DVA geeig
net. Es ist sicher gUnstiger in der Fortpflanzung von Rundungsfehlern als 
Quadraturformeln, die bezUglich der Fehlerordnung einer k-ten Linearkombi
nation L3 k

) des Romberg-Verfahrens entsprechen wUrden. da dem Romberg-Ver
fahren die Sehnentrapezformel zugrunde liegt, die mit gleichen Gewichten 
arbeitet. Die AusfUhrungen in 8emerkung 8.1 gel ten auch hier. 

LITERATUR zu 9.5: [4]. 2.7; [7]. 4.4: [14]. 11: LI8]. 13.7; • 9.5; 

[25], 8.4: [26J, 6.5; [32], H § 7.2; [34J. 6.2.2, \JSj, 3.2-4; [38J. 4.2.2; 
[41]. III § 8; [81],8.3. 

9.6 KONVERGENZ DER QUADRATURFORMELN . 

SATZ 9.1. Eine Quadraturformel der Form 
n 

(9.11) Q(n)(f; a.S) = z::; A~n)f(X~n). 
k=O 

konvergiert fUr 11"00 und fUr jede in [a,S] stetige Funktion f genau 
dann gegen I(f; a.B), d.h. 

(9.12) 
wenn 

lim Q(n)(f; a.B) 
n-.oo 

1 im 
n +00 

1. (9.12) fUr jedes Polynom f 7 P der Form (6.9) 
n 

2. eine Konstante K existiert. so daB L: IA~n) I 
hO 

prflJllt ist und 

< K fur jedes n gilt. 

Wendet man (9.11) auf fix) = 1 an, so erhalt man mit 1. 
n B 

Q(n)(l; a,S) ~ LA~n)" J dx a-a 
k=O a 

Sind alle Gewichte A~n) > O,so ist 2. sicher erfUlltj treten dagegen nega
tive Gewichte auf, so kann IAdn), + lAin)! + ... + 'A~n)1 bei genUgend groBem n 

beliebig groB werden. 

LITERATUR zu 9.6: [2] Bd.I.3.7;[19].7.5.2;[20],9.6; [41]. III § 7. 

Erganzende L iteratur zu Kap. 9: [80 al; [81 b] ;[86 al. § 6 ;[91 a]. 8; 

[92bl, Bd. 2, 13. 
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