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1 Einleitung

Wenn beim Walzen die Bedingungen an den Kontaktfldchen zwischen
Werkstoff und Ober- bzw. Unterwalzen nicht gleich sind, spricht
man von Asymmetrie. Die Folgen der Asymmetrie sind Langs- und
Querkriimmungen, ungleichmiBige Dickenverteilung oder variierende
Oberflédchequalitédt des Walzgutes. Das ist ein groBes Problem fiir
die Industrie, weil man fiir die fortschreitende Mechanisierung
und Automatisierung vorher genau wissen muf, wie sich das
gewalzte Blech manifestiert. Seit einiger Zeit versucht man, die
verschiedene Arten der Asymmetrie beim WalzprozeB zu untersuchen
und in den Griff zu bekommen. Im Jahre 1978 wurde als Anlage an
einen Forschungsantrag des MPI an die Arbeitsgemeinschaft
Walzwerkstechnik eine Tafel angefertigt, mit einer systematische
Darstellung der Asymmetrieen im Kaltwalzvorgang und ihre
Auswirkung auf Walzkraft, Drehmoment und Bandplanheit, Bild 1.

Art der Asymmetrie | 5 Walrgut 7) Walzen 3) Gbrige Walzwerkieile

A) Walz-Geometric | AD) Dickenvertrilung fiber dic | AZ) Walzondurchmesser, | A3) Flachiungsfhler Unalenke
Bendbreite (Bendprodll), (oechumisch, rollen, Haspelachaen, Has-
Spaltband thorminch), Walreneckriokung) peldoen-Durchbiogung.

. BI) Seiiches Verlanfen, | B2) Wakzendvohoabl, Schiepy- | B3) Ab- wnd Aufwicksivor-

B) Walz-Kinematik | i picwimontsier Bandcinlaw, | walzbotrich, Arbeiw- oder | gang
oder -sobeat (pess Hine) Stitwalscnsatrich (Knmm- | Hasdoncknifels sn Uslonk-

walse, Twin deive). rolice.

. C1) Oberfidchenfeingentallt, | C2) Oberfllchenfeingestalk,
©) Walz-Tribologie | ¥ 1o wed Schamicrong, | Kblung vad Schmisrua,

Dy Vi D3;
D) Werkstoffeigon- )Gez:;:lm D2) Wabzenhine, Verachlei8- )

Bild 1: pie verschiedene Arten und Orte der Asymmetrie.

Es ist nicht leicht alle Einfliisse individuell 2zu untersuchen
weil sie sich manchmal gegenseitig beeinflussen. Anderseits sind
Walzversuche aufwendig und teuer, insbesonders fiir das Warmwal-
zen. Es hat sich herausgestellt, daB in bestimmten Fdllen das
Flachstauchen als eine Simulation des Walzprozesses dgesehen
werden kann. Man geht davon aus, daB es sich sowohl beim Walzen
als auch beim Flachstauchen um eine ebene Umformung handelt. Die



e T

Problematik wird so auf ein zweidimensionales Problem beschrédnkt.
Das bringt grofe Vorteile fiir die theoretische Betrachtung, und
die Ergebnisse sind zufriedenstellend. Damit basieren wir
teilweise auf den Forschungsergebnissen des WUMSI (WarmUMformSI-
mulator) des MPI flir Eisenforschung.

Zur Untersuchung der Einfliisse der asymmetrische Schmierungs-
bedingungen wurde der Flachstauchversuch herangezogen. In diesem
Bericht sind die Ergebnisse der Versuche, filir verschiedene
Schmierstoffe, aufgenommen mit eine entsprechende theoretische
Modellierung.
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Ongewenste asymmetrie van walsprodukten.

: Bij het pletwalsen van plaatmateriaal verlaat dit de machine
vaak asymmetrisch. In de loop van de tijd zijn hiervoor al
vaak ocorzaken gencemd, maar het problesem is nog steeds niet
goed begrepen. Aangezien de hiermee verbonden buigarbeid zeer
klein is in verhouding tot de pletarbeid zijn instabiliteiten
niet uitgesloten. Momenteel bestaat de indruk dat vooral tri-
bologische oorzaken aan te wijzen zijn: Ruwheid, smering enz.
In samenhang met het huidige kwaliteltsstreven bestaat er een
groct industrizel interesse {automobielindustrie) in Duitsland
voor een aanzet tot beter begrip van deze asymmetrieén.

Onderzoek, zowel experimenteel als analytisch en numeriek, de

ocrzaken van zowel langs—- als dwarskrommingen welke in iedere

combinatie optreden biy het walsen van dunne plaat. De proble-

matiek mag hiertoe tot san 2-dimensiocnale worden vereenvoudigd

terwijl de elasticiteit van de g¢ereedschappen (voorlopig) mag

worden verwaarlcosd. De volgende punfen worden als interessan-

te aspekten genocend:

a. experimentele simulaties waarbij invloeden worden overdre-
ven {ev. treikeni.

. nodellen (vlakke stuikprosf) opstellen en in deze zin door-

rekenen.

samenhang tussen dwars- en .angsirommingen.

vergelijken van resultaten die op verschillende wijze

worden verkrsgen {ook MARC e&n ABAQUS).
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3 Stand der Kentnisse

Mit Asymmetrie beim Kaltwalzen haben sich schon manche beschdf-
tigt. Walzkrédfte, Drehmomente, Lings- und Querkriimmungen wurden
untersucht in Abhdngigkeit der in der Einleitung erwdhnte
asymmetrische Aspekte. Einige sind im Literaturverzeichnis
erwdhnt [5,8,12,15]. Im Gegensatz zum Walzen haben wir {iber
Asymmetrie beim Flachstauchen keine Literatur gefunden. Manche
Autoren haben sich schon beschidftigt mit dem Einpassen ver-
schiedener Reibungszahlen in die zu Verfiligung stehende Theorieen.
Hill und Johnson [6,8,9,10] geben Gleitlinienfeldrldsungen fiir
die zwei duBerste Fdlle, ndmlich keine Reibung und Haftreibung.
Alexander [2] gibt Ldsungen die dazwischen liegen. Er gibt einen
Verband zwischen der Winkel womit die Gleitlinien am Kontakt-
flache entstehen und den Coulombsche Reibungszahl p. Cho [4]
Vergleicht das aus der Gleitlinienfeldtheorie folgenden Ge-
schwindigkeitsfeld mit die FEM-Ergebnisse. Filir den symmetrischen
Flachstauchversuch stimmen die Ergebnisse der beide Methoden
iiberein. Avitzur [1] gibt zwei Arten der Obere Schrankenldsung.
Die erste Ldsung geht davon aus, daB das bestimmte Geschwindig-
keitsfeld in x-Richtung U, eine e-Funktion ist. Ein Parameter b
ist ein MaB fiir den "Bulge" an der Aufenseite. In diesem Modell
wird gerechnet mit konstanter Reibung, nach von Mises. In die
zweite L&sung wird das Umformgebiet aufgeteilt in dreieckige
uniforme Geschwindigkeitsfelder. Auch hier wird gerechnet mit
konstanten Reibungszahlen. Ramaekers [11] gibt eine Spannungs-
analyse filir druckabhdngige Reibungszahlen p und filir konstante
Reibungszahlen m. Die auftretende plastische Instabilitdt in
seiner Versuchsdurchfiihrung erklédrt er mit dem Stdbchenmodell aus
der Spannungsanalyse.

Uber Schmierung und Reibung ist schon eine Menge publiziert
worden. Aber, wie schon gesagt, alle gehen im Grunde genommen aus
von dem symmetrischen Fall.
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4 Theoretische Betrachtungen zum Flachstauchen

4.1 Stidbchenmodell

2b
; Linge |
’yj o, No,+do,
'"'ﬁ e —— ;x ;’-‘—; _‘; """" e
P X

Bild 2: Stdbchenmodell.

Um die bendtigte Umformkraft
zu berechnen, teilt man die
Probe in ein infinite Zahl von
Stdbchen der Breite dx auf,
Bild 2. Die Spannungen, die
links und rechts einwirken,
sind o, bzw.o, + do,. Oben und
unten sind die Schubspannungen
T, bzw. 7, wirksam. Die Breite
der Probe ist im diesem Fall

nicht von Belang, wohl aber die Breite des Stempels (2b), da die
Probe breiter ist als der Stempel. Die Hohe der Probe ist 2h, die

Liange 1.

Das Krdftegleichgewicht in x-Richtung liefert eine Differential-

gleichung:

-0,2h1 + (0, + do,)2hl - (v, + T,)1ldx =0 @1

!T + T!
= g_ = \d Y+ @.1.2)

2h

X

Die auftretende Schubspannung wird oft definiert als 7 = m*r,,

wobei m der Reibungsfaktor ist. Fiir m=0 existiert keine Reibung,

fir m=1 wird die Schubspannung maximal. Die Schubspannung kann

man also ersetzen durch

m
T = —0 @13
it
Die Randbedingung ist
o,(x=+b) =0 @.1.9)

Damit hat die Spannung in x-Richtung die Form:

[+
o = 2f

3

@m,* mg

(x - b)

2h .15
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Weil wir davon ausgehen, daB es sich hier um ebene Umformung
handelt, gilt:
- 0, = °_2'“0f {1 + (b4hX) (my + mu)} @16

R

Die Stauchkraft F 1dB8t sich durch Integration der o,~Spannung in
x-Richtung iiber die Kontaktfliche mit den Stempel berechnen:

F = 41?/‘_2‘03? {1 + w (i.h)) } @1
3

Die Kraft, dimensionslos geschrieben, ist F*, und es gilt

- _F _ 4 m, *my (b 4.1.8
F" = Pie, \/5{1* (h)} @19

Die Ableitung der Formel fiir die Stauchkraft ist ausfiihrlich
beschrieben in Appendix A.

Im Bild B.18. ist die dimensionslose Stauchkraft in Abhdngigkeit
des Verhdltnis Breite/HShe b/h dargestellt fiir verschiedene m,/m -
Werte. Im Bild 7 ist die Stauchkraft dargestellt in Abhingigkeit
von b/h bei Umformgraden von 0 und 40 % (¢=0 bzw. 0.5).

4.2 Obere Schrankenrechnung

Die Theorie der Oberen Schranke besagt, daB von allen kinematisch
zuldssigen Geschwindigkeitsfeldern u das wirklich vorhandene den
Ausdruck

m

e mo
P, =Py + P, = 0, fedv + _if]atldg @2
v

Sgr

zu einen Minimum macht. Die Umform- und Reibleistung werden durch
die Losung eines Volumenintegrals bzw. Fldchenintegrals geldst.
Eine ausfiihrliche Beschreibung der Obere Schrankenrechnung ist
beschrieben in Appendix B.
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4.2.1 Geschwindigkeitsfeld, Umform—-, Reib— und Gesamtleistun

| ; Lange!

Bild 3: Obere Schranke Modell.

Bei der folgenden Anwendung der Theorie der oberen Schranke wird
von der gleichen Koordinatensystem wie in der Spannungsanalyse
ausgegangen, Bild 3 Aus Symmetriegriinden wird zundchst nur die
rechte Hdlfte der Probe betrachtet. Eine mégliche mathematische
Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes ergibt sich, bei einer
Stempelgeschwindigkeit oben und unten von -4/2 bzw. +u/2, durch

. 2 3 x\ .
o (g o e e
wobei a, B, ¥ und 6§ die Minimalisierungsparameter sind. Weil es
sich hier um ebene Umformung handelt ergibt sich hieraus und aus

die Randbedingungen die Geschwindigkeit in Y-Richtung 4,. Damit

148t sich nun die Vergleichsformdnderungsgeschwindigkeit
bestimmen zu:

o 3 o F)r o (3 (S22 )

@23
Mit den dimensionslosen Grdfen

x* =-§, }”’=-% @24

148t sich die Umformleistung P;* nun berechnen zu
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x*=1 y*=+1
P; = __4_ f f ’J(a"'ﬂY*"'YY*z*-by*a )2 (%)2 . (_g‘+‘¥y*+_§_6_y*2)2x*2 dx*dy*

ﬁxﬁto y*=-1 2
@.2.5
Als letzte ergibt sich die Reibleistung P.* zu
Y = =2t = L (;javpey+d| + mla-Bry-3])
oblu 3 ° “
42.6
Und die Gesamtleistung zu
Py = pj + PL. @2
Wegen Volumeninvarianz gilt:
Xx=+b y=+h
2 3 2h
x=0 y=-h

Um den Ausdruck fiir die Gesamtleistung zu einem Minimum zu machen
gilt:

__jﬁfi__ =0 @29
Oaopoyod

Mit Gleichung (4.2.8) ergibt sich (4.2.9) zu

3313* b—-.l

a0 "7 2

@.2.10)

Dieses Integral 148t sich nicht analytisch 1l8sen. Im Anhang
"Numerischen L&sung eines Volumenintegrals" wird ausfiihrlich
eingegangen auf die numerische Lésung mit Hilfe eines Computer-

programms.

4.2.2 Ergebnisse der Oberen Schrankenrechnung

Im Anhang "Ergebnisse der Obere Schrankerechnung" sind alle aus
dem Computerprogramm gegebene Werte dargestellt. Filr die
Reibungszahlen wurde m=0 und m,~=1 genommen.
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Wegen die Randbedingung m=1 ist oben die Geschwindigkeit u,
gleich null. Hiermit ergibt sich filir die Variabelen

a+p+ry+8=0 @211

Und damit ist die L®&sung auf zwei Parameter beschrdnkt. Es sei
darauf hingewiesen, daf damit die Reibleistung gleich null wird.
Fiir b/h=3 ist das Ergebnis der Rechnung grafisch dargestellt in
Bild 4 Im Bild B.21 bis Bild B.24 sind wieder fiir b/h= 0.75, 1,
1.5 und 3 die Ergebnisse dargestellt. Mit zunehmender b/h nimmt
die Gesammtleistung zu. Im Bild 5 ist fiir b/h=3 das mit dem
Ergebnis der Obere Schrankerechnung zusammenhidngende Geschwindig-
keitsfeld dargestellt. Die Bilder B.25 bis B.28 zeigen die Ge-
schwindigkeitsfelder fiir die vier b/h-Verhdltnisse. Die Stauch-
krédft nach der Obere Schrankerechnung fiir Umformgraden von +0 und

40 % sind dargestellt im Bild 7 (Geschwindigkeitsfeld nach
Gleichung 4.2.2).
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*,
PT e
38
8.5
8
7.5
7
5.5 *2:‘:";;,’0".
& O el
o
Obere Schranke Ergebisse
Asymmetrisch Flachstauchen
m =0, m = 1
b/h=3

Bild 4: Die dimensionslose Leistung in Abhdngigkeit der a und
B fiir b/h = 3.

Uy

= = {0.346 - 1.918 y* + 3.462 y* - 1.890 y* }x*

Bild 5: Dimensionslose Geschwindigkeit in x-Richtung in
Abhdngigkeit von dimensionslosen x und y.
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4.3 FEM~-Rechnungen

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist ein leistungsfdhiges Ver-
fahren zur numerischen L&sung von Festigkeitsproblemen, sowohl
im elastischen als auch im plastischen Bereich. Mit Hilfe dieser

Methode ist es m&glich, den wdhrend des Umformvorganges im Werk-

stlick auftretenden Spannungs- und Verformungszustand zu berech-

nen. Zur Durchfiihrung einer Rechnung nach der Methode der Finiten

Elemente wurde das Programmsystem MARC benutzt. Fiir die Formulie-

rung des Finiten-Elemente-Ansatzes wird von einem starr-plasti-

schen Werkstoffmodell in Verbindung mit dem Stoffgesetz nach

Huber-Levy-von Mises ausgegangen. Hierdurch werden die folgenden

Idealisierungen vorausgesetzt:

* Homogener, isotroper und inkompressibler Werkstoff,

* Vernachlidssigung der Volumenkriédfte,

* Verknilipfung von Spannungsdeviator und
Forménderungsgeschwindigkeitstensor iiber eine Skalar-positive
Stoffunktion,

* Abgrenzung des plastischen von starren Werkstoffbereich durch
ein FlieBfkriterium, das vom augenblicklichen Spannungszustand
abhdngt.

4.3.1 Die Modellierung des Finiten-Elemente-Netzes

Es wird ausgegangen von Proben aus Aluminiumproben 99,5 mit einer
Ausgangsbreite B=50 mm. Die Anfangshhe 2h wird schrittweise
variiert von 5 bis 20 mm mit Schritten von 5 mm. Fiir die
Modellierung des Netzes flir den Stauchversuch werden Vierknoten-
elemente benutzt. Auf Grund der Symmetrie der Ausgangsprobe
reicht eine Beschreibung einer H4lfte wie auch in der Obere
Schrankerechnung und Spannungsanalyse. Die Hidlfte einer Probe (25
mm) wird aufgeteilt in 20%10 (x*y) Elemente fiir 2h= 5 mm und 2h=
10 mm, Bild 6. Fiir 2h= 15 mm wird aufgeteilt in 20%*15 (x*y)
Elenente und fiir 2h= 20 mm in 20*20 Elemente, Bild B.31 und Bild
B.32. Die Breite der Stempel ist kleiner als die Breite der
Proben und betrdgt 2b=15 mm. Die Breite / H6he - Verhdltnisse b/h
sind so auch hier 0.75, 1, 1.5 und 3. Von den 20 Elementen in x-
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Richtung befindet sich eine H4dlfte zwischen die Stempeln und die
andere auferhalb. Filir beide Hialften werden die Elemente von links
nach rechts immer breiter. In der FEM-Rechnung, sowie in der
Spannungsanalyse und Obere Schrankerechnung, wird das Reibungs-
gesetz nach von Mises verwendet. Der m-Wert oben ist m=1, und
unten gilt m=0.

4.3.2 FEM-Berechnungsergebnisse

Im Bild 6 sind die Ergebnisse der FEM-Rechnung fiir die Proben mit
Ausgangshdhen 2h=5 mm und 2h=10 mm, bei verschiedenen H&hen-
abnahmen, dargestellt. Filir 2h=10 mm biegen sich die AuBenseiten
der Probe bei zunehmender Reduktion immer mehr in die Richtung
der Seite mit Reibungsfaktor m=1. Das gleiche Ergebnis finden
wir fiir 2h=15 mm und 2h=20 mm, doch bei zunehmender Anfangshdhe
nimmt den Biegungswinkel ab, bei gleichem Umformgrad. Im Fall
2h=5 mm tut sich etwas besonderes vor. Auffdllig ist daB die 5
mm Proben sehr viel spidter nach oben biegen als die andere
Proben. Zur Beginn der Umformung biegen sich die AuBenseiten
zuerst in Richtung der Seite mit Reibungsfaktor m=0, um danach
wieder in die entgegengesetzte Richtung zuriick zu biegen. Dafiir
konnten wir bisher keine Erkldrung finden. Die 20 mm Proben
wurden bis 30 % Umformgrad durchgerechnet. Ab 30 % waren die
Elemente in die Stempelecken dermaBe verformt daf die nicht mehr
durchgerechnet werden konnte. Im Bild B.29 bis Bild B.32 sind die
Ergebnisse fiir die verschiedenen Ausgangshdhen dargestellt.

Im Bild 7 ist die Krédfteverteilung liber der Stempelkontaktflédche,
in Abhdngigkeit vom b/h dargestellt, filir die Ergebnisse der
Spannungsanalyse und Obere Schrankerechnung.
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Bild 6: FEM-Ergebnisse fiir Proben mit Anfangshdhe 2h
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4.4 Plastische Instabilitit

-2 2 Lange | Theoretisch miiBte die Defor-

l : /// mierung symmetrisch sein im

51 VL)Li _Ex Bezug auf die x=0-Linie. Mit
----- & B v R planparallelen Stempeln, homo-
o genen Probenmaterial und

I Eigzzgzéaaa gleichmdBiger Verteilung der

w2 Reibung wiirde die AusflieBung

Bild 8: Definition der Ab in 2an der linken AuBenseite
Obere Schranke-Modell. gleich der Ausfliefung an der
rechten AuBenseite sein.

Aber,wie schon in der Einleitung erwdhnt, zeigte Ramaekers [5]
daB nur eine kleine Erstérung den Auftritt der plastische Insta-
bilitdt initiieren kann. Er gab an der Hand des Stdbchenmodells
eine Erkldrung fiir diese Instabilitdt. Fiir den asymmetrischen
Fall, mit m=0 und m=1, berechnen wir die minimale Leistung.In
dem theoretischen Modell der Oberen Schranken L&sung wird die
FlieBscheidelinie in x-Richtung verschoben, Bild 8. Hieraus
ergibt sich, daB die bendtigte Leistung nur sehr wenig mehr ist
als fiir den Fall bei dem die Linie genau auf x=0 liegt. Filir eine
Probe mit Anfangshdhe 2h = 5 mm (b/h = 3) wurde eine Obere
Schrankenrechnung durchgefiihrt wobei die FlieBscheide mit 1-~mm-
Schritte verschoben wurde. Die berechnete Leistung ist in
Abhdngigkeit der Verschiebung Ab ausgesetzt im Bild 9.
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Obere Schrankerechnung
Plastische Instabilitit
2h=5 mm
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Bild 9: Ergebnisse der Obere Schrankerechnung fiir das plasti-
sche Instabilitdtsmodell.

5 Stauchversuche

Die Aufgabe der Stauchversuche bestand darin, die Vorginge bei
Asymmetrie durch unterschiedliche Schmierstoffe experimentell zu
untersuchen.

5.1 Versuchstoffe, —aufbau und durchfiihrung

Als Versuchswerkstoff diente Aluminium 99,5. Die Linge und Breite
der Proben wurde mit 1 : b = 50 mm : 50 mm konstant gehalten. Die
Hohe der Proben wurde in 5 mm - Schritten variiert ( 2h =
5,10,15,20 mm). Einigen der Proben wurden auf der Frontseite
poliert, um FlieBfiguren beim Anstauchen sichtbar zu machen.

Die Proben wurden geschmiert mit Riib6l oder Grafit. Wenn nicht
geschmiert wurde, wurden die Oberfldchen von Werkzeug und
Werkstiick mit Alkohol gereinigt vor dem Stauchversuch. Als
Werkzeug dienten zwei gehédrtete Stempel, Bild 10. Die Proben
wurden mit verschiedenen Stempelwegen und Schmierstoffen
gestaucht. Alle Versuche wurden bei Raumtemperatur durchgefiihrt.
Zum Stauchen der Proben stand eine hydraulische Presse mit einer
Maximalkraft von 2500 kN zur Verfiigung. Mit zwei X,Y-Schreibern



-19_

wurde sowohl Kraft gegen Weg, als auch Kraft und Weg gegen die
Zeit aufgezeignet. Ausfiihrliche Information iiber Versuchsstoffe,

-aufbau, durchfilhrung, -auswertung und -ergebnisse sind nachzule-
sen im Anhang "Versuche".

Nasenkall 12*8°63 DIN 6887

Stempelhalter g

18 -~

L geacin

- 2

- f | o Stempel
¥ . Werksioff 2 mahi

2 mahl A & & _I L &fg‘g‘m
K S diok AT ? gr. e 91 a0 und o geschifen
7
- - 7s 4

Bild 10: Werkzeuge; Stempel mit Stempelhalter.

5.2 Versuchsauswertung

Die Proben wurden vor und nach dem Stauchen vermessen, d.h. die
Hoéhe vor und nach dem Stauchen bestimmt. Aus den Diagrammen des
Schreibers war nicht direkt zu ersehen, wo das Stauchen der Probe
genau angefangen hatte. Den Aufprall der Stempel auf die
Anschlige konnte man aus den Diagrammen ziemlich gut ersehen,
jedoch nur wenn der Stauchweg oder die Probedicke relativ groB
war (Anhang "Versuche"). Damit war die Kraft beim Anfang des
Stauchens ungefdhr zu bestimmen.
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5.3 Versuchsergebnisse

Asymmetrie kann sich bemerkbar machen durch eine Unterschied oben
und unten, aber auch im Lingsrichtung. Wir werden diese Unter-
schiede andeuten mit 2weidimensionale bzw. dreidimensionale
Asymmetrie.

Die Ergebnisse der zweidimensionale asymmetrische Stauchversuche
(oben trocken, unten geschmiert mit Riibél) sind den Bildern B.1
bis B.16 zu entnehmen. Mit zunehmendem Umformgrad nimmt der
Biegungswinkel 2zu. Mit zunehmender Anfangshdhe nimmt der
Biegungswinkel, bei konstantem Umformgrad, ab. Bild B.1 und Bild
B.2 zeigen die Proben mit Anfangshdhen 5 mm, bzw. 10 mm bei
zunehmendem Umformgrad. Die Auswirkung der asymmetrischen
Schmierung hat ihren grdfte Auswirkung zwischen 20 und 40 %
Héhenabnahme. Im Anfang ist ihre Auswirkung noch relativ gering.
Ab ungefdhr 20 % HShenabnahme fingen die Proben, mit der
Anfangshdhe h=20 mm, an zu reifen. Die Bilder B.3 und B.4 zeigen
eine Probe mit 40 % H®henabnahme. Die Risse sind deutlich zu
erkennen. Bild B.5 zeigt zwei Proben mit h = 10 mm und h = 15 mm
mit dem Umformgrad 50, bzw. 20 %. Die Geometrie des asymmetri-
schen Umformgebiets wird hier sehr deutlich gezeigt.

Die Bilder B.11 bis B.16 zeigen die Gleitlinienfelder beim
Anstauchen verschiedene Proben mit varieerenden Anfangshdhen. Die
asymmetrischen Schmierbedingungen machen sich am Anfang bei den
FlieBfiguren nicht sichtbar. Das stimmt {iberein mit die oben
genannte Erfindungen der Biegungswinkel in Abhdngigkeit der
Hohenabnahme. Die Gleitlinien haben ihren Ursprung an den Ecken
der Stempel. Die Stempelabmessungen sind symmetrisch und deswegen
sieht die Verformung am Anfang auch symmetrisch aus. Im Bild 11
sind die gemessenen Krédfte aufgezeignet in Abhédngigkeit von dem
b/h-Verhdltnis. Die Ergebnisse der Spannungsanalyse, Oberen
Schrankenrechnung und FEM-Rechnung sind auch aufgezeignet.

Die asymmetrischen Stauchversuche mit Grafit (oben trocken, unten
Grafit) gaben ein &hnliches Bild, wie die Versuche die mit Riibd1l
durchgefithrt wurden. Die Biegungen der Proben waren dort
niedriger. Die etwas geringere Schmierungskapazitdt des Grafits
wurde bestdtigt mit Versuche wobei oben und unten geschmiert
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wurde mit Grafit, bzw. Riibd1l.

Es wurden auch symmetrische Stauchversuche durchgefihrt mit
Riibdl, Grafit und ohne Schmierstoff. Bild B.9 und Bild B.10
zeigen einen Fall, wobei beide Seite mit Riib61l geschmiert wurden.
Eine Probe mit Anfangsh8he h=15 mm wurde mehr als 80 % defor-
miert. An der linken Seite flief mehr Material aus, als an der
rechten Seite (Bild B.10). Bild B.9 zeigt daB die FlieBscheide-
linie sich nach links verschoben hat. Dieser Fall entspricht der
in Abschnitt 4.4 erwdhnten Theorie der plastischen Instabilitédt.
Der Umformgrad (> 80 %) kdnnte man jedoch als enorm bezeignen.

Die Ergebnisse der dreidimensionale Asymmetrie werden gezeigt in
dem Anhang "Versuche".

Umformgrad = 0 % Umformgrad = 40 %

¢=0 ¢ = 0511 21
og=36+99.6 90214 = 36 Njmnt o;%+%£&~d&ﬁm§
3 3 Njmnd 3. %0 N/mm

m‘- O’mo- 1 mnno’mon 1

)
8 8
.
— F [kN]
g
\Y

L i i i i o i i L L i ]

5 1.0 .5 20 2.5 3.5 00 0% 10 15 20 2% 30 3%

— b/h [] — bh[]

Bild 11: Stauchkréfte aus Versuch, Spannungsanalyse und Obere
Schrankerechnung fiir verschiedene b/h.
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6 Diskussion

6.1 Zweidimensionale Asymmetrie

Flir den zweidimensionalen asymmetrischen Stauchversuch (ebene
Umformung) ergibt sich folgendes:

1) Mit zunehmendem Umformgrad, nimmt der Biegungswinkel in Rich-
tung der Kontaktfldche mit héherer Reibungszahl 2zu, bei kon-
stanter Probendicken.

2) Mit zunehmendem Breite / H8he - Verhdltnis der Probe, nimmt
der Biegungswinkel in Richtung der Kontaktfldche mit hoéherer
Reibungszahl ab, bei konstantem Umformgrad.

Fir b/h - Verhdltnisse zwischen 0,75 und 1,5 bestdtigt die FEM-
Rechnung diese Ergebnisse sehr deutlich, wie dies die Bilder B.5
und B.30 zeigen. Ein Vergleich der FEM-Rechnung mit der visiopla-

stischen Methode (Bohrungen) zeigt bei einem Umformgrad von 50
% eine sehr gute Ubereinstimmung. Es gibt sich daraus, daB die
Annahme von m=1 in diesem Fall zu rechtfertigen ist. Bei einem
Verhdltnis b/h von 0,75 sind die Spannungen an den Stempelecken
so hoch, daB Risse im Material entstehen. Die groBen Verzerrungen
werden auch durch die FEM vorhergesagt. Fir b/h = 3 entspricht
die FEM-Rechnung der Wirklichkeit jedoch nicht.

Die Obere Schrankeldsung mit ein Geschwindigkeitsfeld dritten
Grades in y-Richtung ergibt filir b/h - Verhdltnisse zwischen 1 und
3 eine obere Schranke. Fiir b/h = 0.75 liegt der Wert jedoch unter
dem Wert der Spannungsanalyse. Die gemessene Werte liegen jedoch
unter denen der Theorie. Fiir b/h < 1 ist der EinfluB der Um-
formleistung grof im Verhdltnis 2zu der Reibungsleistung.
Anderseits ist fiir b/h > 1 der EinfluB der Reibungsleistung
groBer. Dieses wird durch die Versuche, auch filir den asym-
metrischen Stauchversuch bestédtigt. Die Leistung ist fiir b/h =
1 minimal.

6.2 Plastische Instabilitdt oder Schmierungsinstabilitdt?

An Hand der Theorie wurde energetisch erkldrt, daB eine plasti-
sche Instabilitdt sich leicht manifestieren konnte. Fiir die
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Versuche, bei denen an einer Seite nicht geschmiert wurde, trat
dieses nicht auf. Es ist anzunehmen, daB diese "feste" Reibung
die Probe "festhdllt". Eine mdgliche Instabilitdt ist nicht in
der Lage, die Energie, bendtigt zum iiberwinden der "festen"
Reibung, aufzubringen. Die symmetrischen Stauchversuche, bei
denen an beiden Seiten mit Rib81l geschmiert wurde, zeigten
manchmal eine Verschiebung der FlieBlinie und ungleiche Aus-
flieBung an beiden Seiten. Es besteht die Vermutung, da8 diese
sogenannte plastische Instabilitdt initiert wird durch eine
Schmierungsinstabilitdt. Am Anfang des Stauchens ist an der
Kontaktfldche genligend Schmierstoff vorhanden in den "“Schmierta-
schen". Bei zunehmender Umformung wird immer mehr Schmierstoff
weggedriickt bis zum Moment wo Haftreibung entsteht.

Die Stauchversuche mit Graphit zeigten eine sehr ungleichmédBige
Oberfldche. Es ist nicht leicht, den festen Graphit vor dem
Stauchversuch gleichmdBig liber die Oberfldche zu verteilen. Wegen
der beschrankten Zahl der Proben konnte leider nur sehr wenig
Versuche mit Graphit durchgefiihrt werden. Es konnte deswegen
nicht nachgepriift werden, ob dieses sich in die Reproduzier-
barkeit der Versuche mit Graphit auswirkt.

6.3 Computerprogramme zur Ldsung Volumeninteqrale

Ein Computerprogramm zur L&sung des Volumenintegrals muBte zuerst
entwickelt werden. Um die Einfliisse der Asymmetrie in die Obere
Schrankerechnung miteinzubeziehen braucht man wenigstens ein
Geschwindigkeitsfeld dritten Grades in x-Richtung. Mit die H&he
des Grades des Geschwindigkeitsfeldes nimmt die 2Zahl der
Parameter zu, und damit auch die Rechenzeit. Mit der MaBnahme,
die Geschwindigkeit in x-Richtung am ungeschmierten Stempel
gleich null zu stellen, braucht man ein Parameter weniger. Aus
zeitlichem Grund wurden nur Ergebnisse des Geschwindigkeitsfeldes
dritten Grades betrachtet. Die Umschreibung des Programms fiir
Computersystemen mit gréB8ere Rechenkapazitidt braucht noch einige
Zeit. Dies 1lohnt sich jedoch, da die L&sung von Integralen
hdheren Grades filir normale pc’s schon zu aufwendig ist.
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6.4 Dreidimensionale Asymmetrie

Es wurden noch einige asymmetrische Stauchversuche durchgefiihrt
(Anhang "Versuche"). Auch die Schmierung in Lingsrichtung wurde
variiert. Unter beriicksichtiqung der Ergebnisse des zweidimensio-
nalen Stauchversuches konnten die Ergebnisse dieser Stauchver-
suchen schon einigermaBe vorausgesagt werden. Die hier auf-
tretende Umformung kann man jedoch als dreidimensional bezeich-
nen. Die konventionellen theoretischen Modelle sind hier nicht
brauchbar. Die FEM-Rechnung ist dafiir aber wohl geeignet, weil
die Rechnung in drei Dimensionen ebenfalls m&glich ist.

6.5 Asymmetrie beim Walzen

Wie bereits erwdhnt wurde, soll das Flachstauchen eine Simulation
des Walzprozesses darstellen. In der zu Verfligung stehenden Zeit
konnte nicht nachgepriift werden, wie sich diese Art von Asym-
metrie auf den WalzprozeB auswirkt. Das Ergebnis, daB mit Zunahme
des b/h - Verhdltnisses der EinfluB der ungleichmdfigen Schmie-
rung bei gleichem Umformgrad gréBer wird, ist aber sehr wichtig.
Das Breite / HBhe - Verhdltnis ist beim Kaltwalzen né&mlich
relativ grof. Aber auch der Umformgrad sollte darin einbezogen
werden wegen der zweiten Aussage in Abschnitt 6.1.
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7. .Zusammenfassung

Das Flachstauchen kann man als eine Simulation des Walzprozesses
ansehen. Die Spannungszusténde beim Flachstauchen und Walzen sind
einander sehr &hnlich, wenn man davon ausgeht, daB es sich in
beiden Fdllen um eine ebene Umformung handelt. Ein Aspekt der
Asymmetrie beim Flachstauchen oder Walzen ist das Vorliegen
unterschiedlicher Reibungszustinde fiir die obere und untere
Kontaktfldche zwischen Material und Stempeln bzw. Walzen. In
diesem Bericht wird sie als zweidimensionale Asymmetrie bezeig-
net. Um den EinfluB verschiedener Reibungssituationen theoretisch
und experimentell fiir das Flachstauchen zu untersuchen, wurden
sowohl in der zur Verfiigung stehenden Theorie, als auch in den
Experimenten, die Reibungsunterschiede zwischen den beiden
Kontaktfldchen iibertrieben angesetzt.

Theoretisch wurde der ProzeB mit Hilfe des Stdbchenmodells, der
Oberen Schrankenrechnung und der FEM filir verschiedene Ausgangs-
héhen der Proben durchgerechnet. Bei der FEM-Rechnung wurde
weiterhin der Stauchweg variiert.

Experimentell wurden Flachstauchversuche an Aluminiumproben mit
verschiedenen Schmierstoffkombinationen an der Ober- und
Unterseite durchgefiihrt.

Die Ergebnisse der FEM-Rechnung entsprachen im Allgemeinen der
Praxis sehr gut. Aufgrund der Zeit konnte man die zu Verfiigung
stehenden M6glichkeiten nicht ausnutzen. Einen Vergleich der
Krdfte aus den verschiedenen theoretischen Modellen wie Span-
nungsanalyse, Obere Schrankerechnung und den Versuchen wurde
durchgefiihrt.

Auch das filir die Obere Schrankenrechnung erstellte Computer-
programm konnte, aufgrund der Zeit, nicht 2zur 2Zufriedenheit
eingesetzt werden. Das Programm ist im Anhang aufgenommen.

Es wurden auch einige dreidimensionale Stauchversuchen durch-
gefiihrt (keine ebene Umformung). Sie sind im Anhang "Versuche"
erwdhnt. Dreidimensionalen Asymmetrie ist mit einer konventionel-
len Theorie schwer oder nicht zu beschreiben. Die FEM-Rechnung
ist dafiir aber sehr gut geeignet.
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Samenvatting.

Stuiken kan gezien worden als een simulatie van het walsproces.
Wanneer men ervan uitgaat dat we in beide gevallen met een
vlakspanningstoestand te maken hebben tonen de spanningstoestan-
den een grote overeenkomst. Wanneer daarnaast de wrijvings-
situatie’s in de bovenste en onderste kontaktzone, tussen
materiaal en gereedschap, van elkaar verschillen hebben we te
maken met een geval van asymmetrie. In dit verslag zal deze vorm
van asymmetrie bestempeld worden als tweedimensionale asymmetrie.
De invloeden van verschillende wrijvingssituaties worden voor het
stuiken onderzocht. Zowel in de beschikbare theoretische
modellen, als ook tijdens de experimenten, worden de verschillen
sterk overdreven.

Theoretisch wordt het proces doorgerekend met behulp van het
schillenmodel, de bovengrensmethode en de EEM. In alle gevallen
wordt uitgegaan van verschillende beginhoogten bij een konstante
stempelbreedte. Bij de EEM wordt verder nog de stuikweg gevarie-
erd.

In de experimenten worden Aluminiumblokjes met aan de boven- en
onderzijde verschillende kombinaties van smeermiddelen gestuikt.
De resultaten van de EEM komen in het algemeen goed overeen met
de praktijk. Wegens tijdgebrek konden helaas niet alle toepas-
singsmogelijkheden van het pakket gebruikt worden. De schillenme-
thode en de bovengrensoplossing worden met de praktijk ver-
geleken.

Om de uit de bovengrensmethode voortkomende volume-integraal op
te lossen moest een komputerprogramma geschreven worden. Wegens
tijdgebrek kon dit niet naar tevredenheid worden ingezet. Het
komputerprogramma is in de bijlage opgenomen.

Er zijn ook nog enige driedimensionale stuikproeven uitgevoerd
(geen vlakspanningstoestand). De resultaten zijn in de bijlage
"Versuche" vermeld. Deze driedimensionale asymmetrie is met de
konventionele modellen moeilijk te beschrijven. Met een EEM-
pakket is dit proces echter goed te beschrijven.



- 27 =-

8 Literaturverzeichnis

[1]
(2]

(31
[4]
[5]

(6]
(7]
(8l
[9]
[10]

[11]
(12]
[14]

(15]

Avitzur, B.: Metal Forming: Processes & Analysis. New York:
McGraw—-Hill Book Company, 1968.

Alexander, J.M.: The effect of Coulomb Friction in the plane
strain compression of a plastic-rigid material. Journal of
the Mechanics and Physics of Solids 3 (1955), S.233-245
Backofen, W.A.: Deformation Processing. Cambridge, Massa-
chussets: Addison-Wesley Publishing Company 1972.

Cho, M-L: Bewertung der Anwendbarkeit der Finite-Elemente-
Methode (FEM) filir die Umformtechnik. Dr.-Ing. Diss. RWTA
Aachen, s.a. Diisseldorf: Verlag Stahleisen, Umformtechnische
Schriften Band 12 1987.

Heurtault, S., und L. Zeidler: Study of Asymmetrical
Rolling, Proc. 4® International Steel Rolling Conference,
Deauville 1987.

Hill,R.: The Mathematical Theory of Plasticity. Oxford:
Clarendon Press 1964.

Hoogenboom, S: Technische Plasticiteitsleer. Collegediktaat
4406, T.U. Eindhoven, 1987.

Johnson, W., und P.B. Mellor: Engineering Plasticity.
London: Van Nostrand Rheinhold Company 1973.

Johnson,W., R. Sowerby und J.B. Haddow: Plane-Strain Slip-
Line Fields. London: Edward Arnold (Publishers) LTD 1970.
Johnson, W., R. Sowerby und R.D. Venter: Plane Strain Slip
Line Fields. Oxford, Frankfurt: Pergamon Press 1982.

Kals, J.A.G., J.H. Dautzenberg und J.A.H. Ramaekers:
Berwerkingstechnologie. Collegediktaat 4558, T.U.Eindhoven
1983,

Kiuchi, M., S.H. Hsiang und Y.M. Hwang: Analytical Model of
Asymmetrical Rolling Processes of Sheets, Proc. 4"
International Steel Rolling Conference, Deauville 1987.
Loffler, L.: Untersuchungen zum Aufrauen von Bandstahl.
Dr.-Ing. Diss. RWTA Aachen, s.a. Dilisseldorf: Verlag
Stahleisen, Umformtechnische Schriften Band 17 1987.
Sauer, R., und O. Pawelski: Theoretical Study of the Effect
of Asymmetries on the Cold Rolling Process. Steel Research
58 (1987) 7.

Sluis, A. van der, und C.A.C. Gorts: Cursus Pascal, 6° druk,
Utrecht, 1986.

Borland: Turbo Pascal 6.0, Programmierhandbuch, 1. Druck,
1990.

Borland: Turbo Pascal 6.0, Benutzerhandbuch, 1. Druck, 1990.
Engeln-Miillges, G., und F. Reutter: Formelsammlung zur
numerischen Mathematik mit BASIC~Programmen. B.I.-Wissen-
schaftsverlag 1983.

Kreytzig, E.: Engineering Mathematics. New York, 1980.



- 29 -

Appendix A

A.1 Spannungsanalyse-Stibchenmodell

Bild App.A.l1: Stdbchenmodell.

Um die benétigte Umformkraft zu berechnen, teilt man die Probe
in ein infinite Zahl von Stdbchen der Breite dx auf. Die Span-
nungen, die links und rechts einwirken, sind o, bzw.og, + do,. Oben
und unten sind die Schubspannungen 7, bzw. 7, wirksam. Die Breite
der Probe ist im diesem Fall nicht von Belang, wohl aber die
Breite des Stempels (2b), da die Probe breiter ist als der Stem-
pel. Die H8he der Probe ist 2h, die Linge 1, Bild App.A.1l.

Das Krdftegleichgewicht in x-Richtung liefert:

-0,2hl1 + (0, + do,)2hl - (v, + 1,)1ldx =0 @A
Hieraus gibt sich eine Differentialgleichung:

2h do, = (v, *+ T,)dx %)
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- do, = L‘%dx a3

+ T
=0 =..(‘_c°__ulx+c Ad

x 2h
Gleichung (A.4) mit die Randbedingung (A.5) ergibt sich zu (A.7):

o,(x=+b) =0 A9

C= —.(TOT‘;:ﬁb A5

- ox = !Toz+htuz (X - b) AaD

Die auftretende Schubspannung wird oft definiert als 7 = m¥71_,,
wobel m der Reibungsfaktor ist. Fiir m=0 existiert keine Reibung,
flir m=1 wird die Schubspannung maximal. Die Schubspannung in
Gleichung (A.7) kann man also ersetzen durch

m

T =5 w0 8
\/§ £ @A
Damit hat die Spannung in x-Richtung die Form:
- 9« (x - b)
g, = —\/—_:;_ (mo + mu) —Zb_— (A.9)

Weil wir davon ausgehen, daf es sich hier um ebene Umformung
handelt, gilt:

(s S o | 20
= = x y - = £
e, =0; 0, = 2 i 0,~0, = ;10

(A.9) mit (A.11):

¢, = -?of {1 + 5 (mo + mu)} (A12)
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Die Stauchkraft 1&8t sich durch Integration der Spannung in Y-
Richtung iiber die Kontaktfldche mit den Stempel berechnen:

x=+b x=+b
F=1 j.layldx =21 f lo,|dx = a.13)
J==b x=0
a ., " . b
= 2 “Xm o+ dx = (A.14)
loe [ e 2gme + ma)
=+b
_ 4lo, b =2 | =
= 4blo, {1 + w (2) } (A.16)
J3 8 h
Die Kraft dimensionslos geschrieben:
F 4 m, +m, /b
F*r=_- =_=2 <1+ 2 "4 (¥ @&a.1mn
ble, /3 { " T8 (h)}

Im Bild App.A.2 ist die dimensionslose Stauchkraft dargestellt
wie im Bild 7 Auch die m-Werten werden hier variiert.
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E.'gebnisse des stibchen- 4.5 T Y T T T T T
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Bild App.A.2: Dimensionslose Stauchkraft fiir b/h = 0.75, 1, 1.5
und 3 fiir variierende m,~ und m,-Werten.



- 33 -

Appendix B

B.1 Obere Schrankenrechnung

Lange |

Bild App.B.1: Obere Schranke Modell.

Die Theorie der Oberen Schranke besagt, daB von allen kinematisch
zuldssigen Geschwindigkeitsfeldern u das wirklich vorhandene den
Ausdruck

B, = o, [tav + 2L [|an,|dA + ZF [|u,|ds - [t,u,ds

v ﬁ T ﬁsf, Se ®.h
zu einen Minimum macht. Zur Minimierung von Gleichung (B.1) muf
das Geschwindigkeitsfeld liber einen oder mehrere freien Parameter
verfilgen. In dieser Form der Gleichung wird davon ausgegangen,
dap der Werkstoff sich der Kbrper in einem Zustand plastischen
FlieBens befindet. Die Leistung, die von den Fl&dchen an denen die
Geschwindigkeit vorgegeben ist ilibertragen wird, bezeichnet mit

P,, ist Ziel der Berechnung. Dazu unterscheidet man die schon



erwdhnten vier Teilleistungen:

* Umformleistung oder Interne Leistung P,.

* Scherleistung P;.

* Reibleistung P,.

* Externe Leistung P;.

Weil es in unserem Fall keine Fldchen gibt wo die Spannungen
vorgegeben sind, und kein ‘Umlenken’ des Werkstoffes platzfindet,
sind hier keine Externe Leistung bzw. Scherleistung vorhanden.
Die hier durchzufiihrende Leistungsberechnung kann deshalb auf
eine Berechnung zweier Anteile, Reib- und Umformleistung,
begrenzt werden. Die Reibleistung wird durch die Ldsung eines
Fladchenintegrals und die Umformleistung durch die L&sung eines
Volumenintegrals gefunden. Man braucht deswegen den genauen
Verlauf der Geometrie des Werkstilicks wdhrend der Umformung. Zum
Anfang wird auf eine Berechnung wdhrend der Umformung verzichtet
und deswegen ist die Leistungsberechnung nur auf den Anfang der
Umformung beschrédnkt.

B.2 Geschwindigkeitsfeld

Bei der folgenden Anwendung der Theorie der Oberen Schranke wird
von der gleichen Geometrie der Probe und dem gleichen Koordina-
tensystem wie in der Spannungsanalyse ausgegangen, Bild App.B.1.
Aus Symmetriegriinden wird zundchst nur eine Hdlfte der Probe be-
trachtet. Eine mégliche mathematische Beschreibung des
Geschwindigkeitsfeldes ergibt sich, bei einer Stempelgeschwin-
digkeit oben und unten von -u/2 bzw. +u/2, durch

5 = AWV ALI YR AN *z—')-

e = {ws(E) (5 (5] {3) @ o
wobei a, f, v und § die Minimalisierungsparameter sind. Zur
Berechnung der Geschwindigkeit in Y-Richtung u, wird davon ausge-

gehen daB es sich hier um ebene Umformung handelt. Fiir die Form-
dnderungsgeschwindigkeit in X- und Y-Richtung gilt:

S b v R A

Hiermit gibt sich fiir die Geschwindigkeit in ¥Y-Richtung:
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o e B o0 e

Die Randbedingen sorgen dafiir, daB C(x) eliminiert werden kann.
Die folgenden Randbedingungen sollen beriicksichtigt werden:

. . _ _u 117 _ . h 3
yo=rhoty=og =g =g (“*g‘*‘%“z) o) &9
- b = ..H. = ......u = wf o _E—l _5.. .2 y
y h, u, > > ( a+2 3+4)bu + C{x) B.6)
C(x) (B+ 2) 53 ®7

Hieraus ergibt sich die Geschwindigkeit in Y-Richtung:

o (BN L SN o

h} 2\h hj 4\ h 2 4 |b

B.3 Berechnung der Umformleistung

Die Umformleistung wie sie im ersten Glied von Gleichung (B.1)
beschrieben ist, 14Bt sich fiir den Stauchversuch folgenderweise
umschreiben:

P, = of€dv ®9
v

Hierin ist die FlieBspannung als Konstanten zu betrachten. Dies
bedeutet eine Beschrénkung der Allgemeingliltigkeit der Leis-
tungsberechnung. Im unserem Fall ist das zu rechtfertigen. Die
Vergleichsformdnderungsgeschwindigkeit, beschrieben durch
Gleichung (B.14), wird aus dem Geschwindigkeitsfeld aus Gleichung
(B.2) berechnet.

=1aaxaayzlaux)zl_§_ y v
b xS B2 - 2 S2) - 225 (e)er(E ) 0,



R e P
b (R T e
S e
N oo ()2 ()

(B.14)
Den Volumenintegral, den nur numerisch geldscht werden kann, hat

den folgenden Form:

x=+b y=+h
P, = ofld?dv = oflxib y!_h\] 2L P+ R Yy =
x=+b y=+h 1
= 20,1 f f\J‘:{{ Goe D3P+ (D)) = ®.16)
x=0 y=-h

\/—jb X=0 y=-h
®.17
Fliir die dimensionslose Umformleistung gilt nun:
p Xx=b y=h
Py = d - _4 f Vo oo )2 + (L. D3 )%dxdy ®.18)

oblu  y3p2 ., 2,
Wenn auch x und y dimensionslos geschrieben werden gilt:

x*=%=>x=bx*=’dx=bdx* ®.19)
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y*= < =y = hy* = dy = hdy* ®20

A

Xx*=] y*=zel

p; = _.% f f (a+By*+Y};*’+5y*’ )2 (.%)2 + (-g--;-yy*-;-}.z_a_y*’)zxé dx*dy*
X*=g yr=-1

B.21)
B.4 Berechnung der Reibleistung

Als Reibungsmodell wird das durch von Mises dargestellte Modell
mit konstanten Reibungsfaktor m gewdhlt; dieses Prinzip wurden
schon in den Spannungsanalyse verwendet (Gleichung A.8)

_ O (1 1ds =
PaA"7§'f|UddS ®m

S¢r

Auch hier werden die Reibungsbedingungen wieder ausgedruckt in
eine Reibungszahl filir den Obernstempel, m, und filir den Untern-
stempel, m,. Hierdurch setzt die Reibleistung sich aus zwei
Teilen zusammen. Neben die Reibungsfaktoren, m, und m,, ist hier
die Relativgeschwindigkeit 4, von gréBten Bedeutung. Sie 1&8t
sich aus der in Gleichung (B.2) beschriebenen Geschwindigkeit in
x~-Richtung an die Stellen y=-h und y=+h bestimmen. Hier ist ein
relativ einfaches Flichenintegral iiber x (von -b bis +b) zu 1&-
sen. Damit betrdgt die Reibleistung:
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x=+b

X=+b
omn,1 . o an,l .
Py = 2= | July=+h| dx + 2= | |ufy=-h)| dx =
: \/-3— x-j:b \/§ x!—lb (B.23)
+b Xx=+b
20m,1 ™ r 20.m,1 .
= =22 [ lugy=+h)| dx + =2 o y=-h)| dx =
\/§ x'[o \/§ x[O @29
. X=+b x=+b
- 204 1u |a+B+y+8| f xdx + 2910 |e-p+y-3| f xdx =
\/g.b X=0 ﬁb x=0 (B.25)
- IPM qapayes) ¢ SOOI jopay 3] = aa
V3 V3
o blu
= m|e+Pp+y+d| + |a-P+y-06 ®.27
5 ola+B+y+8| + |a-Bey-8])
Die Reibleistung dimensionslos geschrieben:
_ P - 1
Pir = o ig = 75 (molasBrysd] «mle-prr-d]) o
Flir die Gesamtleistung:
Py = P3 + Pg, ®29
Wegen Volumeninvarianz gilt:
Xx=+b , y=+h
2 f Ldx = fz:zx(x=+b) dy = ®.30)
2
x=0 y=-h
=4+h
b = By By, yy:, 8y
ub b"{“y"' 2h " 3n an., o
X-2b
a + 3 >h B32)

Um das Geschwindigkeitsfeld zu finden wofiir die Gesamtleistung

minimal ist braucht man Gleichung (B.33) zu l&sen.
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A.5 Berechnung der Gesammtleistung fiir ein Geschwindigkeitsfeld
ersten Grades

i, = (a+6%)—§&

' ou
= X = _}_’ _u = e PR 4
¢ e (a+[5 h) 5 éyy 3
Randbedingung: y = +h, u, = -Eﬁ =
U _ _1uPB,,
_— = - b +
> >5h C(x)
Randbedingung: y = -h, 4, = .g -
4. _1uf,.
2~ 2pa" T
- pnh
Clx) = = 5




T (3 (5

X=+b y=+h
P, = offedv = 0,1 f f\} p.%)z %‘)2 } dxdy =

Va Xx=~b y=-~h

_ 4o.du P yﬂhd v\, (Bx
- [N (B 5]« (Za] e

ﬁb x=0 y=-h
wib y=+h
Py = —fa_ . \j a+|35’ E’.‘) dxdy
oblu ﬁbz x==0 y=_h
x*=3-;=»x=bx*=»dx=bdx*
y*=—%ﬂy=hy*-’dy=hdy*
X*=] y*=+1 " "
P;' = .i ,J(a+ﬁy ) + (_gx*) dx*dy*
‘/-x*ao y=-1
= £ f|u|dS
Sf:
molx“b molxﬂb
P, = =1 [ |u(y=+h)|dx + 22 [ | (y=-h)|dx =
i \/-3- X;[“b x \/’3- x!—b
2mo,1 5P 2ma,l *pP
p,, = —2 L |a, (y=+h) |dx + —2 1= |4, (y=-h) |dx =
3 x[o * V3 x[ *
X=+b
_ 2mgo,l f l“*B]-U-XdX 2mo .l f la- Bl de_
V3 AL
_ 2m, 0.1

u 2m 0.1 U,z
a+f|—=-b% + —2 = |a-B|-b?* =
22 Javp| o2 Ja-pl
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oblu
V3

(ol +B| + m,|e~B)

P,
cflflu = % (B?ol(l*'pl + mula-ﬁl)

*
Pfr“

Py = Pj + Pf;

Xx=+b . y=+h
Volumeninvarianz: 2 f g dx = f U, (x=+b) dy =
¢ y=-h

=+h
- b By -~ b
ub 35U [my v 73 o 20
oP, b
aﬁ =0, 20 = -E

A.6 Berechnung der Gesammtleistung fiir ein Geschwindigkeitsfeld
fiinften Grades

Randbedingung: y = +h, u, = -_é.u =

-g =—(abhgh+%h+%h+§b%gh)*%-+de
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Randbedingung: y = -h, u, = g -
U | _qn+Pn-Ypiedp €penp |l
= ( an+En-Yhelh 5b+6b)*b + C(x)

I JY 4 . _(B.B.m\ A,
0 -( z-gh 23k 2%17)*3 * 2C(x) = C(x) ("g+4+—2)*b”

g = 1 (i‘:ﬁu% _ xu (B, 2yy, 38y%, dey?, Snyt) _
2 2b\h p2  p3 B hS

. _Xu B+ 2yy ,38y?  4ey?  Smy?) .
2bh h h? h3 ht

%

= 2 pear(Z)+at( L) +ad L) +sn(%)" )

i~ 4 2 4
£ = \J'B'éxyz + '§(é32+eyy2) = \I E(éxyz"'éxxz) =

5 (A (a7 <G T

-

(3l (8ol F) oo 5] sl F () )

pd-offsdv- Ners ££J(...)+(.) (...)2dxdy =
2ue,] * 7R

Vo )%+ ()2(...)2dxdy =
ﬁb x=~b y=-~h
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ave,1 PR
= —£ [ VOO ) dxdy
ﬁb Xx=0 y=-~h
P 4 x=+b y=+h
P = —2 = Vo 2+ () 2(. . ) 2dxdy
ofubl ﬁbz x[i) y=-h
x* = %4x=bx*=vdx=bdx*
X*=1 y*=+1 " -
Py = % ((a+By*+yy*+3y* +ey*+ny* )? (%) *
R
+ ( _g.+yy*+%6y*z+28y*3+—5-23y*‘ )2 x*¥ dx*dy*
x*=1 y*=+1 " -
Py =2 [ [ \(a+By*syy=+dy*rey*say? )? (—9) +
V3 1, b
X*=0 yr=-1
+ ( .g+yy*+376y*2+28y*3+§§ny*‘ )2 x*¥ dx*dy*
2mo,l 0 2mo,1 * 0
P,y = ﬁf— [ o y=+n) |dx + 202 [ i, (y=-h) |dx =
x=0 x=0
- 2o-ln m,|a+B+y+8+e+n| [-:-L-er*b + m,|a-p+y-8+e-n| [—]—’xz]"ﬂb
\/—B_b 2 x=0 2 x=0
- S jwspeysdrem] + mla-Bry-dre-n] )
Nk}
pP: = Per = 1 m la+ﬁ+ +§+e+ | +m |a-—‘3+ -8+e-n|
& Shln 3 { m, Y M u Y ni}

}
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Pp = Pj + Pf,

x=+b u y=+h
Volumeninvarianz: 2 f dx = f U,(x=+b) dy =
y=-h

b = By By, yy? 8yt ey’ ny°®
ab 3 [ay+2h+ b2+4}23+5h4+ hsy,

b _ 2y .1
e a
TP b _2y .1
Jpoyodoesn O X TR T3 Y3



Anhang Bilder



Bild B.1 10 mm Proben (Riib61l,trocken) mit 10, 20, 40 und
50 % HOhenabnahme.

Bild B.2 5 mm Proben (Riib6l, trocken) mit 10, 20 ,40 und
50 % HOhenabnahme.



Bild B.3 15 mm und 10 mm Proben (Riibé1l, trocken) mit 20
bzw. 50 % Hohenabnahme.

Bild B.4 20 mm Probe (Rib51l, trocken) mit 40 % HBhen
abnahme.



Bild B.5 20 mm Probe (Riib6l, trocken) mit 40 % H&hen-
abnahme.

Junhmnu; mm

”.

m\\nu\nuhm‘uulm

Bild B.6 15 mm Probe (Rib&l, Riib6l) mit 40 % HOhen-
abnahme. Symmetrische Stauchversuch mit asymmetrischer
Verformung.



Bild B.7 20 mm Probe (Riibé1l, Riib6l) mit 40 % H&hen-
abnahme .Symmetrischer Stauchversuch mit asymmetrischer
Verformung. Seite ohne Ko&rnerldcher.
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Bild B.8 15 mm Probe (Riib6l, Riib6l) mit 40 % HOhen-
abnahme. Symmetrischer Stauchversuch mit asymmetrischer
Verformung. Seite mit K&rnerlScher.
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Bild B.9 15 mm Probe (Riib6l, Ribdl) mit 85 % HOhen-
abnahme. Symmetrischer Stauchversuch mit asymmetrischer
Verformung. Plastische Instabilit&dt, Verschiebung der

FlieBscheidelinie.
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Bild B.10 15 mm Probe (Ribdl, RiUib6l) mit 85 % HOhen-
abnahme. Symmetrischer Stauchversuch mit asymmetrischer

Verformung.



Bild B.11 20, 15, 10, 5 mm Proben (Riib6l, trocken).
Gleitlinienfelder beim Anstauchen.

Bild B.12 10 mm Probe (unten Riib6l, oben trocken).
Gleitlinienfelder beim Anstauchen.



Bild B.13 15 mm Probe (unten RibSl, oben trocken).
Gleitlinienfelder beim Anstauchen.

Bild B.14 20 mm Probe (unten Riibé1l, oben trocken). Gleit-
linienfelder bei 10 % Hohenabnahme.



Bild B.15 20 mm Probe (unten RUbS1l, oben trocken).
Gleitlinienfelder beim Anstauchen.

Bild B.16 20 mm Probe (unten Riib61, oben trocken). Gleit-
linienfelder bei 10 % HOhenabnahme.



Art der Asymmetrie

Ort der Asymmetrie

1) Walzgut

2) Walzen

3) ilibrige Walzwerkteile

A) Walz-Geometrie

Al) Dickenverteilung iiber die
Bandbreite (Bandprofil),
Spaltband

A2) Walzendurchmesser,
Balligkeit (mechanisch,
thermisch), Walzenschrankung,
Horizontalversatz.

A3) Fluchtungsfehler Umlenk-
rollen, Haspelachsen, Has-
peldom-Durchbiegung.

B) Walz-Kinematik

B1) Seitliches Verlaufen,
nichthorizontaler Bandeinlauf,
oder -auslauf (pass line)

B2) Walzendrehzahl, Schlepp-
walzbetrieb, Arbeits- oder
Stiitwalzenantrieb (Kamm-
walze, Twin drive).

B3) Ab- und Aufwickelvor-
gang Wickelkriimmung),
Handtuckeffekt an Umlenk-
rollen.

C) Walz-Tribologie

C1) Oberflachenfeingestallt,
Kiihlung und Schmierung.

C2) Oberflichenfeingestallt,
Kiihlung und Schmierung.

C3)

D) Werkstoffeigen-
schaften

D1) Gefiige- und Hartever-
teilung iiber die Bandbreite
(Harteprofil).

D2) Walzenhirte, Verschlei3-
festigkeit.

D3)

Bild 17: Die verschiedene Arten und Orte der Asymmetrie.
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Ergebnisse des stibchen-
modells fiir verschiedene
Kombinationen von

my/ my

4'5 I I 1 1 1 i |
r—
— 1/1
x
40 | i
H- 1/08
35 L ~ 1/04
1/0 =0/1
3.0 1
m,/m,
25| i
0/0
2.0 i i ] ] 1 1 ]

00 05 10 15 20 25 3.0 35 4.0

Bild 18: Dimensionslose Stauchkraft fiir b/h = 0.75, 1, 1.5 und

3 fir variierende m,~ und m,~Werten.
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Bild 19: Stauchkraft fiir verschiedene b/h-Verhdltnisse mit der

Spannungsanalyse und Obere Schrankerechnung.
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Bild 20: Stauchkrédfte aus Versuch, Spannungsanalyse und Obere

Schrankerechnung fiir verschiedene b/h.
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Bild 21: Die dimensionslose Leistung in Abhdngigkeit der a und

B fiir b/h = 3.
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Bild 22: Die dimensionslose Leistung in Abhdngigkeit der a und

B fiir b/h = 1.5.
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Obere Schranke Ergebisse
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Bild 23: Die dimensionslose Leistung in Abhdngigkeit der a und

8 fir b/h = 1.
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ild 24: Die dimensionslose Leistung in Abhidngigkeit der a und

B

8 fiir b/h = 0.75.




%‘ ={0.346 - 1.918 y* + 3.462 y* - 1.890 y* }x*

04

*

3ild 25: Dimensionslose Geschwindigkeit 1in x-Richtung in':%{

Abhdngigkeit von dimensionslosen x und y fiir b/h = 3.




I
f ={0.443 - 0.979 y* + 0.921 y* - 0.385 y* }x*

Id 26: Dimensionslose Geschwindigkeit in x-Richtung in

hdngigkeit von dimensionslosen x und y fir b/h = 1.5.

F O o U



“x ={0.554 - 0.404 y* - 0.162 y* + 0.010 y* }x*

u

Bild 27: Dimensionslose Geschwindigkeit 1in x-Richtung 1in

Abhdngigkeit von dimensionslosen x und y fiir b/h = 1.

-0.5
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50 %

10 %

Asymmetrisch Flachstauchen

FEM-Rechnung
m,=0,m =1

h =5 mm

60 %

e

20 %
30 %

25 mm

80 %

40 %

FEM-Ergebnisse fiir 5 mm - Probe.

Bild 29




FEM-Rechnung

Asymmetrisch Flachstauchen

m =0,m =1
h =10 mm
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40 %

T

10 %

25 mm

50 %

20 %

§

FEM-Ergebnisse fiir 10 mm - Probe.

Bild 30
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Bild 31: FEM-Ergebnisse fiir 15 mm - Probe.
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20 %

FEM-Rechnung
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Bild 32: FEM-Ergebnisse fiir 20 mm - Probe.



Stempelhalter
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Nasenkeil 12*8*63 DIN 6887
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_@ i : _ @ —j J::f ,,,,, ;,-,"4 N
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f a Werkstoff 2 mahl
o 1.26.01
R = = e — 60-62 HRC
g 3 dick i - ‘I’ w . ¢ a,b,c und d geschliffen
i

Bild 33: Stempel und Stempelhidlter.
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Obere Schrankerechnung
Plastische Instabilitét

2h =5 mm

P*[]

P*[]

6.00

5.08 |-
5.98 [
5.97 |
5.96 |-
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5.93 |
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Bild 34: Ergebnisse der Obere Schrankerechnung fiir das plastische Instabilitdtsmodell.
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Anhang Versuche

V.1l Versuchstoffe

V.2 Versuchsaufbau

V.3 Versuchsdurchfiihrung

V.4 Versuchsauswertung

V.5 Weitere Versuchsergebnisse

V.5.1 Zweidimensionale Stauchversuche
V.5.2 Dreidimensionale Stauchversuche
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V.1l Versuchstoffe

Als Versuchswerkstoff diente Aluminium 99,5. Die Stauchproben
wurden durch Sigen und Fridsen hergestellt. Nach der spanenden
Bearbeitung wurden die Aluproben normalgegliiht, um homogene
Werkstlicke vorliegen zu haben, so daB die Einflilisse der Be-
arbeitung ausgeschlossen blieben. Die FlieBspannung des Werk-
stoffes kann Bild B.19 entnommen werden.

Die Ldnge und Breite der Proben wurde mit 1, : by = 50 mm : 50 mm
konstant gehalten. Die H8he der Proben wurde in 5 mm - Schritten
variiert ( h, = 5,10,15,20 mm). Einige der Proben wurden auf der
Frontseite poliert, um FlieBfiguren beim Anstauchen sichtbar zu
machen. Zwei Proben (h;=10 mm und h;=15 mm) bekamen Ldcher mit
einem Durchmesser von 1 mm, die nach dem Normalglilhen mit Zinn
ausgegossen wurden. Nach dem Stauchen wurden die Proben aufgesdgt
um die Verformung sichtbar zu machen, Bild B.3.

V.2 Versuchsaufbau

Zum Stauchen der Proben stand eine hydraulische Presse mit einer
Maximalkraft von 2500 kN zur Verfligung. Kraft, Geschwindigkeit
und Weg der Presse sind nicht zu steuern. Deswegen muBten
Anschldge angefertigt werden um den Stauchweg zu begrenzen. Als
Werkzeuge dienten 2zweli gehdrtete Stempel, Bild B.33. Die
MeBgrdfen Stauchkraft und Stempelposition wurden mit einer
KraftmeBdose bzw. einem induktiven Wegaufnehmer erfaft und mit
zwei X,Y-Schreiber des Typs YEW 3033 X-Y REC aufgezeichnet.
Schreiber 1 zeichnete die Kraft gegen den Weg auf, Schreiber 2
Kraft und Weg gegen die Zeit, Bild V.1.

V.3 Versuchsdurchfiihrung

Die Proben wurden geschmiert mit Riib8l oder Graphit. Wenn nicht
geschmiert, wurden die Oberfldchen von Werkzeug und Werkstiick mit
Alkohol gereinigt.

Die Proben wurden mit verschiedenen Stempelwegen und Schmier-
stoffe gestaucht. Alle Versuche wurden bei Raumtemperatur



- 74 -
durchgefiihrt.

V.4 Versuchsauswertung

Die Proben wurden vor und nach dem Stauchen vermessen, d.h. die
Hohe vor und nach dem Stauchen bestimmt. Aus den Diagrammen des
Schreibers war nicht direkt zu ersehen, wo das Stauchen der Probe
genau angefangen hatte, Bild V.2. Durch die Abmessungen des
Wegaufnehmers muBte dieser ziemlich weit von die Stempel entfernt
montiert werden, wodurch sich verschiedene elastische Durch-
biegungseffekte in den Kraft-Weg-Kurven bemerkbar machten, Bild
V.1l. Diese Effekte sind bei gréBeren HShenabnahmen ( > 1.5 mm)
vernachldssigbar, bei kleineren jedoch nicht, weil hier das
Aufsetzen des Stempels auf die Anschldge, d.h. das Ende des
Stauchens nicht so deutlich dem Diagramm entnommen werden kann.
Zusammen k®nnen die elastische Effekte maximal 1 mm betragen.
Hieraus gibt sich, daB mit Abnahme des Stauchwegs oder Abnahme
der AnfangshShe die Ungenauigkeit zunimmt.

V.5 Weitere Versuchsergebnisse

V.5.1 Zweidimensionale Stauchversuche

Am Anfang wurden zum Ausprobieren nur zwei Probenstiicke gebohrt
und mit Zinn ausgefiilt. Wegen die gute Ergebnisse wurde versucht
mehrere Proben zu bohren um so fiir verschiedene Umformgrade die
Verformungen sichtbar zu machen. Doch wegen der 15 mm Bohrtiefe
gingen viele Bohren 2zu Bruch. Die Proben konnten nicht mehr
gebraucht werden. Bild B.3 zeigt eine 15 mm Probe mit abgebroche-
nem Bohrer. Wegen die relativ geringe Verformung ist der EinfluB
zu vernachlédssigen. Das Problem beim Bohren gab noch ein anderes
Ergebnis. Die 15 mm Proben hatten alle schon Kérnerldcher an
einer Seite. Es wurde weiter nicht gebohrt, wie schon erklért.
Es wurde gedacht, daf der EinfluB dieser kleiner Ldcher nach dem
Normalgliihen vernachlédssigbar ist. Die Bilder B.6 und B.7 zeigen
solcheine Probe, die symmetrisch gestaucht wurde (40%). Beide



Seiten wurden mit Riib&l geschmiert. Die Probe biegt sich dabei
zu der Seite ohne Kérnerldcher aus. Es wurde angenommen, daB
dieses Ergebnis auf Grund der Kérnerldcher zu erklédren sei. Die
Kérnerldcher fungierten als "kunstliche Schmiertaschen". Spiter
stellte sich heraus, daB diese Erkldrung falsch war (V.5.2.
Dreidimensionale Stauchversuche). Im Bild V.5 sind die gemessenen
Krédfte fiir die verschiedene b/h-Verhdltnisse aufgezeignet.

Die asymmetrischen Stauchversuche mit Graphit (oben trocken,
unten Graphit) ergaben ein &hnliches Bild wie die Versuche, die
mit Rib6l durchgefiihrt wurden. Die Biegungen der Proben waren
jedoch niedriger. Die geringere Schmierungscapacitdt des Graphits
wurde mit Versuche bestdtigt bei denen oben und unten mit Graphit
bzw. Riib6l geschmiert wurde. Eine andere Sache ist die Verteilung
des Grafits liber die Kontaktfldche. Eine gleichmdfige Verteilung
ist kaum zu erstellen.

V.5.2 Dreidimensionale Stauchversuche

Es wurde auch Versuche durchgefiihrt um die asymmetrische Effekte
in Lidngsrichtung der Stempel zu untersuchen. Als Ausgangsposition
wurde das im Abschnitt V.5.1 erwdhnte Ergebnis genommen (asym-
metrische Effekte durch Kérnerldcher ?). Wie im Bild V.3 gezeigt
wurde beide Kontaktfldchen' in zwei gleiche Oberfldchen geteilt.
Auf die Fldchen A, B, C und D wurden Kérnerldcher angebracht, und
manchmal auch nicht. Die Verteilung der Kdrnerlécher iiber die
Oberfldche ist Bild V.3 zu entnehmen. Es wurde an beider Seiten
mit Riib6l geschmiert, und bis 40 % HShenabnahme gestaucht. Die
Ergebnisse waren alle gleich. Die Proben sahen aus wie im
symmetrischen Fall. Die Kérnerl&cher haben keinen EinfluB auf die
Schmierwirkung Riibdls.

Die gleiche Versuche wurden durchgefiihrt ohne Kérnerldécher, aber
mit Graphit statt Riib6l. Hier machten sich die dreidimensionalen
asymmetrische Effekte bemerkbar. Im Bild V.4 sind die Ergebnisse
grafisch dargestellt.
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b/h h [mm] F [kN] lj).s[kN]
3 5 70 150
1.5 10 50 130
1 15 35 127
0.75 20 73 190

Bild V.5 Gemessene Kridfte filir ¢=0 und ¢=0.5.
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Anhang Numerische Ldsung eines Volumenintegrals & Efgebnisse der
Obere Schrankerechnung
N.1 Numerische L8sung eines Volumenintegrals
N.2 Wirkung des Programms
N.2.1 Programm - INPUT
N.2.2 Programm - OUTPUT
N.3 Durchfiihrung und Ergebnisse der Obere Schrankerechnungen
N.3.1 Durchfiihrung der Obere Schrankerechnungen
N.3.2 Ergebnisse der Durchfiihrung
N.3.3 Ergebnisse Geschwindigkeitsfeldes dritten Grades
N.3.4 Minimale Werte des Gesammtintegrals fiir verschiedene
b/h-Verhdltnisse
N.4 Theorie der numerischen Quadratur
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N.1 Numerische L&sung eines Volumenintegrals

Zur numerischen Ldsung des Volumenintegrals wurde ein Pascal-
Programm [16,17,18] geschrieben, basierend auf der Simpson-
Methode (Abschnitt N.4) [19,20]. Durch Anderung von Funktion und
Parametern kann das Programm (Abschnitt N.2) sowohl fiir lineare
Geschwindigkeitsfelder, als auch fiir Geschwindigkeitsfelder
héheren Grades verwendet werden. Die Ergebnisse des Programmes
werden vorher anhand von Standardintegralen kontrolliert. Hierbei
stellte sich heraus, daB das Programm bei relativ niedriger
Anzahl von Rechenschritten, das heiBt bei relativ groBen
Intervallen dx und dy nicht genau war. Nur bei sehr kleinen
Schritten war das Program hinreichend genau. Damit wurde die
Rechenzeit zu lang. Im folgenden wurde daher zur numerischen
Losung des Volumenintegrals ein Programm zur Ldsung von Fliche-
nintegralen nach der Romberg-Methode (Abschnitt N.4) so umge-
schrieben, daB es sich auch zur L&sung von Volumenintegralen
eignet. Auch dieser Algorithmus wurde anhand von Standartintegra-
le kontrolliert. Auch dieses Programm (Abschnitt N.2) wurde so
verdndert, daB die Verwendung von Geschwindigkeitsfeldern
verschiedenen Grades mdglich ist. Der Rechenzeitbedarf war, bei
der Anwendung von Geschwindigkeitsfeldern h&heren Grades, auch
sehr hoch. Eine Ubertragung der Programme auf ein VAX—SYstem
gelang, aufgrund von Problemen mit der Kompatibilitadt der Pascal-
Compiler nicht.

N.2. Wirkung des Programms

N.2.1. Programm — INPUT
Vor dem Start des Programms miissen einige Parameter und Zahlen
eingefiihrt werden. Einige davon sind abhdngig von dem gewdhltem

Geschwindigkeitsfeld:

Vom Geschwindigkeitsfeld abhdngige Parameter:
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1) Filir das gewdhlte Geschwindigkeitsfeld gibt es eine Obere
Schrankenldsung. Diese Funktion muB8 eingefiihrt werden bei
"FUNCTION".

2) Auch die Zahl der Variablen, die deklariert werden miissen,
hé&ngt von dem gewdhltem Geschwindigkeitsfeld ab. Die Deklaration
findet statt unter "PROGRAMM".

3) Die Zahl der "LOOPSY ist auch abhidngig von der Zahl der
Parameter.

Vom Geschwindigkeitsfeld unabhidngige Parameter:

Eine "PROCEDURE" wird mit Variablen aufgerufen, die von der
Procedure bendtigt werden. Es gibt zwel Proceduren, "Romberg one"
und "Romberg two". "Romberg one" berechnet das Integral liber das
x-Interval . Das x-Interval ist in dx-Incremente unterteilt. Fir
jede Schrittstelle mit einem bestimmten x wird mit "Romberg two"
das Integral iiber das Interval y bestimmt. Die Variablen, die
eine Procedure bendtigt sind:

1) None, Ntwo.

2) Hone, Htwo.

3) Epsone, Epstwo.

4) Schaetzone, Schaetztwo.
5) Fehlerone, Fehlertwo.

Die Parameter mit "-one und -two" am Ende werden fiir die
Procedure "Romberg one", bzw. "Romberg two" gebraucht. Ihre
Bedeutung ist der oberen Seite des Programms zu entnehmen.

Nach dem Start werden dem Benutzer des Programms noch einige
Fragen gestellt. Es sind Fragen iiber die Anfangsgeometrie der
Probe, die in dem Geschwindigkeitsfeld gebrauchten Parameter, und
die Reibungszahlen m, und m;:

6) "Breite=": Es wird die Breite des Umformgebietes gefragt. In
unserem Fall ist das die Breite der Stempel.
7) "HShe=": Hiermit gibt man die Hdhe des Umformgebietes ein.
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8) "Range a von (al) bis (a2), al=, a2=": Es wird das Interval
fiir a gefragt (*).

9) "Schritt-Anzahl fiir Range a=": Hiermit gibt man die Zahl der
Schritte ein, womit den Interval unterverteilt werden muB (*).
10) "Reibungswert unten mu=": Die Reibungs-m,~Wert nach von
Mises. '

11) "Reibungswert oben mo=": Die Reibungs-m,-Wert nach von Mises.

(*) Die Fragen dargestellt in 9) und 10) werden wiederhohlt fiir
B, v, &, usw.

N.2.2 Programm - QUTPUT

Mit dem Durchlaufen der "LOOPS" werden, innerhalb der Grenzen des
bestimmten Intervalles, a, f, v, 6§ usw. variiert. Fiir jede
Variation wird der damit zusammenhingende Integralwert bestimmt.

In einem durch das Programm gedffneten "File", werden die ver-
schiedenen Parameter mit den berechneten Integralwerten abgespei-
chert (#*). Auch wird eine durch das Programm bestimmte Fehler-
schaetzung gegeben. Diese Fehlerschaetzung wurde nur als
Hilfsmittel zur Kontrolle gebraucht. Durch das Umschreiben des
Programms zur L&sung von Fldchenintegralen in ein Programm zur
Ldsung von Volumenintegralen war der Wert der Fehlerschaetzung
nicht mehr richtig. Es wurde nur iberpriift, ob der Wert der
Fehlerschaetzung im Verhdltnis zum Gesammtintegralwert nicht zu
grof wurde. Ein Fehler beim Durchlauf des Programms wird durch
das Programm gemeldet.

(*) Es seil darauf hingewiesen das bei einen neuen Start des
Programms die alten Dateien automatisch geldscht werden. Falls
die alten Dateien noch gebraucht werden, muf man sie vor einem
neuen Programmlauf umbenennen oder den Namen des "Outputfile"
dndern.
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Programm, basierend auf der Simpson Methode, zur Berechnung Obere
Schrankeldsung mit lineares Geschwindigkeitsfeldes.

PROGRAM obaren_schranken_integral_sins{input,out};
VAR PPFij,blLbr i ho.2,8,

8,b,mu,mo, hohe, breidts,

sa,sh,

ral,ra2,rbt.rb2,

Pir1 P2, Pl Pd1,Pd2,Pd3,Pd:real;

k.1,

nx,ny,nanbiinteger;

out: text;

FUNCTION funktie{x,y,a,b,mu,mo,hohe,breidte:reali:resl;
BEGIN
Pirt:= (a+b} * imo/(Sqrt{3)}};
Pir2:= {a-b) * (mu/{Sqrti3)}};
Pir:= Pt + Pfe2;
Pdl:= 4/( {Sqrt{3]) * (breidte * breidts] J;
Pd2:= a+({b*{y/hohe]*{y/hohe));
Pd3:= (b*x)/{2*%hohel;
Pd:= Pdl * [ SqriiPd2*Pd2} + (Pd3*Pda});
funktie: = Pfr+ Pd;
END;

PROCEDURE power_zwei{x:real:VAR Pij:real};

VAR [integer;
y.Pi0,Pi1,Pi2:real;
BEGIN
Pi0:=0;
Pil:=0;
Pi2:=0;
Pij:=0;
FOR j:= 0 TO {2*ny} DO
BEGIN
y:=hu+(j*zh
IF (j=0} OR {j=2"ny) THEN
BEGIN
Pi0: = Pi0 + funktie{x,y,.a,b,mu,mo, hohe,breidte];
END;
IF j MOD 2 = O THEN
BEGIN
Pi2: =Pi2 + funktie{x,y,a.b,mu,mo,hohe,breidte};
END;
IF j MOD 2 = 1 THEN
BEGIN
Pil:=Pi1 + funktisix,y.a.b,mu,mo,hohe, breidte);
END;
END;
Pij: = (2/3}* (PIO + 4" Pit + 2*Pi2);
END;

PROCEDURE power_sins{VAR PPij:resl};

VAR iLiinteger;
x,POP1,P2],Pij:resi;
BEGIN
POj:=0;
Plj:=0;
P2:=0;
PPij:=0;
FORi:= 0 TO {2*nx} DO
BEGIN
w=bl+(i%s);
IF {i=0} OR (i= 2*rmx} THEN
BEGIN
powsr_zwaei(x,Pijl;
POj: = POj + Pij;
END;

iF i MOD 2 = O THEN
BEGIN



power_zwei(x.Pijl;
] P2j:=P2j+Pij;
END;
FiMOD 2 = 1 THEN
BEGIN )
power_zweilx,Pijl;
P1j:=P1j+Pij;
END;
END; ’
PPij: = {8/3)*{POj + 4PV + 2*P2j);
END;

{main}

BEGIN
assignfout,’outsins’);
rewritelout};

writein;

5 reRETE - - * - * Y R I T 2 L
writeln( e e BREREEEREBERES - - * * (A

writein{"* *** Achtung Y Schritt-Anzahl immer INTEGER 11} *****};

ol 4 e 4 440 e LA R LIRSS IR LRSI EIREILSBLLNNRNERRRRESRO RS,
Wi n .

writeln;

write{” Breidte links von x=0: ‘);
raadin(bl);

write{” Breidte rechts von x=0: ‘};
readin{br);

write{’ Schritt-Anzahl x : *);
readin{nx);

write{’ Hohe unter y=0 : °);
readin{hul;

write{” Héhe oben y=0:");
readinthol;

write{’ Schritt-Anzshl v : '}
readin{ny};

write{’"Range a von {e1) bis (a2), at = ‘});
readin{ral};

write{* 82 ='};

readin{ra2);
write{’ Schritt-Anzahl fiir range 8 = °J;
readin{nasl;
write{"Range b von {b1} bis (b2), b1 = ");
readini{rb1};
write{’ b2 = ‘)
readinirb 2};
write{” Schritt-Anzahl fir renge b = °};
readin{nbl;
write{” Reibungswert unter, mu = °};
readinimul;
write{” Reibungswert oben, ma = );
readinimo);
s: = {br+bl/{2*nx);
2:={ho +hul/{2%ny});
sa: ={ra2-ral}/ne;
sb:={rb2-rb1}inb;
broidte: = bl + br;
hohse: =hu+ ho;
BEGIN
FOR Kk := 0 TO na DO
FOR!:= 0 TO nb DO
BEGIN
a= ral +k*sa;
b= b1 +i*sh;
power_sins{PPij};
writeln;
writein{out,’s; ‘,a:4:4," b: ", b:4:4};
writelnfout,'mu: ", mu:4:4,” mo: *,mo:4:4,” héhe: ’,
hohe:4:4,” breidte: ’ breidte:4:4);
writelr;
write{out,'Leistung integriert’);
write{out,’ nach Simpson : *,PPij);
writein;
END;
END;
closelout);
END.
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Programm, basierend auf der Romberg Methode, zur Berechnung Obere
Schrankel&sung fiir Geschwindigkeitsfeld dritten Grad.

{ Numerische Qusdratur fiir obere Schranke LBsung, Geschwindigkeitsfeld hoch drei

Die folgendsn Prozeduren berechnen neeherungsweise das integrai einer
reeltwertigen Funktion mit Hilfe der Romberg-Quadratur,

Dies Unterprogramme haben die folgenden Parameter:

{A} Real Ein Linke Grenze des Intogrationsintervalis in die X-Richtung.
{B) Real Ein Rechte Grenze des integrationsintervalis in dis X-Richtung.
[{o4]} Reasl Ein Linke Grenze des Integrationsintervalis in dis Y-Richtung.
Dy Resl Ein Rechte Grenze des Integrstionsintervalis in die Y-Richtung.
Broite Real Aus Breite-Abmessung in die X-Richtung.

Hhe Resi  Aus HShe-Abmessung in die Y-Richtung.

mu Resl  Ein Reibungswert (Von Mises) unten.

mo Real Ein Reibungswert (Von Mises) oben.

an Reat Ein Alpha-Parameter in das Geschwindigkeitsfeld.

bb Real Ein Beta-Parametsr in des Geschwindigksitsfeid.

cc Reai Ein Gamma-Parameter in das Geschwindigkeitsfeld.

dd Roat Ein  Delta-Parameter in das Geschwindigkeitsfeld.

ral,ra2,na Resl Ein Anfangs- und Endwerte fir Range sipha, Zahl der Schritte flr Range.
i, k2 Real En Anfangs- und Endwerte fir Range beta, Zahl der Schuitte fGr Rangs.
rdl,1d2,nd HRest Ein Anfangs- und Endwerte {ir Range delta, Zahl der Schritte fir Range.

Qone Real Aus  Waert des totale Volume-Integrals.

CGtwo Resl Aus  Wert des Integrals in Y-Richtung.

N Integer Ein Maximale Anzeh! der Funktionsberechnungen, bzw,
{None = Ntwo} Anzahl der Zeilen des Romberg-Schemas.

H Real Ein Anfsngsschrittweite bei dar Romberg-Quadratur.
{Hone =Htwo)

Eps Real Ein Genauigkeitsforderung bei der Romberg-Quadratur.

iEpsone = Epstwo)
Schaetz Real Aus Fehlerschaetzung bei der Rombaerg-Quadratur.
{Schastzone,Schastztwo]
Fehler Integer Aus Fehlerparameter.
{Fehlerone,Fehiertwo) =0: Nullstelie gefunden.
=1: Parameter falsch,
= 2: Genauigkeitsanforderung nicht erfuelit.

Zussetzlich muss eine Funktion Funk zur Berechnung der Funktionswerte hinzuge-

fuegt werden
Pd Real  Aus Innere Leistung (Dimensionsios].
P Real Aus Reibungs Leistung {Dimensionsios). }
Program Ohr;_SGhrmko”Losung)foch*driotinput,out); { Testprogramm }

Var Oone, Qtwo, Scheetzones, Schaetztwo: Real;
Fehlarone, Fehlsriwo: Integer;
sa,bb,cc, dd,mu,mo, hohe, breite hobr,
sa,sb.sd,
ral,re2,1b1,rb2,0d1,1d2,
Pfr1,Pfr2,Pir,Pd1,Pd2,Pd3,Pd4,PdS Pd:reat;
ki, il,nn,
na,nb, ndiinteger;
out: text;

Function Funk {X,Y: Real): Real; { Funktion, dis integriert wird. }
BEGIN
Piri:= Abs{{ea+bb+ce+dd}] * (mo/(Sqrti3])});
Pi2:= Abs(isa-bb+cc-dd)) * imu/{Sqrt(3)));
Pfr:= Pfr1 + PHr2;
Pdi:=  (4/(Sqrt{3)});
Pd2:= ((aa+ {y*{bb+ (y*lcc+{y™ ddIli}l} “hobr);
Pdd:= {x*x};
PdS:= {{bb/2]+iy*{cc+ (y*{{3*ddi/2}};
Pd3:= Pd4*Pd5*Pd5;
Pd:= Pd1 * (Sqri((Pd2*Pd2} +Pd3}};
Funk: =Pfr+Pd;
END:
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Procedure Romberg_two {X,C,0: Real; Var Qtwo: Real; Var Fehisrtwo: Integer; {X konstant, {ber Y integrieren}
Htwo: Real; Niwo: integer; Epstwo: Real;
Var Schastztwo: Real);

Const AllesOk = 0; Parameter = 1; Schritte = 2;
Var | K, M, NO: integer;
H1, H2, XM: Resl;
EL: Array[1..20] Of Reasl;
Begin If (Ntwo < = 1} Or {Ntwo > 20) Or {Epstwo < = 0.0) Then Begin
Fahlsrtwo: =Parameter; Exit; End; { Parameter pruefen }

It C = D Then Begin { Sonderfall: Leares intervali }
Qtwo:=0.0; Scheetztwo:=0.0; Htwo:=0.0;
Fehlertwa: = AllesOk; Exit; End;

Htwo:= Abs{Htwo); If Abs(D-C] < Htwo Then Hitwo: = Abs{D-C}; { Sorge fuer richtige }
tf C > D Then Hiwo: = -Htwe; { Anfangsschrittweits }

Hf Htwo = O Then Htwo:= D - C;

NO:= Trune{iD - C] / Htwe + 0.5]; Htwo:= (D - C} / NO;

Qtwo:= {FunkiX.Cl + Funk(X,D)j / 2.0; { Bostimme erate Zeile deos }
Fori:=1 To NO - 1 Do Qtwo:= Qtwo + Funk(X,C + | * Htwol; { Rombergschemas }
EL[1]:= Htwo * Otwo;
For K:=2 To Ntwo Do Begin { Bestimme naechsten Integraiwert }
Htwo:= Htwo / 2.0; NO:= NO * 2;
Qtwo:=0.0;

l: = 1; While | < NO Do Begin

Gtwor= Qtwo + Furk(X,C + 1 * Htwel;

=i + Z; End;

{ Naochste Zeile des Rombergschemas }

H:=EL[1}; EL[1h:= Hiwo * Qtwo + EL[1}/ 2.0;
XM:=1.0;
For M:= 2 To K Do Begin

XM:= XM * 4.0;

H2: = EL[M];

ELIM]:= ELIM-1] + {ELIM-1] - H1} / (XM - 1.0);

H1:=H2; End;

Schaetztwo: = Abs{EL[K] - EL[K-1]}: { Fehlerschaetzung }
If Schaetztwo « Epstwo Then Begin
(two: = ELIK]; Fehlertwo: = AllesOk; Exit; End;
End;
Qtwo: =EL[Ntwo]; Feblertwo: = Schritte;
End;

Procedure Romberg_one {A,B,C,D: Real; Var Qone: Real; Var Fehlsrone: Integer;  {Ubsr X intsgrieren, }
Hone: Real; None: Integer; Epsone: Real; {bei jade X mit Romberg_two, }
Var Schaetzone: Real; {Gber Y integristen.}

Const AllesOk = 0; Parameter = 1; Schritte = 2;
Var |, K, M, NO: Integer;
H1, H2, XM: Real;
QtwoA, QtwoB, QtwoE, OtwoF, E, F: Real;
EL: Array{1..20] Of Real;
Begin if {None <= 1} Or {None > 20) Or {Epsone <= 0.0) Then Begin
Fehlerone: = Parameter; Exit; End; { Parameter prusfen }

If A = B Then Begin { Sonderfail: Leerss Intervall }
Qone: =0.0; Schaetzone:=0.0; Hone:=0.0;
Fehlerone: = AllesOk; Exit; End;

Hone: = Abs(Honel; if Abs(B-A] < Hore Then Hone:= Abs{B-Al; { Sorge fuer richtige }
if A > B Then Hone: =-Hons; { Anfangsschrittweite }

i Hone = O Then Hone:= B - A;

NO:= Trunel(B - A} / Hone + (.5); Hone:= (B - Aj / NO;

Romberg_two{A.C,0, Qtwo, Fehlertweo, 0.0, 10, 1.0E-12, Schaetztwo);
QtwoA: = Qtwo;

Romberg_twoiB,C,D,Qtwo, Fehlsrtwo, 0.0, 10, 1.0E-12, Scheetztwo};
QtwoB: = Otwo;

Qone:= (QtwoA + QtwoB) / 2.0; { Bestimme erste Zeiie des }
E:=A+1*Hone;
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Ramberg_two{E,C,D,Qtwo, Fehlertwo, 0.0, 10, 1.0E-12, Schaetztwol;
Qtwok: = Qtwo;

Fori:=1 To NO - 1 Do Qone:= Qone + QtwoE; { Rombergschemas }
EL{1k= Hone * Qons;

For K:= 2 To None Do Begin { Bestimms naechsten integratwert }
Hone:= Hons / 2.0; NO:= NO * Z;
Qone: =0.0:
E:=1; While | < NO Do Begin
F:=A+{*Hore;
Romberg_tweiF,C,D,Qtwo, Fehlertwo, 0.0, 10, 1.0E-12, Schastztwo);
Otwol: = (two;
Qone:= Qons + QtwoF;
fr= | + 2; End;
{ Naechste Zeile des Rombergschemas }
H1:=EL{1}; EL[1}:= Hone * Gone + EL[1]/ 2.0;
XM: = 1.0;
For M: =2 To K Do Begin
XM:= XM * 4.0;
H2: = ELIM];
ELIMI: = ELIM-1] + (ELIM-1] - H1} / (XM - 1.0};
H1:=HM2; End;

Schaetzone: = Abs{ELIK] - ELIK-1]}; { Fehlerschaetzung }
If Schaetzone < Epsone Then Begin
Qone: = ELIK); Fehlerone: = AllesOk; Exit; End;

End;
Qone: = EL[{None); Fehlarone: = Schritte;
End;
BEGIN {Abtrage der Input-verisbelen}
assigniout,’outdrei’);
rewrits{out);
writsin;

HGIN( S H S E P AR SR A AP L S IEIFLELIEIIISRIIIFIAILR RS I RTINS,
WHIIN 1

writein{"**** Achtung il Schritt-Anzsh! immer INTEGER { ****’);

I P PP Rt R R I IR A AL IS IIREIRINIRIRRERI,
w Ty -

writein;

write{” Breite= : *};
readinibreite);

writel’ Héhe = : '};
readin{hohel;

write{'Range a von (a1} bis {a2), a1 = '});
readini{rat);

writel’ a2 =’);
readin{ra2);

writel" Schritt-Anzahl fir range a = j;
readin{na);

write{"Range b von {b1) bis [b2), b1 = ‘);
readin{rb1);

write{’ b2 = °};
readin{rb 2};

write{” Schritt-Anzahi fiir range b = ’);
readin{rb};

write{’"Range d von {d1) bis (d2), d1 = °);
readin{rd1};

writel’ d2z = '}
readin{rd2};

wiitel" Schritt-Anzah! flr tange d = °};
readin{nd};

writel” Reibungswert unten, mu = '};

readinimu);
writs{’ Reibungswert ocben, mo = °};
readinimo);
sa:={m2-relling;
sbrw {th2-rb1}inb;
ad: = {rd2-rd1)/nd;
hobr: = hohe/breite;
writeln{out,'breite = *,breite:4:4};
writeinjout,'héhe = * hohe:4:4);
writein{out,’Range alpha = “,ra1:4:4,” - ",ra2:4:4};
writein{out,”Schritt alpha = ’,sa:4:4);
writeinfout,‘Range beta = ",tb1:4:4,” - “1b2:4:4);
writein{out,”Schritt beta = ‘,sb:4:4};
writeln{out,’Range deita = ‘,rd1:4:4,° - *,rd2:4:4);



writeln{out,”Schritt delta = *,sd:4:4};
writsinfout,"mu! ",mu:4:4,'mo: ,mo:d:4);

writelnfout];
writeinjout,’'alpha= beta= gamma= deita= Romberg-integral= Fohlerschaetz=);
writeinfout);
BEGIN
FORkk := 0 TO na DO {siphs,beta,gamma und delta veriieren}

FOR i := O TO nb DO
FOR i ;= O TO nd DO
BEGIN
aai= ral +kk*as;
bb:= rb1 +li*sb;
ceim 3*{(1/2%hobr}j-aa};
dd: = 1d1 +nn*sd;
Romberg_one {0, 1, -1, 1, Qone, Fehlerone, 0.0, 10, 1.0E-8, Schastzone};
writeinf{out,8a:3:3,” ‘,bb:3:3,” ‘,cc:3:3, ‘,dd:3:3, “,Qone,” ‘,Schastzone);
If Fehlorone = Q Then
Write{out]
Else
Writel.n{out,"Fehler bsi Integralberechnung mit Romberg’);

If Fohlertwo = O Then
Write{lout}
Else

WritelLniout,’Fehisr bei Integralberechnung mit Romberg’):

END;
END;
closelout];
END.
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Programm, basierend auf der Romberg Methode, zur Berechnung Obere

Schrankeldsung filir Geschwindigkeitsfeldes

Randbedingung m=1 ist miteinbezogen.

{ Numerische Quadratur fir obere Schranke Lésung, Geschwindigkeitsfeld hoch drei

Die folgendon Prozeduren berechnen nasherungsweise das integral einsr
reoliwertigen Funktion mit Hilfe der Romberg-Quadratur,

Die Unterprogramme haben die foigenden Parameter:

{A} Real Ein Linke Grenze des Integrationsintsrvalis in die X-Richtung.
8) Real Ein Rechte Gronze des integrationsintervalis in dis X-Richtung.
{C} Real Ein Linke Granzse des Integrationsintervalls in die Y-Richtung.
{D} Real Ein Rechte Grenze des Integrationsintervalls in dis Y-Richtung.
Breite Real  Aus Breite-Abmessung in die X-Richtung.

Héhe Resl Aus Hhe-Abmessung in die Y-Richtung.

mu Real  Ein Reibungswert (Von Mises] unten.

mo Resl  Ein Reibungswert {Von Mises} obsr.

a8 Real Ein Aipha-P: in des Geschwindigl feld

bb Real Ein Beta-Parameter in des Geschwindigkeitsfeld.

ce Real En Gamma-Parameter in das Geschwindigkeitsfeld.

dd Real Ein Delta-Parameter in das Geechwindigkeitsfeld.

rat,ra2,ne Real  Ein Anfangs- und Endwerte fir Range alpha, Zahi der Schritte fir Range.
tb1,s2,nb Resl  Ein  Anfangs- und Endwerte fiir Hange beta, Zahl der Schritte #ir Range.

Qone Rest Aus Woert des totals Volume-integrals.

Otwo Real Aus Wert des Integrals in Y-Richtung.

N integer Ein  Maximale Anzahl der Funktionsberachnungen, bzw.
{None =Ntwao) Anzsahl der Zeilen des Rombarg-Schemas.

H Real Ein Anfangsschrittweite bei der Romberg-Quadratur,
{Hone = Htwo)

Eps Real  Ein Genauigkeltsforderung bei der Romberg-Quadratur,

{Epsone = Epstwo)
Schaetz Real Aus Fehierschastzung bei der Romberg-Quadratur.
{Schaetzone, Schaetrtwo)
Fehler integer Aus Fshlerparameter.
{Fehlerone, Fehlertwo} =01 Nullstefie gefunden.
= 1: Parameter falsch.
= 2: Genauigkeitsanforderung nicht erfuelit.

Zusaetzlich muss eine Funktion Funk zur Berechnung der Funktionswerte hinzuge-
fuegt werden

Pd Real  Aus innere Leistung (Dimensionsios).

Pir Reel  Aus Reibungs Leistung {Dimensionsios). }

Program Obere_Schranke _Losung_Hoch_tuenfiinput,out);

Var Gone, Qtwo, Schastzone, Schastziwo: Real;
Fohlerone, Fehlartwo: Integer;
88,bb,cc,dd,mu,mo hohe,breite hobr,
sa,sb,
ral,ra2,b1,b2,
Pfr1,Pfr2,Pfr,PdY,Pd2,Pd3,Pd4,PdS ,Pd:real;
H,mm,
na,nbinteger;
out: text;

Function Funk {X.Y: Resl); Real; { Funktien, die integriert wird. }

BEGIN
Pirl:> {Abslaa+bb +cc+dd)} * {mo/{Sqrt{3)});
Pfr2: = (Abs{aa-bb +co-dd)) * [mu/{Sqrt(3)));
Pfr:= Pir1 + Pfr2;
Pdl:= (4/{Sqrt{3)});
Pd2:= {sa+{Y*{bb+{Y*{cc+{¥*dd))}}*hobr);
Pdd:= (X*X):
Pd5:= {(bb/2} +{Y *{ec+ (Y*({(3*dd}/2)i}}}};

dritten Grad.

{ Testprogramm }

Die
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Pd3:» Pd4*Pd5*PdS;

Pd:= Pd1 * {Sqrt{{Pd2*Pd2)+ Pd3));
Funk: = Pir+Pd;

END;

Procedurs Romberg_two {X,C,D: Real; Var Qtwo: Real; Var Fehlertwo: Integer; {X konstant, Gber Y integrieren}
Htwo: Reesl; Ntwo: integer; Epstwo: Real;
Var Schaetziwo: Reall;

Const AlloeOk = O; Parameter = 1; Schritte = 2;
Var |, K, M, NO: Integer;
H1, H2, XM: Real;
EL: Array[1..20] Of Real;
Begin i (Ntwe <= 1} Or {Ntwo > 20) Or (Epstwo < = 0.0} Then Begin
Fehlertwo: = Parameter; Exit; End; { Parameter prusfen }

If C = D Then Begin { Sonderfall: Leerss Intervall }
Qtwo: =0.0; Scheetztwo:=0.0; Hiwo:=0.0;
Fehlertwo: = AllesOk; Exit; End;

Hiwo:= Abs{Htwo); If Abs{D-C] < Hiwo Then Htwo:= Abs{D-Cl; { Sorge fuer richtigs }
i © > D Then Htwo: =-Htwo; { Antsngsschrittweite }

If Htwo = O Then Htwo:= D - C;

NO:= Trunc{{D - C} / Htwo + 0.5); Htwo:= {D - C} / NO;

Qtwo:= (Funk(X,C} + Funk{X,0}} / 2.0; { Bestimme ersts Zeila des }
For l:=1 To NO - 1 Do Qtwo:= Otwo + Funk{X,C + | * Htwo); { Rombergschemas }
EL[1}::= Hiwo * Qtwo; .
For K:=2 To Niwo Do Begin { Bestimme naechster integralwert }
Htwo:= Htwo / 2.0; NO:= NO * 2;
Qtwo:=0.0;

:=1; While | < NO Do Begin

Qtwo:= Qtwo + Funk{X,C + | * Htwo};

k=1 + 2; End;

{ Neachste Zeile des Rombergschemas }

HT:=EL[1}; EL[1}:= Htwo * Otwo + EL[1]/ 2.0;
XM:=1.0;
For M:=2 To K Do Begin

XM:= XM * 4.0;

H2:=EL[M};

ELML: = ELIM-1] + (ELIM-1] - H1} / (XM - 1.0});

H1:=H2; End;

Schaetztwo: = Abs{EL[K] - EL[K-11); { Fehlerschaetzung }
If Scheetztwo < Epstwo Then Begin
Gtwo: =ELIK]; Fehlertwo: = AlleeOk; Exit; End;
End;
QOtwo: =El [Ntwo]; Fehlsrtwo: = Schritte;
End;

Procadure Romberg ons (A,B,C,D: Real; Var Qone: Real; Var Fehlerone: integer; {Ober X integrieren, }
Hone: Resl; None: Integer; Epsone: Real: {bei jede X mit Romberg_two, }
Var Schaetzone: Real); {tber Y integrieren.}

Const AliesOk = O; Parameter = 1; Schritte = 2;
Var 1, K, M, NO: Integer;
H1, H2, XM: Reat;
QtwoA, GtwoB, OtwoE, QtwoF, E, F: Real;
EL: Array{1..20] Of Real;
Begin i (None <= 1} Or {Nons > 20} Or (Epsone < = 0.0] Then Begin
Fehierone: =Parameter; Exit; End; { Parameter prusfen }

It A = B Then Begin { Sondertali: Lesres Intervall }
Gone: = 0.0; Schsetzone:=0.0; Hone:=0.0;
Fehlerone: = AllesOk; Exit; End;

Hone:= Abs{Hone}; If Abs{B-A) < Hone Then Hone:= Abs(B-A}; { Sorge fuer richtige }
i A > B Then Hone: =-Hone; { Anfangsschrittweite }

1f Hone = O Then Hone:= B - A;

NO:= Trunc({B - A) / Hone + 0.5); Hone:= (B - A} / NO;



Romberg_two(A,C,D, Qtwo, Fehlertwo, 0.0, 20, 1.0E-12, Schastztwo);

QtwoA: = Qtwo;

Romberg two{B,C.D,Qtwo, Fehiertwo, 0.0, 20, 1.0E-12, Schastztwo);
QtwoB: = (two;

Qone:= {QtwoA + QOtwoB) / 2.0; { Bastimme erste Zeile des }
E: = A +1*Hone;

Romberg_two(E,C.D,Qtwo, Fehisrtwo, 0.0, 20, 1.0E-12, Schastztwo);
QtweoE: = Qtwo;

Forl:=1 To NO - 1 Do Qone:= Qone + QtwoE; { Rombergschemas }
EL[1]:= Hone * Qone;

For K:=2 To None Do Bagin { Bestimme naschsten Integralwert }
Hone:= Hone /7 2.0; NO:= NO * 2;
Qone: =0.0;
t:=1; Whils | < NO Do Begin
F:=A+{*Hons;
Romberg_twolF,C,D,Qtwe, Fehlertwo, 0.0, 20, 1.0E-12, Schaetztwo);
QtwoF: =Qtwo;
Qone: = Qone + QtwoF;
e | 4 2; End;
- { Naechste Zeile des Rombergschemas }
Hi:=EL[1); EL[1):= Hone * Qone + EL[1}/ 2.0;
XM:=1.0;
For M:=2 To K Do Begin
XM:= XM * 4.0;
H2: = ELIM];
ELIMI:= ELIM-1] + {ELIM-1] - H1} / {XM - 1.0}
H1:=HZ; End;

Schaetzone: = Abs(EL[K] - ELIK-1]); { Fehlerschaetzung }
i Schaetzone < Epsone Then Begin
CGone: = EL[KL: Fehlerone: = AllesOk; Exit; End;
End;
Qone: = EL[None]; Fehierone: = Schritte;
End;

BEGIN {Abfrage der Input-variabelen}
assigniout,"outout’}; .
rewrite{out);
writeln;
writ.'n(‘Q%Q.&Qkidil-l(wl&000'60‘00‘&'900004 0&0.00'*00'0600000*{-”
writein{"**** Achtung ! Schritt-Anzahd immer INTEGER It =+ *+/};
wﬁwn(’*-l00}&’&""!'0‘00000. bi'&...’"ll{“‘l'%&!i.009".060'};
writeln;
write( Broits = : ‘)
roadin{breite);
write{’ Héhe = : '}
readin{hohel;
write{"Range a von {a1) biz {a2], a1 = ‘};
readin{ral};
write{’ a2 ="'
readini{ra2);
write{" Schritt-Anzahl fir range a = °};
readin({na);
writs{’'Range b von (b1] bis (b2}, b1 = ");
readini{rb1);
write( b2 = |
readinirb2);
write{’ Schritt-Anzahl fir range b = ’};
rsadininb);
write{’ Reibungswert untent, mu = °};
readin{imul;
write{” Reibungswert oben, mo = '}
_ readin{mel;
sa: = {ra2-ral}/na;
sb:={rb2-tbT)/nb;
hobr: = hohe/breite;
writeln{out,’breite =  breite:4:4};
writelnfout,’héhe = ‘' hohe:4:4);
writelnfout,’Range alpha = ‘,ra1:4:4,” - ",ra2:4:4);
writeinjout,”Schritt aipha = ‘,88:4:4};
writain{out, 'Rangs bets = “1b1:4:4," - “,rh2:4:4);
veriteinfout, Schritt beta = ’ ab:4:4);
writsinjout, ' mu: * mu:d:4, mo: " mo:4:4);
writein{out];

>



- 93 -

writeli{out,’sipha=  beta= gammea= deita= Romberg-ntegral =
" writeln{out];
BEGIN
FOR!:= 0TO na DO
FOR mm := 0 TO nb DO
BEGIN
ea:= ral +il*ss;
bb:w rb1 +mm*eb;
cor= 3*({1/{2*hobr}}-aal;
dd: = -aa-bb-cc;
Romberg_one {0, 1, -1, 1, Qone, Fehlerone, 0.0, 20, 1.0E-6, Schastzone);

writeinfout,s8:3:3," "bb:3:3, ‘c:3:3, ',dd:3:3, ‘,Qone,’ ’,Schastzone};

Hf Fehierons = 0 Then
Write(out}
Eise .
WriteLn{out,'Fehler bei Integralberechnung mit Romberg_onelbreite}’);

if Fehlertwo = 0 Then
Write{out}
Else
WriteLn{out,'Fehler bei integralberechnung mit Romberg_twolhéhel’);

END;
END;
- closelout];

END.

Fehierscheetz="};
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Programm, basierend auf der Romberg Methode, zur Berechnung Obere
Schrankeldsung fiir Geschwindigkeitsfeldes filinften Grad.

{ Numerische Quadratur fiir obers Schranke Lisung, Geschwindigkeitsfeld hoch finf

Die folgenden Prozeduren berechnen nasherungsweise dae integral einer
ocliwertigen Funktion mit Hilfe der Romberg-Quadratur,

Die Unterprogramme haben die foigenden Parameter:

{A) Roal £in Linke Grenze des Integrationsintervalls in dis X-Richtung.
] Reai  Ein Rechte Grenze dee Integrationsintervails in die X-Richtung.
IC} Real  Ein Linke Grenze des integrationsintervalls in die Y-Richtung.
D) Real Ein Rechte Grenze des Integrationsintervalls in dis Y-Richtung.
Breite Real Aus Breite-Abmessung in die X-Richtung.

Hhe Rosi  Aus HBhe-Abmessung in die Y-Richtung.

mu Real Ein Reibungswert {(Von Misss] unten.

mo Reatl Ein Reibungswert {Von Mises) obesn.

sa Real Ein  Alpha-Parameter in das Geschwindigkeitsfeld.

bb Real  Ein Beta-Parameter in das Geschwindigkeitsfeld.

[ Real Ein  Gamma-Parsmeter in das Geschwindigksitsfeld.

dd Roal Ein Deita-Parameter in das Geschwindigkeitsfeld.

B0 Reat Ein Epsiion-Parameter in das Geschwindigkeitsfeld.

# Real Ein Eta-Paramster in das Geschwindigkeitsfeid.

ral,ra2,na Reel Ein Anfangs- und Endwerte fiir Range alpha, Zahl der Schritte flr Rangs.
tbtl,th2,nb Real Ein Antangs- und Endwerte fir Rangs beta, Zahi der Schritte flr Range.
rcl,rc2,nc  Resl Ein Anfangs- und Endwerte fir Range gamma, Zahl der Schritte fir Range.
rdt,rd2,nd Real Ein Anfangs- und Endwerte fir Range delts, Zahl der Schritte fGr Range.
rel,rs2,ne Real  Ein  Anfengs- und Endwerte fir Range spsilon, Zahl der Schritte fir Range.

Qone Real Aus Wert des totale Volume-Integrals.

Qtwe Real Aus Waert des integrais in Y-Richtung.

N Integer Ein Maximale Anzehi der Funktionsberschnungen, bzw,
{None =Ntwo) Anzaht der Zeilen des Romberg-Schemas.

H Real Ein Anfangsscheittweite bei der Romberg-Quedratur,
{Hone = Htwo)

Eps Reoal Ein Genauigkeitsforderung bei der Romberg-Quadratur,
{Epsone = Epstwol

Schaetz Real Aus Fehlerschsetzung bei der Romberg-Quadratur,
{Schaetzone, Schaetrtwo)

Fehler Integer Aus Fehlerparameter.
{Fehlerons Fehlertwo) =0: Nullstelie gafunden.
=1: Parameter faisch.
= 2: Genauigkeitsanforderung nicht erfuelit.

Zussetzlich muse eine Funktion Funk zur Berechnung der Funktionswerte hinzuge-

fuegt werden
Pd Real Aus Innere Leistung {Dimensionslos).
Pfr Real  Aus Reibungs Leistung (Dimensionsios). }
Program Obere_Schranke_Losung Hoch_fuentlinput,outi; { Testprograrnm }

Var Qons, Qtwo, Scheetzone, Schaetztwo: Real;
Fehierone, Fehlertwo: Integer;
8a,bb,cc,dd,ee,if,mu,mo,hohe,breite hobr,
sa,sb,sc,sd,se,
ral,ra2,rb1,rb2,rc1,re2,rd1,rd2,re1,re2,
Pfr1,Pir2,P1,Pd1,Pd2,Pd3,Pd4,PdS Pd:resl;
kk il mm,nn,00,
ne,nb,nc,nd,neinteger;
out: text;

Function Funk (X,Y: Real): Real; { Funktion, die integriert wird. }

BEGIN
Pfrl:= {Abs{sa+bb+cc+dd+ee+if)] * (mo/{Sqri{3)i);
Pir2: = [Abslas-bb +co-dd + ee-ffl] * (mu/(Sqrt{3}}};
Pirn= Pfrl + Pfr2;
Pdi:= {(4/{Sqrt(3});
Pd2:= {ae+(Y*{bb+{Y*icc+{Y*(dd+ Y *{en+ Y I} *hobr;
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Pd4:= {X*X);

PdS:m  {(bb/2}+ (Y *{oc+(Y*{{{3*%dd}/2) + (Y *({2%es] + (Y {{E/2} *HI1IIN);
Pd3;= Pd4*Pd5*PdS;

Pd:= Pd1 * {Sqrt{{Pd2*Pd2) +Pd3}k

Funk: =Pir+ Pd;

END;

Procedurs Romberg two (X,C,D: Real; Var Otwo: Resl: Var Fehlertwo: Integes; {X konstant, ber Y integrieren}
Htwo: Real; Ntwo: Integer; Epstwo: Resl;
Var Schaetztwo: Real);

Const AlleeOk = O; Parameter = 1; Schritte = 2;
Var 1, K, M, NO: Integer;
H1, H2, XM: Real;
EL: Arrey([1..20] Of Reai;
Begin if {Ntwo <= 1) Or (Niwo > 20) Or (Epstwo < = 0.0} Then Begin
Fehlertwo: = Parameter; Exit; End; { Parameter prusfen }

If C = D Then Begin { Sondertali: Leeres intervall }
Qtwo: =0.0; Scheetztwo:=0.0; Htwo:=0.0;
Fehlertwo: = AllasOk; Exit; End;

Hiwo:= Abs(Htwo); If Abs(D-C} < Htwo Then Htwo:= Abs(D-Cl: { Sorge fuer richtige }
1f C > D Then Htwo: =-Htwoe; { Anfangsschrittweite }

If Hiwo = O Then Htwo:= D - C;

NO: = Trunc{(D - C} / Htwo + 0.5); Htwo:= {D - C} / NO;

Qtwo:= (Funk{X,C} + Funk{X,D)} / 2.0; { Beatimme orste Zeilo des }
Forl:=1 To NO - 1 Do Qtwo:= Qtwo + FunkiX,C + | * Htwo); { Rombsergschemas }
ELE ) = Hiwo * Qtwo;
For K:=2 To Ntwo Do Begin { Bestimme naechsten Integralwert }
Htwo:= Htwo / 2.0; NO:= NO * 2;
Qtwo:=0.0;

I:=1; While | < NO Do Bagin

Qtwo:= Qtwo + Funk(X,C + | * Htwo):

I=1 4+ 2; End;

{ Nmechste Zeils des Rombergschemas }

H1:=EL[1); EL[1]:= Htwo * Qtwo + EL[1]/ 2.0;
XM:=1.0;
For M:=Z To K Do Begin

XM:= XM * 4.0;

H2: = ELIM);

EL[M): = ELIM-1] + (ELIM-1] - H1} / {XM - 1.0);

H1:=HZ; End;

Schastztwo:= Abs({ELIK] - ELIK-1]}; { Fehlerschaetzung }
if Schaetztwe < Epstwo Then Begin
Qtwo: = EL[K]; Fehlertwo: = AllesOk; Exit: End;
End;
Qtwo: = EL{Ntwa); Fehlartwo: = Schritte;
End;

Procedure Romberg ons [A,B,C.D: Real; Var Gone: Real; Var Fehlerone: integer; {Ubor X integriersn, }
Hone: Real; Nons: intager; Epsone: Real; {bei jade X mit Romberg_two, }
Var Schaetzone: HReall; {tber Y integrieren.}

Const AllesOk = 0O; Parameter = 1; Schritte = 2;
Var i, K, M, NO: integer;
H1, H2, XM: Resl;
QtwoA, OtwoB, Qtwok, OtwoF, E, F: Real;
EL: Array{1..20] Of Real;
Bagin If (None <= 1] Or {None > 20} Or {Epsone <= 0.0} Then Begin
Fehlerone: = Parameter; Exit; End; { Parsmeter pruefen }

if A = B Then Begin { Sonderfall: Leerss Intervall }
Gone: =0.0; Schastzone:=0.0; Hone:=0.0;
Fahlerone: = AllesOk; Exit; End;

Hone:= AbsiHone}; If Abs{B-Al < Hone Then Hone:= Abs{B-A}; { Sorge fuer richtige }
if A > B Then Hone: =-Hone; { Anfangsschrittweite }
_# Hone = O Then Hone:= B - A;



NO:» Truncl{B - A) / Hone + 0.5); Hone:= (B - A} / NO;

Romberg twolA,C,D, Gtwo, Fehlsrtwo, 0.0, 10, 1.0E-12, Schaetztwo};
QtwoA.: = Qtwo;

Romberg_two(B,C,D.Gtwo, Fehlertwo, 0.0, 10, 1.0E-12, Schaetztwol;
GtwoB: = Qtwo;

Qone: = {QtwoA + OtwoBl 7 2.0; { Bestimme erste Zeile des }
E:=A+1*Hone;

Romberg_twolE,C,D,Qtwo, Fehlertwo, 0.0, 10, 1.0E-12, Schaetztwel;
QtwokE: = Otwo;

Fori:=1 To NO - 1 Do Qone:= Qone + GtwoE; { Rombergschemas }
EL[1)}:= Hone * Qone;

For K:=2 To None Do Begin { Bestimme naschsten Integratwert }
Hone:= Hone / 2,0; NO:= NO * 2;
Qone: =0.0;
;= 1; While | < NO Do Begin
F:»= A +1*Hone;
Romberg_two(F,C,D,Qtwo, Fshiertwo, 0.0, 10, 1.0E-12, Schaetztwo];
QtwoF: = Qtwo;
Qone: = Qone + QtwofF;
L= | + 2; End;
{ Naechste 2eile des Rombergschemas }
Hi:=EL[1); EL{1}:= Hone * Qone + EL[1]/ 2.0;
XM:=1,0;
For M: =2 To K De Begin
XM:= XM * 4.0;
H2: = ELIM];
EL[M):= EL[M-1] + {ELIM-1]-H1) /XM - 1.0}
H1:=H2; End;

Schasetzone: = Abs{ELIK] - EL[K-1]); { Fehtarschaetzung }
If Schastzone < Epsone Then Begin
Cons: = ELIK]; Fehlerone: = AllesOk; Exit; End;
End;
Qone: = EL|{None]; Fehlerone: = Schritte;
End;

BEGIN {Abfrage der Input-variabelen}
assigniout,"outfuenf’l;
rawrite{out};
writeln;
wriwﬂ("ibiGQiié'tQQOil{-‘0I‘Q{{Ql’{i{ib'f}&ﬁ&&-&iib&&ll0‘0&000"',;
writein{"**** Achtung Hl Schritt-Anzahl immer INTEGER 11§ ***+’};
writ.'n('lb“'fiQOC'G0.00QOQ-I--Q-"0&0**’.‘#*0’*"90*60*00"‘00"‘ QC"');
writein;
write(* Breite = : ‘|;
readin(breits};
write{’ Hihe = : ‘J;
readin{hohal; .
write{'Range a von (a1} bis (82}, 81 = '};
readinirat);
write(" a2 = '}
readin{ra2);
write{” Schritt-Anzahl fGr renge 8 = “};
readinina);
write{'Renge b von (b1} bis (b2}, b1 = *);
readin{rb1};
write(” b2 = ‘)
readin{rb2|;
write{” Schritt-Anzahi fir range b = °);
readininb);
write{'Renge ¢ von (c1) bis jc2), o1 = ');
readinirc);
write{ e2 = ‘)
readin{ro2);
writel" Schritt-Anzahl fir range ¢ = ');
readin{nc);
write{"Range d von {d1]} bis (d2), d1 = ’};
readin{rd1};
write{” d2 ='};
readin{rd2};
write{’ Schritt-Anzahl fir range d = °);
readinind};



write{"Range e von (o1} bis {82}, 61 = °};
readin{ral};
write{” 2 = ')
readin{re2);
write{’ Schritt-Anzahi fir range & = °);
readinine);
writel’ Reibungswert unten, mu = °J;
readinimul;
write{’ Reibungswert oban, mo = ');
readin{mol};
sa: = (ra2-rall/ne;
ab: = {rb2-rb1)/nb;
sc: ={rc2-retline;
sd: = {rd2-rd1l/nd;
se: = {re2-reljine;
hobr: = hohe/breite;
wiitelniout,’breite =  breite:4:4);
writeinfout,’'héhe = ‘ hohe:4:4);
writeln{out,"Renge alpha = ‘,ra1:4:4," - ’,1a2:4:4};
writeln{out,’Schritt alpha = ', sa:4:4};
writelnlout,"Range beta = “,1h1:4:4," - *,rb2:4:4};
writeln{out,”Schritt beta = *,8b:4:4);
writeinfout,”Range gamma = ",rc1:4:4, - *,rc2:4:4};
writelnfout,'Schritt gamma = *,sc:4:4);
writein{out,"Range deita = “,rd1:4:4,” - *,1d2:4:4);
writeinfout,”Schritt delta = *,sd:4:4};
writelnlout,’"Range epsilon = “rel1:4:4,” - “,re2:4:4);
writeln{out,”Schritt epsilon = ‘.80:4:4};
writslnfout, 'mu; ’,mu:4:4,'mo: ’,mo:4:4};

writein{out);
writeinjout,’alpha= beta= gamma= deita= epsilon= eta= Romberg-integral = Fehlerschaetz="};
writelnfout):
BEGIN
FOR kk := O TO na DO {slpha,bsta,gamma, defta,epsilon und eta variieren}

FOR Il := O TO nb DO
FOR mm := 0 TO ne DO
FORnn := O TO nd DO
FOR 0o := 0 TO ne DO
BEGIN
sa:= ral+kk*sa;
bb:== rby +il*sb;
ce:= rel +mm*sc;
dd: = rd1 +nn*sd;
o= rol+oo*se;
fi= G*en-(bml+{{2%cel/3);  {volumeninvarisnz)
Romberg one (0, 1, -1, 1, Qone, Fehlerone, 0.0, 10, 1.0E-6, Schastzona);
‘writeinfout,am:3:3,” “,bb:3:3,” ‘00:3:3, ‘,dd:3:3, ‘ee:3:3, *{:3:3, ",Qone,” ", Schastzone};
if Fohlerone = O Then
Write{out)
Eise
WriteLnlout, 'Fehler bed Integralberechnung rit Rormberg’);

if Fehlertwo = O Then
Write{out)
Else

Writeln{out,'Fehler bei Integraiberschnung mit Romberg’);

END;
END;
closelout};
END.
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N.3 Durchfiihrung und Ergebnisse der Oberen Schrankerechnungen
N.3.1 Durchfiihrung der Oberen Schrankerechnungen

Wie im Abschnitt N.2.2 erkldrt stehen im Outputfile alle
Gesamtleistungen in Abhdngigkeit von den Parametern des Ge-
schwindsigkeitsfeldes mit ihren Fehlerschaetzungen. Aus den ver-
schiedenen Werten des Gesamtintegrals erkennt man, ob die
Funktion Minimumwerte besitzt. In der N&he des Minimalwertes
wédhlt man ein kleineres Interval fiir die Parameter. Danach 1l&Bt
man das Programm wieder alle Gesammtintegrale berechnen fiir das
neue bestimmte Interval. Die Zahl der Wiederhohlungen hdngt von
der gewiinschten Genauigkeit und der Genauigkeit, die durch die
Fehlerschaetzung gegeben Qird, ab.

N.3.2 Ergebnisse der Durchfiihrung

Es folgen einige Ergebnisse der Rechnung fiir den Fall, daB b/h
gleich 3 ist. Im Abschnitt N.3.4. sind alle Ergebnisse der
Rechnungen, die durchgefilhrt wurden, dargestellt.



breite = 16.0000
héhe = 5.0000

Renge alphs = 0.5000 - 1.5000
Schritt alpha = 0.5000
Range bets = -10.0000 - 10.0000
Schritt beta = 0.5000

mu: 0.0000mo: 1.0000

alpha =

0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500

beta= gammas=

delta=

Romberg-Integral =

- g0 -

Fehlerschastz =

-10.000 3.000 6.5C0 1.08621308768634E+0001 1.57029717228307E-0007

-8.500
-8.000
-8.500
-B.000
-7.500
-7.000
-6.500
-6.000
-5.500
-5.000
-4.500
-4.000
-3.500

3.000
3.000

6.000
5.500
5.000
4.500
4.000
3.500
3.000
2.500
2.000
1.500
1.000
0.500
0.000

1.043763858683725E + 0001
1.00228284585610€+0001
9.61816561184241E+ 0000
9.22392925558961E+ 0000
8.84024366583817E+ 0000
8.467196853792388E + 0000
8.10504925102578E + 0000
7.75456599040826E€ + 0000
7.41762434811852E+ 0000
7.09885772354758E+ 0000
8.81426406395622E+ 0000
8.56723438356858E + 0000
6.35053253509977€ 4+ 0000

1.47396349348128£-0007
1.37137249112129E-0007
1.26194208880397€-0007
1.14436261355877E-0007
1.01776095107188E-0007
8.80972947926329E-0008
7.33853084966540E-0008
5.74073055759072€E-0008
3.88358878376543E-0008
1.88520061783493E-0008
2.063468157938242E-0008
3.738332896686729E-0007
2.26500560529630E-0007

0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500
0.500

-3.000
-2.500
-2.000
-1.500
-1.000

-0.500
-1.000
-1.500
-2.000
-2.500
-3.000
-3.500
-4.000
-4.500
-5.000
-5.500
-8.000
-6.500
-7.000
-7.500
-8.000
-8.500
-8.000
-9.500
-10.000
-10.500
-11.000
-11.500
-12.000

6.16875172739674E+ 0000 1.26878148876131E-0007
6.03591359779239E+ 0000 1.08586391434073E-0007
5.98224926935664E+0000 1.23160134535283E-0007
6.00853074186691E+0000 1.58506736624986E-0007
6.09041460612207E+0000 2.183369360864186E-0007
6.21468436764553E+ 0000 3.05233697872609E-0007
6.37812086738268E + 0000 4.02833393308265E-0007
6.57679846754763E+0000 4.95274434797486E-0007
6.806554120634223E+0000 5.73847501073033E-0007
7.06340683859162E +0000 6.34929165244102E-0007
7.34384382347919E + 0000 6.77515345159918E-0007
7.64489960663195E+ 0000 7.01111275702715E-0007
7.96413129483699E 40000 7.03112164048815E-0007
8.29955433652503E + 0000 6.74888724461198E-0007
8.84958002697678E 4+ 0000 5.9626847268482332E-0007
9.01296582751093E+0000 4.27200575359186E-0007
9.38878970542282E + 0000 9.58680176244808E-0008
9.77846548205506E+ 0000 5.16942236572504E-0007
1.01758061798221E+0001 4.56784618018435E-0008
1.05879297596694E+ 0001 7,15954229235649E-0009
1.10168351188541E+0001 2.63828086496890E-0007
1.14591852710224E+ 0001 4.87188121845722E-0008
1.19106950471469€ + 0001 6.835442798783964E-0008
1.23699844167277E+ 0001 8.85338522493839E-0008
-12,500 1.28358243258263E+ 0001 1.06927473098040E-0007
9.500 3.000 -13.000 1.33072965647298E+0001 1.25117367133498E-0007
10.000 3.000 -13.500 1.37836731350835E+0001 1.42972667118704E-0007
-10.000 1.500 7.500 1.08718642103631E+0001 1.11540430225432E-0007
-9.500 1.500

-9.000
-8.500
-8.000
-7.500
-7.000
-8.500
-6.000
-5.500
-5.000
-4.500
-4.000
-3.500
-3.000
-2.800
-2.000
-1.500
-1.000
-0.500
0.000

0.500

1.000

1.500

2.000

7.000
8.500
6.000
5.500
§.000
4.500
4.000
3.500
3.000
2.500
2.000
1.500
1.000
0.500
0.000
£.500
-1.000
1.500 -1.500
1.500 -2.000
1.500 -2.500
1.500 -3.000
1.500 -3.500
1.500 -4.000
1.500 -4.500

1.600
1.500
1.500
1.500
1.600
1.500
1.500
1.800
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500

1.04213189779985E + 0001
9.98137160582701€+ 0000
9.55463024882192€ + 0000
9.14518876612419E + 0000
8.76306380839378E + 0000
8.40671921722242€ + 0000
8.07260336623585E+0000
7.76116510683642E+ 0000
7.47354162495321E+ 0000
7.21145943404554E + 0000
6.97653739274392E+0000

9.37143340706825€-0008
7.43602868169546E-0008
5.25178620591760E-0008
8.72096279636025E-0008
8.47125193104148E-0007
1.27009116113186E-0007
4.192406877729249E-0007
3.94320522900871E-0007
2.34576873481274E-0007
1.34532456286252E-0007
4.59986040368678E-0008

6.77125712086854E + 0000 4.20550350098802E-0009
6.59922818592895E+ 0000 6.8793290898203BE-0008
6.46613581869315E+ 0000 8.79574441184732E-0009
6.380280681074147E+ 0000 6.03904481877224E-0008
6.34883314508442E + 0000 6.00266503170133E-0009
8.36854499978654E+ 0000 8.220943768012683E-0009
6.43052180628001E+0000 5.36965671926737£-0008
6.52933480277716E+ 0000 1.57888280227780E-0008
6.86236137802480E+0000 2.17041815631092¢-0008
6.82766486154287E+0000 5.81567292101681E£-0008
7.02302392550337E+0000 1.09670508118587E-0007
7.24580902739399E+ 0000 1.72774889506400E-0007
7.49321593486820E+0000 2.43519025389105E-0007
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2.500
3.000
3.500
4.000
4.500
5.000
5.500
8.000
8.500
7.000
7.500
8.000
8.500

1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500

-6,000
-5.500
-8.000
-8.500
-7.000
~7.500
-8.000
-8.500
-8.000
-8.500
-10.000
-10.500
-11.000

7.76252322798790€ +0000 3.18170350510827E-0007
8.05125188951208E+0000 3.83600203096867E-0007
8.35722937429091E+0000 4.07538484372199E-0007
B8.67859432191472E + 0000 5.38420863449574£-0007
9.01377284803950E 4+ 0000 6.04808564127982E-0007
9.36144514118496E+ 0000 6.64716835716509E-0007
9.72051161470881E+ 0000 7.142662070689158E-0007
1.00900840207110E+0001 7.44417775422335E-0007
1.04693610501463E+0001 7.3984847404068627E-0007
1.08578154868010E+ 0001 6.73928298058126E-0007
1.126498078507165E+ 0001 5.03365298864438E-0007
1.16805619982624E 4+ 0001 1.604930730636858E-0007
1,20744395427464E+0001 4.65664121545851E-0007
8.000 1.500 -11.500 1.24908148980406E+0001 6.49306457489729E-0008
8.500 1.500 -12.000 1.29281842557136E+0001 5.18193701282144E-0008
10.000 1.500 -12.500 1.337177683870227E+0001 4.77302819480433E-0009
-10.000 -0.000 8.500 1.17584882210438E+0001 4.49392248082425E-0007
-8.500 8.000 1.135258003350468E+0001 2.32772435992956E-0007
-9.000 7.500 1.09672857199237E+0001 5.23083144798875E-0007
-8.600 7.000 1.05727264125017E+0001 5.80810592509806E-0007
-8.000 8.500 1.01993716985162E+ 0001 5.18083673574030E-0007

1.500
1.500
1.500
1.500
1.500
1.500

-7.500
-7.000
-8.500
-6.000
-5.500
-5.000
-4.500
-4.000
-3.500
~3.000
-2.500
-2.000
-1.600
-1.000
£.500
0.000
0.500
1.000
1.500
2.000
2.500
3.000
3.500
4.000
4.500
§.000
5.500
8.000
6.500
7.000
7.500
8.000

-3.000
-3.500
-4.000
-4.500
-5.000
-5.500
-6.000
-8.500
-7.000
-7.500
-8.000
-8.500
-9.000
-8.500

9.83795663496130E+0000
9.48847742879882E + 0000
9.15521796829125E+0000
8.83680081016639E+ 0000
8.53626160115527E+ 0000
8.256154236873298E + 0000
7.99968154024828E+ 0000
7.77084935833409E + 0000
7.57458981301897E + 0000
7.41666378718663E+ 0000
7.30280958826188E + 0000
7.23637421050807E + 0000

3.99484624933898E-0007
2.742017388481176-0007
1.64844095706940E-0007
8.28604687163194E-0008
3.07818528232243E-0008
4.24915924868312E-0009
4.61295712739229E-0009
4.64206095784903E-0009
7.71353370510042E-0007
2.8991053113713%E-0007
7.77654349803925E-0008
6.613845471298273E-0008

7.216809790088574E+ 0000 9.53150447458029E-0010
7.237857506206848E+ 0000 8.59436113387346E-0008
7.29767001465370E+ 0000 3.91999492421746E-0007

7.38245679478880E+ 0000 9.30507667362680E-0007

7.519883700668086E + 0000
7.67697037983453E + 0000
7.86180782359336E + 0000
8.072051680986632E +0000
B8.30499982627225E + 0000
8.55848108905775€ + 0000
8.83041634880647E+ 0000
9.11889108378636E + 0000
9.42244053876493E+0000
9.73947431978013E + 0000
1.00688206276965E + 0001
1.04094224801520E+0001
1.07603741749772E + 0001
1.11209015460045E + 0001
1.14903465002717E+ 0001
1.18681539848495E + 0001

3.61615093424916E-0009
1.34896254166961E-0008
3.02870875054588E-0008
5.44241629540920E-0008
8.68854036778212E-0008
1.241569407284 26E-0007
1.698049599207938E-0007
7.67031451687217E-0008
2.77068485948105E-0007
3.39874532073736E-0007
4.08472260480258E-0007
4.82556060887873E£-0007
5.61107299290587E-0007
6.41666701994836E-0007
7.19461240805686E-0007
7.86109012551606E-0007

1.500
1.500
1.500
1.500

8.500 -10.000 1.22538622143475E+ 0001 8.27945768833160E-0007
8.000 -0.000 -10.500 1.26470963175816E+0001 8.23725713416934E-0007
9.500 -0.000 -11.000 1.304756599987901E+0001 7.471448184715748E-0007

10.000 -0.000 -11.500 1.34550686621515E4+ 0001 5.34215359948575E-0007
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N.3.3 Ergebnisse Geschwindigkeitsfeldes dritten Grades

Auf Grund der asymmetrischen Randbedingungen kann die Oberen
Schrankerechnung nicht auf ein Viertel der Probe beschrinkt
werden. Die 2ahl der Parameter ist damit, im Gegensatz zum
symmetrischem Fall, héher. Mit Zunahme der Parameter-Zahl ist die
zur Vérfﬁgung stehende Rechenkapazitéit schnell nicht mehr
ausreichend. Es wurde angefangen mit einem linearen Geschwindig-
keitsfeld. Das lineare Geschwindigkeitsfeld enthdlt zwei
Parameter a und § (Appendix B). Die Ergebnisse zeigten, das fir
den Fall, in dem der Unterschied zwischen m, und m, extrem ist,
nur nicht gewiinschte Geschwindigkeitsfelder (a=0, =0 oder a+8=0)
das Gesamtintegral zu einem Minimum machen. Es wurde gerechnet
fir m,/m=0/1, 0.1/0.9 und 0.2/0.8. Wie im Abschnitt 4.2 erkliart
wird fir den Fall m,/m~=0/1 die Zahl der variierenden Parameter
beschridnkt. Flir ein lineares Geschwindigkeitsfeldes sind somit
die Parameter schon bestimmt (a=b/2h und B=-b/2h). Damit f&llt
der Anteil der Reibleistung im Gesamtintegral weg.

Weiterhin wurde mit einem Geschwindigkeitsfeld dritten Grades
gerechnet. Aus zeitlichen Griinden wurde hier nur mit dem Extrem-
fall m,/m=0/1 gerechnet. Auch hier gilt, daB der Anteil der
Reibleistung im Gesamtintegral gleich Null ist. Bei diesem
Integral wird filir alle b/h-Verhdltnisse ein Minimum gefunden.
Doch die Vernachlissigung der Reibleistung macht das Ergebnis fiir
b/h-Verhdltnisse ab ungefdhr b/h = 1 ungenau. Fiir die Werte im
Gesamtintegral nimmt normalerweise der EinfluB der Reibleistung
zu und der Einfluf der Umformleistung ab.
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N.3.4. Minimale Werte des Gesammtintegqrals fiir verschiedene b/h-
Verhdltnisse.

. * s . Sao
b/b,m.m. B fin Fehlerschactzung Geschwindigkeits

feld.
3,0,1. | 59557 35%10 7 (a)
15,0, 1. 3.4808 85*10 7 (b)
10,1, 2.4401 04v107 (c)

0.75, 0, 1. 1.7510 6.3 *10 ° (d)

Bild N.1. Minimalwerte fiir m=0 und m=1.

(a): -;1’-‘ ={0.346 - 1.918 y* + 3.462 y* - 1.890 y* }x*
(b) : -%‘-‘ ={0.443 - 0.979 y* + 0.921 y*¥ - 0.385 y* }x*
(c) i:f ={0.554 - 0.404 y* - 0.162 y* + 0.010 y* }x*
(d): Uy _ {0.501 +0.072 y* - 0.378 y*¥ - 0.195 y* }x*



- 103 -

b/hm m. Pl\;n Fehlerschaetzung ?::hmﬁg@im'
3,02, 1 74878 | 80* 10" (e)
15,02,1 | 3969 | 50+10° (f)
1,02, 1 25759 | 42%10° (g
075,02,1 | 17995 | 7.0* 10" (h)

Bild N.2. Minimalwerte fiir m=0.2 und m~1.

u
(e): —= ={0.868 - 1.979 y* + 1.896 y* - 0.785 y* }x*

u

(£): -E" ={0.724- 0.817 y* + 0.078 y* + 0.015 y* }x*
u

(9): "i:" ={0.643 - 0.181 y* - 0.429 y* - 0.033 y* }x*
I:lx = * *2 * *

(h) : ={0.517 + 0.125 y* - 0.426 y* - 0.216 y* }x
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b/bm.m. PM",; Fehlerschaetzung i?:h“dndigkeiw-
3,05, 1 89465 | 4.1*10" (i)
15,05,1 | 43488 | 39*10” ()
1,05, 1 26687 | 52*10° k)
075,051 | 18506 | 99 *10° (1)

Bild N.3. Minimalwerte fiir m=0.5 und m=1.

U

(1) : -l-li-‘ ={1.467 - 1.570 y* + 0.099 y* + 0.004 y* }x*
)

(7): —uf ={0.960 - 0.349 y* - 0.630 y* + 0.019 y* }x*
)

(ky: — = {0.717 + 0.011 y* - 0.651 y* - 0.077 y* }x*

(1):

S5 l =

={0.533 + 0.120 y* - 0.474 y* - 0.179 y* }x*
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N.4 Theorie der numerischen Quadratur
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9, NUMERISCHE QUADRATUR, ™

9,1 VORBEMERKUNGEN UND MOTIVATION,

Jede auf einem Intervall I, stetige Funktion f besitzt dort Stamm-
funktionen F, die sich nur durch eine additive Konstante unterscheiden,

mit
F{x) ;
d xx = F'{x) = f{x), xel .

Die Zahl I{f; o,8) heift das bestimmte Integral der Funktion f lber
fa,8]: es gilt der Hawpteats der Integralrechnung

8
(9.1 I(f; a,8): = [ f(x)dx = F(8)-F(a),

o

el €1,

f heiBit integrierbar auf fa,8].

In der Praxis ist man in den meisten Fdllen auf eine nidherungsweise Be-
rechnung bestimmter Integrale I(f; o,B) mit Hilfe sogenannter Quadratur-
formeln angewiesen. Die Ursachen dafir kinnen sein:

1 f hat eine Stammfunktion F, die nicht in geschlossener (integraifreier)

Form darstellbar ist (z.B. f{x) = (sin x}/x, f{x)=e "},

2. f ist nur an diskreten Stellen x, € Tu,g" bekannt.
8. F ist in geschlossener Form darstellbar, jedoch ist die Ermittlung von

F oder auch die Berechnung von F{o) und F(8) mit Aufwand verbunden.

Ein mogliches Ersatzproblem fir die Integration ist z.B. eine Summe
(i a,8) % Q(f; a,8) = & A flx),  x €[],
k
in welche diskrete Stiitzwerte f(xk}, versehen mit Gewichten A, , eingehen.

LITERATUR zu 9.1: [20], 9.1; [26], 6.1; [38], 5.705 [66], I11; [69].

9,2  INTERPOLATIONSQUADRATURFORMELN,

9,2.]1 KONSTRUKTIONSMETHODEN,

Von dem Integranden f eines bestimmten Integrals I{f; a,b) seien an
n+1 paarweise verschiedenen und nicht notwendig dquidistanten Stitzstel-
Ten x € fa,b] < [,8], k=0{1)n, die Stiitzwerte y, = f(x,) bekannt. Dann
liegt es nahe, durch die n+l Stiitzpunkte (xk. Y= f(xk)} das zugehorige
Interpolationspolynom & vom Hochstgrad n zu legen und das bestimmte In-
tegral von ¢ Ulber [a,b] : 1{$; a,b) als Ndherungswert fir das gesuchte

* Ein Programm zur zweidimensionalen Integration ist in P /.11 .2 zu finden,
Programme zu diesem Kapitel in P 9.
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Integral I(f; a,b) zu benutzen. Mit dem Restglied R(x) der Interpolation
gilt
F{x) = ${x} + R{x},

Fiir das Integral I{f; a,b) erhdlt man somit

x e Ta,b} .

b
I(F; a,b) =/ F(x)dx = Q(f; a,b) + E(f; a,b) mit
a

b
(9.2) Q(Fs a,b) = 1{d; a,b) = [ & (x)dx,
a
b
E(f; a,b) = I(R; a,b) = [ R(x)dx .
a

Nach Ausfihrung der Integration Uber ¢ bzw. R liefert Q{f, a,b) die
Quadraturformel und E(f; a,b) das zugehbrige Restglied der Qua-
dratur, Die Quadraturformel ¢ dient als Niherungswert flir I1{f: a,b);

es gilt Q(f; a,b) ~ I(f; a,b). Die Summe aus Q und E wird als Integra-
tionsregel bezeichnet. Fiir die Quadraturformel erhdlt man die Darstellung

n
(9.3) Q(f; a,b) = 37 AL f(x) .
k=0

90T

Dabei ergeben sich bei gegebenen Stiutzstellen X und Integrationsgrenzen
a,b die Cewichte A, als Ldsungen des linearen Gleichungssystems

n
(9.4) mp ™A™ 2 3 A, msoqn,
k=0

bazw. ausfihrlich

1 1 I | AO h-a
1 2
Xy Xy Kp oo Xy ’ Al Vi (b2 - a")
A4 = 1
(9.4%) xg xg xg xi Az x {b3 - a3)
.n ‘n .n 1 n+l  _n+l
X5 X %z Xp An i (b - )/

Das System (9.4) ist eindeutig ldsbar.

Mit dieser Methode kann also zu einem gegebenen Intervall f@,b] und
n+l gegebenen paarweise verschiedenen und nicht notwendig dguidistanten
Stiitzstellen x, € [a,b] jeweils eine Interpolationsquadraturformel her-
geleitet werden, Sind dann an diesen Stiitzstellen x, € [a,b] Funktions-
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werte f(xk} einer lber fﬁ,ﬁ? zu integrierenden Funktion f bekannt, so
Tiefert die Quadraturformel (9.3) einen Ndherungswert fir das Integral
I{f; a,b}.

Fur das Restglied E(f; a,b) der Quadratur gilt mit (9.2)

b b
E(f3 a,0) = [ R(x)dx = [ (F(x) - $(x))dx
a a

Falls also f-4¢ in fa,b] das Vorzeichen mehrfach wechselt, heben sich
positive und negative Fehler teilweise auf, so daB der resultierende Feh-
ler selbst dann sehr klein werden kann, wenn ¢ keine gute Approximation
von f darstellt, d.h. zwischen den Stiutzstellen stark von f abweicht.

Durch Integration werden also Fehler gegldttet. Mit (7.10) und f e Cn+1[a,§

erhalt man fiir E(f a.b) die Darste]lung
. “,, " ,

f(f~ a,b) n. f ffﬂ"'n(g}; s(x)ﬁx mit |
(9.5) S
S le= s(x,xa,xg..‘.,xn) € 2&,5}, x(x)~= (x=%g} (X=X} .o {x=xp)
bzw, ‘

(9.5') E(f; a,b) = , 1) omy

n(x)dx, e*efa,b

o

falls uberall in Ta,b’ gilt ={x) 2 0 oder ={x) < 0. Allgemein besitzt
das Restglied fiir Funktionen f ¢ Czn[a,b] die folgende Darstellung:

{1} Unter Verwendung von 2n-1 Stutzstellen x, € [a,b7 gilt

2n+l
b-a £(2n) e
Sonet Ehr 0, el

E(f; a,b) =
(2) unter Verwendung von 2n Stiitzstellen x, € Ta,b! gilt
2n+l
E(fs a,0) = ¢, 00 Moy, e

Die Koeffizienten ¢, 4 bzw. c,  hingen nur von den Stitzstellen ab. In
21, Bd.1, 5.186 ff. ist eine Tabelle der c,o, €y fiir 2wei bis elf
Stiitzstellen angegeben. Zur Darstellung des Restgliedes vgl. man auch "147,

111, § 10; 7191, 7.1; [24], 6; 257, 8.23 [43], 5.143-145.

9,2.2 NEWTON-COTES-FORMELN,

Mit Hilfe des linearen Gleichungssystems (9.4) lassen sich spezielle
Quadraturformein fir dquidistante Stiitzstellen aufstellen. Die
Randpunkte des Integrationsintervalls la,b] fallen dabei jeweils mit
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Stitzstellen des zu integrierenden Interpolationspolynoms zusammen.
So konstrujerte Formeln gehoren zur Klasse der Newton-Cotes-Formein.

Es wird unterschieden zwischen Quadraturformeln vom geschlogsenen
Typ und vom offenen Typ. Eine Quadraturformel heifit vom geschlossenen
Typ, wenn die Randpunkte des Integrationsintervalls zu den Stiitzstellen
gehSren, andernfalls vcm offenen Typ.

Mit einem cberen Index an Q und E wird im folgenden der Name der Qua-
draturformel gekennzeichnet, mit dem unteren Index die gewdhlte Schrittwei-
te. Auf die Angabe von f in Q{f; a,b) bzw. E(f; a,b} wird verzichtet.

§.2.2.]1 DIE SEHNENTRAPEZFORMEL .

Betrachtet man das Integral von f Uber Ta,bl = [0,h] und wihlt die Rand-
punkte Xq = 0, %y = h als Stiitzstellen, so ergeben sich aus (9.4) wegen
=1, a —O b = h die Gewichte A = Al = 2} so dafB die Quadraturformel
(9.3) lautet

T(0h) = Agflxg) + ALF(xy) = BFO) + F(h)).

QST(O,h) heilt Sehnentrapezformel (ST-Formel}. Fiir das zugehirige

Restglied folgt mit (9.5') die Darstellung
h
o) = 5 £14e%) [ x(en)dx -
0
Bie ST-Forme) besitzt somit die lckale Fehlerordnung 0{h3}. Geometrisch
bedeutet QST{O,h) die Flache des der Kurve y = f(x) fir x € [0,h] einbe-
schriebenen Sehnentrapezes. ZusammengefaBt folgt die Sehnentrapezregel
h . C ) " .
3 o
[ finex = 0¥Tcon) +e57(0n) =5 ((0)ef(h)) - (%), €* € [0.H].
0 . . T

3
- A (et

Ist die Integration iber ein ausgedehntes Intervall [a,é] auszufiihren,
so zerlegt man [o,8] in N Teilintervalle der Ldnge h = —N—, h heifit
Sohpittweite. Fur das Integral von f iber [o,8] gilt dann die sum-

mf@r:e Sehnentrapesregel
j'f(x)dx 0 (ast) + £5T(n;s} mit
*T(e.) = (f(a)+f<s}+2 '}:‘ f(wkh;)

Ei’) (G‘B) = - %ﬁ’ hzfu(!'I)v n € E&Sé}gfs: f“ [ C[&rﬁj .

£*¢ [0,h], fe C[0,N].

LOT
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Dabei sind QiT(a,g) die summierte ST-Formel und Eir(a, g) das Rest-

glied der swmmierten ST-Formel; die globale Fehlerordnung ist O(hz).

Im Falle periodischer Funktionen f sollte grundsitzlich die ST-Formel an-
gewandt werden, vgl, 207, S.287.

9.2.2.2 DIE SIMPSONSCHE FORMEL,

Betrachtet man das Integral von f iber |a,b] = [0,2h} und wihit
Xq @ 0, x1 = h, x5 = 2h als Stiitzstellen, so ergeben sich aus {9.4)
wegen n = 2, a = 0, b = 2h die Gewichte A = A2 jla A1 = gr\ so daB
die Quadraturformel (9.3} lautet

S

Q7(0,2h) = Af(xg) + A1 (x)) + Ayf(x,) =%(f(0)+df(h)+‘r’(2h)) .

QS(O,Eh) heiBt Simpsonsche Formel (S-Formel). Fir das Restglied
der S~Formel qilt

ho

20,20 = - B e eny, e nem,  #4) ecroom

Die S-Formel besitzt somit die lokale Fehlerordnung 0{h5)A Zusammenge-
faBt folgt die Simpsonsche FRegel

2
f f(x)dx = 03(0,2h) +E5(0,2h) = I L(F(0) +af(n) + 7 (2m)) - B W (4w,
0

£ € [0,2n).

Zur Bestimmung des Integrals von f Uber ein ausgedehntes Interva?l
G,SJ zerlegt man !a,8] in 2N Teilintervalle der Linge h = TT” » so dai

die summierte Simpsonsche Fegel lautet

] 5 $ X
ff(x)dx = Qh(uag) +Eh(q’8) mit
¢+

- N-1 N-1
Gpla,8) = § (F(a) +F(8) +4 I Flar(2kel)h) +2 3 Flas2kh)),
. k:Q k=1
ORI A N O AR T

Dabei ist Qi(a, B) die summierte S~Formel und Eg(u,e) das Restgiied
der eummierten &-Formel. Die summierte S-Formel besitzt die globale
Fehierordnung O(hd).

BEMERKUNG 9,1. €in Nachteil der S-Formel ist, daR immer eine gerade
Anzahl von Teilintervallen der Linge h erforderlich ist, um die Forme!
anwenden zu kdnnen. Dieser Nachteil 13ft sich aber durch Kombination
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der S-Formel mit der 3/8-Formel im Falle einer ungeraden Zahl von Teil-
intervallen immer vermeiden, vgl. dazu Bemerkung 9.2 in Abschnitt 9.2.2.3.

9,2.2.3 p1e 3/8-FORMEL,

Betrachtet man das Integral von f iiber [a,b] = [0,3h] und wihit
Xy = 0, ST h, Xg = 2h, X3 = 3h als Stiitzstellen, se ergeben sich aus

{9.4) wegen n=23,a=0,b=3hdie Gewichte AO h Al E h, A2 g"’
Ay = % h. Die Quadraturformel (9.3) lautet damit

3n
03/8(0,3n) = Ay Flxg)#A f(x))#h,T (xp)+AgF(x3) = 5 (F(0)43F(h)+3f (2n)+F(3n).
0%/8(0,3n) heiBt 3/8-Formel. Fir das Restglied der 3/8-Formel gilt

W30,3n) = - g poe e, exero,n, 9 ccro,an

Die Tokale Fehlerordnung ist somit O(hs). Zusammengefalit folgt die
3/8~FRegel

3h |
T fixdx = 07%0,30) + £¥/%0,30)

0

Zur Bestimmung des Integrals von f lUber ein ausgedehntes Intervall
" 8-
{x,8] zerlegt man [5,8] in 3N Teilintervalle der Linge h = S . so daB
die summierte 3/8-Regel lautet
r 8

[ finon = /% ,s>+53’8(a,5) mit
[+2

0¥/8(a,8)= 3 (Fla) +£(8) + 3 Z Flat(Bk-2)h)

k=1
< N-1
+3 Z fla+{3k-1)h}4+2 E Flat3kh))
k=1
Ba,)= - B2t i), ne fm8] . £4) echug.
Dabei ist Qh (x,f%) die summierte 3/8~-Formel und E3/8(u,s) das

Reetglied der summierten 3/8-Forrmel. Die summierte 3/8-Formel

besitzt die globale Fehlerordnung O(hé).

= 3 (£(0)+3F(M)43F(20)+F(3) - g WM (%), ¢* ¢ ,30.

801



192 Kap. 9: Numerische Quadratur

BEMERKUNG 9.2 Soil das Integral I{f;a,8) von f Uber 'a,8] mit der
globalen Fehlerordnung O(hq} berechnet werden bei vorgegebenem h, und
ist es nicht moglich, das Intervall [u,sj in 2N oder 3N Teilintervalle
der Ldnge h zu zerlegen, so empfiehlt es sich, die Simpsonsche Formel mit
der 3/8-Formel zu kombinieren, da beide die Fehlerordnung 0(h4) besitzen.

9,2.2.4 WEITERE NEWTON-COTES-FORMELN,

Bisher wurden drei Newton-Cotes-Formeln angegeben, die sich jeweils
durch Integration des Interpolationspolynoms filir f zu 2 bzw. 3 bzw. 4
Stitzstellen ergaben. Hier werden vier weitere Formeln angegeben zu
5,6,7 und 8 Stlitzstellen. Diese Formeln werden sofort zusammen mit den
Restgliedern aufgeschrieben, so daf sich folgende Regeln ergeben:

&/40“Regel (5 Stitzstelien).

4h

f F(x)dx = g (76(0)+32F(h)+12F(2h)+32¢(3n)+7F(%h)) - f(é}(g
0

(6}5 ¢[0,ah].

£* ¢ [0,4n),
Summierte 4/90-Regei. Mit h = %f‘ ist

g

[ fixdx = 35 (76(a)e7(2) 432 Zf(a+{4k 3)h)+12 Zf (at(8k-2)h) +

o k=1
N N-1 )

#3230 Fat (k-1)h)+18 3 Farakn)) - 20020 166 (8) () e (a,0], #(8) e clanel,
k=1 k=1

5/288~Regel (6 Stitzstellen).

5h
f fix)dx = ?%% (19€(0)+75F(h)+50F (2n)+50F(3n)+75F (ah)+19F(5n))+
N 2?; b §(6) oy,

Summierte &/286-Regel. Mith = & ist

8 N
[ fxex = 5h (19F(a)+19(8)475 3 Flar(5k-a)h) +
o k=1
N N
+50 2 flat(5k-3)h)+50 D fla+(5k-2)h) +
k=1
N N-1
475 3 F{at(5k-1)h)+38 Z Flarskn)) - hEed n8e(6)(5),
k=1

n € |a,8], #(6) € Cla,g!

e 0,5, ¢8) ¢cfo,sn.
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§/840~Regel (7 Stiitzstellen).

6h
f f(x)dx = g%% (41F(0)4216(n)+27F(2h)+272F(30)+27 £(4n)+216F(5h) +

+ 410(6n)) - g Wel® ey, excro.en), ) ecio.en).
Summierie 8/840-Regel. M1t7ﬁ%1st
8 N
f F(x)dx = g%% (81F(a)+41f(8)+216 3 F(wr(6k-5)h) +
« k=1
N N
+27 57 fla+(6k-4)0)+272 37, fa+(6k-3)h) +
k=1 k=1
N N
#2737 flas(6k-2)h)+216 3 fa+(6k- 1) +
=1 k=1
it 3{g-a) ,B.(8) . (8)
+82 3 f(g+6kh}) - gt (), nelaas]s 170 €Cfang].
k=1
7/17280~Regel. (8 Stiitzstellen).
7h
f f(x)dx = 17280(7511* V43577 F(h)+1323F(2h)+2989 F{ 3n)+2989F(4h )+
0
+1323F(5n)+3577¢(60)+751F (7))~ zoaens w2 f(8)(ge)
g [0,78], £8) eclo.m
Summierte 7/17280-Regel. Mit h =£;$ ist
; N
[ Flxidx = I?Z;gs (751f(x)+751€{8)+35?? ST f(a(7k-6)h) +
k=1
3 N N
+ 1323 37 f(a#(7k-5}h) + 2983 Z Flar(Tk-4}R) +
k=1 k=1
N N
+ 2989 3 f{a+{7k-3)h) + 1323 3 flo+(Tk-2)D) +
k=1 k 1
N
8163(-q) | 8¢
+ 3577 21 flar(Tk-1)h) + 1502 ;:_V‘_Jl (er7kn)- 23230ea) £,
k=

L PP

no€ [ass]

Eine Herleitung der Restglieder aller Newton-Cotes-Formeln ist in [101Bd.1,
3.4.2; [197, $.323/4: (247, 6.1 und [43], 5.184-146 zu finden,

60T
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Ist n+l die Anzahl der verwendeten Stiitzstellen und bezeichnen wir mit

0(h9) die lokale Fehlerordnung, so gilt fir

1) gerades n+l: g = n+2,
2) ungerades n+l: g = n+3.

Die globale Fehlerordnung ist jeweils O(hq'l)

Die genannten Newton-Cotes-Formeln sind Formeln vom geschlossenen Typ;
Newton-Cotes-Formeln vom offenen Typ sind in '4', $.75 zu finden. Bei
wachsendem Grad des integrierten Interpolationspolynoms, d.h. bei wach-
sender Anzahl (- 8) verwendeter Stiitzstellen, treten negatiQe Gewichte
auf, so daB die Quadraturkonvergenz nicht mehr gesichert ist (s. Ab-
schnitt 9.6). AuBerdem differieren die Koeffizienten bei zunehmendem
Grad immer stdrker voneinander, was zum unerwiinschten Anwachsen von Run-
dungsfehlern fiihren kann. Deshalb werden zur Integration iiber grofe In-
tervalle anstelle von Formeln hdherer Ordnung besser summierte Formeln
niedrigerer Fehlerordnung mit hinreichend kleiner Schrittweite h oder

das Romberqg-Verfahren (Abschnitt 9.5) verwendet.

9,2.3 QUADRATURFORMELN VON MACLAURIN,

Bei den Formeln von Maclaurin liegen die Stitzstellen jeweils in
der Mitte eines Teilintervalls der Lange h, es sind also Formeln vom
of fenen Typ. Gewichte und Restglieder kdnnen z.B. mittels Taylorab-

glei~h bestimmt werden.

9,2.3.]1 DIE TANGENTENTRAPEZFORMEL.

Betrachtet man das Integral von f iiber "a,b’ = '0,h’ . wdhit nur eine
Stiitzstelle X0 in '0,h' und fordert, daB diese mdglichst glinstig liegt,
so daR sich Polynome vom Grad O und 1 exakt integrieren lassen,so erge-
ben sich aus (9.4) mit n = 1 die Losungen AO = h, Xy = g‘ Die Quadratur-
formel (9.3) lautet

QT (0uh) = AgF(xg) = b F(5) .

QTT(O,h) heift Tangententrapezformel (TT-Formel), da sie geometrisch den

Fldcheninhalt des Trapezes bedeutet, dessen vierte Seite von der Tangente
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an f(x) im Punkt (5, f(})) gebildet wird.
Fiir das zugehbrige Restglied folgt

3
ETT(0.h) = Jr f(e%), et elon, £ oeclohl.
Die lokale Fehlerordnung ist O(h3)
ZusammengefaBt folgt die Tangententrapezregez

;vh '
ff(x)dx . QTT(o h) + E”(o By mit
0

BUAUTES R |
E"(o By = B PrfEt.  ere 0R, £ eCfoLnl .

Zur Bestimmung des Integrals von f iiber ein ausgedehntes Intervall
"a,g' zerlegen wir 'a,8! in N Teilintervalle der Lange h = gﬁg, so daP

die summierte Tangententrapezregel lautet

8

[ #00d s i ess) + 1 (aus)  mit

a [}
T Nl

U (a,8) = h 3 fFlas(2kel)]) e
h 7 [

k=0 .

" e .

Eh (st) = ‘2’[ (8‘0) f (r;), ne !:‘3’8?’ f le C{a,ﬁ} . '

BEMERKUNG 9.3. Die beiden Trapezformeln (ST und TT) sind von dersel-
ben Fehlerordnung. Der Pestgliedkoeffizient der TT-Formel ist nur halb
so grof3 wie der der ST-Formel. AuBerdem ist bei der Integration nach
der TT-Formel stets ein Funktionswert weniger zu berechnen, da als
Stitzstellen die Intervallmitten genommen werden.

9.2.3,2 WEITERE MACLAURIN-FORMELN,

Im folgenden werden noch die Formeln fiir 2,3,4 und 5 Stiitzstellen an-
gegeben und zusammen mit den zugehdrigen Restgliedern als Integrations-
regeln aufgeschrieben,

Regel zu 2 Stlitastellen.

2h

3
[ fx)dx = n (f(;-)+f(—3?h))+q-2 £1(e*), £%e 10,20 , f' e CT0,2h)
A 0,2h]
Summierte Regel Mit h = %%% ist

J fx)dx = h Z f(ar2eDF) s SR 02 £ (n), ne Taugl, feChg
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Reget mu' 3 stubes
3h

J ttoax = 3 (ardp szt (+3r )+ mpaen noe(8) (e
0

'”igrté'ﬁégei“Mit h= S ist

jf(x)dx = 3h Zl(3f(u+(6k+l)§) + 2F (o+(6k+3 ’z) +3f a+(6k+5)-2-))
k_ + ?1024(')8% (8-a)h Agl4 )(n) nefo.8), Ve ca,gl.

ﬁéggz su 4 Stitpetéllen.

ff (xydx = B (13705 + 10530 + £y + 1365) + 105 w8ty
e fo.an] , 4 cqo,ahj..
Summierte Ragel. Mith =%ﬁ§ist

N-1
ff(x)d & (13f(a+(8k+l)wg)+llf(a+(8k+3)~g}+21F(:x+(8k+5)~g) N
k=0
+13F(. 1+(8k+7)%))+ 28 a-ant e n), e [l #(4) e el

Regel su & Stitzstellen.

5h
[ - 5 (275t 1009 (yea02t (100t w2757 (%) -+
0
435 546 875 7o(6) .xy  .x.in ep1 ¢(6 .
AT 9T a2 B my xeio,sn], 18 e cosA].
Summierte Regez. Mit h :1§f ist
by

‘[f (27%{ (+(10ke1)5) + 100F( +(10k+3) 5) +

+ 404f(u+(;0k+5)§) + 100f( +(10ke?)

87 109 375 _ 1 6(6)( 4
3170 893 824

P T I R ]

+ 275F(.s(10k+9)9))+

Aus der Aufstellung ist erkennbar, daB die Formeln mit ungerader Stitz-
stellenzahl ebenso wie bei den Newton-Cotes-formeln die gunstigeren
Formeln sind. Die Formel fir n = 6 wird nicht mehr angegeben, da sie
dieselbe Fehlerordnung hat wie die fir n = 5. In der Formel fir n =7
ist bereits ein negatives Gewicht,namlich &G, s0 daff die Quadraturkon-
vergenz nicht mehr gesichert ist.

gvef0,31) .7V e c[0,34),
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9.7.4 DIE EULER-MACLAURIN~FORMELN,

Die Euler-Maclaurin-Formeln entstehen durch Integration der Newton-
schen Interpolationsformel ﬁ+(t) flir absteigende Differenzen.
Fs sei f 2n-mal stetig differenzierbar auf [0,h]. Betrachtet man das In-
tegral von f iber [0,h] und wihlt als Stiitzstellen Xg = 0, xy = h, 50
ergibt sich fir jedes n € N mit f € CZ"[O hleine Fuler-Maclaurin-
Formel (EM -Formel)

(9.6) an(o,n) = & (F(o)+f(m) + Z 23 - h23(¢(23"1) (0 ¢(2-1) 1))

mit den Bernoullischen Zahlen

. 1
BO-I, §, 2 6,3 = '—6*, 85‘_2-, o 23"'1 O‘Furj-lZ,

Das zugehtrige Restglied lautet

B
(3.7) EEMn(O,h) = - z?f]_nrr pan+l f-(?n)(é*> , E%€ [0,h]
ZusammengefaBt folgt mit (9.6) und (9.7) fiir jedes n eine Fuler-Mac- !
laurin-Kegel s
h =
r
[ fax - otMrony + eE¥Mno,n) =
0 !
Ist die Integration iiber ein ausgedehntes Intervall "o,8’ zu erstrek-
ken, so zerlegt man '«, 8" in N Teilintervalle der Linge h = WEL und wen-
det eine EM-Formel und das zugehtrige Restglied auf jedes Teilintervall
an. Man erhdlt 50 die aurmiderte buler-arlawrin-Reael
g .
[ oo = ofis,e) +£"na,0),
o
mit der gummierien :“ul?. Muao d’:‘u‘fn*[:rv‘:“/'
Ei h i 2df (2371 (231
o (ase) = (o) +2§: Flatvh)+f(e)) + ’2 3 h“}(f(j Ma)-£(2-1) ()
(9.8}
und dem fivetyl iod dee cwievten Buler-iigolaurin-formel

Ep10.0) = - 73T B 0 PN, ne e

BEMERKUNG §.4. Mit der Sehnentrapezformel kann man fir (9.6} auch

schreiben n-1
ofMngo,h) = 03T(0um) + 3, 07K
k=1

und mit der summierten Sehnentrapezformel fir (9.8)
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n-l
0" (a8 = @ (wr8) + 3 oy KL
kel

wobei die €ék und ¢, unabhingig von h sind. Die einfache bzw. summierte
Euler-Maclaurin-Foermel setzt sich also aus der einfachen bzw. summierten
Sehnentrapezformel und einem Korrekturglied zusammen. Fiir n = 1 sind die
ST-Formel und die EM,-Formel identisch,

9,2.5 FEHLERSCHATZUNGSFORMELN UND RECHNUNGSFEHLER,

Da in der Regel die Ableitungen f("+1)(x) entweder nicht bekannt sind
oder nur mit erheblichem Aufwand abgeschdtzt werden kinnen, ist die ge-
naue Kenntnis des Restgliedkoeffizienten von geringem praktischen Nutzen.
Wesentlich ist die Kenntnis der globalen Fehlerordnung 0(n%) des Rest-
gliedes; sie reicht aus, um unter Verwendung von zwei mit den Schrittwei-
ten hy und h, berechneten Naherungswerten fiir das Integral einen Schitz-
wert fir den wahren Fehler angeben zu kiinnen.

Wurde etwa das Integral I(f; u,8) niherungsweise mit der Schrittweite
hi nach einer Quadraturformel der globalen Fehlerordnung G(h?) berechnet,
so gilt

I{f; u,B} = th(a,ﬁ) + Ehi{a.s}

mit Ehi(a,e) = O(h?} .

Fiir i = 1 und i = 2, q fest,erhdlt man die folgende Fehlerschitzungsfor-
mel flir den Fehler Ehl(a,s} des mit der Schrittweite hy berechneten Né-
herungswertes th(a,ej flir I{f; o,g):

Q. {a.8) ~ Op,{e,8
(9.9} € (0,8) = hlia pleef) EZ (a,8) .
1 ( zj*_ : 1
iy

Mit (92.9) 18Bt sich ein gegeniiber Qh (a,8) verhesserter Naherungswert
le\a ,8) fur I(f; a,8) angeben; es g11t

thfa?B) - th(u,g)v+‘5g1(a,3)

= 1 hé i a,8) - a
{9.10} W ((ﬁ{) Qh;f 2B) th( ,8)) .

Fehlerschidtzungsformeln 199

Wah1t man speziell hy = Zhl und setzt h1 = h, so erhdlt (9.9) die Form

Dabei sind Qh(u,s) der mit der Schrittweite h berechnete Niherungswert,
th(a,ﬁ) der mit der doppelten Schrittweite berechnete Niherungswert und
Q;(a,ﬁ) der gegeniiber Q (a,8) verbesserte Niherungswert fir I{f; a,g).

Fiir die Trapezformelin, die Simpsonsche Formel und die 3/8-Formel lau-
ten die (9.9') entsprechenden Fehlerschiatzungsformeln und die (9.10")
entsprechenden verbessertien Naherungswerte Q;

Sehnen- und Tangententrapezformel (q = 2):

§T, 1 _ TT ~ T 41T
Eh ’3’ ( QZh ’ E '3' (Qh th) . :
«ST 1 ,, 43T T
USRS LA ERNEU RS LB e
[
Simpsonache Formel wund 3/8~Formel (q = 4):
i
S 3/8 ~ 4 {Q 3/8

§ oY (@G- ).

* 1 S 3 *3/8 _ 3/8 3/8
Mit Hilfe der Euler-Maclaurin-Formeln 143t sich zeigen, daB bei Ver~
wendung der gegeniiber QET und Qi verbesserten Niherungswerte Q;ST und

*
th fir I sogar zwei h-Potenzen in der Fehlerordnung gewonnen werden;
es gilt

s ) = Q4T (ase) + 000
bze.
(s ,8) = Q> (w,8) + 0(n°) ,

vgl. auch Abschnitt 9.5.

RECHNUNGSFEHLER. Wahrend der globale Verfahrensfehler z.B. im Falle
der ST-Regel bzw. S-Regel! von zweiter bzw. von vierter Ordnung mit h 4»0
abnimmt, wichst der Rechnungsfehler in beiden Fallen von der Ordnung G(h)’
so daB3 der Gesamtfehler (Verfahrensfehler plus Rechnungsfehler) nicht be-
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Tiebig klein gehalten werden kann. Diese Aussage gilt auch fiir andere
Quadraturformein. Es ist empfehlenswert, die Schrittweite h so zu wah-
len, daB Verfahrensfehler und Rechnungsfehler von gleicher GriBenord-
nung sind. Im Falle der $T-Regel ergibt sich hach [26], S.173 fir den
globalen Rechnungsfehler die Beziehung

)2

£y

rpla,8) = 2}5 (Ao

wobei ¢ der maximale absolute Rechnungsfehler pro Rechenschritt ist.

LITERATUR zu 9.2: [2]Bd.1,3.4: [4]. 2.5 (7], 4.3-4.5; T14], 10;
1181, 13.2,3,5 5 7190, 7.1, 200, 9.1; [24), 6; [25], 8.2 [26], 6.2-6.6;

o8], § 2; [300, v § 2.1-2; [32) W § 7.1-3; [34], 6.25 139, 3.1; [38],

L

G,3 TSCHEBYSCHEFFSCHE QUADRATURFORMELN.

Bei der Konstruktion aller bisher behandelten Quadraturformel!n vom
Typ {9.3) wurden die n+l Stiitzstellen X, € [a,b} vorgegeben und die Ge-
wichte AL als Lsungen des fiir sie linearen Gleichungssystems (9.4) er-
halten. Sind die Funktionswerte f{x) des Integranden empirisch bestimmt
und alle mit gleichen Fehlern behaftet, so wird der dadurch bedingte
Fehler des Integralwertes am kleinsten, wenn alle Gewichte der Quadra-
turformel gleich sind.

Die Tschebyscheffschen Formeln haben die Form (9.3} mit gleichen Gewich-
ten.

Man betrachtet das Integral von f tber [-h,h] und setzt die Vs ielu-
gcheffeschen Fagelw in der Form an
Ch Ch

Ml phy v e M enny

*

h
I(fy -h,h) = [ f(x)dx = Q
-h o Chn+1 -
wobei n+l die Anzahl der Stiitzstellen x, € [-h,h] ist. Q {-h,h}

heiBt Taschebyecheffoche Formel (Ehn*l—Formel) zu n+l Stiitzstellen

Ch " S
und E n&l{Juh) ist das Aesrglied der Ch  =ioewmel.

4.1, 4.2, [a1], 111 § 65 [43] § 16 A; [45], 6 13.1-5; [67]1,3.2.1; (87] 8.
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Die Gewichte Ak werden gleich groB vorgegeben

A= Z k<o
Ch

Es wird gefordert, daB die Quadraturformel § ”*1{-h,h) Polynome bis
zum Grad m = n+l exakt integriert. So erhdlt man aus (9.4) mitm = {1)n+l
flir die n+1 Stlitzstellen %, 1 nichtlineare Gleichungen. Es muB also
vorausgesetzt werden, daP sich die Funktionswerte f{x) an den Stitzstel-
en Xy berechnen oder aus einer Tabelle ablesen Tassen; ist von f nur
eine Wertetabelle bekannt, so sind die Tschebyscheffschen Formein i.a.
nicht anwendbar.

Fir n = 1 sind in (8.4) a=-h, b=h, m=1,2, A(}:Al:h zu setzen.
Man erhdit die Ldsungen X =-h/V3, X1 =h/ VYT, so daB die zugehirige
Tschebyscheffsche Regel fir 2 Stiitastellen lautet:

h Chy th, R
Jfooax =0 2y + B Fenihy mit oo
h . ) ‘

ch, :

@ C(-n,hy= n(f(-n/ V3) + #(h/ V)

Ch

E 2(<h,h)= O(r) . ,

Allgemein haben die Tschebyscheffschen Formeln mit 2v und 2v+1 Stitzstel-
len die lokale Fehlerordnung O(h2"*3
[2), Bd.1, $.219 zu finden.

}. Die Restgliedkoeffizienten sind in

Tabelle der Stitzstellenwerte ([30], S.206)

n X k= 0{1}n
1 Xg y = + 0,577350 h
2 Xy p =+ 0,707107 h X = 8
3 X9,3 = ¥ 0,794653 b Xy 2%t 0,187592 n
4 Xg,4 = % 0,832498 h Xy,3 = 0.374541 h X, 0
5 Xy = ¢ 0,866247 h Xy, =+ 0,422519 h
5,3 = + 0,266635 h
6 Xg,5 = + 0,883862 h ¥y,5 = + 0,529657 h
X2,4 = 4 0,323912 & x3 ® 0

Reelle Werte X, ergeben sich nur fr n = 0(1)6 und n = 8,

Ist die Integration iber ein ausgedehntes Intervall [a,8] zu erstrecken,
s0 zerlegt man [a,8) in N Teilintervalle der Linge 2h mit h = %ﬁ? und wen-
det auf jedes Teilintervall die entsprechende Chn+1-Formel an. Die Stiitz-
stellen sind dabei wie folgt zu transformieren:

€Tt -
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: i iber i = |- Rt s i

X, > a+ (23+1)h + X, § = O(1)N-1, k = 0(1)n. Fiir das Integral von f {ber fa,b{ [-1,+#1] V4Rt sich zeigen, daB
die n+l GauBlschen Stitzstellen X), gerade die Nullstellen der Leggen-

Man erhdlt so fir n = 1 folgende summierte Tschebyscheffsche Regel dreschen Polynome P (x) in {-1,+1] sind (s. hierzu z.B. [30], $.209;

8 ¢ [37], 1.2; {38}, S.86/87 sowie [20!, S.277)
j%{x)dx = . :
LS | i o A Betrachtet man nun das Integral von f iber | -h,+h! und setzt
1% O NEp N G . " L !
a2 Bk £ T s o h G & n
) ;Qh f“'ﬁkvf~“‘;5: (f§a+ Sar{25+1)h + 935)»u . . jﬁ f(x)dx = Q “*1(-h,h} + E ”*Igﬂh,h) =3 A Flx) + o(ndy
E, 2{a,8) = O(hY) - L : . . . G
n (Bl [ : : : . . 50 bezeichnet man diese Beziehung als ZTauwa.o..o Fegel, Q) n*1(~h,h)
’ Ch X 18 Jauiisebe Fopme? - T n+1 N L
Dabei ist th(u,ﬁ}die summierte Tschebyscheffsche Formel zu zwel als . che Fopral (Bn+1fbrmen und £ (-hyh} als Feetyiied
. don 4 ~T o me ] L
Stitzegtellen und Eh 2((;,8) das Festglied der aummierten Ch,-For- Ve TTwvrmel zu nel GauBschen Stitzstellen.
mel, : ’ Das Intervall '-1,+1' muB zundchst immer auf f-h,+h] transformiert
Die Tschebyscheffschen Formeln haben fiir eine gerade Anzahl von Stiitz- werden. Dann ergeben sich fir einige spezielle GauRsche Quadraturformeln
stellen eine glinstigere Fehlerordnung als die Newton-Cotes-Formeln. - die folgenden Gewichte Ak und Stiitzstellen Xy k= 0(1)n.
i) "‘ 1 i 3 i :
LITERATUR zu 9.3: (218d.1,3.6 [201,9.4;7247, 10, 3, § 168. Tabelle der Gaufischen Stiitzstellenwerte und Gewichte .
n Xpe ko= eil)n L O(1)n
. 0 x5 =0 , Ay = 2h
9,4 QUADRATURFORMELN VON GAUSS, .
‘ n 1 XG’I:t—V_i‘ AOzA}=h
Um die Gaufischen Farmeln optimaler Genauigkeit zu ernalten, werden
v - 1. 0,577350269
weder die Stiitzstellen noch die Gewichte vorgeschrieben, so dal? in (9.4) (EFQ = U, J
insgesamt 2{n+l) = 2n+? freie Parameter enthalten sind. Die Forderung, e .
? (1) . o 2 xg 5=t V0,6h Ry=hp=3n=05h
daB die Quadraturformel Polynome bis zum Grad 2n+l exakt integriert, i R - 0 .
fiihrt hier auf ein System von 2n+2 Gleichungen flir die n+l Gewichte Ak Xy o= 0 Al = g’h =0,8n
und die n+l Stiitzstellen x, k=0(1)n; es jautet {1/BTE?= 0,774596669)
n ) 4 . - -
Esj'(bm+l _am+1} B 2: Ak xz , m= 0(1)2n4] ; 3 *,3 % * 0,861136311h AO = A3 = 1,34785485 h
k=0 ‘ TP 0.33998104 h Al = Ay = 0,65214515 h
i i Gewi d nichtlinear bzgl. der Stiitzstel- - .
und ist linear bzgl. der Gewichte Ak und nic ; i .r g A 4 Xg.4 ° + 0,90617985 h AO = g4 = 0,23692689 h
len Ky Man muR hier also voraussetzen, daB sich die Funktionswerte f{x) s
an den sogenannten Caufschen Stitastellen X € ‘a.b’ berechnen oder X1 3¢ 0,53846931 h Al = Ay = 0,47862867 h
aus einer Tabelle ablesen lassen. Ist von der Funktion f nur eine Werte- x, = 0O Ay = %%g h = 0,58 h
tabelle bekannt, in der die GauBschen Stiitzstellen im allgemeinen nicht
. " = 46951 h = A = 0, 9 h
auftreten werden, so berechnet man das Integral bei dquidistanten Stiitz- 5 *5,5 7 ¢ 0,932469 AO 5 0.1713244

9

= 0,36076157 h

X
[y
#
p-3
E-Y
¥

stellen mittels einer Newton-Cotes-Formel oder einer Maclaurin-Formel Xpq=t 0,66120939 h
und bei beliebigen Stiitzstellen mittels einer mit Hilfe des Systems (9.4} 0.23861919 h Az . As
konstruterten Quadraturformel,

1+

0,46751393 h

]

%2,3°

Weitere Werte sind in 651, Table 25.4 angegeben.

Y1t
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Das Restglied besitzt die aligemeine Form

d.h. die iokale Fehlerordnung bei n+l Stitzstellen in [~h,+h] ist
0(h2n+3)

Im folgenden werden zwei der GauBschen Regeln explizit aufgeschrieben
und zwar die fiir 2 und 3 Stutzstellen x, € [-h,+h]:

l,.n=1

[

Stitzstellen):

G, 6,
F(x)dx = Q “(-h,h) + E %(-h,h) mit

¥ +
T

G
< Q Zf-h,h} = h (f(-— 7%) + f(;%)) B

G 5
£ 2-nn) - gy (e ere g} L f e clngen)
|
2. n = 2 (3 Stiitzstellen):
[ Gy G
[ feodx =9 -hn) + £ 3-n.hy  mit
“h
6
Q 2(-h,h) = 5 (5F(-VToE h) + 8F(0) + 57(} 0.6 m) .
6 7
L £ 3(on,hy = Tg;'gg f®lrw,  gwe Tnanl | (8 ¢ Cl-h,+h]

Mit zwei Stiitzstellen erhdlt man eine Formel der lokalen Fehlerord-
nung O(hs}, mit drei Stitzstellen eine Formel der lokalen Fehlerordnung
0{h7}. Die Newton-Cotes-Formeln der lokalen Fehlerordnungen O(hS} und
G(h?) erfordern dagegen drei bzw. finf Stitzstellen.

Fir n=4undn=5 lassen sich die Formeln an Hand der Tabelle der X ohy
leicht bilden, Dabei ist

G

9 6 11
¢4 h 5 _ F10) (puy,

= f(g}{{*) E - h
3872875 ’ 1237732650
Zur Bestimmung des Integrals von f lber ein Intervall [a,2]teilt man

{a,8] in N Teilintervalle der Linge 2h: h = %%%. Die Stiitzstellen sind

¢* g [-h,+h]

dabei wie folgt zu transformieren:

K > at{23+1)h + Xy s J = O(1)N-1, k =0(I)n

Man erhdit fliir n = 1 und n = 2 die folgenden summierten GauBschen Regeln:
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(g G 6,
[ fxyax =0 %as8) + £ ase) mit
A h h
G, i . h h
<0, %a8) = = (f(a+(23+1)h-7§.) + flar(2ihh + o ),
G
i) =53ty . n e el fY e
(g 6, 6y
jf(x)dx = Q (a,8) + € 2(a.8)  mit
A h h
6 " N-1 3
{ Qh%,g) =3 2 (5f(a+{2j+1)h - 1/:;}'») + BF (at(23+1)h) +
3=0
(a2 + Y In)
G
AR C TS P B LI A

Die GauBschen Formeln QGn+I sind trotz ihrer optimalen Eigenschaften
in bezug auf die Fehlerordnung fir das Rechnen ohne elektronische Rechen-
hilfsmittel ungeeignet, da die Nullstellen der Legendreschen Polynome
als Stltzstellen und auch die Gewichte unglatte Zahlen sind. Da bei Ver-
wendung einer Gaufischen Formel gegeniiber einer Newton-Cotes-Formel glei-
cher Fehlerordnung nur etwa die Hdlfte an Ordinaten benitigt werden,
spart man etwa die Halfte an Rechenzeit ein.

LITERATUR zu 9.4: [2]Bd.1,3.5; 4] 2.10; [7].4.6:{14], 12; [19], 7.3;
[20§, 9.4; [29] 11,9.5; [32], H § 7,9; [35}, 3.5; [37]; [38], 4.3; [41],
111 &6 v; [43], § 16.6; 45, § 13.6; [67) 1,3.2.3.

9.5 DAS VERFAHREN VON ROMBERG.

Das Verfahren von Romberg beruht auf der Approximation des Integrals
[{f; a,8) durch die Sehnentrapezformei. Durch fortgesetzte Halbierung
der Schrittweite und geeignete Linearkombination zugehUriger Approxima-
ticnen flr das Integral werden Quadraturformeln von hoherer Fehlerord-
nung erzeugt {s. [20], 5.281 ff.).

Man zerlegt [a,8] zundchst in N, Teilintervalle der Linge by = 5:5
und setzt °

i 8 - ho
N, =2°N. » h, = = = -, j=20,1,2...
3 o 3050y A

- Q11
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was der fortgesetzten Halbierung der Schrittweiten entspricht.

Das Integral von f iber [«,f] erhdlt man in der Darstellung

g
k 2{k+1
1(f5 au8) = [ F(x)dx = Lg Yefy + O(hj( N,
[
k+1
dabei ist Lgk)(f) die Quadraturformel der Fehlerordnung O{hi( * )).

Die Rechnung wird zeilemweise nach dem folgenden Schema durchgefiihrt:

RECHENSCHEMA 9.1 ( Verfahren von Romberg).

. gy alO0 et -1y | (m)
om0 S S | g
' o o i e o
0
£
, Lga; ‘Lé ) | , ‘
O 42
‘ ’ (2 e
10 1) T
-1
(0 LM ) Lim 1 m
Dabei kinnen die LSO) nach der Formel N.-1
h 3
L0 = §Ttws) = 4 (flade 18142 35 f(ovony)
3 v

berechnet werden. Besser und schneller ist es, diese Formel nur fir j = Q
die sich daraus ergebende Formel

Ny -1
3-1
L§°}(f) z%gg?{+hj{f{q+hj;+f{a+3hj)+...+f(s-h3}}=%L§?}+hj Iy flos(2ken)r,

zir verwenden und fir j = 1,2,3,...

pie L4K) fir k21 und 3=0,1,2,...

J
1 ek (k1) ey g (k1)
-:E_-.l.(‘t Lgﬂ (F) - L] ()

werden nach der Formel
(k) (5
Lj (f)

berechnet. Das Schema wird solange fortgesetzt, bis zu vorgegebenem ¢ > O
gitt: ?Lém)- Lgm‘l)f <¢. Dann wird Lém)(f) als bester erreichter Ndherungs-
wert fir 1{f; a,8) verwendet; es gilt mit m<n-1 die Romberg-Regel

; R
Hf5 a,8).= Jf{x)dx =L v E s au8)  mit

B0 323*2 h§m+2 f{2m+2}(€}’

e £ € [u,8] .
2 j

B
E "(f; a,8) = (-1)™!
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Unter der Voraussetzung f¢ Czniﬁ,s} konvergieren die Spalten L§k)
des Schemas fiir jedes feste k und jwo linear gegen 1({f; a,B). Ist f
analytisch, so konvergieren die absteigenden Diagonalen des Schemas Lgk)
fiir festes j und k oo superlinear gegen 1(f; o,8). £s 188t sich zeigen,
daB sowohl die Spalten als auch die absteigenden Diagonalen Lgk) gegen

I(f; «,8} konvergieren, wenn nur die Stetigkeit von f vorausgesetzt wird.

BEMEKRUNG 9.5, Das Verfahren von Romberg ist besonders fiir DVA geeig-
net. Es ist sicher glinstiger in der Fortpflanzung von Rundungsfehlern als
Quadraturformeln, die beziiglich der Fehlerordnung einer k-ten Linearkombi-
nation L(k) des Romberg-Verfahrens entsprechen wiirden, da dem Romberg-Ver-
fahren die Sehnentrapezformel zugrunde liegt, die mit gleichen Gewichten
arbeitet. Die Ausfihrungen in Bemerkung 8.1 gelten auch hier.

LITERATUR zu 9.5: [4], 2.7; [7], 4.4; [14}, 11; [18], 13.7; [20], 9.5;
(251, 8.4; (26], 6.5; [32], H § 7.2, [34], 6.2.23 [35], 3.2-4; [38], 4.2.2;
{41, 111 § 8; [877, 8.3.

9.6 KONVERGENZ DER QUADRATURFORMELN.

SATZ 9.1. Eine Quadraturformel der Form
n
\
911 oM ey = 30 Ay, W e [
4 k=0

konvergiert fir n-eoound fiir jede in [o.8] stetige Funktion f genau
dann gegen I(f; «,8}), d.h.

n
(9.12)  vim oM r; ae) = vim 30 AM (M) < (e e,
wenn -0 N+ -0

1. (9.12) fir jedes Polynom f = P der Form {6.9) erfillt ist und

n
2. eine Konstante K existiert, so daB E: lAé“){ < K fiir jedes n gilt.
k=0
Wendet man (9.11) auf f{x}) = 1 an, so erhdlt man mit 1.

n B
015 ai8) = oAM= [dx = e
k=0 o
Sind alle Gewichte Aé") >0,50 ist 2. sicher erfillt; treten dagegen nega-
tive Gewichte auf, so kann ]Aén){+ lAgn)!+...+{A§n | bei geniigend grofem n
beliebig grof werden.

LITERATUR zu 9.6: [2] 84.1,3.7;[191,7.5.2:[20],9.6; 411, 111 § 7.
Ergdnzende Literatur zuy Kap. 9: [80 al;[81 b};i86 al, § 6 ;[91 al, 8;
[92b), Bd. 2, 13.
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