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When analysing dynamical problems in the high frequency range, problems arise with nu-
merical methods such as the finite element method (FEM). The high frequency enforces the
meshsize to be small, which makes model generation and computational costs relatively high.

For high frequency problems a commonly known alternative is Statistical Energy Analysis
(SEA) (Lyon, 1975; Scharton & Lyon, 1968; Fahy, 1994; de Langhe & Sas, 1994; Rodrigo et al.,
1994). Unfortunately, in this method some assumptions have been made concerning a high
modal-density. These assumptions limit SEA to analyse only the high frequency range.

At this time, research is done (Fahy, 1994) to improve the conventional SEA concept. Also,
research is done to alternative methods for the middle and high frequency range. Several
alternatives are proposed to replace SEA and fill up the gap between low and high frequency
problems.

These alternative methods have been investigated (Raaymakers, 1995). From this inves-
tigation it can be concluded that none of the proposed alternative methods can replace SEA
at this time.

In (Raaymakers, 1995) Complex Envelope Displacement Analysis (CEDA) is chosen as
the most promising and interesting method. This method transforms the one-dimensional
wave equation to a complex differential equation, prescribing the complex envelope of the
original displacement variable. This complex differential equation can be solved using a
coarse meshsize. The original CEDA was restricted to analyse only undamped longitudinal
waves in a homogeneous beam.

In this report CEDA is extended to damped longitudinal waves. Also an extensive, ge-
neral treatment of the boundary conditions of the complex envelope differential equation is
presented.

With increasing excitation frequency, solutions of deterministic problems are strongly
dependent on the not always accurately known systemparameters. For this reason a statistic
technique is applied to CEDA.

At this moment the complex envelope method is not yet capable of being used in a prac-
tical manner. To successfully use CEDA, one has to improve two aspects of the method. The
first aspect is the possibility to transform more complex differential equations. This seems
possible for many linear differential equations. Secondly, CEDA must be reformulated in a
finite element formulation. Discretisation of the transformed equation is no problem. Howe-
ver, with an example it will be explained why the application of a finite element method is
quite difficult. The model problem we use is a longitudinal wave in an axial harmonically ex-
cited homogeneous rod with uniform cross-section. The rod is fixed at both boundaries. The
equation of motion of this model problem results in a real second-order boundary problem
with two real Dirichlet boundary conditions. This boundary problem will be called the fysi-
cal boundary problem. The two real boundary conditions will be called the fysical boundary
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conditions. The differential equation will be called the fysical differential equation. Trans-
formation of this fysical differential equation results in a complex second-order differential
equation in terms of the complex envelope. This differential equation will be called the CE
differential equation. This complex CE differential equation needs two complex or four real
boundary conditions to have a unique solution. The two fysical boundary conditions can be
transformed to two real boudary conditions in terms of the complex envelope. The other two
boundary conditions will be called the free boundary conditions. In principle, these two free
boundary conditions can be chosen freely. Each choice will give a complex envelope solution
which can be transformed to the fysical solution. Unfortunately, only a specific way of choos-
ing these free boundary conditions will result in a smooth complex envelope solution. For
the problems in this report, the free boundary conditions can be chosen easily in an effective
manner, but in the general case this is not evident.

A response-surface method is applied to CEDA for modelling the stochastic system. This
method seems only useful for systems with a smooth response-surface. In the usual case, one
can better use CEDA in combination with a Monte-Carlo approach.

The final conclusion is that CEDA can be used successfully, when it will be possible to
automatize the CEDA concept. This is a point that needs further investigation.

v



Samenvattin

ng

-

Bij het analyseren van dynamische problemen treden in het algemeen problemen op met
numerieke oplosmethoden zoals de eindige elementenmethode (FEM), indien systemen bij
hoge frequenties doorgerekend dienen te worden. Qorzaak hiervan is dat de elementgrootte
bij eindige elementenmethoden bepalend is voor de maximale frequentie. Bij hoge frequenties
wordt de elementgrootte hierdoor dusdanig klein dat het numerieke probleem ten gevolge van
een onaanvaardbaar lange rekentijd praktisch onoplosbaar wordt.

Een bekend alternatief voor hoogfrequente analyses is Statistische Energie Analyse (‘Sta-
tistical Energy Analysis’, SEA) (Lyon, 1975; Scharton & Lyon, 1968; Fahy, 1994; de Langhe &
Sas, 1994; Rodrigo et al., 1994). In de formulering van deze methode zijn echter enkele aanna-
men gedaan die een nadrukkelijke ondergrens voor het frequentiebereik vastleggen. Ook zijn
de betrouwbaarheidsintervallen van de berekening over het algemeen onbekend. Nog steeds
wordt onderzoek gedaan naar het verbeteren van het conventionele SEA concept (Fahy, 1994).
Ook wordt onderzoek verricht naar alternatieve methoden voor het midden- en hoogfrequente
gebied. Er zijn diverse methoden voorgesteld die bedoeld zijn ter vervanging van SEA.

In een literatuuronderzoek (Raaymakers, 1995) zijn deze mogelijke alternatieven onder-
zocht. Uit dit literatuuronderzoek kan geconcludeerd worden dat geen van de voorgestelde
alternatieven in dit stadium een vervanging voor SEA kan zijn.

Uit het literatuurondezoek is de ‘complex envelope displacement analysis’ (CEDA) als
meest veelbelovende methode gekozen. Deze methode transformeert een reéle differentiaal-
vergelijking naar een complexe differentiaalvergelijking in termen van de complex omhullende
van de oorspronkelijke oplossing. Deze complexe vergelijking is numeriek aantrekkelijker op te
lossen. Het oorspronkelijke CEDA was alleen in staat om ongedempte longitudinale trillingen
in een homogene balk te analyseren.

In dit rapport is CEDA uitgebreid voor gedempte longitudinale problemen. Ook is een uit-
gebreide, algemene behandeling van de randvoorwaarden (RVW) van de complexe vergelijking
afgeleid.

Bij toename van de excitatiefrequentie blijken deterministische methoden zoals CEDA
sterk afhankelijk van de niet altijd exact bekende systeemparameters. Na een literatuuron-
derzoek naar statistische analysetechnieken, is daarom een statistische techniek aan CEDA
toegevoegd.

Op dit moment is de complex omhullende methode nog niet in een stadium dat deze
op efficiénte wijze kan worden toegepast. Om CEDA efficiént toe te passen dient de me-
thode op twee punten unitgebreid te worden. Ten eerste dienen complexere vergelijkingen
getransformeerd te worden. Dit lijkt voor veel lineaire vergelijkingen mogelijk. Ten tweede
dient CEDA geautomatiseerd te worden, zodat een eindige elementenpakket gebruikt kan
worden om oplossingen te berekenen. Het discretiseren van de getransformeerde differen-
tiaalvergelijking levert geen problemen. Aan de hand van een modelprobleem zal uitgelegd



worden waarom het automatiseren toch moeilijk is. Als modelprobleem nemen we een on-
gedempte longitudinale trilling in een axiaal harmonisch geéxciteerde, tweezijdig ingeklemde,
homogene balk met uniforme dwarsdoorsnede. De bewegingsvergelijking hiervan resulteert
in een redel tweede-orde RVW-probleem met twee Dirichlet-RVW. Dit RVW-probleem noemen
we het fysische-RVW-probleem. De twee reéle RVW noemen we de fysische-RVW. De dif-
ferentiaalvergelijking noemen we de fysische-differentiaalvergelijking. Transformeren van de
fysische-differentiaalvergelijking levert een complexe differentiaalvergelijking in termen van
de complex omhullende van de fysische oplossing. Deze complexe differentiaalvergelijking
noemen we de CE-differentiaalvergelijking. Deze CE-differentiaalvergelijking heeft twee com-
plexe, of vier reéle, RVW nodig om een eenduidige oplossing te hebben. De twee fysische-RVW
kunnen getransformeerd worden naar twee reéle RVW in termen van de complex omhullende.
De twee overige reéle RVW noemen we de vrije-CE-RVW. Deze vrije-CE-RVW zijn in principe
willekeurig te kiezen. Elke keuze resulteert in een specifiecke complex omhullende oplossing.
Al deze oplossingen gaan na transformatie over in de gezochte fysische oplossing. Echter, de
gladheid van de uiteindelijke oplossing van het CE-RVW-probleem, dus de complex omhul-
lende, is afhankelijk van de juiste keuze van de twee vrije-CE-RVW. Voor de modelproblemen
in dit rapport is het eenvoudig om deze vrije-CE-RVW goed te kiezen. Voor meer algemene
problemen is dit waarschijnlijk niet het geval.

Stochastische systemen zijn geanalyseerd nadat een responsie-oppervlak methode is toege-
voegd aan CEDA. Deze methode blijkt alleen geschikt voor systemen met een glad responsie-
oppervlak. Over het algemeen kan men CEDA beter in combinatiec met een Monte-Carlo
methode gebruiken.

Als eindconclusie kan gesteld worden dat CEDA pas efficiént gebruikt kan gaan worden
indien men in staat is de gehele analyse te automatiseren. Dit vormt een punt voor verder
onderzoek.
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Inleiding

1.1 Midden- en hoogfrequente analyses

Bij het analyseren van dynamische problemen treden in het algemeen problemen op met
numerieke oplosmethoden zoals de eindige elementenmethode (FEM), indien systemen bij
hoge frequenties doorgerekend dienen te worden. Oorzaak hiervan is dat de elementgrootte
bij eindige elementenmethoden bepalend is voor de maximale frequentie. Bij hoge frequenties
wordt de elementgrootte hierdoor dusdanig klein dat het numerieke probleem ten gevolge
van een onaanvaardbaar lange rekentijd praktisch onoplosbaar wordt. In figuur 1.1 wordt
een indicatie gegeven van het laag-, midden- en hoogfrequent gebied. Een bekend alternatief

10°

responsie

- midaenireguent hoogirequent ||

1 2

10 10

frequentie

Figuur 1.1: Indicatie van laag-, midden- en hoogfrequent gebied.

voor hoogfrequente analyses is Statistische Energie Analyse (‘Statistical Energy Analysis’,
SEA) (Lyon, 1975; Scharton & Lyon, 1968; Fahy, 1994; de Langhe & Sas, 1994; Rodrigo
et al., 1994). De methode wordt met name gebruikt bij geluidsproblemen. In de formulering
van deze methode zijn echter enkele aannamen gedaan die een nadrukkelijke ondergrens voor
het frequentiebereik vastleggen. Ook zijn de betrouwbaarheidsintervallen van de berekening
over het algemeen onbekend. Het praktisch toepassen van de methode vereist inzicht in



verschillende methoden op zowel experimenteel, numeriek als analytisch gebied. Nog steeds
wordt onderzoek gedaan naar het verbeteren van het conventionele SEA concept (Fahy, 1994).
Ook wordt onderzoek verricht naar alternatieve methoden voor het midden- en hoogfrequente
gebied. Er zijn diverse methoden voorgesteld die bedoeld zijn ter vervanging van SEA.

1.2 Probleemstelling en
De afstudeeropdracht heeft als doel het inventariseren van de voorgestelde alternatieve metho-
den en het beoordelen van deze methoden op mogelijke bruikbaarheid en betrouwbaarheid.
Daarnaast zal afhankelijk van het resultaat van de inventarisatie, een van deze methoden
diepgaand onderzocht worden en mogelijk worden verbeterd. Vervolgens kan deze methode
worden geimplementeerd in een numeriek softwarepakket en worden gevalideerd aan de hand
van een modelprobleem of een praktijkvoorbeeld. Het onderzoek beperkt zich tot lineaire
systemen. Het uiteindelijke doel is het verkrijgen van inzicht in de problemen die optreden
in het midden- en hoogfrequente gebied, de voordelen en beperkingen van SEA, de mogelijk-
heden van de alternatieven en het uitbreiden en inschatten van de mogelijkheden van het als
beste verkozen alternatief.

1.3 Opzet van dit rapport

Het eerste deel van de opdracht bestaat uit een literatuuronderzoek naar de voorgestelde
alternatieven. Dit onderzoek en de conclusie hiervan zijn gerapporteerd (Raaymakers, 1995).
Uit dit literatuuronderzoek is de ‘complex envelope displacement analysis’ (CEDA) als het
meest belovende en meest interessante alternatief gekozen. De basis van deze methode is
gelegd door Carcaterra (Carcaterra & Sestieri, 1994).

In hoofdstuk 2 wordt de complex omhullende analyse (CEDA) uitgebreid behandeld. Met
name wordt een nieuwe, meer algemene behandeling van de randvoorwaarden (RVW) gepre-
senteerd. De wijze waarop de RVW in (Carcaterra & Sestieri, 1994) worden opgelegd, is niet
algemeen toepasbaar. Door gebruik te maken van de nieuwe methode om de RVW toe te pas-
sen, is het mogelijk om het oorspronkelijke CEDA te gebruiken voor een gedempt probleem.
Deze techniek noemen we de gedempte complex omhullende analyse (DCEDA).

Omdat zowel CEDA als DCEDA deterministische methoden zijn, die in het hoogfrequente
gebied erg gevoelig zijn voor variaties in systeem- en excitatieparameters, wordt in hoofdstuk 3
een statistische techniek aan DCEDA toegevoegd. Het geheel noemen we statistische complex
omhullende analyse (SCEDA) en is een combinatie van DCEDA en een responsie-oppervlakte
techniek. De nieuwe variant wordt vergeleken met 3 andere statistische methoden (de exacte
numerieke oplossing, de Monte-Carlo techniek en de responsie-oppervlak methode) die gebruik
maken van de analytische oplossing als deterministische solver.

Het rapport wordt afgesloten met een discussie in hoofdstuk 4 en de conclusies en aanbe-
velingen in hoofdstuk 5.



Complex Omhullende Analyse

De basis van de CEDA (‘complex envelope displacement analysis’) is te beschrijven door de
volgende drie stappen:

e transformatie van een differentiaalvergelijking;
e oplossen van de getransformeerde differentiaalvergelijking;
e terugtransformatie van de oplossing.

Bij geen enkele stap gaat informatie verloren. Afgezien van numerieke fouten levert de me-
thode dus de exacte oplossing van een probleem.

2.1 De complex omhullende

In deze paragraaf wordt de transformatie van een hoogfrequent signaal naar een glad signaal
behandeld. De basis hiervan is de Hilberttransformatie. Voor de Hilberttransformatie zijn en-
kele verschillende definities in omloop. De oorzaak hiervan zijn de verschillende definities van
de Fouriertransformatie (Cijsouw, 1992). In dit rapport worden de volgende definities (Cran-
dall, 1979) voor de Fouriertransformatie en zijn inverse gehanteerd

Ulk) = /u(x)e'jkxdw (2.1)
u@) = 5 / U (k)e™® d; (2.2)

De Hilberttransformatie (Bracewell, 1965; Titchmarsh, 1948; Erdelyi et al., 1954) van een
functie kan men definiéren in plaats- en golfgetaldomein®. In het plaatsdomein is de Hilbert-
getransformeerde 4(z) van u(z) een convolutie met - 2.

() =_£ %wf (2.3)

! De gebruikelijke Fourierparameters tijd ¢ en frequentie w zijn hier vervangen door plaats z en golfgetal k.
2Dit is de definitie volgens Carcaterra. In de meeste literatuur wordt een minteken toegevoegd.



In het golfgetaldomein resulteert dit in een vermenigvuldiging met —jsign(k).
U(k) = —jsign(k)U (k) (2.4)

Het analytische signaal 4(z) wordt vervolgens gedefinieerd als 4(z) = u(z)+ju(z) (Bracewell,
1965; Carcaterra & Sestieri, 1994). Indien we dit signaal moduleren met een complexe e-macht
e~7%0% dan resulteert dit in de zogenaamde complex omhullende (‘complex envelope’, CE)

u(z) = i(z)e ho® (2.5)

Tabel 2.1 toont de transformatie van u(z) = cos(koz). De figuren 2.1 t/m 2.5 tonen een
numerieke transformatie van dit signaal voor kg = 10.27. Ter illustratie is hier het signaal
niet geheel passend in het ‘tijd’-blok gezet, zodat enige numerieke afwijkingen ten opzichte
van de exacte transformatie volgens tabel 2.1 plaatsvinden.

algemeen
signaal | aard naam opgebouwd uit | golfgetalspectrum
u(z) reéel oorspronkelijk signaal U(k)
i(z) reéel Hilbert-getransformeerde —jsign(k)U (k)
i(z) complex | analytisch signaal u(z) + ju(z) 2e(k)U (k)
a(z) complex | ‘complex envelope’ i(z)e k0w 2e(k + ko)U (k + ko)
voorbeeld
signaal | figuur naam plaatsdomein | golfgetalspectrum
u(z) figuur 2.1 | oorspronkelijk signaal cos(koz) 7[8(k + ko) + 6(k — ko)]
a(z) figuur 2.2 | Hilbert-getransformeerde | sin(koz) mwi[6(k+ ko) — 5(k — ko))
a(x) figuur 2.4 | analytisch signaal giko® 276(k — ko)
u(z) figuur 2.5 | ‘complex envelope’ 1 2r6(k)

Tabel 2.1: Hilberttransformatie, analytisch signaal en de complex omhullende.

De CE heeft voor bepaalde vormen van u(z) bijzondere eigenschappen. Dit is het beste
te zien in het golfgetaldomein. Stel dat u(z) een reéel signaal is en het bijbehorende golf-
getalspectrum U(k) op het positieve deel van de golfgetal-as geconcentreerd is tussen de
golfgetallen

ko — Ak < k < ko + Ak (2.6)

Indien we hiervan de CE bepalen dan blijkt het golfgetalspectrum hiervan geconcentreerd
rond k = 0, bovendien geldt

Uk)=0 VY |kl >Ak (2.7)
Voor integratie van dit signaal zijn volgens het bemonsteringstheorema van Shannon (Mulders,
1993) veel minder discretisatiepunten nodig. Het oorspronkelijke signaal is vervolgens uit de
CE te herleiden via de inverse-transformatie

u(z) = Refu(z)e’™] = Re[a(z)] cos(koz) — Im[a(z)] sin(kox) (2.8)

Zoals reeds eerder opgemerkt dient het oorspronkelijke signaal u(z) reéel te zijn. Dit kan
eenvoudig ingezien worden door achtereenvolgens e/%0% en e~/%0% te transformeren naar CE-
signalen met behulp van de rekenregels (tabel 2.1) in het golfgetaldomein. Het resultaat hier-
van is 2 respectievelijk 0. Reproduceren van het oorspronkelijke signaal met behulp van (2.8)

4



resulteert in 2 cos(kgz) respectievelijk 0. Omdat reéle signalen een symmetrisch spectrum be-
vatten en er dus geen informatieverlies plaatsvindt bij het nul stellen van het negatieve deel
van het spectrum is het oorspronkelijke signaal weer te herleiden. Voor complexe signalen
is het spectrum niet symmetrisch en vindt informatieverlies plaats zodat reconstructie niet
meer mogelijk is.
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Figuur 2.1: Het oorspronkelijke signaal u(z) = cos(10.27z). Linksboven is u(z) afgebeeld in
het plaatsdomein. Linksonder is u(z) in het complexe vlak afgebeeld. Hierbij
is het imaginaire deel van u(z) op de vertikale as uitgezet tegen het reéle deel
van u(x) op de horizontale as. In de twee rechtse graficken is de functie u(z)
Fourier-getransformeerd naar het golfgetaldomein. De modulus en het argument
van het golfgetalspectrum zijn uitgezet tegen k/pi.
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Figuur 2.2: De Hilbert-getransformeerde %(z). Bij een exacte transformatie is deze gelijk aan
sin(10.27z). Omdat het oorspronkelijke signaal u(x) niet passend in het ‘tijd’-vak
is geplaatst, treedt echter een afwijking op. Linksboven is @(z) afgebeeld in het
plaatsdomein. Linksonder is de Hilbert-getransformeerde @(z) in het complexe
vlak afgebeeld. Hierbij is het imaginaire deel van %(x) op de vertikale as uitgezet
tegen het reéle deel van %(z) op de horizontale as. In de twee rechtse grafieken is de
de Hilberi-getransformeerde @(x) Fourier-getransformeerd naar het golfgetaldo-
mein. De modulus en het argument van het golfgetalspectrum zijn uitgezet tegen

k/pi.
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Figuur 2.3: De met j vermenigvuldige Hilbert-getransformeerde ji(z). Bij een exacte trans-
formatie is deze gelijk aan jsin(10.27z). Omdat het oorspronkelijke signaal u(x)
niet passend in het ‘tijd’-vak is geplaatst, treedt echter een afwijking op. Linksbo-
ven is jii(z) afgebeeld in het plaatsdomein. Linksonder is jé(z) in het complexe
vlak afgebeeld. Hierbij is het imaginaire deel van ji(z) op de vertikale as uitgezet
tegen het reéle deel van ji(z) op de horizontale as. In de twee rechtse grafieken
is ji(z) Fourier-getransformeerd naar het golfgetaldomein. De modulus en het
argument van het golfgetalspectrum zijn uitgezet tegen k/pi. Het belangrijke ef-
fect van deze vermenigvuldiging is de extra fase verschuiving van 90 graden over
het gehele golfgetaldomein.
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Figuur 2.4: Het analytisch signaal 4(z) = u(z) + ja(z). Bij een exacte transformatie is deze

Reluwce(x]} en Im{uce()]

imlu;cefx)]

gelijk aan cos(10.27z) + jsin(10.27z) = /1927 Omdat het oorspronkelijke
signaal u(x) niet passend in het ‘tijd’-vak is geplaatst, treedt echter een afwijking
op. Linksboven is het reéle (doorgetrokken lijn) en het imaginaire deel (stippellijn)
van het analytisch signaal #(z) afgebeeld in het plaatsdomein. Linksonder is het
analytische signaal 4(z) in het complexe vlak afgebeeld. Hierbij is het imaginaire
deel van @(x) op de vertikale as uitgezet tegen het reéle deel van 4(z) op de
horizontale as. In de twee rechtse grafieken is @(z) Fourier-getransformeerd naar
het golfgetaldomein. De modulus en het argument van het golfgetalspectrum zijn
uitgezet tegen k/pi.
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Figuur 2.5: De complex omhullende @(x). Bij een exacte transformatie en de keuze kg = 10.27

is deze gelijk aan 1. Linksboven is het reéle (doorgetrokken lijn} en het imaginaire
deel (stippellijn) van de complex omhullende @(z) afgebeeld in het plaatsdomein.
Linksonder is de complex omhullende @(2z) in het complexe vlak afgebeeld. Hierbij
is het imaginaire deel van 4(z) op de vertikale as uitgezet tegen het reéle deel van
@(z) op de horizontale as. In het exacte geval zouden de hele functie afgebeeld
worden in het punt 1+ 0j. Omdat het oorspronkelijke signaal u(z) niet passend
in het ‘tijd’-vak is geplaatst, treedt echter een afwijking op. In de twee rechtse
grafieken is @(z) Fourier-getransformeerd naar het golfgetaldomein. De modulus
en het argument van het golfgetalspectrum zijn uitgezet tegen k/pi. Opvallend is
het golfgetalspectrum dat geconcentreerd is rond het punt k£ = 0.



2.2 Probleembeschrijving

Het CEDA van Carcaterra (Carcaterra & Sestieri, 1994) behandelt een ongedempte longitu-
dinale trilling in een axiaal harmonisch geéxciteerde, tweezijdig ingeklemde, homogene balk
met uniforme dwarsdoorsnede (figuur 2.6). Stellen we de harmonische excitatie gelijk aan
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Figuur 2.6: Longitudinaal geéxciteerde balk.

p(z,t) = Re[q(x)ejw&t] (2.9)
en de oplossing van de longitudinale verplaatsing gelijk aan
w(z,t) = Refu(z)e?™] (2.10)

en vullen we deze in in de betreffende bewegingsvergelijkingen (Miklowitz, 1978; Graff, 1975)
dan resulteert dit in het volgende reéle tweede-orde RVW-probleem® (bijlage A)

u”(2) + kiu(z) = —% = r(z) (2.11)
%(0) =0
u(lo) =0
met
k2 = %9?- (2.12)

Later wordt in het rapport demping aan dit systeem toegevoegd. Dit kan door het definiéren
van een complexe elasticiteitsmodulus {Cremer et al, 1988). Omdat bij de methode van
Overdijk ook de differentiaalvergelijking behorende bij een massa-veer-demper systeem wordt
beschreven?, is in dit rapport het probleem algemener gedefinieerd. Met behulp van deze
algemene definitie is ook (2.11) te beschrijven. Het centrale probleem in dit hoofdstuk wordt
het oplossen van het volgende complexe tweede-orde twee-punts RVW-probleem

u"(z) + av/(z) +bu(z) =r(z) V O0<z<1 (2.13)
4{(0) =0
u(1) =0

met u en de constanten ¢ en b complexe grootheden. Met deze vergelijking kunnen diverse
fysische systemen worden beschreven:

*Randvoorwaarde-probleem.
*De differentiaalvergelijking is hiervoor geschikt. De Dirichlet-RVW dienen echter nog te worden aangepast
zodat een beginvoorwaarde probleem kan worden opgelost.



1. @ = 0, Im[b] = 0 en Re[b] = k2 beschrijft een ongedempte longitudinale trilling in een
axiaal harmonisch geéxciteerde, tweezijdig ingeklemde, homogene balk met uniforme
dwarsdoorsnede. Dit is het probleem dat door Carcaterra (Carcaterra & Sestieri, 1994)
wordt behandeld en (2.13) gaat dan ook over in (2.11).

2. Relae] = d/m, Re[b] = k;/m, Im[a] = Im[b] = 0 beschrijft een massa-veer-demper

systeem met d de demp

3. a=0,b=ks;/m+jh/m, beschrijft een massa-veer-demper systeem met & de dempings-
constante van een demper met hysterese of structurele demping (de Kraker, 1992).

4. ¢ = 0 en b = k?, waarin k. het complexe golfgetal zoals gedefinieerd in bijlage A,
beschrijft systeem 1 echter met demping.

In dit hoofdstuk wordt voortdurend gerefereerd aan zowel (2.13) als aan deze fysische syste-
men. De exacte oplossing van (2.13) wordt gepresenteerd in bijlage A.

De basis van het CEDA concept van Carcaterra is een transformatie van zowel een signaal
als een differentiaalvergelijking. Deze transformatie wordt op een dusdanige wijze geformu-
leerd dat de nieuwe vergelijking numeriek aantrekkelijker is op te lossen.

Het eerste artikel over CEDA (Carcaterra & Sestieri, 1994) behandelt systeem 1, maar is
niet erg duidelijk geformuleerd, met name de aanpak van de RVW van de getransformeerde
complexe differentiaalvergelijking is onduidelijk. Daarom wordt in dit hoofdstuk eerst een an-
dere methode behandeld. Deze methode van Overdijk is in staat om zowel de systemen 1 en 2
op te lossen en is meer gestructureerd opgezet. Ook verschaft deze methode een duidelijke
inleiding in CEDA vanwege het feit dat de RVW op een eenvoudige manier toegepast worden.
Na de werkwijze van Overdijk zal de methode van Carcaterra worden gepresenteerd.

Omdat we stochastisch gedrag in het systeem van probleem 1 willen aanbrengen, bijvoor-
beeld omdat de positie van het excitatiepunt niet exact bekend is, is het noodzakelijk dat
demping in het systeem wordt geimplementeerd®. Dit kan door definitie van een complexe
elasticiteitsmodulus, die resulteert in een complex golfgetal k. (bijlage A). Hierdoor gaat
systeem 1 over in systeem 4.

Indien we een complex golfgetal k. introduceren, resulteert dit in een complexe oplossing
u(z). Echter voor het toepassen van CEDA dient de oplossing redel te zijn (paragraaf 2.1).
Hiervoor is de gedempte complex omhullende analyse (DCEDA) ontwikkeld. Het betreft hier
een uitbreiding van de methode van Carcaterra. DCEDA kan alle mogelijke systemen die
beschreven worden door (2.13) oplossen. De methode wordt behandeld in paragraaf 2.5.

2.3 Methode Overdijk

2.3.1 Theorie

De eerste opzet van deze methode door Overdijk is gebaseerd op systemen die beschreven
kunnen worden met (2.13) waarbij alle parameters regel zijn.

Omdat CEDA gebruikt maakt van signaaltransformaties, is het noodzakelijk om deze ver-
gelijking te transformeren naar een vergelijking over het gehele z-domein. Hiertoe definiéren

®Indien men een parameter als een Gaussisch stochastische variabele definieert en vervolgens een ensemble-
middeling gaat uitvoeren doorloopt men hierbij altijd alle resonantiefrequenties. Voor een ongedempt systeem
resulteert dit in oneindig hoge opslingeringen waardoor de verwachting niet bepaald kan worden.




we het signaal g(z) als volgt
glz)=0 V 2<0 (2.14)
glz)=r(z) V 0<z<1
glz)=0 V z>1
en beschouwen we de volgende differentiaalvergelijking die geldig is op het gehele domein
u"(z) + av'(z) + bu(z) =g(z) V —c0<z< 00 (2.15)

De algemene oplossing van (2.15) kan geschreven worden als

P #F P2 — u(ac):Aeplx—l—Bep?x—l—/g(r)h(x—T)dT (2.16)

o= p2 u($)=A6plx+Bxep1x+/Q(T)h(x—T)dr

met h(7) de impulsresponsie en p; en p; de nulpunten (bijlage A) van het karakteristieke
polynoom 22+ az+b. De eerste twee termen in (2.16) noemen we de homogene oplossing. De
convolutie-integraal wordt de stationaire oplossing genoemd. De oneindige integratiegrenzen
in deze stationaire oplossing kunnen vervangen worden door de randen van het RVW-probleem,
¢ = 0 en z = 1. Dit wordt hier niet gedaan omdat we deze stationaire oplossing nog willen
gaan transformeren, waarbij de functie g(7) overgaat in §(7), welke over het oneindige domein
ongelijk aan nul is. Toepassen van de twee RVW (2.13) op (2.16) levert de oplossing van het
RVW-probleem (2.13)

eP1% _ eP2T 7
po#E o o @) == et [gnhe-rar (2.17)

po=p2 o u(e)=—ee 0 Nagt [ g(h(e— ) dr

waarin de scalar ag gelijk is aan
1
oo = /g(r)h(l — ) dr (2.18)
0
Het numeriek bepalen van deze oplossing is mogelijk door het afzonderlijk oplossen van de
twee termen in (2.17). De eerste term in (2.17) wordt bepaald door een numerieke berekening
van ag en noemen we in het vervolg de alfa-term. Het numeriek integreren van (2.15) met
beginvoorwaarden u(0) = u'(0) = 0 levert de convolutie-integraal, dus de stationaire term,
van (2.17) voor 0 < z < 1. Het optellen van deze twee oplossing levert de uiteindelijke
oplossing van het RVW-probleem. Belangrijk is het om in te zien dat de twee RVW verwerkt
zijn in de alfa-term van (2.17) en dat de stationaire term van (2.17) onafhankelijk is van de
RVW®.

Uit de beginselen van de signaaltheorie (Cijsouw, 1992) is bekend dat de Fouriertransformatie van de
oneindige convolutie-integraal het produkt van de frequentiespectra van G(w) en H{(w) is. Door het beschouwen
van frequentiespectra van signalen zijn dus geen inschakelverschijnselen te beschrijven. Voor het oplossen van
een RVW-probleem dient een specifiek inschakelverschijnsel aan de stationaire oplossing toegevoegd te worden.

Dit inschakelverschijnsel komt tot uitdrukking in de alfa-term van (2.17) en is dus athankelijk van de twee
RVW.
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Bij het voorgaande is nog geen CEDA toegepast. Wanneer nu het golfgetalspectrum van
u(z) geconcentreerd is rond het golfgetal kg is het zinvol om CEDA toe te passen’. Definiéren
we

a(z) = [u(z) + ju(z)]e7Fo® (2.19)
dan is aan te tonen (bijlage B) dat de differentiaalvergelijking (2.15) is te transformeren naar
"(2) + (a+ 2jko)#'(2) + (b — k5 + jako)u(z) = §(x) (2.20)

Hierbij wordt gebruik gemaakt van het feit dat u(z) en g(z) zijn gedefinieerd over het gehele
domein. Vervolgens stellen we de modulatiefrequentie kg, die men vrij kan kiezen, gelijk aan
het golfgetal k., wat een combinatie is van materiaaleigenschappen en excitatiefrequentie.
Voor systeem 1 (¢ = 0 en b = k2) gaat (2.20) met ko = k. dan over in

a"(x) + 2jkot (z) = §(2) (2.21)

Door numerieke integratie van (2.20) en toepassen van de inverse-transformatie (2.8) kan
nu het stationaire deel van de oplossing van (2.17) worden bepaald. Bij deze numerieke
integratie kan een grotere integratiestap gehanteerd worden, omdat de oplossing ten gevolge
van de transformatie glad is. Essentieel bij deze aanpak is het feit dat de alfa-term in (2.17)
numeriek bepaald moet worden op een conventionele manier. Bij het numeriek berekenen van
de stationaire term van (2.17) zijn géén RVW nodig. Ook bij het berekenen van de stationaire -
oplossing van de getransformeerde differentiaalvergelijking (2.20) zijn géén RVW nodig.

Het bepalen van de stationaire oplossing van (2.20) kan door middel van een numerieke
integratie van (2.20) die start in het punt # = —oco met twee beginvoorwaarden @ = 0
en & = 0. Willen we de integratie starten op # = 0 in plaats van 2 = —oco dan zullen
andere beginvoorwaarden toegepast moeten worden. Deze worden bepaald met behulp van de
impulsresponsie van (2.20). Na evaluatie van de nulpunten van het karakteristieke polynoom
van (2.20) blijken deze gelijk aan de nulpunten van (2.15) vermeerderd met de constante term
—jko. Hieruit volgt voor de impulsresponsie van (2.20)

h(T) = e %7 h(r) (2.22)

De stationaire oplossing van (2.20), en tevens de complex omhullende van de stationaire
oplossing van (2.15), is nu te schrijven als

/h z — 7)§(r) dr = e7ho” / h(z — 7)[g(T) + jg(r)] dr (2.23)

Evaluatie van (2.23) op het punt 0% levert de beginvoorwaarden voor de numerieke integratie

o

a0") = j [ =i dr (2.24)
ZO0%) = ko / h(=r)§(r) dr + j / B (=1)§(r) dr

"ko is het golfgetal van een functie in het plaatsdomein en is analoog aan wo voor een functie in het
tijddomein.
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Omdat de impulsresponsie h{(—7) voor 7 > 0 gelijk is aan nul, kan men de bovengrens
vervangen door nul. De ondergrens dient echter oneindig te blijven. De numerieke integratie
van deze uitdrukkingen vormt een beperking van deze methode. Dit punt wordt later nog
behandeld in de evaluatie (paragraaf 2.3.3) en in bijlage D.

2.3.2 Uitvoering

Bovenstaande werkwijze is in een Matlab-programma geimplementeerd. De werkwijze zal
stapsgewijs worden toegelicht aan de hand van een voorbeeldberekening. Deze berekening is
uitgevoerd voor het ongedempte systeem 1 met k2 = w?/c3, waarin 1/c3 = 7% en w, = 20.6.
Als excitatie is een puntkracht in het punt /. = 0.41 aangebracht, waardoor geldt r(z) =
§(z —0.41). Op deze wijze beschouwen we in feite de dimensieloze vergelijking uit bijlage A.4.
De excitatiefrequentie ligt nu tussen de 20° en 21° eigenfrequentie van het systeem.

1. Bepalen van ag door middel van een numerieke evaluatie van (2.18) bij fijne discretisatie.
Hiervoor is het dus noodzakelijk om de impulsresponsie van het systeem te kennen. Hier
is deze impulsresponsie analytisch bepaald.

2. Bepalen van g door middel van het uitvoeren van een numerieke Hilberttransformatie
en een modulatie bij fijne discretisatie. In figuur 2.7 ziet men het reéle deel (bovenste
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Figuur 2.7: Analytische belasting g(z) = g(z) + jg(=).

grafiek) en het imaginaire deel (onderste grafiek) van de analytische belasting §. Het
reéle deel is de oorspronkelijke puntexcitatie® g(z) = §(z — l.). Het imaginaire deel is
de Hilberttransformatie van g(z) en is gelijk aan §(z) = m~1(z — I.)~'. Ten behoeve
van een betere Hilberttransformatie is het domein vergroot van 0 tot 1 naar —1 tot
2. In figuur 2.8 zien we het redle deel (bovenste grafiek) en het imaginaire deel {(on-
derste grafiek) van de complex omhullende van de excitatie g(z). Deze is gelijk aan
de met e~/ vermenigvuldigde analytische belasting ¢(z) uit figuur 2.7. Hierbij is de
modulatiefrequentie kg gelijk gekozen aan het golfgetal k..

8Deze puntexcitatie wordt in de numerieke uitvoering benaderd door een puls met een breedte dz en een
hoogte 1/dz zodat de zeefeigenschap bij benadering voldoet.
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. Numerieke evaluatie van de beginvoorwaarden (2.24) waarbij de integratie van —oco tot
oo wordt vervangen door de grenzen —2 respectievelijk 0. Omdat de impulsresponsie
h(—7) voor 7 > 0 gelijk is aan nul, kan men de bovengrens vervangen door nul. De
ondergrens is gekozen op basis van een visuele inspectie van §(z). Op het punt z = —2
is §(z) namelijk praktisch gelijk aan nul. Over het algemeen zal de naukeurigheid van
het verkregen resultaat niet hoog zijn. In dit specifieke geval blijkt de uitkomst goed te
voldoen (bijlage D).

. Numerieke integratie van (2.21) met de in de vorige stap bepaalde beginvoorwaarden en
met een variabele integratie stap, die afhankelijk is van de gladheid van g(z) (bijlage C).
In figuur 2.9 wordt deze integratie getoond door de grote punten. Essentieel aan deze
methode is het feit dat de integratie niet met nul start. Dit is te zien aan het imaginaire
deel. Ook is duidelijk het effect van de variabele integratiestap te zien. Rond het punt
l. = 0.41 wordt de integratiestap automatisch verkleind.

. Lineaire interpolatie van de verkregen omhullende van de stationaire oplossing. In
figuur 2.9 is dit te zien aan de kleine zwarte stippen tussen de grotere discretisatiepunten.

. Demodulatie van de verkregen complex omhullende van de stationaire oplossing met
behulp van (2.8). In figuur 2.10 is de met /% gedemoduleerde complex omhullende
van de stationaire oplossing te zien. Het reéle deel (bovenste grafiek) hiervan is de
gezochte stationaire oplossing.

. Optellen van de stationaire oplossing en de bijdrage van de alfa-term uit (2.17) levert de
totale oplossing van het RVW-probleem. In figuur 2.11 wordt de totale oplossing (z)
gegenereerd door sommatie van de stationaire term en de alfa-term. De uiteindelijke
oplossing van het RVW-probleem kan bepaald worden met behulp van (2.10)

w(z,t) = Re[u(z)e’™"] (2.25)
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Figuur 2.9: CE van de stationaire oplossing voor en na de interpolatie. De numeriek gegene-
reerde oplossing is aangegeven door de grote punten. De tussenliggende zwarte
stippen zijn geinterpoleerde punten.

Een belangrijke eigenschap van de methode methode van Overdijk is de noodzakelijke varia-
bele integratie stap. Het rechterlid van (2.20), g(z) is bij een puntexcitatie namelijk

e—jkox

g(z) = 8(z — l)e 7ol 4 7 (2.26)

m(z — 1.
Deze uitdrukking kan met een redelijke nauwkeurigheid grof gediscretiseerd worden op een
afstand van /., maar moet echter fijn gediscretiseerd worden in de nabijheid van l.. Voor de
numerieke integratie is de tweede-orde differentiaalvergelijking (2.20) getransformeerd naar
een eerste-orde stelsel. Vervolgens is een achterwaarts differentieschema toegepast. Een voor-
waarts differentieschema (formule van Euler) bleek minder goed te voldoen (van Steenhoven,
1984). Runge-Kutta schema’s zijn niet direct toepasbaar vanwege de meerdere evaluaties van
het rechterlid (Lapidus & Seinfeld, 1971). Het exacte algoritme voor de numerieke integratie
van 2.20 is te vinden in bijlage C.

2.3.3 Ewvaluatie

De werkwijze van Overdijk is succesvol toegepast op systemen 1 en 2. In figuur 2.12 wordt
de oplossing vergeleken met de analytische oplossing. In bijlage I¥ wordt een vergelijking
met de andere twee CEDA methoden, met FEM® en met een Fredholm integraal, oplossing
gepresenteerd.

De methode bevat echter enkele nadelen. Het eerste nadeel is de noodzakelijke evalua-
tie van het getal ap. Deze moet fijn gediscretiseerd plaatsvinden vanwege het feit dat de
impulsresponsie hoogfrequent is.

Het tweede nadeel vormt een aanzienlijke beperking bij deze aanpak. Het betreft hier
de numerieke evaluatie van de beginvoorwaarden (2.24). Deze beginvoorwaarden zijn voor

°‘Finite element method’, Eindige elementenmethode.
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Figuur 2.10: Gedemoduleerde CE van de stationaire oplossing.

puntexcitaties te herleiden tot sinus en cosinus integralen (bijlage D) die nauwelijks numeriek
te bepalen zijn (Abramowits & Stegun, 1964).

Het derde nadeel is dat de impulsresponsie bekend moet zijn. Deze impulsresponsie is
nodig om zowel het getal ap als de twee beginvoorwaarden te berekenen. Het bepalen van de
impulsresponsie kan analytisch en numeriek. Voor de in dit rapport gebruikte modelproble-
men is de impulsresponsie eenvoudig analytisch te bepalen. Voor meer complexere problemen
is dit misschien niet altijd mogelijk.
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Figuur 2.12: Analytische oplossing, oplossing van Overdijk en de absolute fout in oplossing van
Overdijk. Opvallend is dat de fout voor # < I, praktisch nul 1s. Dit is het gevolg
van het opsplitsen van de totale oplossing in twee componenten. Voor z < [, is
de nauwkeurig berekende alfa-term bepalend voor de oplossing (figuur 2.11).
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2.4 Methode Carcaterra

2.4.1 Theorie

Het behandelde probleem in (Carcaterra & Sestieri, 1994) is dat van een ongedempte lon-
gitudinale trilling in een harmonisch geéxciteerde homogene balk met een uniforme dwars-
doorsnede. Dit systeem wordt beschreven door (2.11). Stellen we de lengte /; = 1 dan is dit
probleem gelijk aan (2.13) met de parameters van systeem 1. Bij de verdere behandeling zal
daarom systeem 1 gehanteerd worden. Het RVW-probleem wordt dan

u” () + k2u(z) = r(z) (2.27)
u(0) =0
u(lo) =0

Ter bepaling van de corresponderende differentiaalvergelijking voor @(z) hanteert Carcaterra
een aanpak in het plaatsdomein. Dit in tegenstelling tot Overdijk, die de differentiaalvergelij-
king eerst transformeert naar het golfgetaldomein. Hiertoe wordt aangetoond (Carcaterra &
Sestieri, 1994) dat elke één-dimensionale lineaire differentiaaloperator £ commutatief is met

de Hilberttransformatie .
Indien men (2.27) nu Hilbert-transformeert!®, dan volgt na toepassing van de commu-
tatieve eigenschap een vergelijking in termen van de Hilbert-getransformeerde van u(z) en

r(z).
@ (z) + k2i(z) = 7(z) (2.28)

Door optelling van (2.27) en de met j vermenigvuldigde differentiaalvergelijking (2.28) is een
differentiaalvergelijking af te leiden voor het analytisch signaal 4(z).

@"(z) + k2a(z) = P(z) (2.29)
Substitutie van 4(z) = @(z)e’*® in de laatste vergelijking levert

@ (z)e?™% 4 25kt (z)e*0% — kla(x)e?™0% + k2a(a)e’™” = #() (2.30)
Indien de modulatiefrequentie gelijk wordt gekozen aan het golfgetal, dus kg = k., dan vallen

de laatste twee termen in het linkerlid tegen elkaar weg, zodat (2.30) na vermenigvuldiging
met e 7% overgaat in

a"(z) + 2jk.u' (z) = 7(z) (2.31)

Opvallend is, dat de nulde-orde term in het linkerlid wegvalt. Van het wegvallen van deze
nulde-orde term wordt in de methode van Carcaterra gebruik gemaakt door het integreren van
de vergelijking. Dit vormt dan ook een beperking voor deze methode, omdat de nulde-orde
term niet altijd wegvalt. Dit zal later worden aangetoond. Integreren van (2.31) van 0 tot z
in de plaatsvariabele levert

@(e) + 24kea(a) = [ F(E) d+T(0) +2kea(0) = Ble) + W (0) + 24ka(0) (232

Vervolgens bepaalt Carcaterra een particuliere oplossing van (2.32) door middel van numerieke
integratie met in het rechterlid alleen de term ¢(z). De numerieke integratie wordt gestart

YDe transformatie naar het oneindige domein, die formeel noodzakelijk is, wordt hier achterwege gelaten.
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met de complexe beginvoorwaarde gelijk aan nul. De verkregen numerieke oplossing % (z)
bevat, afgezien van een constante, de oplossing van het RVW-probleem. Door het toepassen

van de twee reéle RVW op de complex omhullende van de totale oplossing @ = ¢ (z) + ¢ is de
constante ¢ te bepalen

u(0) =0 — Re[@(0)e’™%] =0 — Re[¢p(0) +¢] =0 (2.33)
u(l)) =0 — Re[a(lp)e’ "] = 0 = Re[(d(lo) + c)e’*] =0

Met behulp van inverse-transformatie (2.8) is vervolgens de oplossing u(z) te bepalen.

2.4.2 Uitvoering

Bovenstaande werkwijze is een een Matlab-programma geimplementeerd. De werkwijze is
daarbij als volgt:

1. Numerieke berekening van de complex omhullende van de belasting bij fijne discretisatie,
zie figuur 2.7 en 2.8.

2. Integratie van de complex omhullende 7 van de belasting uit figuur 2.8 bij fijne discreti-

recle dee!

imaginaire deel

Figuur 2.13: Geintegreerde CE-belasting ¢(z) voor en na het ‘point skipping’ proces. De
zwarte lijn is de oorspronkelijke fijn gediscretiseerde CE-belasting. De grote
punten zijn het resultaat van het ‘point skipping’ proces. Opvallend is het gladde
karakter van het rechterlid na de integratie, vergeleken met het rechterlid voor de
integratie (figuur 2.8). Hierdoor kan Carcaterra gebruik maken van een constante
grove integratiestap.

satie!!. In figuur 2.13 is het resultaat van deze integratie te zien. Deze integratie levert
de term ¢(z) in het rechterlid van (2.32).

" Deze integratie wordt uitgevoerd omdat op deze wijze het rechterlid uit (2.31) een glad karakter krijgt.
De integratie kan zonder problemen uitgevoerd worden omdat de nulde-orde term in het linkerlid van (2.31)
is weggevallen.
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3. Decimeren'? van het rechterlid ¢(z). In figuur 2.13 wordt dit proces aangegeven door
de grote punten. Deze grote punten vormen dus de nieuwe grove discretisatie.

4. Numerieke integratie van (2.32) met een beginvoorwaarde gelijk aan nul, met een
constante grove discretisatie (hier komen we in paragraaf 2.5 nog op terug). In fi-

x 107

reele deel

imaginaire deel
0
T
[}

Figuur 2.14: CE-oplossing %(z) voor en na de interpolatie. De numeriek gegenereerde oplos-
sing is aangegeven door de grote punten. De tussenliggende zwarte stippen zijn
geinterpoleerde punten.

guur 2.14 staat het resultaat van de numerieke integratie van (2.32) met in het rech-
terlid @(z) uit fignur 2.13. Het resultaat 9(z) van deze berekening is aangegeven door
de grote punten. Opgemerkt wordt, dat er door de complexe coéflicient 25k, in het
homogene deel van (2.32) een koppeling tussen het reéle en imaginaire deel plaatsvindt.
Dit is de oorzaak van de ‘ongewone’ oplossingen in figuur 2.14. Men zou in figuur 2.14
immers een benadering van een stapresponsie (het rechterlid ¢(z) uit figuur 2.13 lijkt
op een stapfunctie) van een eerste-orde systeem verwachten.

5. Interpolatie van de grof gediscretiseerde oplossing naar een fijner grid. Dit zijn de kleine
punten in figuur 2.14.

6. Toepassen van de twee reéle RVW (2.33) op #(z) = ¢(z) + ¢. Dit resulteert in het
toevoegen van een complexe constante (hier komen we in paragraaf 2.5 nog op terug).
In figuur 2.15 is het resultaat voor en na de toepassing van de RVW te zien. De dikkere
lijn is het resultaat van de numerieke integratie van de vorige stap en is gelijk aan de
oplossing ¥(z) in figuur 2.14. Het toepassen van de RVW levert het getal ¢ in de relatie
@(z) = ¥(z) + c. Het toepassen van de eerste RVW uit (2.33) resulteert in Refc] =0 en
heeft dus geen effect op @(z). Het toepassen van de tweede RVW uit (2.33) resulteert
in een waarde ongelijk aan nul voor het imaginaire deel van ¢. Het gevolg is dat de
uiteindelijke complex omhullende %(z) van de oplossing gelijk is aan 1(z), verhoogd
met de imaginaire constante ¢. Deze verhoging is te zien in figuur 2.15. Ook is via de

12Deze overgang van een fijn naar een grof discretisatieschema wordt door Carcaterra ‘point skipping’ ge-
noemd. Hierbij worden één of meerdere discretisatiepunten overgeslagen.
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Figuur 2.15: CE van de oplossing voor en na toepassing van de RVW. De dikke lijn is de
CE-oplossing voor toepassing van de RVW. De dunne lijn is het resultaat van
het toepassen van de RVW. Het reéle deel van (z) blijft in dit geval dus onver-
anderd.

inverse-transformatie (2.8) eenvoudig in te zien dat het reéle deel van #(0) gelijk moet
zijn aan nul om ervoor te zorgen dat »(0) = 0. Hierdoor wordt het reéle deel vastgelegd.
Met het imaginaire deel van %(z) kan vervolgens aan de tweede RVW worden voldaan.

7. Bepalen van de oplossing van het RVW-probleem. Deze oplossing kan worden verkre-
gen door het toepassen van de inverse-transformatie (2.8). De oplossing is te zien in
figuur 2.16.

2.4.3 Evaluatie

De werkwijze van Carcaterra is succesvol toegepast op ongedempte longitudinale golfpro-
blemen van de vorm (2.27). In bijlage E wordt een vergelijking met de andere twee CEDA
methoden, met FEM en met een Fredholm integraal oplossing, gepresenteerd. De gegenereerde
oplossingen zijn over het algemeen beter dan die van Overdijk, vergelijk hiertoe figuur 2.12 met
figuur 2.16. Dit is het gevolg van de onnauwkeurige integratie van de beginvoorwaarden bij
de methode van Overdijk. In de omgeving van de puntexcitatie vind men bij de methode van
Carcaterra vaak grotere afwijkingen omdat Carcaterra geen gridverfijningen toepast, maar
overal een grove discretisatie hanteert. In bijlage E staat een vergelijking met FEM en een
Fredholm integraal oplossing.

De methode van Carcaterra heeft twee nadelen. Beide nadelen hebben te maken met de
integratie van het rechterlid van (2.31). Het eerste nadeel is de rekentijd die nodig is voor de
numerieke integratie van het rechterlid bij fijne discretisatie.

Het tweede nadeel is, dat de integratiestap alleen in dit specifieke geval uitgevoerd kan
worden, omdat bij de differentiaaltransformatie de nulde-orde term wegvalt. Deze nulde-
orde term valt in het algemene geval niet weg!®. Bij het beschouwen van een gedempte

1*Bij transformatie van de vierde orde differentaalvergelijking die een ongedempte buiggolf in een balk
beschrijft (Miklowitz, 1978; Graff, 1975) valt de nulde-orde term toevallig ook weg.
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Figuur 2.16: Analytische oplossing, oplossing van Carcaterra, en de absolute fout in oplossing
van Carcaterra.

longitudinale trilling valt de nulde-orde term niet weg. De methode van Carcaterra kan dit
probleem daarom niet oplossen. De in dit rapport ontwikkelde gedempte complex omhullende
analyse (DCEDA) heeft de integratiestap van Carcaterra niet meer nodig om een oplossing te
bepalen.

2.5 Gedempte Complex Omhullende Analyse

Uit het voorgaande is gebleken dat zowel de methode van Overdijk als die van Carcaterra in
principe voldoen. De methode van Overdijk is echter numeriek niet aantrekkelijk vanwege de
noodzakelijke berekening van de beginvoorwaarden. De methode van Carcaterra blijkt niet
meer te voldoen indien we demping introduceren (systeem 2, 3 of 4).

In de volgende paragrafen wordt aangetoond hoe dit probleem is opgelost. Er wordt een
fictief systeem behandeld, waarmee de systemen 1, 2 en 4 beschreven kunnen worden. Een
afleiding waarmee ook systeem 3 is te analyseren is eenvoudig uit te voeren. Dit is hier
achterwege gelaten vanwege het feit dat we met name geinteresseerd zijn in systeem 4, het
gedempte longitudinale trillingsprobleem.

2.5.1 Theorie
Introductie van demping in de differentiaalvergelijkingen

Introductie van demping resulteert in een complexe differentiaalvergelijking (bijlage A). We
gaan hier nit van de volgende complexe differentiaalvergelijking

u(z) 4 2vu'(z) + K2u(z) =r(z) V 0<a<1 (2.34)

Met deze vergelijking is het mogelijk om de systemen 1, 2 en 4 te beschrijven. De relatie
tussen (2.34) en (2.13) is

a = 2yER (2.35)
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Omdat binnen het CEDA concept alleen reéle signalen toelaatbaar zijn, dienen we (2.34) te
ontkoppelen in de reéle (u,) en imaginaire (u;) componenten van de complexe oplossing u.
Dit resulteert in een stelsel van twee reéle gekoppelde tweede-orde differentiaalvergelijkingen

s ] =G

met

kr = Re[b] = Re[k?] (2.37)
k; = Im[b] = Im[k?]

Vanwege de commutatieve eigenschap van de Hilberttransformatie en de lineaire operator
geldt dit stelsel ook voor de bijbehorende analytische vector . Substitueren we voor deze
analytische vector de met /% gemoduleerde CE-vector ii en vermenigvuldigen we vervolgens
de uitkomst met e~7%% dan levert dit**

ul . .. Ky — k3 4+ 2vkgj —K; a | | T
[ uy }+2(7+yk0) { u }I—[ K; Ky — k2 + 2vkoj } [ U; :l - { 0 }(2'38)
Bij het ongedempte probleem van Carcaterra valt hier de nulde-orde term weg omdat daar
geldt k; =y = 0 en k, = kZ waardoor (2.38) over in (2.31). In dit meer algemene geval valt de
nulde-orde term echter niet weg, waardoor de integratie stap van Carcaterra, en daarmee de
gehele methode van Carcaterra, niet meer toepasbaar is. Voor numerieke integratie is (2.38)
getransformeerd naar het volgende eerste-orde stelsel

Uy
A
,&/Z/ = (2'39)
i 0 0 1 0 U, 0
0 0 0 1 -I U; -, n 0 -l
k: — Kk, — 2vkoj K —2(y + jko) 0 al. F
i — K kE — w5y — 2vkoj 0 —2(yv+ jko) | | % | 0

Algemene behandeling van de RVW en beginwaarden van de numerieke integratie
voor het ongedempte systeem

Een belangrijk punt is de toepassing van de RVW. Deze kunnen bij de methode van Carcaterra
direct toegepast worden. De methode van Carcaterra is echter alleen toepasbaar indien het
mogelijk is om de tweede-orde differentiaalvergelijking te integreren zodat een eerste-orde
differentiaalvergelijking ontstaat. Dit is echter alleen mogelijk indien de nulde-orde term
wegvalt (paragraaf 2.4).

In dit rapport is daarom een algemene behandeling van de RVW afgeleid die in staat is
om alle systemen, dus ook de gedempte waar de integratiestap van Carcaterra niet mogelijk

MDit resultaat had men ook kunnen verkrijgen door te transformeren naar het golfgetaldomein zoals in
bijlage B gebeurt.
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is, op te lossen. Ook het bepalen van de beginvoorwaarden voor de integratie, zoals bij de
methode van Overdijk, is niet meer nodig.

Dit bespreken we aan de hand van het ongedempte systeem 1. We vergelijken hiertoe het
oorspronkelijke RVW-probleem (2.27)

u(z) + E2u(z) = r(z) (2.40)
u(0) =0

met het CEDA equivalent (2.31)

@'z} + 25keil’ (z) =7(z) V —o0o< <0 (2.41)
u(0) =0

Het is zinvol om vervolgens een duidelijke naamgeving voor deze vergelijkingen en hun RVW
te kiezen. RVW-probleem (2.40) noemen we het fysische-RVW-probleem. Het getransfor-
meerde RVW-probleem (2.41) noemen we het CE-RVW-probleem (figuur 2.17). Het fysische-

fysische-RVW-probleem CE-RVW-probleem
u(z) = cref¥e® 4+ coe™k® 1 [ p(r)h(z — 1) dr a(z) = c1 + cze”HRee [ F(r)h(z —T)dr
_oo —~o0
fysische-differentiaalvergelijking CE-differentiaalvergelijking
u’(z) + kZu(z) = r() a"(2) + 27k @ (z) = 7(x)
2 fysische-RVW 4 CE-RVW
reéle Dirichlet u(0) =0 vaste-CE-RVW Re[a(0)] =0
reéle Dirichlet u(ly) =0 vaste-CE-RVW Re[ii(lg)efFole] = 0
vrije-CE-RVW
vrije-CE-RVW

Figuur 2.17: Naamgeving in DCEDA.

RVW-probleem heeft twee reéle RVW die de fysische-RVW worden genoemd. Met deze twee
RVW is de oplossing van dit probleem eenduidig. Het is belangrijk om in te zien dan het
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tweede probleem, beschreven met (2.41), géén eenduidige oplossing bezit!®. Het bezit via
de inverse-transformatie (2.8) immers maar twee reéle RVW, die we de vaste-CE-RVW noe-
men (figuur 2.17), terwijl de complexe tweede-orde differentiaalvergelijking (2.41), de CE-
differentiaalvergelijking, vier reéle RVW nodig heeft. Het ontstaan van deze vrijheidsgraad
is het directe gevolg van de Hilberttransformatie van de oorspronkelijke differentiaalvergelij-
king (2.40) zonder dat RVW aan het probleem worden toegevoegd.

Overdijk lost dit op door de totale oplossing van (2.41) te splitsen in een alfa-term en een
stationair deel. In de alfa-term zijn de twee fysische-RVW verwerkt op een conventionele wijze.
Het stationaire deel is onafhankelijk van de randvoorwaaren en juist dit deel wordt vervolgens
opgelost via een CEDA techniek. Hierbij wordt verondersteld dat het oorspronkelijke en het
getransformeerde systeem zich causaal gedraagt

rgr—noo ustationair(w) =0 (242)
en
mll)r-l:loo ﬂstationair(x) =0 (243)

Vervolgens gebruikt men CEDA om de stationaire oplossing te bepalen. Hierbij bepaalt men
de twee beginvoorwaarden voor de integratie door het berekenen van de convolutie-integraal
behorende bij de CE-differentiaalvergelijking op z = 0 met een fijne discretisatie.

In het geval van Carcaterra wordt (2.41) eerst geintegreerd tot een eerste-orde vergelij-
king (2.32), welke maar één complexe constante nodig heeft om de totale oplossing vast te
leggen. De twee reéle RVW worden gebruikt om deze complexe constante te bepalen.

Aan beide methoden zijn enkele nadelen verbonden. De methode van Carcaterra is niet
algemeen toepasbaar, omdat in het algemene geval de integratiestap naar een eerste-orde
vergelijking niet mogelijk is. Voor de methode van Overdijk is de integratiestap niet nood-
zakelijk. De gevolgde aanpak vereist echter een problematische numerieke berekening van
de beginwaarden van de integratie. Bovendien is een uitdrukking voor de impulsresponsie
noodzakelijk.

Daarom is in dit rapport een nieuwe, meer algemene interpretatie gegeven van de behan-
deling van de RVW. Deze interpretatie zal eerst worden gegeven aan de hand van het probleem
uit (Carcaterra & Sestieri, 1994), dus systeem 1.

De basis van deze methode is het feit dat de oplossing van (2.41) met de twee reéle
vaste-CE-RVW twee vrijheidsgraden bezit. Deze vrijheidsgraden, de vrije-CE-RVW, zijn in
principe willekeurig te kiezen. FElke numerieke integratie van (2.41) met vier willekeurige
reéle beginvoorwaarden levert een particuliere oplossing @,(z) van het probleem. Door nu
de twee complexe constanten in de homogene oplossing van (2.41) juist te kiezen, kan men
een totale oplossing verkrijgen, die, na toepassing van de inverse-transformatie (2.8), voldoet
aan de oorspronkelijke twee reéle RVW. Omdat men vier reéle constanten heeft en maar twee
RVW, heeft men twee vrijheidsgraden over. Er zijn dus meerdere goede oplossingen @(z) voor
het RVW-probleem (2.40).

Door het gelijkstellen aan nul van de twee complexe beginvoorwaarden van de numerieke
integratie van (2.41) mijdt men de over het algemeen hoogfrequente, homogene oplossingen
in #,(z). De met deze beginvoorwaarden verkregen particuliere oplossing noemen we (z).

5Dit kan ook ingezien worden door bij u{z) = cos(kez) de bijbehorende CE, @(z), te bepalen. Indien we
hiertoe gebruik maken van (2.8) dan is eenvoudig in te zien dat zowel &(z) = 1, #(z) = cos(koz)e %% en
a(z) = e~27%0% yoldoen.
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Door een specifieke keuze van de twee vrij te kiezen vrijheidsgraden is de homogene bijdrage
aan u(z) een complexe constante. Deze constante wordt bepaald door middel van evaluatie
van de twee reéle vaste-CE-RVW.

Ter verduidelijking van deze behandeling van de RVW wordt hieronder een meer wiskun-
dige beschrijving gegeven. Uitgaande van (2.41) zal aangetoond worden hoe men de twee
vrijheidsgraden in de oplossing van (2.41) dusdanig kan kiezen, dat een numeriek efficiénte
oplossing resulteert.

De algemene oplossing van (2.41) bestaat uit een homogeen deel en een particuliere op-
lossing.

Uo(2) = tp(z) + 8p(2) (2.44)
Voor het homogene deel geldt hier
U (z) = 1 + cpe ke (2.45)

Vervolgens definiéren we nu een specifieke particuliere oplossing

lo
/Ba:—r rydr ¥V 0<z<lp (2.46)
0
met impulsresponsie
z 1 ok
e 1 .
ho) = — (e ) (2.47)

Omdat we het geldigheidsgebied van deze particuliere oplossing beperken tot 0 < z < lp is
het niet noodzakelijk om de grenzen op oneindig te stellen. Omdat de impulsresponsie h(z)
en h/(z) geen distributies bezitten is eenvoudig in te zien dat

$(0) = ¢'(0) =0 (2.48)

Indien we (2.41) direct gaan integreren, dan krijgt men altijd een particuliere oplossing. Of
deze oplossing aan de RVW voldoet, is athankelijk van de twee complexe beginvoorwaarden van
de integratie. Beginnen we de numerieke integratie met de twee complexe beginvoorwaarden
gelijk aan nul, dan verkrijgen we de specifieke particuliere oplossing die we ¥(z) genoemd
hebben. Deze oplossing voldoet over het algemeen niet aan het RVW-probleem.

Integreren we echter met de beginwaarden g en % dan verkrijgen we de volgende nume-
rieke oplossing

(@) = Bla) + Sty g —

T (2.49)

o5 0
De laatste drie termen uit deze oplossing zijn te interpreteren als een inschakelverschijnsel'®
vanuit het punt %o, ;. Deze oplossing is ook een particuliere oplossing en voldoet in het
algemeen niet aan de RVW en is derhalve ook geen oplossing van het fysische-RVW-probleem.
Uit (2.49) is direct te zien dat voor een efficiénte numerieke integratie de beginwaarde %5 op
nul gesteld moet worden. Het op nul stellen is te interpreteren als het efficiént kiezen van de

16 Denk hierbij bijvoorbeeld aan een vrije trilling van een massa-veer-demper systeem dat is losgelaten in een
bepaald punt met een bepaalde snelheid.
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twee vrije-CE-RVW. Op deze wijze wordt een hoogfrequente term uit de oplossing gemeden.
De numerieke oplossing wordt dan

ap(z) = P(z) + o (2.50)

Bepalen we nu door numerieke integratie met beginwaarden nul de particuliere oplossing zE(x),
dan kan door toepassing van de fysische—RVW de constante %y worden bepaald. Toepassen

van de twee fysische-RVW 4(0) = u(lp) = 0 op (2.50) met behulp van (2.8) levert
0 = Re[zb({))] —+ Re[’ﬂo] (2.51)

0 = (Re[¥(lo)] + Reliig)) cos(kelo) — (Im[t(lo)] + Im[ao]) sin(k.lo)

Toepassen van (2.48) levert
0 = Relao] (2.52)
0 = Re[9(lo)]cos(kelo) — (Im[eh(lp)] + Im[do]) sin (k,lo)

Hieruit volgt direct de complexe constante %, die bij de numeriek verkregen oplossing ¥ (z)

opgeteld moet worden teneinde een totale oplossing #(z) te verkrijgen die voldoet aan de

fysische-RVW.
Ter illustratie van de aanwezigheid van de vrijheidsgraden worden de fysische-RVW ook

toegepast op (2.49). Uit (2.8) volgt voor (2.49)

w(@) = Reli(z)e’™] (2.53)

= Re[y ( )ejkex + (1o — ;—kﬁlo)ejkex + ;zuge—ﬂcem]
[@Z(ﬁ)ejkex +die?*e® 4 g e_JkeII?:'
= Re[4(z) + dy + d2]cos(k.z) — Tm[1p(z) + dy — do] sin(k.z)

waarin
d = ao—gzag (2.54)
do = J TLB

Uit (2.53) is direct te zien dat de reéle en imaginaire delen van de complexe beginvoorwaarden,
hier in de vorm van dy en dy, hetzelfde effect hebben op de uiteindelijke fysische oplossing.

Uit (2.53) kunnen we opmaken dat gelijkstellen aan nul van de reéle componenten of de
imaginaire componenten van zowel dy als dy wel tot problemen kan leiden!?, omdat men
daardoor een vrijheidsgraad in de uiteindelijke oplossing verliest.

Behandeling van de RVW en beginwaarden van de numerieke integratie bij ge-
dempte complex omhullende analyse

Nu wordt aangetoond dat men ook in het algemeen gebruik kan maken van de aanwezige
vrijheidsgraden. We gaan hierbij uit van het stelsel eerste-orde CE-vergelijkingen (2.39). Dit
stelsel is te schrijven als

5 =Cy+7 (2.55)

"Indien men de beginwaarden voor de numerieke integratatie op mul stelt, dan leidt het op nul stellen van
de reéle delen van di en dz niet tot problemen. Het nul stellen van de imaginaire delen van d; en ds leidt wel
tot problemen.
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waarin

oy (2.56)

<l
Il
|

L 1

met in § de reéle en imaginaire componenten van % en hun afgeleiden. De vier eigenwaarden
van C zijn gelijk aan

A = —y—Jko+/v%— Ky +JK; (2.57)
Ay = =y —Jko— /7~ K+ K
Yo = —v— kot /7P — A - jri
Ay = =y —Jko— m
waarmee de homogene oplossing van (2.55) te schrijven is als
Fn = 1v1eMT + cave?T 4 c3vseE 4 oqvaeE (2.58)

waarin v; de eigenvectoren van C en ¢; vier complexe constanten zijn. De algemene oplossing
is nu te schrijven als

Ya(2) = Fr(z) + Fp(2) (2.59)

waarin §,(z) een particuliere oplossing van (2.55) is, verkregen door numerieke integratie met
in principe willekeurige beginvoorwaarden. Deze beginvoorwaarden kunnen het beste op nul
gesteld worden, zodat de hoogfrequente homogene componenten uit de oplossing worden geme-
den. Deze specifieke particuliere oplossing duiden we aan met ¢(z). De fysische-RVW (2.13)
zijn nu te schrijven als

u,(0) = Rela, (0)e’%°] = Re[7,(0)e*°%) = 0 (2.60)
4;(0) = Re[#;(0)e”°] = Re[7(0)e’ %] = 0

ur (lo) = Re[, (Io)e”*"] = Re[g; (lo)e™™*] = 0

u;(lg) = Re[@i(lo)ejkolo] = Re[72 (lo)ejkolo] =0

waarin y; staat voor de ¢-de component van §. Deze fysische-RVW hebben dus betrekking op
de eerste twee componenten van §. Definiéren we vervolgens

1000
P*[()loo} (2.61)
w; = Pv; (2.62)

dan kunnen de fysische-RVW (2.60) als volgt geschreven worden

[ 8 } = Re[z e;w;] + PRe[1(0)] (2.63)

=1

4
[ 8 } = Re[g ciw;e] + PRe[%(lp)eFol]
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met
A=\ + jholo (2.64)

Vergelijking (2.63) is gedeeltelijk te vergelijken met (2.51). Het stelsel (2.51) is oplosbaar
omdat de vrijheidgraad daar al is verwerkt door de keuze g = 0, zodat als homogeen deel
alleen een constante %g overblijft. De vier constanten ¢; in (2.63) zijn te vergelijken met de
constanten #g en @y = 0. In (2.63) is nog het gehele homogene deel aanwezig, deze vergelijking
heeft daarom nog een vrijheidsgraad en is daarom niet oplosbaar.

Om de vier complexe constanten vrij te maken, worden deze opgesplitst in hun reéle en
imaginaire componenten en samengevoegd in de vector ¢ '®. Hierna is (2.63) te schrijven als

B.c=p (2.65)
met
Bc — [Bl B2 B3 B4] (266)
o Re[w;] —Im[w;]
Bi = [Re[wie/\g] —Im[wz-eAi]}
_ { ~PRe[7(0)] }
P | —PRe[p(lo)el )

Toepassen van de twee reéle fysische-RVW uit (2.13) resulteert uiteindelijk dus in een stelsel
(2.65) van 4 reéle vergelijkingen met 8 re€le onbekenden. Stellen we vervolgens de complexe
constanten c3 en ¢4 op nul dan zijn ¢; en ¢ te bepalen met

Plc= (B.P:) 'p (2.67)
met
(1 0 0 0]
0 1 00
0 010
0 0 0 1
P, = 0060 (2.68)
0 0 060
0 000
|0 0 0 0]

waarmee de oplossing van het oorspronkelijke RVW-probleem is bepaald. Het gelijk aan nul
stellen van de constanten ¢z en ¢4 is weer te interpreteren als een keuze van de twee, in dit
geval complexe, vrije-CE-RVW.

cT:[Re[cl] Im[ci] Refcz] Imfcz] Relcs] Imfes] Refeq) Im[a;]]
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2.5.

2 Uitvoering

De Matlab-implementatie van de aanpak is gelijk aan die van de methode van Overdijk, echter
het evalueren van het getal ag en het bepalen van de beginvoorwaarden van de numerieke
integratie is niet meer nodig. Na de numerieke integratie worden de RVW toegepast zoals

beschreven in paragraaf 2.5.1.
Eerst zal het oplossen van het ongedempte systeem, zoals ook behandeld met de methode

van

1.

R

Overdijk en Carcaterra, worden beschreven.

Numerieke berekening van de complex omhullende van de belasting bij fijne discretisatie,
zie figuur 2.7 en 2.8.

. Numerieke integratie van (2.39) met de vier beginvoorwaarden gelijk aan nul met een

variabele integratie stap, die afhankelijk is van de gladheid van 7#(z) (bijlage C). In

reele deel

imaginaire deel
N
T

Figuur 2.18: CE-oplossing %(z) voor en na de interpolatie. De numeriek gegenereerde op-
lossing is aangegeven door de grote punten. De tussenliggende zwarte stippen
zijn geinterpoleerde punten. Afgebeeld zijn de componenten b (z) (1) en ¥g(z)
(2). Omdat we hier een ongedempt systeem beschouwen, is de component o ()
gelijk aan nul.

figuur 2.18 wordt deze integratie getoond door de grote punten. Omdat we hier een
ongedempt systeem beschouwen, blijft 12(z), behorende bij het imaginaire deel van de
uiteindelijke oplossing u(z), gelijk aan nul. De resultaten voor 1 (z) zijn vergelijkbaar
met de resultaten van Carcaterra uit figuur 2.14. Het effect van de variabele integratie-
stap is duidelijk te zien. Rond het punt I, = 0.41 wordt de integratiestap verkleind.

. Lineaire interpolatie van de oplossingen () en 1q(z). In figuur 2.18 is dit te zien aan

de kleine zwarte stippen tussen de grotere discretisatiepunten.

. Toepassen van de 4 fysische-RVW zoals beschreven in paragraaf 2.5.1. Het gevolg is een

optelling van een constante bij de eerste twee componenten van de numeriek verkregen
oplossing ¥(z) (figuur 2.19).
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Figuur 2.19: Toepassen van de RVW. Afgebeeld zijn de componenten t1(x) en ¥s(z) van
de numerieke integratie. Na de toepassing van de RVW resulteert dit in de
complex omhullende van het reéle deel van de oplossing, @-(z) (1) en in de
complex omhullende van het imaginaire deel van de oplossing, %;(z) (2). Omdat
we hier een ongedempt systeem beschouwen, blijft het imaginaire deel van de
oplossing gelijk aan nul.

5. Demodulatie van de verkregen complex omhullende van de oplossing met behulp van (2.8).
In figuur 2.20 zijn de met e/*0 gedemoduleerde complex omhullenden %, (z) en %;(x)
te zien. Het reéle deel hiervan (bovenste grafiek) is de fysische oplossing u(z). In
figuur 2.21 wordt de fout in de uiteindelijke oplossing gepresenteerd.

Nu wordt ter demonstratie van DCEDA een gedempt probleem (systeem 4) uitgerekend. Deze
berekening is uitgevoerd met k2 = wZc5?(1 — 77), waarin we = 40, o = 1/7 en 7 = 0.03.
Als excitatie is een puntkracht in het punt [, = 0.40 aangebracht, dus r(z) = §(z — 0.40).
Op deze wijze beschouwen we in feite de dimensieloze vergelijking uit bijlage A.4. De excita-
tiefrequentie komt nu overeen met de 40° eigenfrequentie van het systeem. De waarde voor
de demping 7 is ten behoeve van een goede weergave van het dempingseffect op 0.03 gesteld.

1. Numerieke berekening van de complex omhullende van de belasting bij fijne discretisatie,
zie figuur 2.7 en 2.8.

2. Numerieke integratie van (2.39) met de vier beginvoorwaarden gelijk aan nul met een
variabele integratie stap, die afhankelijk is van de gladheid van 7 (bijlage C). In fi-
guur 2.22 wordt deze integratie getoond door de grote punten. Omdat we hier een
gedempt systeem beschouwen, wordt zowel t;(z) als v2(z), behorende bij het reéle
respectievelijk imaginaire deel van de uiteindelijke oplossing u(z), ongelijk aan nul.

3. Lineaire interpolatie van de oplossingen ¢ (z) en 15(z). In figuur 2.22 is dit te zien aan
de kleine zwarte stippen tussen de grotere discretisatiepunten.

4. Toepassen van de 4 fysische-RVW zoals beschreven in paragraaf 2.5.1. Het gevolg is een
optelling van twee e-machten van de eerste twee eigenwaarden van (2.57) bij de eerste
twee componenten van de numeriek verkregen oplossing #(z) (figuur 2.23).
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Figuur 2.20: Gedernoduleerde %,(2) (1) en @;(2) (2). Omdat we hier een ongedempt systeem
beschouwen, is de component ;(z) gelijk aan nul.

5. Demodulatie van de verkregen complex omhullende van de oplossing met behulp van (2.8).

In figuur 2.24 zijn de met ¢/%0% gedemoduleerde complex omhullenden @, (z) en %;(z) te
zien. Het reéle deel hiervan (bovenste grafiek) is de complexe fysische oplossing u(z).
In figuur 2.25 wordt de fout in de uiteindelijke oplossing gepresenteerd.

Opgemerkt wordt dat er in numerieke implementatie van DCEDA nog een fout aanwezig is.
Dit is te zien in de figuur 2.22. Het grotere punt op = 1 zou verder naar rechts moeten liggen.
Verwacht wordt dat deze fout een relatief grote invioed zal hebben op de uiteindelijk fout in
figuur 2.25, omdat de eindwaarde van de integratie direct van invioed is op een constante
voor een e-macht.

2.5.3 Evaluatie

DCEDA is de meest algemene methode van de 3 beschreven methoden. Het is in dit stadium
de enige methode die gedempte longitudinale trillingen behandelt, hoewel de methode van
Overdijk dit na een uitbreiding in principe ook moet kunnen. Laatstgenoemde methode wordt
dan echter numeriek onbruikbaar. Dit is het gevolg van het oneindig groot worden van de
complexe impulsresponsie, waardoor het numeriek berekenen van de beginvoorwaarden (2.24)
onmogelijk wordt. In bijlage E wordt een vergelijking met de andere twee CEDA methoden,
met FEM en met een Fredholm integraal oplossing, gepresenteerd.

31




exacte oplossing

0.01

amplitude
o]

-0.01

0.01F

amplitude
[}

amplitude

Figuur 2.21: Analytische oplossing voor een ongedempt systeem, de DCEDA oplossing en de
absolute fout in de DCEDA oplossing.
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Figuur 2.22: CE-oplossing %(z) voor een gedempt systeem voor en na de interpolatie. De
numeriek gegenereerde oplossing is aangegeven door de grote punten. De tus-
senliggende zwarte stippen zijn geinterpoleerde punten. Afgebeeld zijn de com-
ponenten 11 (z) (1) en ¥y(z) (2). In deze figuur is te zien dat er in numerieke
implementatie van DCEDA nog een fout aanwezig is. Het grotere puntop z = 1
zou verder naar rechts moeten liggen. Verwacht wordt dat deze fout een rela-
tief grote invloed zal hebben op de uiteindelijk fout in figuur 2.25, omdat de
eindwaarde van de integratie direct van invloed is op een constante voor een
e-macht.
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Figuur 2.23: Toepassen van de RVW. Afgebeeld zijn de componenten t;(z) en ty(z) van
de numerieke integratie. Na de toepassing van de RVW resulteert dit in de
complex omhullende van het reéle deel van de oplossing, @.(2) (1) en in de
complex omhullende van het imaginaire deel van de oplossing, @;(z) (2).
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Figuur 2.24: Gedemoduleerde @,(z) (1) en u;(z) (2). Beide functies zijn complex, omdat
het hier om de gedemoduleerde complezr omhullende van de reéle en imaginaire
component van de uiteindelijke complexe oplossing u(z) = u,(z) + u;(2)j gaat.
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Figuur 2.25: Analytische oplossing voor een gedempt systeem, de DCEDA oplossing en de
absolute fout in de DCEDA oplossing. De analytische oplossing is bepaald in
bijlage A. Deze analytische oplossing u(z) is complex. In de bovenste grafiek
is de oplossing op het tijdstip ¢ = 0, dus w(z, 0) = Re[u(z)e/¥:], gepresenteerd
door de zwarte stippen, zie ook (A.2). De doorgetrokken zwarte lijn is het
maximale amplitude van de oplossing voor alle tijdstippen en komt overeen met
de lengte van de complexe vector u(z), dus |u(z)|. Voor dit gedempte systeem
treedt geen staande golf op, de golven lopen in de tijd van de ene naar de andere
kant, waarbij het amplitude op het punt & begrensd wordt door |u(z)|.
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Statistische Complex Omhullende
Analyse

In het vorige hoofdstuk is DCEDA behandeld. Zoals eerder is opgemerkt (Raaymakers, 1995),
is de oplossing van zowel het gedempte als ongedempte systeem sterk afhankelijk van systeem-
en excitatieparameters (paragraaf 3.5.1). In dit hoofdstuk wordt een statistische methode
aan DCEDA toegevoegd. Deze uitbreiding wordt vergeleken met conventionele statistische
methoden. In de analyse worden de positie van het excitatiepunt en de excitatiefrequentie als
stochasten! beschouwd. We nemen een Gaussische verdeling voor beide stochasten aan.

3.1 Gradaties van stochastisch gedrag

Naar aanleiding van een literatuurstudie, met als doel het vinden van een methode om sto-
chastische systemen met DCEDA te analyseren, is een verdeling gemaakt in de gradaties
waarin men stochastiek in een systeem kan implementeren. Een duidelijk onderscheid is te

maken tussen de volgende gevallen:

¢ Stochastische parameters of stochastische processen.
In het geval van een dynamisch systeem kan men dit interpreteren als één onafhanke-
lijke stochastische parameter voor bijvoorbeeld de stijfheid over de gehele constructie,
respectievelijk een stochastisch veld? voor een stochastische stijfheid als functie van de
plaats.

e Stochastisch inhomogeen of homogeen deel van de differentiaalvergelijking.
In het geval van een dynamisch systeem kan men dit interpreteren als een stochastische
belasting respectievelijk stijfheid.

Ook kan stochastisch gedrag optreden in verschillende dimensies zoals plaats of tijd, of in de
initiéle condities. De eerder genoemde twee aspecten zijn echter van grotere invloed bij de
keuze van een geschikte methode.

Ystochastikos’ is een grieks woord dat betekent ‘bedreven in het gissen’.
?Een stochastisch veld is te interpreteren als een stochastisch signaal waarin niet de tijd, maar de plaats de
onafhankelijke variabele is.
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Stochastische parameters

Bij het stochastisch veronderstellen van een systeemparameter wordt deze systeemparameter
beschreven door één onafhankelijke stochastische grootheid. Denk hierbij bijvoorbeeld aan
één constante Gaussisch verdeelde elasticiteitsmodulus over een bepaalde homogene structuur,
E,. Echter ook de verdeling E(z) = Egp(z), waarin p(z) een deterministische

jom
=
[€)]
. Ity
N
3]
e’
I

Stochastische processen

Stochastische processen (Cijsouw, 1992) worden in de literatuur vaak stochastische velden
genoemd. Bij stochastische processen is sprake van een stochast als functie van een andere
grootheid, zoals tijd of plaats. Een voorbeeld is E(z) = Ey(z).

Stochastiek in het inhomogene deel van de differentiaalvergelijking

Voor systemen met een stochastisch inhomogeen deel, dus een stochastische belasting, zijn
vele boeken (Nigam, 1983; Crandall & Mark, 1963) en artikelen aanwezig. Essentieel is
het feit dat voor dergelijke systemen het gediscretiseerde homogene deel inverteerbaar is en
men hiermee de oplossing kan formuleren in termen van het stochastische rechterlid. Met
de verkregen uitdrukking kan men vervolgens uitdrukkingen krijgen voor de momenten van
de oplossing als functie van de momenten van het rechterlid. Beschouw bijvoorbeeld een
gediscretiseerd statisch probleem KU = F. Indien K inverteerbaar is, is de oplossing U te
schrijven als U = K~'F. Hieruit zijn de momenten van U direct te bepalen. Het eerste
moment is bijvoorbeeld E[U] = K~'E[F].

Voor de discretisatie van het systeem kunnen diverse conventionele technieken of combi-
naties daarvan worden gebruikt. Zo gebruikt Wong (Wong, 1986) FEM om een gediscretiseerd
stelsel tweede-orde vergelijkingen in de tijd te verkrijgen. Vervolgens past hij een centraal
differentieschema voor de tijd toe en drukt de variantie en verwachting van de oplossing op
elk tijdstip uit in de momenten van de belasting en de initiéle condities. Dezelfde werkwijze
wordt gehanteerd door To (To & Liu, 1994), echter dan voor een niet-stationaire excitatie.

Stochastiek in het- homogene deel van de differentiaalvergelijking

Naar systemen met stochastiek in het homogene deel van de differentiaalvergelijking wordt op
dit moment veel onderzoek gedaan. In maart 1986 is gestart met het tijdschrift ‘Probabilistic
Engineering Mechanics’, waarin in toenemende mate artikelen over dit onderwerp worden
gepubliceerd. Een goed boek bij bestudering van deze artikelen is (Soong, 1973). Hierin wor-
den achtereenvolgens systemen behandeld met stochastische initi€le condities, stochastische
inhomogene termen en stochastische homogene termen.

3.2 Statistische methoden

Naar aanleiding van de gevonden artikelen tijdens het literatuuronderzoek kunnen we de me-
thoden voor analyse van systemen met stochastische homogene delen verdelen in 6 methoden.
Methoden die alleen systemen met stochastisch gedrag in het inhomogene deel (dus de belas-
ting) behandelen zijn buiten beschouwing gelaten. Deze zijn immers onbruikbaar voor het te
analyseren systeem.
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. Numerieke benadering van de exacte methode.

Deze oplossing wordt in het vervolg de exacte oplossing genoemd. De exacte oplos-
sing van een stochastisch probleem kan in principe numeriek bepaald worden door een
deterministische analyse van het systeem voor, bij benadering, alle mogelijke realiserin-
gen van de stochastische parameters. Daarna dienen de met de kansdichtheidsfuncties
gewogen gemiddelden van deze deterministische berekeningen bepaald te worden (pa-
ragraaf 3.5.2). Indien er sprake is van stochastische velden of stochastische processen,
dan is deze methode nauwelijks meer toepasbaar en is men veelal aangewezen op de
Monte-Carlo methode.

. Methoden gebaseerd op perturbaties (Kleiber & Hien, 1994).

Hieronder vallen diverse methoden zoals de Taylor expansie methode (Wong, 1985),
de Neumann-serie expansie methode (Chakraborty & Dey, 1995) en de gewone per-
turbatiemethode (Benaroya & Rehak, 1988). Bij de genoemde methoden wordt het
gediscretiseerde homogene deel K geschreven als een deterministisch deel Ko en een
stochastisch deel k, met E[k] = 0. Vervolgens wordt K geéxpandeerd in de stochasti-
sche parameters rond de verwachte waarde Ky. Ook de oplossing U wordt geéxpandeerd
in de stochastische parameters. Vervolgens worden termen van gelijke orde gelijk ge-
steld en opgelost. Een toepassing van deze techniek op een eigenwaarde probleem is te
vinden in (Hasselman & Hart, 1972).

. Monte-Carlo methoden.

Hierbij wordt meerdere malen een deterministische oplossing bepaald voor een bepaalde
realisering van de stochastische K. De realisering wordt bepaald op basis van de verde-
ling van K. Met de verkregen deterministische oplossingen kunnen schatters® voor de
momenten van U bepaald worden (Chatfield, 1983). Het essentiéle verschil tussen de
Monte-Carlo methode en de exacte methode is dat de deterministische analyses bij de
Monte-Carlo methode uitgevoerd worden in punten die door een randomgenerator zijn
bepaald. Dit in tegenstelling tot de exacte methode, die in benadering alle mogelijke
realiseringen van de genoemde randomgenerator analyseert.

. Stochastische FEM.

Door Sun is een eindige elementenformulering beschreven waarin het stochastisch gedrag
van het inhomogene deel van een tweede-orde differentiaalvergelijking is ondergebracht
in een element (Sun, 1979a). In een tweede artikel (Sun, 1979b) beschrijft Sun een
uitbreiding hiervan waarbij ook stochastiek in het homogene deel van de differentiaal-
vergelijking mogelijk is door middel van één stochastische parameter. Een toepassing
van de eerste formulering is te vinden in (Wong, 1984).

. ‘Point estimate for probability-moment method” (PEPM) (Wong, 1985).
Deze methode beschrijft de kansdichtheidsfunctie van een stochastische systeemparame-

3Het bepalen van schatters is een onderdeel van het vakgebied statistiek (‘statistical theory’). Het bepa-
len van een kans dat een gebeurtenis optreedt op basis van bekende kansdichtheidsfuncties, behoort tot het
vakgebied waarschijnlijkheidsleer (‘probability theory’). In feite zijn deze vakgebieden elkaars inverse (Chat-
field, 1983). In onze analyse maken we gebruik van beide. Het uitgangspunt is een model met één of twee
stochasten (w, en I,). Dit is een typisch statistisch probleem. Vervolgens wordt statistiek gebruikt om een
schatter te bepalen voor de verwachting en de variantie van een bepaalde uitgangsgrootheid. Met behulp
van het vakgebied waarschijniijkheidsleer zijn op basis van deze verwachting en variantie uitspraken te doen
over de kans dat deze uitgangsgrootheid een bepaalde waarde overschrijdt. Hiervoor kan men bijvoorbeeld de
Chebyshev-ongelijkheid gebruiken, zie vergelijking (3.2).
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ter door middel van een klein aantal dirac-pulsen. Nu zijn door een zeer beperkt aantal
deterministische berekeningen alle momenten van de oplossing exact te bepalen. Het
aantal deterministische berekeningen is direct afhankelijk van het aantal dirac-pulsen in
de kansdichtheidsfuncties van de systeemparameters. Voor het benaderen van stochas-
ten met een continue verdeling, zoals Gaussische stochasten, is deze methode daarom
onnauwkeurig.

6. Responsie-oppervlak methode (Wong, 1985).
Bij deze methode wordt een deterministische oplossing op bepaalde waarden van de
stochastische parameter of parameters bepaald. Vervolgens wordt een polynoom door
deze punten bepaald. Dit polynoom beschrijft nu een benadering van het responsie-
oppervlak, dat een functie is van de stochastische parameters (paragraaf 3.5.2). Met
behulp van dit polynoom kunnen nu de gewogen gemiddelden worden berekend op
dezelfde wijze als bij de exacte oplossing.

Voor ‘eenvoudige’ vergelijkingen zijn ook vaak specifieke methoden voorhanden (Manohar &
Iyengar, 1993).

3.3 Discussie

De exacte methode is in principe altijd toepasbaar. De methode vereist echter al snel veel
numerieke inspanning, zelfs indien men alleen een model met weinig stochastische parameters
beschouwt.

De perturbatiemethoden zijn vrij algemeen toepasbaar en kunnen gebruikt worden in
combinatie met bestaande FEM methoden en een beperkt aantal stochastische parameters.
De nauwkeurigheid is sterk afhankelijk van de orde van de perturbatie in relatie tot de ge-
voeligheid van het systeem voor veranderingen van een orde van grootte gelijk aan de stan-
daardafwijking van een stochastische parameter.

Monte-Carlo methoden zijn altijd toepasbaar, ook in het geval van complexe stochastische
velden. Nadelen zijn de meerdere evaluaties van de deterministische oplossing en de complexe
generatie van de eventuele stochastische velden volgens een gekozen verdeling (Vanmarcke
et al., 1986).

Stochastische FEM is formeel gezien de meest algemene methode, omdat het stochastisch
gedrag in een element is ondergebracht en men de analyse dus eenvoudig kan automatiseren.
In feite zijn de artikelen van Sun de enige gevonden artikelen die een nieuwe, te automatiseren,
eindige elementenformulering beschrijven. Een beperking is, dat het stochastisch gedrag in
het homogene deel bestaat uit één Gaussische parameter en het stochastisch gedrag in het
inhomogene deel witte ruis dient te zijn. Het modelleren met ongecorreleerde witte ruis kan
echter resulteren in te lage varianties van bepaalde uitgangsgrootheden. Dit is duidelijk in te
zien aan de hand van (Shinozuka, 1987). Hierin wordt een balk statisch belast op trek, waarbij
de elasticiteitsmodulus als homogeen stochastisch veld* wordt beschouwd. Vervolgens wordt
een analytische uitdrukking voor de variantie van de tipverplaatsing van de balk geformuleerd
als functie van de autocorrelatie van het stochastische veld. Vergelijkt men nu een stochastisch

“Een homogeen stochastisch veld dient geinterpreteerd te worden als een stationair stochastisch signaal.
Een stochastisch veld wordt echter beschreven als functie van een plaatscodrdinaat.
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veld zonder correlatie® met een perfect gecorreleerd stochastisch veld® dan blijkt in het eerste
geval de variantie van de oplossing nul. Hieruit kan opgemaakt worden dat bij modelleren
van een stochastisch veld als witte ruis de nodige voorzichtigheid in acht dient te worden
genomen. Vaak wordt immers verwacht dat witte ruis een maximale variantie tot gevolg zal
hebben, terwijl het in dit specifieke geval een variantie van nul tot gevolg heeft.

Een inleiding in de theorie van stochastische velden en de effecten van het middelen van
stochastisch velden, wat noodzakelijk is in een eindige elementenformulering, alsmede een
methode voor de numerieke generatie van realiseringen van stochastische velden, is te vinden
in (Vanmarcke et al., 1986; Vanmarcke, 1994).

De PEPM levert een exacte oplossing voor alle momenten en heeft daarvoor maar wei-
nig deterministische berekeningen nodig. Het nadeel is de zeer beperkte beschrijving van
de kansdichtheidsfuncties en hiermee dus het gedrag van de stochastische parameters. Het
toepassingsgebied lijkt hiermee beperkt tot systemen waarin de stochastische parameters een
discrete, of in benadering discrete verdeling hebben.

De nauwkeurigheid en efficiéntie van de responsie-oppervlak methode (Wong, 1985) zal
afhangen van de complexiteit van het ware responsie-oppervlak, het aantal deterministische
berekeningen van de oplossing en de orde van de benadering van het responsie-oppervlak.
Van deze methode zijn geen toepassingen gevonden in de literatuur.

3.4 Stochastische systemen en DCEDA

Zoals eerder vermeld, is gekozen om twee parameters in de gedempte longitudinaal trillende
balk stochastisch te veronderstellen. Dit doen we door een parameter in het homogene deel
(het golfgetal k.) en één in het inhomogene deel (het excitatiepunt I.) van de bijbehorende
differentiaalvergelijking (2.13) als Gaussische stochasten te veronderstellen.

Het doel van de literatuurstudie was het zoeken naar een methode waarmee men stochas-
tiek in DCEDA kon onderbrengen op het niveau waarop Sun dat doet in zijn stochastische
elementenmethode. Een dergelijke methode is echter niet gevonden. Op de methode van
Sun na, maken alle genoemde methoden gebruik van een conventionele determinische oplos-
techniek. Het verschil tussen de methoden is de wijze waarop uit de meerdere conventionele
deterministische berekeningen uitspraken over het stochastisch systeemgedrag gedaan kunnen
worden.

Van de genoemde methoden kan de de perturbatiemethode en de stochastische elemen-
tenmethode van Sun niet in combinatie met DCEDA gebruikt worden, omdat deze methoden
een gediscretiseerde matrix formulering vereisen die voor DCEDA nog niet aanwezig is. PEPM
kan in dit geval niet toegepast worden, omdat het niet in staat is om op een effectieve wijze
met Gaussische kansdichtheidsfunties te werken. De overgebleven methoden, de exacte me-
thode, de Monte-Carlo methode en de responsie-oppervlak methode, kunnen gebruikt worden
in combinatie met een willekeurige deterministische solver, dus ook met DCEDA.

Omdat over de responsie-oppervlakte methode in de literatuur nog geen toepassingen zijn
gevonden en vanwege de algemene toepasbaarheid van de methode, is voor deze methode
gekozen. De toepassing dient gezien te worden als een eerste test van het DCEDA concept.

Vanaf nu wordt de combinatie van de responsie-oppervlak methode en DCEDA aangeduid

®In dit geval is de stochastische autocorrelatie een dirac-puls in nul en heeft men witte ruis.
®In dit geval is de stochastische autocorrelatie constant en een maat voor de variantie van de elasticiteits-
modulus. Men heeft hier te maken met één stochastische parameter.
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als Statistische Complex Omhullende Analyse (SCEDA). De methode wordt vergeleken met
zowel een Monte-Carlo aanpak en een responsie-oppervlak methode in combinatie met de ana-
lytische oplossing (bijlage A) als solver, alsmede de numerieke exacte oplossing uit tabel 3.1.
Als gevolg van de stochastische excitatie 6(z — [,) en het stochastische complexe golfgetal

solver — exacte analytische | conventionele | DCEDA
statistische methode oplossing FEM of FDM

Exact ja nee nee
Monte-Carlo ja nee nee
Responsie-oppervlak methode | ja nee ja

Tabel 3.1: Toegepaste combinaties van statistische methoden en solvers.

k. is de gehele responsie stochastisch. Men kan dus verwachtingen en varianties op elk punt
z van de oplossing bepalen. Ook kan men covarianties tussen twee punten bepalen. Indien
men bijvoorbeeld geinteresseerd is in maximale spanningen, dan zal men de statistische ei-
genschappen van de maximaal optredende rek moeten bepalen, om zo met behulp van een
constitutief-model de spanning te bepalen.

In dit stadium willen we alleen SCEDA testen en onderzoeken in welke mate de diverse
statische methoden voldoen. Daarom is gekozen voor het mazimaal optredende amplitude in
de gehele responsie als uitgangsparameter. Deze uitgangsgrootheid zal worden aangeduid met

I =flw, L) (3.1)

De uitgangsgrootheid f is hier een stochast, omdat ook de ingang stochastisch is. Er wordt
echter ook gebruik gemaakt van een functievoorschrift f = f(we,l.), dat uit de analytische
oplossing van het deterministische systeem volgt. Dit functievoorschrift is te interpreteren als
een conventionele deterministische analyse.

Met de methoden uit tabel 3.1 worden vervolgens verwachtingen en varianties van f be-
paald. Opgemerkt wordt, dat ondanks het Gaussisch modelleren van w, en [, de responsie
niet Gaussisch is en de kansdichtheidsfunctie van f niet bepaald is door de verwachting en
variantie van f. Er kunnen dus niet direct 95%-waarschijnlijkheidsintervallen worden aange-
geven. Indien ‘het model maar één stochastische parameter heeft, kan men ruime, maar exacte,
waarschijnlijkheidsintervallen geven door gebruik te maken van de Chebyshev-ongelijkheid

1
P(f gl 2 mop) < (3.2
Opgemerkt wordt, dat voor stochastische processen een gegeneraliseerde vorm van de Chebyshev-
ongelijkheid is af te leiden (Nigam, 1983).
3.5 Numerieke uitvoering
De gedempte balk wordt geanalyseerd aan de hand van de dimensieloze differentiaalvergelij-
king uit bijlage A.4 in een specifiek werkpunt. De keuze van dit werkpunt en de gebruikte

standaardafwijkingen voor w, en [, worden toegelicht in paragraaf 3.5.1. In paragraaf 3.5.2
worden achtereenvolgens de gebruikte statistische methoden behandeld.
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3.5.1 Probleemformulering

We gaan uit van (2.13) waarbij we a = 0, b = ¢52w? met ¢g® = 72 en r(z) = §(z —

lo) stellen. Dit komt overeen met het dimensieloze systeem uit bijlage A.4. Dit systeem
wordt geanalyseerd in een specifiek werkpunt. We veronderstellen w, en [, als Gaussische
stochasten. Ultgaande van de dimensieloze beschrijving uit bijlage A.4 en de bijbehorende
Aot e PRI ¢ PN ) R

exacie Op OSSHLE is in elk werk
van de parameters w, en [, te bepalen. Voor het excitatiepunt is gekozen

a1 hat la
rkpunt het maximale amplitude f van de oplossing als functi

E[l] = 0.4 (3.3)

In figuur 3.1 is het maximale amplitude f voor verschillende waarden van de demping 7
uitgezet tegen de excitatiefrequentie w.. In figuur 3.2 is het maximale amplitude f voor
verschillende waarden van 7 uitgezet tegen het excitatiepunt /.. Aan de hand van deze figuren

0.06

maximaal amplitude f
@]
(o]
[
T
L

0.02~ -}t

0.01

eta=0.03

H ) L H i
%5 30 35 40 45 50 55
excitatie frequentie

Figuur 3.1: Maximaal amplitude f van het gedempte systeem als functie van w, en n met
l.=04.

zijn aan de demping en de verwachte excitatiefrequentie de volgende waarden toegekend
n = 0.01 (3.4)
Ew] = 40

De waarde voor 7 is van een grootte die fysisch representatief is. De keuze voor E[w,] is meer
arbitrair en is gebaseerd op het feit dat men met deze keuze de 40° eigenmode exciteert en
men zich daarmee dus in het midden- of hoogfrequente gebied bevindt. De verwachting voor
de golflengte wordt hiermee

E[)] = 2/E[w,] = 0.05 (3.5)

"De exacte oplossing is te bepalen uit (A.13) na substitutie van lo = 1, p = w2 en E =1, wat 00_2 = 7°

levert. De golflengte wordt hierdoor A = 27 /ke = 2/we.
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Het ontbreken van de pieken bij de frequenties 5m, waarin m een positief geheel getal, is
het gevolg van het exciteren in het punt /. = 0.4. De eigenmodes behorende bij de frequenties
5m worden dan niet geéxciteerd. Het effect van variaties in het aangrijpingspunt I, van de
excitatie is te zien in figuur 3.2. Aan de hand van de figuren 3.1 en 3.2 worden de volgende

0.025 T ; : S
: eta=0005 :
0.02_ 8 BN . ... E PR A .. ~ . . EIRECICE P R A ............ . - - =
a
=
20015 - b f e e —
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1 \ : I \ ] \ \ ! o !
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Figuur 3.2: Maximaal amplitude f van het gedempte systeem als functie van I, en 71 met
we = 40.

keuzen voor de standaardafwijkingen van w, en [, gemaakt

0w, = 0.1/05/2 (3.6)

e

o, = 0.05\/0.1\/0.2)

[

Vervolgens willen we uitdrukkingen vinden voor de eerste twee momenten® van het maximale
amplitude f voor de volgende combinaties van o, en o,

e o;,=0en o, =0.1,0.5 en 2, aangeduid door de punten wl, w2 en w3.

e 0, =0en oy, =0.05A, 0.1X en 0.2), aangeduid door de punten 11, 12 en 13.
e 0,, = 0.5 en o, =0.1)\, aangeduid door het punt bl.

® 0, = 0.1 en o, = 0.2}, aangeduid door het punt b2.

® 0, =2.0en o, =0.05), aangeduid door het punt b3.

In de laatste 3 situaties is de correlatie p op nul gesteld omdat er fysisch ook geen correlatie
tussen aangrijpingspunt en excitatiefrequentie is.

®Het eerste moment is de verwachting E[f] = us. Het tweede moment is E[f*] = p3+E[(f—us)] = ui+os.
De variantie E[(f — pp)’l = 0% wordt ook wel het tweede centrale moment genoemd.
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3.5.2 Methoden

Voordat we de diverse methoden bespreken, wordt eerst de kansdichtheidsfunctie voor de
stochasten w, en [, bepaald. Hiertoe definiéren we de covariantiematrix

Ao | verle)  covie,l)

| covlenl)  var(l,) | (3.7)
met
Cov(gmle) = PeorTweTl. (38)

en peor de correlatiecoéfficiént. Indien A inverteerbaar is dan is de simultane kansdichtheids-
functie als volgt te schrijven (Nigam, 1983; Soong, 1973)

1
Pwele = 2mv/det A

e——;—(s—m)TA‘l(s——m) (39)

met

s = [ ‘;’ } (3.10)

m = Ef[s]= { Fuoe } (3.11)

Hi,
o= - var(ly) - —cov(a, L)
A — var{w,)var(l,) — cov(w,, L)% | —cov(w,, L) var(w,) (3.12)

Nu behandelen we achtereenvolgens de exacte methode, de Monte-Carlo methode en de
responsie-oppervlak methode.

Numerieke benadering van de exacte methode

Er is een analytische uitdrukking voor f = f(we,l.) uit (A.13) te bepalen. De verwachting
en de variantie zijn gedefinieerd als

B = [ F@eldpun, doe d. (3.13)
2

B - 19 = [(F@ld) = 1) P, do. di.

Q
Voor de numerieke evaluatie in Matlab vervangen we het oneindige domein Q van de integratie
door het bijbehorende 40 — 40 vlak, waarmee we minder dan 0.01 % van het oneindige integra-
tieoppervlak Q verwaarlozen. Hiertoe definiéren we de (2m + 1)x(2n + 1)-oppervlaktematrix
F als volgt

Fz’,j = f(,uwe + (2 -—m-— :[)A‘*L’ev/«"le + (3 —n-—- 1)Ale) (3.14)
met

1< i <2m+1 (3.15)
1< 7 <2n+1 (3.16)

4o,
Aw, = =2 (3.17)

m

4oy,
Ale = —= (3.18)
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Vervolgens wordt de (2m + 1)x(2n + 1)-kansdichtheidsmatrix P gedefinieerd
Py j = Puee(Hose + (i = m — 1) Awe, . + (7 — n — 1)Al) (3.19)

Nu is (3.13) als volgt numeriek te evalueren

2m+£n+1
E[f] = L H,j-Pi,jAwe Ale (320)
1=1,7=1
2m+1,2n+1
BI(f —pp)’] = 2. (Fij—p)'Pijlwe Al

1=1,7=1

Monte-Carlo methode

Bij de Monte-Carlo methode wordt N,,. maal een deterministische oplossing f; bepaald.
Deze oplossing wordt bepaald voor een specifieke realisering wey; en l.;. Deze realiseringen
worden bepaald aan de hand van de Gaussische verdeling van w, en [,. Omdat aangenomen
is dat er geen correlatie tussen deze parameters is, kan men in Matlab eenvoudig realiseringen
genereren® door gebruik te maken van de Gaussische randomgenerator voor een normaal
verdeelde grootheid n met E[n]=0en o, =1

We = 0w, N+ [ (3.21)
.l_e = alen —l_ lu"le

Indien er wel correlatie is tussen twee of meerdere Gaussische parameters kan men de gecor-
releerde realiseringen genereren door middel van de Cholesky decompositie van de covarian-
tiematrix (Chakraborty & Dey, 1995). Voor stochastische velden is het genereren van een
realisering ook mogelijk, maar dit is aanzienlijk complexer (Vanmarcke et al., 1986).

Aan de hand van de N,,. verkregen realiseringen f; zijn met behulp van de volgende
schatters (Chatfield, 1983) benaderingen voor de verwachting en variantie van f te bepalen

1 ch
pp = omp=o—>  f (3.22)
me =1
1 ch
var(f) = wvy= ] Z(fz —my)?
me =1

(3.23)

Responsie-oppervlak methode

De basisgedachte achter de responsie-oppervlak methode is het benaderen van het ware
responsie-oppervlak f = f(we,[.) door een benaderingspolynoom g = g(we, lc). Het responsie-
oppervlak f is te zien in figuur 3.3. Ter bepaling van het benaderingspolynoom worden N,
deterministische berekeningen uitgevoerd. In ons geval wordt achtereenvolgens de analytische
oplossing en DCEDA gebruikt als deterministische solver. Voor elke combinatie van o, en gy,
(paragraaf 3.5.1) worden berekeningen uitgevoerd met een verschillend aantal berekeningen

®Men dient hierbij wel rekening te houden met het feit dat deze Gaussische generator negatieve frequenties
of excitatiepunten die buiten het domein 0 < < 1 liggen kan genereren.
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Figuur 3.3: Het responsie-oppervlak f = f(we,l.) in het werkpunt w, = 40 en [, = 0.40.

N.. Voor de gevallen waarbij maar één parameter stochastisch is, wordt het aantal berekenin-
gen achtereenvolgens N, =3, N, =5, N, = 9 en N, = 17. Bij twee stochastische parameters
wordt het aantal berekeningen achtereenvolgens N, =9, N, = 25, N. =81 en N, = 289. De
berekeningen worden uitgevoerd op equidistante punten op het interval yu= 40, respectievelijk
het oppervlak (p., £40,,, pi.£407,). Met behulp van de kleinste kwadraten methode (Strang,
1986) is nu een benaderingspolynoom te bepalen. Alvorens dit toe te lichten, wordt eerst de
volgende transformatie uitgevoerd

We — M
= —7= 3.24
Wp 40.w€ ( )
— le — K,
? 407,

Met behulp van deze transformatie worden de parameters w, en [, dimensieloos gemaakt
en geschaald. Door deze definitie nemen de dimensieloze grootheden w, en I, tijdens de
numerieke uitvoering altijd waarden van —1 tot 1 aan. De transformatie is nodig, omdat men
anders numerieke problemen krijgt bij het machtsverheffen van de evaluatiepunten.

Vervolgens duiden we de N, resultaten van de deterministische berekeningen op het punt
wy, l,) aan met r;. Het benaderingspolynoom schrijven we als
P bp g J

gp(wp, ) = co + clw;lg + czwglzl, + C3leg + c4w]1)lzl) + C5wglg + 06%?12 -+ C7w§l; ... (3.25)
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Substitutie van de evaluaties r; in (3.25) levert N, algebraische vergelijkingen

- 9 - - -

1 Wp:1 lp;l wp;l 1
2
1 wp lpa Wy Co 2
2
L wps s wys ¢ r3
7 R (
1 Wpia  lpa w22§4 e Co I = T4 \326)
1 Wp:5 lp;5 wp;5 l C3 J s
I wpe lps wpg .- e 6
Dit stelsel is te schrijven als
Be=r (3.27)

en is over het algemeen onoplosbaar. Toepassen van de kleinste kwadraten methode levert de
kleinste kwadraten oplossing, welke de constanten c; levert.

c=(BTB)'BTr (3.28)

De constante ¢ wordt in Matlab bepaald door het numeriek inverteren van BTB. Opgemerkt
wordt, dat het in dit geval beter was om een andere numerieke techniek, gebaseerd op de
pseudo-inverse, te hanteren. Uit het polynoom g,(w,, l,) kan het polynoom g(we,l.) bepaald
worden. Nu worden de verwachting en variantie van f bepaald door middel van een numerieke
evaluatie van (3.13) waarbij f wordt benaderd door de eenvoudig te evalueren g(we,lc). De
berekeningen worden doorgevoerd tot orden van maximaal 10. Bij dergelijke hoge orden kan
de nauwkeurigheid van het numerieke algoritme verminderen. Daarom dient bij deze hoge
orden de nodige voorzichtigheid in acht te worden genomen.

3.6 Resultaten

In deze paragraaf zullen enkele representatieve resultaten van de vier methoden worden ge-
presenteerd. Figuur 3.4 toont de numerieke exacte oplossing waarbij alleen de excitatie w,
stochastisch is verondersteld. De verwachting en de variantie van f zijn uitgezet tegen de
standaardafwijking van w,. In deze figuur zijn de oplossingen van de punten wl, w2 en w3
aangeduid door de grotere punten. In figuur 3.5 is alleen het excitatiepunt /, stochastisch. De
verwachting en variantie van f zijn uitgezet tegen oy, /E[A]. In deze figuur zijn de oplossingen
van de punten 11, 12 en 13 a;ngeduid door de grotere punten. In figuur 3.6 is zowel de

wl w2 |w3 |11 [12 |13 |bl |b2 |b3
E[f]10° | 4.65 | 6.15|7.85 | 5.58 | 7.20 | 8.83 | 7.32 | 8.53 | 7.84
var(f)10° | 0.0147 | 4.29 | 4.89 | 1.51 | 5.65 | 7.76 | 3.62 | 6.63 | 4.72

Tabel 3.2: Numerieke resultaten bepaald met behulp van de exacte methode, zie ook de figu-
ren 3.4 t/m 3.6.

excitatiefrequentie w, als het excitatiepunt [, stochastisch verondersteld. Voor 3 waarden van
oy, elk overeenkomend met een curve, is voor 11 waarden van o, de verwachting en variantie
van f bepaald. Deze berekende waarden zijn aangeduid door de kleine zwarte punten. De
oplossingen van de punten bl, b2 en b3 zijn aangeduid door de grotere punten.
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Figuur 3.4: Exacte oplossing bij 07, = 0. Opvallend is dat de variantie van f eerst toeneemt
en vervolgens weer afneemt bij toename van de variantie van w,.

In figuur 3.7 zijn de schatters voor de verwachting en de variantie van f uitgezet tegen
het aantal deterministische oplossingen N,,. in een Monte-Carlo analyse. De schatters zijn
bepaald op de punten N,,. = a10® waarin a en b gehele getallen zijn. Deze punten zijn aange-
duid door de zwarte stippen. De verschillende Monte-Carlo oplossingen zijn verbonden door
een lijn. Ook is een rechte lijn van hetzelfde lijntype getekend. Deze lijn is de numeriek exacte
oplossing uit tabel 3.2. In bijlage F zijn de overige Monte-Carlo resultaten gepresenteerd.

In figuur 3.8 zijn de responsie-oppervlak oplossingen voor het punt w2 gepresenteerd. De
verwachting en variantie van f is uitgezet tegen de orde van het benaderingspolynoom. Dit
benaderingspolynoom is bepagld op basis van een aantal deterministische evaluaties van de
oplossing. De 4 lijntypen corresponderen met het verschillend aantal evaluaties die gebruikt
zijn ter constructie van het benaderingspolynoom. De curven met 3, 5 en 9 evaluaties kunnen
een benaderingspolynoom met een maximale orde van respectievelijk 2, 4 en 8 genereren.
Daarom lopen deze curven niet door tot de orde 10. In figuur 3.9 zijn dezelfde resultaten
gepresenteerd als in figuur 3.8, alleen dan voor de responsie-oppervlak methode in combinatie
met de DCEDA solver.

Om nitspraken te doen over de kans dat een bepaalde waarde wordt overschreden, kunnen
we gebruik maken van de Chebyshev-ongelijkheid (3.2). Dit doen we voor punt w3, waarvoor
volgens tabel 3.2 geldt p; = 7.85 107 en sze = 4.89 107°. Indien we nu bijvoorbeeld een
waarde voor f willen bepalen die met 25 % zekerheid niet wordt overschreden, dan stellen we
n~2 = 0.25 in (3.2), waaruit volgt

1

P(f—7.85107° > 4.42107°) < >3

(3.29)

De kans dat f de waarde 12.3 1072 overschrijdt, is kleiner dan of gelijk aan 25 %.
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Figuur 3.5: Exacte oplossing bij o, = 0. Hier neemt de variantie van f wel toe met toene-
mende variantie van ..

3.7 Conclusies

Uit figuur 3.6 blijkt dat het toevoegen van een extra stochatische systeemparameter niet
altijd resulteert in een toename van de variantie van de uitgangsgrootheid, in dit geval f. Het
vergroten van de variantie van een ingangsgrootheid w, kan leiden tot een verlaging van de
variantie van de unitgangsgrootheid f (figuur 3.4).

Het bepalen van de exacte oplosging van het statistische probleem vereist zeer veel nume-
rieke inspanning. Deze inspanning neemt sterk toe indien meerdere parameters stochastisch
worden verondersteld.

De Monte-Carlo methode geeft na 100 numerieke berekeningen goede resultaten. Op-
vallend is dat ook bij grotere standaarddeviaties en bij twee stochastische parameters de
resultaten na 100 berekeningen goed blijken.

De bruikbaarheid van de responsie-oppervlak methode is beperkt tot systemen waarbij
het responsie-oppervlak vrij glad is. Is dit niet het geval, dan voldoen zelfs de hogere orde
benaderingen niet (bijlage F). Het verschil tussen de combinatie van de responsie-oppervlak
methode met de analytische oplossing en SCEDA (responsie-oppervlak methode met DCEDA)
is de oorzaak van de fouten in het maximale amplitude bepaald door de DCEDA solver. Deze
kunnen oplopen tot 20 procent. Dit is ook de ordegrootte van de fout die optreedt in de
verwachtingswaarde tussen beide methoden.

Als eindconclusie kan gesteld worden, dat de, hier niet gebruikte, combinatie van DCEDA
met een Monte-Carlo aanpak het meest zinvol is. Deze combinatie is de meest algemene en
biedt betrouwbare uitkomsten. Het nadeel van de vele berekeningen van de deterministische
oplossing kan beperkt worden door een numeriek efficiéntere methode. Indien mogelijk kan
in de toekomst DCEDA hiervoor gebruikt worden
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Figuur 3.6: Exacte oplossing bij o7, = 0A(-), o7, = 0.05A(1), o1, = 0.1A(2) en o7, = 0.2A(3).
Opvallend is de daling van de variantie van f rond o, = 0.75 indien de variantie
van [, toeneemt.

Nmc

Nmc

Figuur 3.7: Monte-Carlo oplossing bij ¢,,, = 0.5 7, = 0.1X(curve 1, punt bl), o, = 0.1 0y, =
0.2 (curve 2, punt b2) en o,,, = 2 o7, = 0.05A(curve 3, punt b3) als functie van
het aantal (Np,.) gebruikte analyses. De Monte-Carlo schatters zijn aangegeven
door de zwarte punten. De rechte lijn van hetzelfde lijntype geeft de numeriek
exacte oplossing uit tabel 3.2 aan. Na 100 tot 200 deterministische evaluaties
blijken de resultaten goed te voldoen.
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Figuur 3.8:
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Responsie-oppervlak met exacte solver oplossing voor punt w2, dus bij o, = 0.5
voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderingspolynoom.
De doorgetrokken rechte lijn is de exacte oplossing. De verwachting blijkt redelijk
nauwkeurig te kunnen worden bepaald voor orden groter dan of gelijk aan 4. Het
bepalen van de variantie is slechts mogelijk bij hogere orden en veel evaluaties.
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Figuur 3.9: Responsie-oppervlak met DCEDA solver oplossing voor punt w2, dus bij o, = 0.5

voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderingspolynoom.
Deze figuur komt sterk overeen met figuur 3.8. Het verschil in de verwachte waarde
van f is het gevolg van de afwijkingen die optreden in de DCEDA solver.
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4.1 Aandachtspunten bij hoogfrequente analyses

Aan de hand van figuur 4.1 zullen enkele algemene bevindingen worden gepresenteerd. Deze
bevindingen zijn gebaseerd op de tijdens het afstudeerwerk verkregen inzichten in de proble-
men die optreden bij het analyseren van systemen in het midden- en hoogfrequente gebied.
In figuur 4.1 wordt schematisch aangegeven welke weg men over het algemeen volgt bij het

modelleren parameterinterpretatie keuze solver
werkelijkheid | ——— | model/D.V. | ——— |deterministisch §——<—> analytisch
L— | stochastisch | ——— numeriek

Figuur 4.1: Werkwijze bij dynamisch modelleren.

oplossen van een dynamisch probleem. De drie stappen tussen de vier fasen worden hieronder
toegelicht

e Modelleren.

In deze stap wordt het werkelijke systeem beschreven door een model waar men numeriek
of analytisch mee kan werken. In principe is dit te interpreteren als een reductie van het
aantal vrijheidsgraden. Belangrijke aspecten bij de modellering van complexe problemen
zijn de mate van nauwkeurigheid van de geometriebeschrijving en de toe te passen
constitutieve vergelijking (Schreurs, 1991). Voor veel voorkomende elementen zoals
balken en platen zijn vaak bewegingsvergelijkingen afgeleid op basis van verschillende
speciale aannamen. Door het maken van deze aannamen kunnen enkele hogere orde
effecten niet meer worden beschreven. Voorbeelden zijn:

— Het verwaarlozen van de rotatietraagheidskrachten en schuifspanningen bij buig-
golven in balken levert de Bernoulli-Euler-balk beschrijving. Deze vergelijking
voldoet voor lage frequenties goed, echter indien de frequentie naar oneindig gaat,
dan gaat de fasesnelheid ook naar oneindig. Het Timoshenko balkmodel heeft dit
probleem niet, de vergelijking is echter veel complexer (Graff, 1975).
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— Meer nauwkeurige beschrijvingen introduceren soms een cut-off frequentie die de
overgang tussen voortpantende golven en niet-voortplantende golven aangeeft. Dit
is bijvoorbeeld het geval bij een balk met een elastische fundering. Waar de cut-off
frequentie optreedt, is afhankelijk van de systeemparameters.

e Parameterinterpretatie.
Na het opzetten van een model moet overwogen worden welke parameters determinis-
tisch en welke stochastisch verondersteld dienen te worden. Voor de stochastische para-
meters dient vervolgens een goede beschrijving van het stochastische gedrag te worden
bepaald.

e Solver.
Voor eenvoudige problemen kan men het verkregen probleem analytisch oplossen. Voor
complexere problemen dient men een numerieke oplosmethode te gebruiken.

Het aanbrengen van verbeteringen in deze drie verschillende stappen is alleen zinvol indien
ze goed op elkaar zijn afgestemd. Zo heeft bijvoorbeeld de toepassing van een hogere orde
FEM-element geen zin, indien bij de modellering aannamen zijn gemaakt die fouten van
een orde hoger opleveren. Het toepassen van een stochastische systeemparameter in een
Bernoulli-Euler-balk is alleen zinvol in het frequentiegebied waarin de Bernoulli-Euler-balk de
werkelijkheid voldoende nauwkeurig beschrijft. Ook van groot belang is de betrouwbaarheid
van de ingangsparameters van het model. Met name de betrouwbaarheid van de modellering
van de stochastische parameters® is vaak moeilijk in te schatten.

De afstemming van de ordegrootte van fouten blijkt voor laagfrequente constructies goed
mogelijk. Voor hoogfrequente problemen is het vaak zeer moeilijk om in te schatten waar de
grootste fouten gemaakt worden.

Een belangrijk aspect bij hoogfrequente analyses is de toename van de gevoeligheid voor
kleine veranderingen van de systeemparameters bij hoge frequenties. Een oplossing van een
hoogfrequent probleem is daarom altijd sterk afhankelijk van de gekozen systeemparameters.
Indien we bepaalde uitgangsgrootheden (bijvoorbeeld een verplaatsing) gaan middelen, dan
blijkt de gevoeligheid vaak veel minder groot. Vaak treedt dan zelfs een ongevoeligheid op in
de systeemparameters. Dit kan men inzien aan de hand van de volgende voorbeelden:

e De afstand tussen de eigenfrequenties van een vierde-orde Bernoulli-Euler-balk gaat bij
toenemende frequentie voor verschillende RVW naar dezelfde grootte toe.

e Indien men de excitatiefrequentie naar oneindig laat gaan, dan zijn plaatsgemiddelde
responsies van een plaat onafhankelijk van de de RVW (Dowell & Kubota, 1985).

Aan de hand van figuur 4.1 kunnen we ook een andere interpretatie geven aan de werkwijze
van SEA. Men kan stellen dat SEA gebruik maakt van een zeer beperkte modellering, die in de
praktijk niet altijd goed onderbouwd kan worden. De manier waarop SEA gebruik maakt van
de stochastisch veronderstelde systeemparameters is echter bijzonder, omdat de wijze waarop
dit gebeurt resulteert in zeer eenvoudige thermische relaties die onder enkele aannamen goed
zijn onderbouwd. Het feitelijke probleem van SEA is dus, dat men niet goed kan inschatten
wat de fout is ten gevolge van het niet exact voldoen aan de SEA aannamen, die gebruikt zijn
bij de afleiding van de thermische relaties.

'Denk hierbij aan verwachtingen, varianties, hogere orde momenten en in het uiterste geval zelfs complete
kansdichtheidsfuncties.
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4.2 Gedempte complex omhullende analyse (DCEDA)

Automatiseerbaarheid

DCEDA hanteert een eerste-orde numeriek integratieschema om een systeem op te lossen. De
integratiestap is variabel en afhankelijk van de gladheid van het rechterlid van de differentiaal-

varcaliikine Om NDOEDA anecesvnl te kunnen mahmnlznn is het noodzakeliik om een eindige

VCLBCJJJI\JJJ& WALLL BB SULALOY UL vD AUt jTUL UIAT VUZAaRTIGE LI CCL CLUALET

elementenformulering te gebruiken. Voordelen van een dergeluke formulering zijn

e de automatische generatie van een discretisatieveld met verfijningen op plaatsen waar
dat nodig is;

e toepassing van standaard CAD/FEM-pakketen.

Deze formulering is nog niet aanwezig. Het grootste probleem bij deze formulering is de
automatische keuze van de vier reéle vrijheidsgraden in de huidige DCEDA formulering op een
wijze dat een numeriek aantrekkelijke oplossing wordt gegenereerd.

Complexere problemen

Op dit moment is DCEDA alleen uitgewerkt voor een gedempt longitudinaal trillingsprobleem.
Om complexere problemen op te lossen, dient het mogelijk te zijn om de volgende stappen te
kunnen uitvoeren

o transformatie van differentiaalvergelijking.

— Carcaterra toont aan (Carcaterra & Sestieri, 1994) dat elke reéle één-dimensionale
gewone differentiaalvergelijking is te transformeren naar een CE-vergelijking. Lon-
gitudinale trillingen en buigtrillingen in een balk zijn hier voorbeelden van.

— Met behulp van de in dit rapport voorgestelde methode, waarbij een complexe
oplossing wordt opgesplitst in een reéle en een imaginaire component, is het ook
mogelijk om compleze één-dimensionale gewone differentiaalvergelijkingen te trans-
formeren. Gedempte longitudinale trillingen en gedempte buigtrillingen in balken
zijn hier voorbeelden van.

— Het is aan te tonen dat ook een twee-dimensionale differentiaalvergelijking met
een van meerdere grootheden afhankelijke variabele is te transformeren naar een
CE-vergelijking. Een trilling in een membraam is hier een voorbeeld van.

— Of het ook mogelijk om gekoppelde vergelijkingen zoals de vergelijking van Na-
vier (Achenbach, 1973)
pV3u + (A+p)VV -u+ pf = pii (4.1)

te transformeren, is niet direct duidelijk.

o efficiént en automatisch toepassen van de RVW.
De wijze waarop de RVW in (Carcaterra & Sestieri, 1994) worden behandeld is niet
algemeen toepasbaar. In dit rapport is een algemene behandeling van de RVW gege-
ven die formeel is uit te breiden naar complexere systemen. Het probleem blijft de
automatiseerbaarheid van de keuze van de vrijheidsgraden.
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Numerieke efficiéntie

DCEDA is in staat om numerieke problemen op te lossen waarbij reducties tot 80 procent in
de meshgrootte behaald kunnen worden. Er is op dit moment nog niet genoeg inzicht in de
effectieve reductie van de rekentijd. Deze effectieve reductie is lager dan 80 procent, omdat
voor de numerieke analyse een Hilberttransformatie uitgevoerd dient te woren. Ook dient
na de numerieke analyse een inverse-transformatie te worden uitgevoerd. Ook het numeriek
algoritme ter bepaling van de grootte van de integratiestap heeft een lagere reductie tot gevolg.
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Hoofdstuk 5

Conclusies en aanbevelingen

5.1 Conclusies

Het literatuuronderzoek naar de voorgestelde alternatieven van SEA

Na het onderzoeken van de voorgestelde alternatieven (Raaymakers, 1995) kan men conclude-
ren dat in dit stadium geen van de alternatieven een bruikbaar alternatief voor SEA kan zijn.
In het rapport (Raaymakers, 1995) wordt een nadere toelichting op deze conclusie gegeven.

Gedempte complex omhullende analyse (DCEDA)

DCEDA is in staat om numerieke problemen op te lossen waarbij reducties tot 80 procent in
de meshgrootte behaald kunnen worden. Er is op dit moment nog niet genoeg inzicht in de
effectieve reductie van de rekentijd.

Op dit moment is DCEDA alleen uitgewerkt voor een gedempt longitudinaal trillingspro-
bleem. Om complexere problemen op te lossen, dient het mogelijk te zijn om de volgende
stappen te kunnen uitvoeren

o transformatie van differentiaalvergelijkingen.
e cfficiént en automatisch toepassen van de RVW.

De wijze waarop de RVW in (Carcaterra & Sestieri, 1994) worden behandeld, is niet
algemeen toepasbaar. In dit rapport is een algemene behandeling van de RVW gegeven die is
uit te breiden naar complexere systemen. Het transformeren van complexere vergelijkingen
lijkt mogelijk.

Om DCEDA succesvol te gebruiken, is het noodzakelijk om een eindige elementenformule-
ring te gebruiken. Voordelen van een dergelijke formulering zijn de automatische gridverfijnin-
gen op plaatsen waar dat nodig is en de toepasbaarheid van standaard CAD!/FEM-pakketten.

Het grootste probleem bij een algemene FEM-formulering zijn de vrijheidsgraden in DCEDA.
Deze vrijheidsgraden dienen automatisch bepaald te worden, zodanig dat het FEM-pakket een
numeriek aantrekkelijke oplossing genereert. Hoe dit dient te gebeuren, is nog niet onderzocht.

Verder wordt opgemerkt dat alleen differentiaalvergelijkingen met constante coéfficienten
getransformeerd kunnen worden. Dit houdt in dat men alleen homogene materialen kan
beschouwen. Dergelijke problemen zijn voor eenvoudige geometrieén vaak analytisch op te
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lossen. Het voordeel van een mogelijke toekomstige CEDA aanpak dient dan ook gezocht
te worden in de behandeling van complexe geometrieén. Opgemerkt wordt, dat het mis-
schien mogelijk is om een inhomogene structuur op te delen in meerdere substructuren die
automatisch gekoppeld worden. Mogelijk kan een substructuur in een FEM-element worden
ondergebracht.

Methoden voor het analyseren van stochastische systemen

Geconcludeerd kan worden dat systemen met stochastische parameters in het homogene deel
van de differentiaalvergelijking over het algemeen veel moeilijker zijn op te lossen dan systemen
met alleen stochastische parameters in het inhomogene deel.

Er is geen methode gevonden die direct in DCEDA gebruikt kan worden zoals de wijze
waarop Sun (Sun, 1979a; Sun, 1979b) zijn stochastische eindige elementen formuleert. Wel
kan DCEDA gebruikt worden als efficiénte solver in combinatie met verschillende statistische
methoden.

Gezien de uitgevoerde numerieke analyses kan geconcludeerd worden, dat de Monte-Carlo
methode op dit moment de meest betrouwbare (afgezien van de exacte methode) en meest
algemene methode is om te gebruiken in combinatie met een willekeurige solver. In combinatie
met DCEDA als mogelijke efficiénte solver zou het probleem van de meerdere deterministische
berekeningen in de toekomst verminderd kunnen worden.

Eindconclusie

Op dit moment is DCEDA niet in staat om te concurreren met andere methoden. Of de
methode hiertoe ooit in staat zal zijn, hangt af van twee aspecten

e uitbreidbaarheid, dus de mogelijkheid om complexere differentiaalvergelijkingen op te
lossen;

e automatiseerbaarheid, dus een eindige elementenformulering met automatische behan-
deling van de vrijheidsgraden.

Carcaterra heeft aangetoond hoe men de differentiaalvergelijking behorende bij ongedempte
longitudinale en buigtrillings-problemen kan transformeren. In dit rapport is het mogelijk
gemaakt om beide differentiaalvergelijkingen ook voor het gedempte geval te transformeren.
Het transformeren van de differentiaalvergelijking behorende bij de trilling in een membraam
is ook te transformeren. Of de differentiaalvergelijking behorende bij de trilling van een
plaat is te transformeren is nog niet aangetoond, maar dit is zeer waarschijnlijk wel mogelijk,
omdat deze trilling in feite een 2-dimensionale unitbreiding is van de buigtrilling in een balk.
Over andere differentiaalvergelijkingen is niet direct te zeggen of deze te transformeren zijn.
Het onderzoeken van de transformeerbaarheid van een differentiaalvergelijking is echter geen
probleem.

Op dit moment lijkt het tweede punt het meest problematische. In dit rapport is aan-
getoond dat de CE-oplossing een vrijheidsgraad bezit. Standaard FEM-pakketten kunnen
hiermee niet overweg. Daarom zal een randvoorwaarde gekozen moeten worden om het pro-
bleem eenduidig vast te leggen. Hoe deze randvoorwaarde automatisch bepaald moet worden
zodat een gladde oplossing wordt verkregen, is nog niet onderzocht.

Voor het betrouwbaar analyseren van algemene, sterk stochastische systemen is men op
dit moment aangewezen op Monte-Carlo technieken.
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5.2 Aanbevelingen

Onderzoek naar het toepassingsgebied van differentiaalvergelijkingen die gebruikt
worden in combinatie met statistische methoden voor midden- en hoogfrequente
toepassingen

De afleiding van differentiaalvergelijking (2.27), welke longitudinale golven in balken be-
schrijft, is gebaseerd op enkele aannamen die bij hoge frequenties niet meer gelden (Achen-
bach, 1973; Elmore & Heald, 1969). De afwijking tussen de exacte oplossing van de gebruikte
differentiaalvergelijking en de exacte oplossing van een in het hoogfrequent gebied meer nauw-
keurige vergelijking (Timoshenko) moet worden onderzocht, zodat een afschatting kan worden
verkregen in de resulterende fouten. De doorwerking van deze fouten in een latere statistische
formulering zijn van belang, omdat bij te grote fouten ten gevolge van een beperkte of onjuiste

formulering de voordelen van een statistische benadering teniet worden gedaan.

Gedempte complex omhullende analyse (DCEDA)

e DCEDA uitbreiden zodat andere RVW gebruikt kunnen worden.
In eerste instantie dient men een homogene Neumann-RVW, overeenkomend met een vrij
uiteinde, te implementeren. Daarna kunnen inhomogene Neumann-RVW geimplementeerd
worden.

e Koppeling tussen meerdere DCEDA substructuren.
De beperking van constante parameters in de differentiaalvergelijking, dus constante
materiaaleigenschappen, vereist een opdeling in meerdere substructuren indien men
inhomogene materialen wil beschouwen. Mogelijk kunnen deze substructuren in een
FEM-element worden ondergebracht. Wat het effect is op de uiteindelijke gladheid van
de oplossing dient ook onderzocht te worden.

o Uitbreiding van de theorie naar de vierde-orde differentiaalvergelijking die buiggolven
in een balk beschrijft.
Dit is het onderwerp waarmee Carcaterra zich op dit moment bezighoudt. Zijn eerste
artikelen en de gevoerde correspondentie wijzen er echter op, dat men gebruik gaat ma-
ken van een tweede-orde vergelijking, waardoor het nabijheidsveld verwaarloosd wordt.
In dit rapport is een algemene aanpak van de RVW gepresenteerd en een toepassing op
balken waarbij de vierde-orde differentiaalvergelijking wordt gebruikt, is dan ook geen
probleem.

e Automatiseerbaarheid.
Onderzoeken of het mogelijk is om het in dit rapport behandelde longitudinale probleem
op te lossen door middel van een eindige elementenmethode-pakket. Vervolgens dient
onderzocht te worden of het mogelijk is om automatisch de numeriek meest aantrek-
kelijke RVW te kiezen. De eerste aanzet hiervoor is gegeven in bijlage G. Van belang
zijn ook de mogelijkheden met betrekking tot automatische gridverfijning. Dit is de
moeilijkste maar meest essentiéle uitbreiding.

e Numerieke efficiéntie.
Uitvoeren van een kritische vergelijking tussen de klassieke eindige elementenmethode
en de DCEDA variant. Voor een juiste vergelijking dient voor FEM ook gridverfijning
mogelijk te zijn.
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Bijl

Afleiding en analytische oplossing
van een longitudinaal golfprobleem

A.1 Afleiding differentiaalvergelijking

Stellen we de bewegingsvergelijking op van een axiaal geéxciteerde, homogene balk, met con-
stante dwarsdoorsnede (Miklowitz, 1978; Graff, 1975) en voegen we een extra term toe voor

— Refg(z)er]

~] —_—— ’i
- —~
N A, p, E

] ™~
\.__>. paa—
~ lo =

T

Figuur A.1: Longitudinaal geéxciteerde balk.

de demping, dan volgt voor de longitudinale verplaatsing w(z,t)
pii(z,t) + cqv(z,t) — Ew"(z,t) = p(z, 1) (A1)

met cg een constante die de mate van demping beschrijft. De eenheid van ¢; is Nsm—* =
kgm=3s71. 1In het geval van een harmonische excitatie met frequentie w, kunnen we de
verplaatsing w(z,t) en de volume-belasting p(z, t) schrijven als

w(z,t) = Re[u(a:)ef‘”et] (A.2)
p(z,t) = Re[g(z)e’™]

Substitutie van (A.2) in bewegingsvergelijking (A.1) levert

2

w(a)+ P - guge) = -1 = (o (A3
Vervolgens definiéren we, zie ook (Cremer et al., 1988), hoofdstuk 3

no= (A.4)
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A.2 Exacte oplossing

De exacte oplossing van (2.13) met een puntexcitatie in het punt [. is te bepalen met ver-
schillende methoden zoals impulsresponsie-methode, Laplace transformatie en opsplitsing in
twee homogene delen met verschillende RVW. Stellen we 6 = k2 € C en a = 2y € R, dan zijn
de polen van het systeem

= —y+ika (A.5)
p2 = —v—jka (A.6)

kg =1/kZ—~? (A.7T)
Indien we aannemen dat k2 # % dan wordt de homogene oplossing
u(z) = AeP1¥ 4 BeP?® (A.8)

waaruit na integratie van 0~ tot 0% van de differentiaalvergelijking voor de impulsresponsie
volgt

met

h( ) eP1T _ oP2T ( ) N etikaT _ o—ikax 1 v k; A
T)= ————¢(1) =€ 7" , e(t) = —e T sin(kqT)e(T .9
p1— P2 25kg ) ka (kar)e(7) (A.9)
Indien we nu voor de volgende puntexcitatie kiezen
q(z) = —Fé(z - 1) = r(z)=6(z - I.) (A.10)

dan wordt de oplossing van het RVW-probleem na bepaling van een particuliere oplossing
door middel van een convolutie-integraal en het toepassen van de twee RVW

! +sin(ka(z — 1))e(@ — L)] (A.11)

Uexact — z:;e_’Y(x_ZE)[_ Sin(kd(lo - le)) Sln(kdw)

Sin(kdlo)

We beschouwen nu twee gevallen. In het eerste geval geldt Im[k.]=0,0 <~y < k. en in
het tweede geval geldt v =0, Im[k;] # 0. Dit komt overeen met een massa-veer-demper
systeem, respectievelijk een gedempte longitudinale golf in een balk. Voor het eerste geval
geldt kg € R, voor het tweede geldt kg € C. De polen p; en ps zijn als functie van de parameter
v respectievelijk Im[k.] te zien in figuur A.2. Voor de gedempte longitudinale trilling is de
impulsresponsie te schrijven als

h(r) = —g——sin(ch)s(T) (A.12)
<
en de exacte oplossing
1 . sin(k.z) .
Uegact = k—c[— sin(k(lo — le))sin(kclo) +sin(k.(z — l))e(z — 1)) (A.13)
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Figuur A.2: Polen p; en ps bij Im[k.] = 0 als functie van y (grafiek 1), bij ¥ = 0 als functie
van Im[k.] (grafiek 2) en bij v = 0.8 als functie van Im[k.] (grafiek 3).

A.3 Eigenfrequenties en eigenmodes

Omdat we de excitatiefrequentie dimensieloos willen maken met de eerste eigenfrequentie van
het systeem, bepalen we de eigenfrequenties en eigenmodes. Indien we hiertoe

wr(z,t) = Yn(z)an(t) (A.14)
substitueren in het homogene deel van (A.1) dan volgt hieruit

1 i Cd g
2%_ n + o 0n

CO¢ ==y (A.15)
met ¢ = E/p, waaruit volgt
” w? A
n ;5¢n =0 (A16)
0

an+%an+w§a:0

Na toepassing van de homogene Dirichlet-RVW, w(0,t) = w(lo,t) = 0, volgt voor de eigen-
modes en eigenfrequenties van het gedempte systeem

2
Un(z) = —sin(mri (A.17)
lo lo
w . NIy

Deze reéle eigenfrequenties en reéle eigenmodes zijn gelijk aan de ongedempte eigenfrequenties
en eigenmodes.
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A.4 Dimensieloze beschrijving

Uitgaande van de vergelijking

)+ 2 (1= ni)ute) =~ 12 (A.18)

en de definities van de dimensieloze grootheden!

i o= = (A.19)
lo

. u

YT

—_ w@

o = —
W1

volgt hieruit
#(2) + TG (1 - nf)(s) = =2 = g(z) (4.20)

E

De dimensieloze eigenfrequenties en eigenmodes en de golflengte zijn nu

By = T, (A.21)
(o] TCo
V¥, = sin(nrz)
2 2
/\ = —_——
ke w

Het in dit rapport geanalyseerde systeem gaat uit van bovenstaande dimensieloze beschrijving
met lp = 1 en g(z) = 6(z — I.). De exacte oplossing van dit systeem is te verkrijgen door
substitutie van

E 1
C(Q) = —_— = —5

p T
in de exacte oplossing (A.13) uit bijlage A.2.

'De dimensieloze grootheden worden hier op dezelfde wijze aangegeven als de complex omhullende. Deze
notatie wordt dan ook alleen gehanteerd in deze paragraaf. De afgeleide dimensieloze vergelijking wordt in het
rapport niet direct gebruikt. Door het invullen van specifieke parameters zoals de elasticiteitsmodules E, de
soortelijke massa p en de lengte lo, zie {A.22), wordt een dimensieloos systeem geanalyseerd.
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Transformatie van de
differentiaalvergelijking

Fouriertransformatie van (2.15) levert
(—k* + jak + b)U(k) = G(k) (B.1)

Met behulp van de relatie tussen het oorspronkelijke signaal en de CE hiervan in het golf-
getaldomein

is (B.1) te schrijven als
(—k? + jk(a + 2jko) + b — k3 + jako)U (k) = G(k) (B.3)

Inverse Fouriertransformatie van (B.3) levert de volgende differentiaalvergelijking voor de
comlex omhullende %(z) van de stationaire oplossing van (2.15)

a"(z) + (a + 25ko)@ (z) + (b — k§ + jako)u(z) = g() (B.4)
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Bijl

Numerieke integratie van de CEDA
vergelijking

De werkwijze van de numerieke integratie van de CEDA vergelijkingen wordt toegelicht aan
de hand van het stelsel eerste-orde differentiaalvergelijkingen (2.39), dat te schrijven is als

y=Cy+r (C.1)

Elke differentiaalvergelijking van willekeurige orde is te schrijven in een vorm als (C.1). Indien
we nu y Taylor expanderen rond y; dan volgt

Vir1 = y(z; + dz) = y(2;) + yidz + O(dz?) (C.2)
waaruit volgt

Yi-1 =y (@i — dz) = y(:) — yidz + O(dz?) (C3)
en

¥l = y_id%-_l +O(de) (C.4)
(C.1) en (C.4) zijn te schrijven als de volgende recursieve relatie

yi = (I — Cdz) Yridz + y;_1 + O(dz?)] (C.5)

Met deze relatie worden de numerieke integraties van Overdijk, Carcaterra en DCEDA uitge-
voerd. Voor de methode van Carcaterra wordt één constant grof discretisatieschema gebruikt.
Voor de methode van Overdijk en DCEDA wordt een variabele integratiestap gebruikt. De
grootte van de integratiestap is niet helemaal variabel, maar is beperkt tot twee stappen, een
kleine, namelijk dzy;;, en een grote, dzg.r. De kleine integratiestap dzy;;, komt overeen
met de discretisatie van de belasting, de discretisatie waarbij de Hilberttransformatie van
deze belasting is uitgevoerd, en de discretisatie van de complex omhullende van de belasting.
De grote integratiestap dz 4,5 is een veelvoud van de kleine integratiestap

dgrof = NI fijn (C.6)

Vervolgens wordt voor aanvang van de integratie voor beide integratiestappen de inverse-
matrix P = (I — Cdz)~! bepaald. Bij aanvang van de integratie wordt gestart met een grof
discretisatieschema, dus

yi = Pgrof[rl + YO] (07)
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Na elke stap wordt een uitdrukking voor de gladheid van het rechterlid r berekend. Op basis
van deze uitdrukking wordt bepaald, of de volgende stap bij fijne discretisatie zal plaatsvinden,
of dat een grove discretisatie wordt toegepast. Het minder glad worden van het rechterlid r
zal dus resulteren in de overgang op de kleinere integratiestap dz ;.

De uitdrukking voor de gladheid van het rechterlid r wordt bepaald op basis van het derde
element r3 = 7 van r. Dit is de complex omhullende van de oorspronkelijke belasting en is
het enige element in r dat ongelijk is aan nul, zie (2.39).

De complex omhullende van de belasting 7 is fijn gediscretiseerd bekend, dus met tus-
senstappen van dzs;;,. Om de uitdrukking voor de gladheid van het rechterlid in punt z te
bepalen, worden de eerstvolgende fn punten van 7 na het punt z benaderd door een rechte
lijn. Deze rechte lijn loopt door het eerste en het laatste punt van deze fy punten, die dus fijn
gediscretiseerd zijn. Vervolgens wordt de som genomen van alle absolute afwijkingen van de
f~ punten van 7 ten opzichte van deze lijn. Indien deze waarde nu kleiner is dan een bepaalde
waarde (4 a 6) dan wordt bij de volgende integratiestap de fijne stapgrootte gebruikt.
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Evaluatie van de beginvoorwaarden
van de methode van Overdijk

Beschouwen we een ongedempt RVW-probleem van de vorm (2.13) met de parameters a = 0
en b = k? en met het rechterlid r(z) = §(z — l.) dan wordt de impulsresponsie

hz) = kisin(kex)g(x) (D.1)

€

Voor de eerste beginvoorwaarde van (2.24) geldt nu

a0) = j / h(=7)i(r) dr (D.2)
T 1
= 1 ESID(—keT)&‘("T)m dr
. 0 1
- [
= = / sm(ker)ﬂ_(T_le) dr
Met v = [, — 7 wordt dit
. ) . ke le _
ao) = 2 / sintkelle 7)) 4, (D.3)
ke o
le
- J /l[sin(kele) cos(key) — cos(kele) sin(key)] dy
TKe J 7Y
le

Met 7 = kv wordt dit

a(0) = ﬂi{;e [sin (kele) / cosTﬁ dr — cos(k.l.) / S—Hp dr] (D.4)
) kele kele
= 7‘—‘26 [—sin(kele)Ci(kele) — cos(kele)(g — S;(kele))] (D.5)
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Op gelijke wijze is de tweede beginvoorwaarde van (2.24) te schrijven als

o0

70) = k / h(=7)F(r) dr + / B (=r)F(r) dr (D.6)

—00

~ .

— Si(kele))] (D.7)

S

= —7kou(0) — "%[—— cos(kele)Ci(kele) + sin(kele)(

De functies S;(z) en C;(z) (Abramowits & Stegun, 1964) fluctueren respectievelijk rond het
punt 7/2 en 0, en wel met een dalende amplitude als functie van z. Dit verklaart waarom bij
numerieke implementatie van de methode van Overdijk gunstige resultaten werden verkregen
indien de beginvoorwaarden niet werden berekend, maar gewoon op nul werden gesteld '.
Mocht de methode van Overdijk toch gebruikt gaan worden, dan kunnen in het geval van
puntexcitaties de beginvoorwaarden berekend worden door middel van integraal representa-
ties (Abramowits & Stegun, 1964) van de S;(z)* en C;(z)-functies. Voor meer algemene
excitatievormen blijft de berekening van (2.24) een probleem.

'Tn het beschouwde probleem is de waarde van kel. van de orde 10. Bij dergelijke waarden gaan de functies
Si(z) en Ci(w) met kleine amplituden rond de punten 7/2 en 0 fluctueren. Hierdoor zullen de beginvoorwaarden
klein worden bij toenemende k.le.

2Voor S; (=) geldt bijvoorbeeld

Si(z) = g — | €777 cos(wsin(r)) dr (D.8)

=] \m]a
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Samenvatting numerieke resultaten
van de deterministische methoden

E.1 Samenvatting numerieke resultaten van de complex om-
hullende methoden

Tabel E.1 geeft een vergelijking van de resultaten verkregen met de methode van Overdijk,
de methode van Carcaterra, DCEDA, de eindige elementenmethode! (FEM) en met behulp
van een Fredholm integraal formulering (Hall, 1994) van het probleem. De berekening is
uitgevoerd voor het ongedempte systeem 1 met k2 = w?/c3, waarin 1/¢ = 7% en w, =
20.6. Als excitatie is een puntkracht in het punt lo = 0.41 aangebracht, dus r(z) = §(z —
0.41). Op deze wijze beschouwen we in feite de dimensieloze vergelijking uit bijlage A.4.
De excitatiefrequentie ligt nu tussen de 20° en 21° eigenfrequentie van het systeem. De

uvitdrukkingen voor de fouten worden in bijlage E.2 gedefinicerd. In figuur E.1 is de FEM

Fmethode l discretisatie | €rms ] €rms,rel | Emaz,rel I €T rel J
FEM/EDM | N=300 9.8107% ] 9.8 % 6.6 % 18 %
Fredholm N=300 9.8107* ] 9.8 % 6.6 % 18 %

Overdijk N=300, reductie=84% | 1110™* [ 12% |-1.2% |-14 %
Carcaterra | N=300, reductie=91% | 5.9107* 6.3 % |21% |-47%
DCEDA N=300, reductie=84% | 8.0107%* | 8.6 % | 1.6% |-4.2%

Tabel E.1: Vergelijking methode van Overdijk, van Carcaterra, DCEDA, FEM en een Fred-
holm integraal oplossing voor het ongedempt systeem. Het reductiepercentage
heeft betrekking op het oorspronkelijk aantal discretisatiepunten N.

oplossing van het probleem gepresenteerd.

'Hierbij is Galerkin formulering met lineaire elementen van constante grootte gebruikt. Het resulterende
Mmatrix stelsel is hetzelfde als het stelsel verkregen bij een cerste-orde eindig differentieschema (van Steenhoven,
1984).
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Figuur E.1. FEM oplossing. Opvallend is de relatief grote fout bij een discretisatie met NV =
300 punten. Deze is waarschijnlijk het gevolg van het onnauwkeurig beschrijven
van het rechterlid r(z) = é(2 — 1..).

E.2 Afwijkingen ten opzichte van de exacte oplossing

In de vorige paragraaf zijn enkele uitdrukkingen voor de afwijkingen ten opzichte van de
exacte oplossing gebruikt. Deze uitdrukking zijn gebaseerd op de volgende drie grootheden

Upms = (E.1)

Umaz = maz|u;| = maz|u(z)] (E.2)
N, lg

ur = ZpAE 2 |us|“ = ZpAlOurms R~ ZpA/ lu|* da (E.3)
= 0

Deze grootheden zijn te interpreteren als een gemiddelde amplitude-inhoud van de responsie,
de maximale responsie en een maat voor de kinetische energie van de optredende longitudinale
trilling.

Na het definiéren van de fout in een oplossing als e(2) = u(2) — Uegact (@) kunnen we de
volgende uitdrukkingen bepalen

€rms
Erms,rel = (E4)
uexact,rms
Umaz — Uezact,maz
€maz,rel = ’ (E5)
uexact,max
UT — Uegact, T
€T el = —————— (E6)

Uezact, T

Met behulp van deze uitdrukkingen kan een indicatie worden gegeven van de fout van een
numeriek bepaalde oplossing.
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Numerieke resultaten van de
statistische methoden

F.1 Monte-Carlo oplossingen

In deze paragraaf worden de Monte-Carlo oplossingen behorende bij de punten wl, w2, w3,
11, 12 en 13 gepresenteerd. De oplossingen behorende bij de punten bl, b2 en b3 zijn in
paragraaf 3.6 gepresenteerd. Het betreft hier dus de Monte-Carlo berekeningen waarbij maar
één parameter stochastisch is verondersteld. De Monte-Carlo oplossingen zijn bepaald op de

Nmc

Nmc

Figuur F.1. Monte-Carlo oplossing bij ¢,,, = 0.1 (curve 1, punt wl), o,,, = 0.5 (curve 2, punt
w2) en o, = 2 {curve 3, punt w3) als functie van het aantal (N,,.) gebruikte
analyses. De Monte-Carlo schatters zijn aangegeven door de zwarte punten. De
rechte lijn van hetzelfde lijntype geeft de numeriek exacte oplossing uit tabel 3.2
aan. Na 100 deterministische evaluaties blijken de resultaten goed te voldoen.
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punten N,,. = a10® waarin a en b gehele getallen zijn. Deze punten zijn aangeduid door de
zwarte stippen. De verschillende Monte-Carlo oplossingen zijn verbonden door een lijn. Ook
is een rechte lijn van hetzelfde lijntype getekend. Deze lijn is de numeriek exacte oplossing
uit tabel 3.2. In figuur F.1 is w, de enige stochastische parameter. Na 100 deterministische
evaluaties blijken de resultaten goed te voldoen. De variantie van het punt wl is zo laag,
dat alle Monte-Carlo schatters afgebeeld zijn op de N, .-as in deze figuur. In figuur F.2 is

Nmc

Figuur F.2: Monte-Carlo oplossing bij o7, = 0.05X (curve 1,punt 11}, o7, = 0.1 (curve 2, punt
12) en o7, = 0.2) {curve 3, punt 13) als functie van het aantal (N,,.) gebruikte
analyses. De Monte-Carlo schatters zijn aangegeven door de zwarte punten. De
rechte lijn van hetzelfde lijntype geeft de numeriek exacte oplossing uit tabel 3.2
aan. Na 100 deterministische evaluaties blijken de resultaten goed te voldoen.

1. de enige stochastische parameter. Ook hier blijken de resultaten na 100 deterministische
evaluaties goed te voldoen.
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F.2 Resultaten van de responsie-oppervlak methode in com-
binatie met een exacte solver

In deze paragraaf worden de responsie-oppervlak methode oplossingen van de punten wl,
w3, 11, 12, 13, bl, b2 en b3 gepresenteerd. De oplossing behorende bij het punt w2 is in
paragraaf 3.6 gepresenteerd. Deze responsie-oppervlak methode resultaten maken gebruik
van een exacte solver, in dit geval dus de analytische oplossing uit bijlage A. Voor elk

Eff)

(o] 1 2 3 4 5 (3 7 8 9 10

orde van polynoom
-8
x 1
1.5 o : T
1 ....... ...............
= : é
= N M
0.5+ B D ..... ._9._._% .......... 17 ... -]
o ] 1 l 1 1
(o] 5 6 7 8 9 10

orde van polynoom

Figuur F.3: Responsie-oppervlak met exacte solver oplossing voor punt wl, dus bij o,,, = 0.1
voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderingspolynoom.
Opvallend is de relatief grote afwijking in de variantie van f. Dit is waarschijnlijk
het gevolg van het zeer klein zijn van deze variantie. -

punt wordt een aparte grafiek gepresenteerd. In elke grafiek is de verwachting en variantie
van f is uitgezet tegen de orde van het benaderingspolynoom. Dit benaderingspolynoom is
bepa-a;ld op basis van een aantal deterministische evaluaties van de oplossing. De 4 lijntypen
corresponderen met het verschillend aantal evaluaties die gebruikt zijn ter constructie van het
benaderingspolynoom. De curven met 3, 5 en 9 evaluaties kunnen een benaderingspolynoom
met een maximale orde van respectievelijk 2, 4 en 8 genereren. Daarom lopen deze curven
niet door tot de orde 10.
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Figuur F.4: Responsie-oppervlak met exacte solver oplossing voor punt w3, dus bij ¢,, = 2.0
voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderingspolynoom.
Opvallend is de vrijwel constante verwachting van f indien 17 evaluaties zijn
uitgevoerd. -

x 1C
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1.5 z __9_. 17
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= :
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Figuur F.5: Responsie-oppervlak met exacte solver oplossing voor punt 11, dus bij o7, = 0.05A
voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderingspolynoom.
Deze grafiek toont een duidelijke toename van de nauwkeurigheid bij toenemend
aantal evaluaties en toenemende orde.

75



T3
a 1
0 1 2 3 4 5 ) 7 8 ) 10
orde van polynoom
x10°
8 . ; , . . ; ; T
o i :
6—‘/' ................................ R R Lt
= : : 17 :
S4r R 1
s :
P N SO AN s N i
¢ 1 ! 1 1 1
% 5 6 7 8 ) 10
orde van polynoom
Figuur F.6: Responsie-oppervlak met exacte solver oplossing voor punt 12, dus bij o7, = 0.1A

voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderingspoly-
noom. Deze grafieck toont ook een toename van de nauwkeurigheid bij toenemend
aantal evaluaties en toenemende orde, behalve bij het de oplossing gebaseerd op
3 evaluaties. Het responsie-oppervlak kan niet goed gefit worden door maar 3

punten.
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Figuur F.7:

orde van polynoom

Responsie-oppervlak met exacte solver oplossing voor punt 13, dus bij o7, = 0.2
voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderingspolynoom.
Uit deze figuur biijki dat de methode in dit punt niet goed voldoet. Het responsie-
oppervlak is niet goed te beschrijven door een polynoom.
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Figuur F.8: Responsie-oppervlak met exacte solver oplossing voor punt bl, dus bij o, =
0.5 en o7, = 0.1 voor 9, 25, 81 en 289 evaluaties als functie van de orde van het
benaderingspolynoom. Uit deze figuur blijkt dat de methode in dit punt niet goed
voldoet. Het responsie-opperviak is niet goed te beschrijven door een polynoom.
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Figuur F.9: Responsie-oppervlak met exacte solver oplossing voor punt b2, dus bij o, =
0.1en o7, = 0.2 voor 9, 25, 81 en 289 evaluaties als functie van de orde van het
benaderingspolynoom. Uit deze figuur blijkt dat de methode in dit punt niet goed
voldoet. Het responsie-oppervlak is niet goed te beschrijven door een polynoorm.
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Figuur F.10: Responsie-oppervlak met exacte solver oplossing voor punt b3, dus bij o, =
2.0 en o7, = 0.05A voor 9, 25, 81 en 289 evaluaties als functie van de orde van
het benaderingspolynoom. Uit deze figuur blijkt dat de methode in dit punt
niet goed voldoet. Het responsie-oppervlak is niet goed te beschrijven door een
polynoom.
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F.3 Resultaten van de responsie-oppervlak methode in com-
binatie met de DCEDA solver

In deze paragraaf worden de responsie-oppervlak methode oplossingen van de punten wi,
w3, 11, 12, 13, b1, b2 en b3 gepresenteerd. De oplossing behorende bij het punt w2 is in
paragraaf 3.6 gepresenteerd. Deze responsie-opperviak methode resultaten maken gebruik
van de DCEDA solver. Voor elk punt wordt een aparte grafiek gepresenteerd. In elke grafiek

N
b

- — — — -+

orde van polynoom

Figuur F.11: Responsie-oppervlak met DCEDA solver oplossing voor punt wl, dus bij o, =
0.1 voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderingspo-
lynoom. Opvallend is de relatief grote afwijking in de variantie van f. Dit is
waarschijnlijk het gevolg van het zeer klein zijn van deze variantie. De afwijking
in de verwachting is het gevolg van fouten in de DCEDA solver.

is de verwachting en variantie van f is uitgezet tegen de orde van het benaderingspolynoom.
Dit benaderingspolynoom is bepaald op basis van een aantal deterministische evaluaties van
de oplossing. De 4 lijntypen corresponderen met het verschillend aantal evaluaties die gebruikt
zijn ter constructie van het benaderingspolynoom. De curven met 3, 5 en 9 evaluaties kunnen
een benaderingspolynoom met een maximale orde van respectievelijk 2, 4 en 8 genereren.

Daarom lopen deze curven niet door tot de orde 10.
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Figuur F.12: Responsie-oppervlak met DCEDA solver oplossing voor punt w3, dus bij oy, =
2.0 voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderingspo-
lynoom. Ook hier is, net als de combinatie met de exacte solver, het resultaat
bij de 17 evaluaties erg constant.

o 1 2 3 4 5 6 7 8 <} 10
orde van polynoom
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Figuur F.13: Responsie-oppervlak met DCEDA solver oplossing voor punt 11, dus bij ¢;, =
0.05A voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderings-
polynoom. Deze grafiek toont een duidelijke toename van de nauwkeurigheid bij
een toenemend aantal evaluaties en een toenemende orde.
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Figuur F.14: Responsie-oppervlak met DCEDA solver oplossing voor punt 12, dus bij a7, =

ar(f

0.1A voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderingspoly-
noom. Deze grafick toont ook een toename van de nauwkeurigheid bij toenemend
aantal evaluaties en toenemende orde, behalve bij het de oplossing gebaseerd op
3 evaluaties. Het responsie-oppervlak kan niet goed gefit worden door maar 3
punten. De afwijkingen bij de hogere orden en een groot aantal evaluaties zijn
het gevolg van de afwijkingen van de DCEDA solver.

orde van polynoom

Figuur F.15: Responsie-oppervlak met DCEDA solver oplossing voor punt 13, dus bij ¢, =

0.2X voor 3, 5, 9 en 17 evaluaties als functie van de orde van het benaderings-
polynoom. Uit deze figuur blijkt dat de methode in dit punt niet goed voldoet.
Het responsie-oppervlak is niet goed te beschrijven door een polynoom.
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Figuur F.16: Responsie-oppervlak met DCEDA solver oplossing voor punt b1, dus bij o, =
0.5 en g;, = 0.1) voor 9, 25, 81 en 289 evaluaties als functie van de orde van
het benaderingspolynoom. Uit deze figuur blijkt dat de methode in dit punt
niet goed voldoet. Het responsie-oppervlak is niet goed te beschrijven door een

polynoom.
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Figuur F.17: Responsie-opperviak met DCEDA solver oplossing voor punt b2, dus bij o, =
0.1 en g7, = 0.2X voor 9, 25, 81 en 289 evaluaties als functie van de orde van
het benaderingspolynoom. Uit deze figuur blijkt dat de methode in dit punt
niet goed voldoet. Het responsie-oppervlak is niet goed te beschrijven door een

polynoom.
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Figuur F.18: Responsie-oppervlak met DCEDA solver oplossing voor punt b3, dus bij o, =
2.0 en a7, = 0.05A voor 9, 25, 81 en 289 evaluaties als functie van de orde van
het benaderingspolynoom. Uit deze figuur blijkt dat de methode in dit punt
niet goed voldoet. Het responsie-oppervlak is niet goed te beschrijven door een
polynoom.
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Mogelijke toepassing van een
eindige elementenformulering

G.1 Keuze van de RVW

De algemene oplossing van het getransformeerde RVW-probleem
@ (2) + 27kt (z) = q(x) (G.1)

is formeel te schrijven als

i(z) = tho(z) + cre”2Fo% £ ¢4 (G.2)
waarmnee
' (z) = 1 (z) — 2fkoc e~ 2ko® (G.3)
met
_ lo _
Polc) = /0 (1) h(z — T)dr (G.4)
bi(z) = ¢h(x)
Co = Coy + Cout
€1 = Cpy+ Cl;ii

De oplossing van het RVW-probleem wordt bepaald door 4 reéle RVW. Het fysische-RVW-
probleem? levert de eerste twee redle RVW. Opleggen van deze RVW in (G.2) met behulp van
de inverse-transformatie (2.8), levert

u(0)=0— coyr + €1, =0 (G.5)
u(lp) =0 — cos(kolo) coyr — sin(kolo)coy + cos(kolg)cryr + sin(kolo) e
= —Re[io(lo)ejklo]

1Zie voor de naamgeving paragraaf 2.5.1 en figuur 2.17.
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Na definitie van

Co;r
_ Co;i
c = cir (G.6)
| Ci;
[ M N 1 PN 1
B — 1 0 1 0
~ | cos(kolp) —sin(kolo) cos(koly) sin(kolo) J
N
K
(1 = —Re[¢o(lo)e’™]
is dit te schrijven als
Be=r (G.7)

Deze vergelijking is onoplosbaar. Om de constant ¢ te bepalen en daarmee de oplossing
vast te leggen, dienen twee reéle RVW gekozen te worden. Dit zijn de zogenaamde vrije-CE-
RVW. Elke vrije-CE-RVW levert een extra vergelijking in termen van c. Toevoegen van deze
vergelijkingen aan (G.7) levert een oplosbaar stelsel. In tabel G.1 staat voor enkele keuzen
van de vrije-CE-RVW de oplossing van (G.7). Uit de tabel blijkt dat de eerste keuze een sterk

I keuze RV W | Im[a{0)] = Im[a(ig)] =0 I a'(0) =0
1 0 1 o} 1 0 1 0
B cos(kolg) —sin(kglo) cos{keolg) sin{kolo) cos(kolp) —sin{kolo) cos(kolo) sin(kolo)
0 1 0 1 o [¢] 1 o
0 1 —sin(2kole) cos{2kplo) 4] 0 0 1
0 0 0
<1 - <1 1
T 9 = 0 0
—Im{%g(lo)] {2 0
¢1(cos(2kole) — 1) — 2sin(kolo)la 0
oplossing e sin(2kolo) (1 _sinzill )
plossing —¢1(cos(2kolo} — 1) + 2sin(kolo) (2 0"
—sin(2kolo)¢1 0

Tabel G.1: Enkele keuzen voor de vrije-CE-RVW voor de CEDA vergelijking.

oscillerende oplossing tot gevolg heeft. De tweede keuze resulteert in ¢; = 0, waarmee een
gladde oplossing wordt verkregen.

G.2 Galerkin formulering

In vorige paragraaf is aangetoond dat de volgende RVW voor (G.1) in een numeriek aantrek-
kelijke oplossing %(z) resulteren

@ (0) = 0 (G.8)
Re[z(0)] = 0 (G.9
_ jkOIO . _ . COS(k‘olo) _
Ref[a(lp)e?™°] = 0— Im[u(lo)] = sin (olo) Rela(lo)] (G.10)
Vermenigvuldigen van (G.1) met de weegfunctie w(z) levert na partieél integreren
l l
w(z)a (z)| - / i w' (z)u'(z) dz + 2jk0/ i w(z)d (z) dz (G.11)
0 0
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{o
= / z)de ¥V w(z)
Toepassen van de eerste RVW (G.8) levert
lo lO
w(lo) (o) — / o (o) () de + 24k / w(2)@ (z) do
0 0
= / r)w(z)dz V w(z)
We benaderen de oplossing #(z) nu als
N N
=3 aipi(z) +7 ) brepr(z)
=0 k=0

Toepassen van de tweede RVW (G.9) levert

N N
=> aipi(z) +7 ) brepr(a)
=1 k=0

en de derde (G.10) levert

COS(kolo)
Zam z) + Z bupi(z) +3 g T anen (@)
wat is te schrijven als
N-1
a(z) = ) uigi(z) + an (14 j7)en(2) + jbopo(z)
=1
met
u = a;+big
_ cos(kolp)
T = Sin(kolo)

(G.12)

(G.13)

(G.14)

(G.15)

(G.16)

(G.17)
(G.18)

Substitutie van de benaderingsoplossing (G.16) in (G.12) met de keuze van ¢,,(z) voor de
weegfuncties w(z) levert een stelsel lineaire vergelijkingen. De oplosbaarheid van dit stelsel

vergelijkingen is nog niet onderzocht.
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