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OPTIMIZING THE ECONOMIC OPERATION OF A POWER STATION
(in Dutch)

Investigation of the possibilities of minimizing
the costs of fuel and start-up in the electric power

production by means of the digcrete maximum principle,

ABSTRACT

The problem can shortly be described as minimizing
the costs of fuel and start-up of a number of units of
various types in a power station over a certain period
of time by distributing the estimated total load over the
units in operation. It is possible that the optimal
solution requires the start-up or shut-down of some units,

Because of the dynamic character of this problem
an attempt was made at applying the discrete maximum
principle,

The first chapters of this note deal with gaining
an insight into the procedure of the continuous and the
discrete maximum principle, especially by geometrical
methods, Attention is given on which conditions the
application of the maximum principle is allowed.,

Twe types of a model of the above defined problem
are described, It is shown tliat a control variable which
can only assume discrete values is not allowed in the case
of a system with nonlirear difference equations., This is
illustrated with some examples.

Finally a model with a continuous varying control
variable is described., If this model can meet the various
restrictions, the right solution of the problem can be
obtained by application of the discrete maximum principle,

This is also illustrated with an example.
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NAT.LAB,
TECHNICAL NOTE Nr.244/68
C.H. Smedema

VERANTWOORDING

Een afstudeerverslag behoort enerzijds een
histerisch overzicht te geven van wat er in de af-
studeerperiode is gedaan, anderzijds is het nood-
zakelijk de historie geweld aan te doen omdat het op
chronologische wijze rangschikken van de resultaten
van het onderzoek de leesbaarheid van een verslag
over het algemeen niet ten goede zal komen,

In deze verantwoording zal in het kort aan-
dacht worden besteed aan de geschiedschrijving van
de afstudeerperiode en aan de opbouw van dit verslag.

De economische optimalisatie van de productie
van electrische energie is een dynamisch probleem
dat in principe opgelost kan worden met behulp van de
moderne optimalisatie technieken als Dynamisch
Programmenn(Bellman) en het Maximum Principe (Pontryagin).

Dynamisch Programmemmwordt reeds toegepast op
ons probleem, en om redenen die in dit verslag nog ter
sprake zullen komen lag het voor de hand om ook de
toepasbaarheid van het Maximum Principe eens te onder-
zoeken,te meer omdat in de literatuur nogal wat aan-
dacht wordt gevestigd op de vele overeenkomsten die er
bestaan tussen het Dynamisch Programmermen het
Maximum Principe.

Het Maximum Principe wordt in vrij veel moderne
boeken over de regeltechniek behandeld. ﬁ) Het wordt
hierin beschreven als een vrij eenvoudig toepasbaar
principe, terwijl met enkele voorbeelden wordt aan-
getoond hoe goed het werkt., De enige moeilijkheid ligt
volgens de meeste boeken in het oplossen van het, on-
vermi jdeli jke,twee-punts-randwaarde-probleem., Aange-

zien ik mij voorstelde in het begin systemen te be-
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schouwen waarbij slechts een beperkt aantal beslissingen
zouden kunnen worden genomen verwachtte ik hier nog
geen moeili jkheden.,

Na met name de discrete vorm van het Maximum
Principe bestudeerd te hebben, heb ik geprobeeid een
aantal mathematische modellen te ontwerpen die het
probleem met zijn restricties zo goed mogelijk benaderden.
Voor vele modellen is het mij niet gelukt met behulp
van het Maximum Principe de optimale beslissingen te
vinden, Ik weet dift aanvankelijk aan het feit dat het
model geen goede beschrijving van de werkelijkheid was,
zodat de modellen langzamerhand geperfectioneerd werden.
Ondanks vele pogingen bleven goede resultaten uit.

Later zag ik in dat de werkelijke reden van het
Talen van het Maximum Principe lag in het feit dat het
slechts een beperkt toepassingsgebied heeft. Helaas
wordt hier in een groot deel van de literatuur niet
over gesproken, ‘

Het was daarom noodzakelijk de theoretische
achtergronden van het Maximum Principe beter te bestu-
deren ten einde te vinden waarom voor vele door mij
onderzochte modellen het Maximum Principe geen of geen
juiste oplossing had gegeven. Dit onderzoek vond aan
het einde van mijn afstudeerperiode plaats.

In het verslag is deze chronologische volgorde
niet aangehouden.

Nadat het probleem gedefinieerd is, wordt het
Maximum Principe in continueen discrete vorm besproken.
Voor een aantal situaties zal het principe bewezen of
plausibel gemaakt worden., Hierbij is getracht vooral
de nadruk te leggen op die aspecten, die voor het in-
zicht in deze materie Qan belang zijn. Het speciale
geval dat de beslissingen slechts discrete waarden
kunnen aannemen (hetgeen juist bij dit probleem mogeli jk

is) zal worden beschouwd,
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Vervolgens zullen een aantal wiskundige modellen
voor -ons probleem worden beschreven. Met behulp van het
Discrete Maximum Principe zal geprobeerd worden een
optimale strategie te vinden, texrwijl de resultaten
zullen worden hesproken,

Onder de supervisie van Prof.dr.ir. P. Eykhoff is
het onderzoek verricht in de groep van ir.A.F.,Verkruissen
op het Natuurkundig Laboratorium van N.V. Philips te
Waalre. Ik heb in deze groep met plezier gewerkt, terwijl
de nodige steun steeds in ruime mate aanwezig was.
Speciaal ir.C.H.Lcos wil ik bedanken voor de vele ver-

‘helderende gesprekken die ik met hem heb gevoerd.

Waalre, juni 1968

%)zie bijv. : A.R.M, Noton : Introduction to Variational
Methods in Control
Engineering. Chapter'd
Pergamom Press. 1965

J.T. Tou : Modern Control Theory
Chapter 6. Mc.Graw-Hill
1964

L, Fan, . .

C.Wang, ¢ The Discrete Maximum

Principle.John Wiley 1964

V.W.Eveleigh : Adaptive Control and
: Optimization Techniques
Chapter 15, Mc.Graw-Hill
1967.
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LIJST VAN DE BELANGRIJKSTE SYMBOLEN

beslissingsvariabele (vector)
toestandsvariabele (vector)
toegevoegde variabele (vector)
Hamiltoniaan

discrete tijdvariabele
eindtijdstip (discreet)
tijdsinterval tussen k en k+1
continue tijdvariabele

eindtijdstip (continu)’

(=1,2,...n) component van een vector

Fuclidische ruimte van de i® dimensie
besturingsruimte

bereikbare verzameling

strategie

trajectorie

objectfunctie (continu)

i® machine (ketel + turbine + generator)
opstartkosten

brandstofkosten

totale kosten

vermogen geproduceerd door Mi

het totale gevraagde vermogen.
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1. Te orobleemstelling

We gaan uit van een thermische electrische
centrale met een eigen verzorgingsgebied. Eventuele
verwachte uitwisseling via het koppelnet met andere
gebieden kan worden opgenomen in de totale gevraagde
belasting, die gedurende een bepaalde periode bekend
wordt verondersteld. Men is in staat een vrij nauw-
keurige schatting van deze belasting te geven (bijvoorbeeld
met een nauwkeurigheid van + 2% voor een periode van
10 uur),

De centrale beschikt over een aantal eenheden
of machines (Ketel + turbine + génerator) die gezamen-
lijk de gevraagde electrische energie moeten leveren.
Deze machines hebben over het algemeen verschillende
eigenschappen.

Van elke eenheid wordt de rendementskromme
(kosten per uur als functie van het opgewekte vermogen)
bekend Qerondersteld. Dit is een grote vereenvoudiging
van de werkeli jkheid., Bij het installeren van}een
machine worden de z.g. garantieproeven gedaan, waarbij
o.a., het rendement bij bepaalde gunstige klepstanden
wordt bepaald. Men veronderstelt dat door interpolatie
de tussenliggende waarden kunnen worden benaderd. Ten-
gevolge van klepverliezen zal echter het rendement in
dz2ze gebieden iets lager liggen, terwijl het ook ge-
durende het gebruik verandert. Bovendien zal in de
beginperiode na het opstarten van een machine het rende-
ment ongunstiger zijn dan later, als de machine ge-
durende een aantal uren continu in bedrijf is geweest
(zie figuur 1.1).

Bij het starten van een eenheid moeten extra
kosten worden gemaakt, de z.g. opstartkosten. Deze op-
startkosten zijn afhankelijk van de tijdsduur die een
machine buiten bedrijf is geweest. Het zal duidelijk zijn
dat na enige uren de opstartkosten onafhankelijk worden

van deze tijd (bijvoorbeeld na 36 uur). Omdat zowel de
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levensduur als het tijdsinterval tussen twee revisies
van een machine op de ezn of andere wijze afhankeli jk
zijn van het aantal malen dat een machine wordt op-
gestart, zullen deze zaken een bijdrage moeten leveren
in de opstartkosten., Hoe groot deze bijdrage moet zijn
is echter uitermate moeilijk te bepalen. De opstart-
kosten als functie van de periode die een machine
buiten bedrijf is geweest worden als gegeven aangenomen,
hetgeen in werkelijkheid nog niet het geval is. Er is
nogal wat verschil van mening hoe hoog de opstartkosten
zijn en waaruit ze bestaan. (zie figuur 1.2)

Elke eenheid heeft een technische maximum en
minimum capaciteit wat betreft het te leverem vermogen.
Deze extreme waarden zijn niet scherp gedefinieerd.

Het is mogeli jk de machine een vermogen te laten leveren
dat beneden het technisch minimum ligt door de over-
tollige stroom te laten ontsnappen. Natuurlijk wordt

het rendement hierdoor ongunstig befnvloed. '

l De snelheid van op- en afregelen van vermogen is
aan bepaalde restricties gebonden (bijvoorbeeld 3 & 5
MW/min). Dit betekent dat een snelle stijging van de
belasting nooit door één machine kan worden opgevangen
en dat een voorspelling van de te verwachten vraag naar
vermogen nodig is.

Tenslotte moet de uitval van de grootste machine
in Nederland zo snel mogeli jk opgevangen kunnen worden
door de andere draaiende machines. In de praktijk lost
men dit op door het technisch maximum denkbeeldig te
verlagen, zodat er naar boven steeds enige speelruimte,
de z.g. draaiende reserve, blijft bestaan. Deze denk-
beeldige verlaging van de maximale capaciteit is afhan-
kelijk van het aantal machines dat in bedrijf is, omdat
de uitval van een eenheid het snelst kan worden orge-
vangen als de draaiende reserve verdeeld is over alle
in bedrijf -zijnde machines, Het is niet juist de ver-

eiste draaiende reserve op te tellen bij het gevraagde
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vermogen omdat hiervoor andere economische maatstaven
moeten worden gehanteerd.

De opdracht kan nu worden beschreven als: het
gevraagde vermogen. zo over de beschikbare eenheden te
verdelen dat de totale productiekosten (= brandstof +
opstartkosten) over een bepaalde periode minimaal worden,
daarbij zoveel mogeli jk rekening houdend met de hierboven
beschreven restricties, We kunnen verwachten dat men
hierbij eenheden moet in- en uitschakelen.

Uit het voorgaande blijkt dat er een aantal zaken
bekend worden verondersteld, die dat op dit moment nog
niet zijn. Naarmate er uit een oogpunt van economie en
bedrijfsvoering beterecriteria komen onder welke om-
sfandigheden een machine in of uit bedrijf moet worden
genomen, des te meer zullen de centrales zich gaan
bezighouden met het nauwkeurig schatten van brandstof-
en opstartkosten. Ook de fabrikanten van machines zullen
met deze tendens rekening moeten houden. '

Als het blijkt dat dit dynamisch optimaliserings-
probleem met behulp van de mathematische programmering
tot een oplossing gebracht kan worden, dan is het
mogelijk de relatieve invloed van de opstartkosten te
bepalen., Dit is van belang om vast te stellen met welke
nauwkeurigheid de moeilijk te berekenen opstartkosten
bekend moeten zijn ten einde verantwoorde beslissingen
te kunnen nemen. Tevens zal de oplossing mogelijkheden
bieden voor het 5epalen van de eigenschappen die nog
te installeren eenheden moeten hebben om een zo goedkoop
mogelijke productie van electrische energie in de toe-

komst te verkrijgen.
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2, Het mathematisch model

In dit hoofdstuk zal worden onderzocht op welke
wijze een grof model van ons probleem kan worden op-
gezet, Later zal meer op de details worden ingegaan.

We moeten ervoor zorgen dat de productie van
electrischeAenergie over een bepaalde periode met mini-
male kosten gerealiseerd wordt. Daartoe nemen we aan dat
er op een aantal discrete tijdstippen k, k =0, 1,...N=1
beslissingen moeten genomen worden ten aanzien van de
verdeling van het vermogen over de beschikbare eenheden.
De lengte van het tijdsinterval tussen twee tijdstippen
k en if.+1 is &t. Een beslissing die op het tijdstip k
genomen wordt heeft onmiddenijke gevolgen voor het
tijdsinterval tussen (k+d )Aat en (k+1) Ot waarbij S een
zeer klein positief getal is.

We gaan ervan uit dat er n machines M1, M2 coe Mn
in de centrale beschikbaar zijn.

De vector E(k) is de beslissingsvariabele op het
tijdstip k. Er zijn twee typen beslissingen, waartussen
een zekere afhankeli jkheid bestaat n.l. het in of uit
bedrijf nemen van een machine en de verdeling van het
gevraagde vermogen over de machines,

De vector x(k) is de toestandsvariabele, die dus
informatie geeft over de toestand waarin het systeem
zich op het tijdstip k bevindt.

Het totale vermogen Vj (k) dat door de centrale
op het tijdstip k geproduceerd moet worden is gegeven,
Als Vi(k) het vermogen is dat machine M; op het tijdstip
k produceert, dan moet dus steeds voldaan worden aan de

relatie :

n
Vel(i) = 2. Vi(k)

et
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De brandstofkosten van Mi als functie van Vi
worden voorgesteld door FBRi(Vi)' Als Zi de periode
is die'Mi buiten bedrijf is geweest, dan kunnen de
opstartkosten worden geschreven als FSTi(z:i)'

Wat we uiteindelijk willen bereiken met een wis-
kundig model is een adequate uitdrukking voor de productie-
kosten als functie van de toestand en de beslissingen
die we kunnen nemen. Zoals we hebben gezien kunnen deze
beslissingen in twee categorie&n worden ingedeeld.
Hieruit volgt dat er ook twee verschillende manieren
bestaan om ons systeem in een model te beschrijven, zoals

in de volgende paragrafen zal worden uiteengezet.

2.2, Het model met een beslissingsvarlabele die slechts

Als beslissingsvariabele wordt het in of uit bedrijf
nemen van een machine gekozen., De toestandsvariabele
geeft de tijd aan, die een machine buiten bedrijf is,.
De wverdeling van het vermogen over de beschikbare een-
heden wordt, nadat een keuze is gedaan welke machines ge-
start worden of in bedrijf blijven, berekend door een
minimalisering van de brandstofkosten.

De beslissingsvariabele kan een tweetal discrefe
waarden aannemen

u, (k)=0 : M; wordt gestart of blijft in bedrijf
d, (k)=1 : M, wordt gestopt of blijft uit bedrijf.

Het systeem met n machines kan nu worden be-
schreven:met de volgende differentievergeli jkingen voor

de toestand :

x,;(k+1) = u,;(k)_x-(t«) + U;Ck) at

k= 0,52 - N-1
=72 - “‘n
At is constant (2.1)
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ofwel , in vector-vorm :

2 (k1) = U6 (k) + ulid 0

met x = (x, z,‘....,x,,)

Voorbeeld :

Voor machine M.1 worden een aantal opeenvolgende
beslissingen ui(k), k =0, 1,.¢» 5 genomen, De bij-
behorende trajectorie voor de toestandsvariabele xi(k)
wordt berekend met behulp van de differentievergelijking
(2.1). De beginvoorwaarde is : xi(o) = 0, terwijl

At =1 uur. (zie figuur 2.1)

Zoals reeds opgemerkt heeff een beslissing die
genomen wordt ten tijde k vrijwel onmiddellijk gevolgen
voor het gehele tijdsintervalvan kA t tot (k+1)At.

Uit dit wvoorbeeld blijkt dat op de tijdstippen K
de toestandsvariabele xi(k) op juiste wijze de tijd die
een machine buiten bedrijf is representeert. xi(k)=0 komt
overeen met de situatie dat de machine in bedrijf is.

De totale kosten ten gevolge van de beslissingen

die op het tijdstip K worden genomen kunnen als volgt
worden geschreven:

Fo (V) s )= ) _[1-uitk)) Fou, (Vilken) At + 2 4. Fs1(x;(k)
s/ L=
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onder de restrictie dat V,-(kw) ZV(“"')

Q. kan worden geschreven als Q. (x [k) u; (k))

of als Qiauﬂhdjﬁ(k» en is als volgt gedefinieerd:
Q, = 0O als Mi niet wordt gestart

Q. = 1 als Mi wordt gestart.

E;.(_V(kﬂ),g(k))is nog afhankelijk van de
verdeling van het gevraagde vermogen VT(k+1) over de
in bedrijf =zijnde machines, Door de brandstofkosten

n
> [1-ucti)) For, (v (ks)) ot
0=/
te minimaliseren vinden we deze verdeling van het vermogen.
Het is uiteraard mogelijk (momentaan gezien) meer geli jk-
waardige oplossingen te vinden als het absolute minimum
van de brandstofkosten voor meer dan €én configuratie
wordt bereikt. ‘
Het minimaliseren kan in het algemeen worden
uitgevoerd met een "trial and error"™ methode,
In het geval de functies FBRi(Vi) differentieer-
baar zijn naar Vi kan met behulp van de multiplicator-
enstelling van Lagrange eenvoudig bewezen worden dat
de brandstofkosten een extremum vertonen als de zZ.g.

incrementele brandstofkosten gelijk zijn

dFBR‘:[\/l') _ dFaR‘_',( L""’)
aV, Vi =V (ke1) AV, 4y Viey=Vieylke)

voor [:1,2,----,!’7
Deze methode is echter niet algemeen toepasbaar
omdat geen rekening wordt gehouden met de restrictie
Vi(kﬂ) > 0.
We kunnen nu voor de totale productiekosten als
functie van de beslissingen 2(k) de volgende uitdruk-

king opschrijven :

F;(';‘-(k))- MIH Z[’ U () Fa, (V/kH))Ai '*ZCY sr (2; [k)>

Vi(k)...Vn(k) (=, (=1
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De totale productiekoster over het tijdvak k=o tot
k=N worden nu :

E_(u)= 57[ Min Z[7—MilkﬂFBR,;(V‘-(kn)>At *;Iaggr'_.(z‘-(k))}

K=o V(Y Vil k) {7

Hierbij is U de trajectorie waarvoor de beslis~-
singsvariabele gelijk is aan u(o) ten tijde k=0, u(1)
voor k=1, 2(2) voor k=2 enzovoort.

Met andere woorden :

sz{(EIUJOIkzqzmwNﬂ}

In het vervolg zullen we U een strategie noemen,

Onze opdracht is nu een strategie U te vinden
zodanig dat de totale productiekosten over de periode
k=0 tot k=N, dus FT(U),minimaal zijn.

Het hierboven beschreven model is gebruikt om met
de methode van het Dynamisch Programmeren een optimale
strategie te vinden 2 .

Het Dynamisch Programmemnhoudt in principe geen
rekening met de eventuele a priori kennis die van het
systeem bestaat, en gebruikt daarom veel rekentijd en
gelieugenruimte van de rekenmachine x)' Het 1ligt wvoor de
hand naar een methode te zoeken die wel gebruik maakt
van de kennis en ervaring op het gebied ven de meest
economische bedrijfsvoering die men in de electrische
centrales in de loop der jaren vergaard heeft. Het
Maximum Principe van Pontryagin geeft deze mogeli jkheid
door via een initiéle schatting van U de optimale
strategie te verkrijgen. Overigens is op zichzelf een
onderzoek naar de toepasbaarheid van het Maximum
Principe op dit gebied interessant genoeg om het ter
hand t=2 nemen., Met het oog op het feit dat we veronder-
steld hebben dat beslissingen slechts op discrete tijd-
stippen plaatsvinden, zullen we het Maximum Principe

ook in zijn discrete vorm moeten gebruiken.
)
De laatste jaren doet men al het mogelijke om rekentijd

en geheugenruimte kleiner te maken door a priori kennis
over het proces te gebruiken.
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Zoals we later zullen zien zal de toepassing van
het Maximum Principe bij het gebruiken van het be-
sproken model moeili jkheden opleveren, omdat de
beslissingsvariabele slechts de waarden O en 1 kan

aannemen.

2.3. Het model met_een continu vari@rende beslissi§§§-

Met het oog op de moeilijkheid die aan het einde
van de vorige paragraaf werd vermeld beschrijven we nu
het model met een beslissingsvariabele die continu
kan variéren,

We kiezen d; verandering van het vermogen van
machine Mi op het tijdstip k als beslissingsvariabele.
De toestandsvariabele is het vermogen dat Mi op het
tijdstip k levert.

De differentievergelijkingen voor dit systeem

worden dus :

Za(kn) = 2,;(k)+u,;[k)
k-_-,a"’... s N=-T7
t=72....,n

De beschrijving van de periode die een eenheid buiten
bedrijf is, wordt nu moeilijker dan bij het vorige
model, We veronderstellen dat de tijd die Mi buiten
bedrijf is geweest tot op het tijdstip k benaderd kan
worden door een functie die afhankelijk is van ui(k—l),
xi(k—1) en At en we voeren deze functie als tweede toe-
standsvariabele in.

Hgt volgende stelsel differentievergelijkingen

kan dan worden opgeschreven :

'xé(kn) =2 (k) + u (k)
i (ko= £ (elR), k) 42)

k=09, N1
(=72 ..n

/ -



- 14 - 244/68

Aangezien de brandstofkosten voor een stilstaande
machine nihil zijn, worden de productiekosten ten ge-

volge van de beslissingen op het tijdstip k gegeven door:

h
Frlull)) = Z [F""z (x;(k)+ uth) + R, Fsr‘- [Znﬁn‘)j

Ri is een functie van xi(k) en ui(k) en is als
volgt gedefinieerd :

R,
i

R.
i

0 als Mi niet wordt gestart

1 als Mi wordt gestart.

De totale kosten over het gehele tijdvak k=0 tot k=N

zijn dus
N7 4

F.(U)= ;.Z ya [ Fu‘.[?‘-(k)w‘[lr))ﬂ*RL'F,,-‘.(I,,“-(&)J

30 LS

en de opdracht is weer deze kosten te minimaliseren door

een juiste keuze wvan U,
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3. Het continue maximum principe
3.1. Inleiding

Zoals in het vorige hoofdstuk reeds is gezegd
zal een poging worden gedaan om ons dynamische optima~
liseringsprobleem op te lossen met behulp van het.
discrete maximum (of minimum) principe, d.w.z. uitgaande
van differentievergeliikingen.

¥We zullen echter beginnen met een korte beschri j-
ving van het continue maximum principe dat gebaseerd
is op differentiaalvergelijkingen. Hiervoor kunnen
verschillende 1edenen worden aangevoerd. Het discrete
principe werd aanvankeli jk verkregen door discretisering
van het oudere en meer bekende continue principe 3)
Ook nu men heeft ontdekt dat er nogal wat fundamentele
verschillen bestaan tussen beide principes is het toch
zinvol onderlinge vergelijkingen te kunnen maken. Boven-
dien is het van belang enige opmerkingen te maken over
de toepasbaarheid van het continue principe omdat, zoals
reeds werd opgemerkt, vele boeken hier niet op in gaan
en het dus rooskleuriger voorstellen dan het in de
praktijk is.

Mijn ervaring is dat het gebruik van de methode
van het maximum principe nauwelijks enig inzicht
geeft in wat men nu werkelijk aan het doen is. Een
bewiqs van dit principe zou misschien dit inzicht wel
geven, maar vanwege haar grote omvang zullen we toch
een andere manier moeten vinden om ons dit inzicht
te verschaffen. Een goede aanpak vond ik in een boek
van Athans en Falb h). die voor een eenvoudig voor-
beeld een noodzakeli jke voorwaarde voor een optimale
oplossing afleiden. In de volgende paragraaf zal
nader op deze afleiding worden ingegaan. Daarna zal
een meer algemene en "operationele" vorm van het
maximum principe gegeven worden en zal in het kort
worden nagegaan welke verschillende soorten problemen
met dit principe kunnen worden opgelost. Tenslotte
zullen we even stilstaan bij de toepasbaarheid van het

maximum principe.



- 16 - 241 /68

3.2. Afleiding van een noodzakelilke voorwaarde voor een
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ggtimum aan de hand van een voorbeeld met een
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vast eindgunt

Bij het zoeken naar een extremum van f(x) bekijken
we de functie in de omgeving van een verondersteld
extremum en we leiden hieruit een noodzakeli jke of een
voldoende voorwaarde voor een extremum af. Als f(x)
een extremum heeft in een punt v=a dan geldt, als f(x)
differentieerbaar is naar =z, dat %;?3=CJ in het punt
x=a. Deze bewering mag niet omgekeerd worden.

Op analoge wijze gaan we hier ook te werk.

We gaan uit van een systeem dat beschreven wordt

door de differentiaalvergelijking:
x(t)= —x(t)+ult) (3.1)

met als beginvoorwaarde:
x(0)= 7 (3.2)
We zullen dit systeem beschouwen voor het tijds-
interval t=o tot t=T en we eisen dat voor het eindpunt
geldt:
x(T)=0 (3.3)
In verband met de oplosbaarheid van de differen-
tiaalvergelijking moet u(t) een stuksgewijs continue
functie van t zijn, dat wil zeggen er bestaan slechts
een aftelbaar aantal punten waar u(t) niet continu
is, en waar u(t) zowel een linker als een rechter
limiet heeft.
Gevraagd wordt om u(t) op het interval t= [O,T}

Zzo *e kiezen dat
T T
.T(u)=/L(x,u)olt :/(;’x’/t) + Fuli))olt (3.4)

minimaal wordt, en voldaan is aan de differentiaal-
vergeli jking en de randvoorwaarden van het hierboven
beschreven systeem, (3.1), (3.2) en (3.3).
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We gaan uit van de veronderstelling dat er een
optimale oplossing voor dit pr¢cbleem bestaat \ zonder
dit van te voren onderzocht te hebben) en we zullen een
noodzakeli jke voorwaarde voor dit optimum afleiden.

Stel dat u(t), t:[b,Tq een optimale strategie is,
met x*(t), t=[0,T] als de bijbehorende trajectorie
dan geldt:

1. X*t) = —2"(t) + Ult) (3.5)

2, x(0)=7 x(1)=0

3.als u(t) een toegestane (= stuksgewijs continue)
strategie is, met x(t) als bijbehorende trajec-

torie, dus:
2 () = —x(t) +ult)

xlo)=7 x(7)=0

dan moet voldaan zijn aan de ongelijkheid:

Tl(u*) & T

waarbi j T

Ju*)= § [T+ u'th)] ot

[
T = # [T sue)] olt
Zoals reeds werd 3pgemerkt varieren we nu de
optimale strategie u*(t) zodanig dat we een kleine
verstoring krijgen van de optimale trajectorie x” (t)
waarna we het bijbehorende verschil van de object- of
winstfunctie: J(u)-J(4”)  zullen berekenen.

Stel:
wlE) = k) + Sule) = u>(t) + Enit) (3.6)

Q(t) is een stuksgewijs continue functie over het
interval t= [o,T] . Als gevolg van deze variatie van
u*(t) veronderstellen we dat we de bijbehorende trajectorie

x(t) als volgt kunnen schrijven:
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X ()= 2t) + & X ) = ANE) + EYLL) (3.7)

W(t) is begrensd op het interval t= [o,T]
Uit de differentievergelijking (3.1) en de ver-
geli jkingen die de invloed van de verstoring beschrijven
(3.6) en (3.7) volgt:

xlt) = =2n(t)+ult)

= = M) =EP(E) + U¥(t) + E01t) (3.8)

Uit vergelijking (3.7) kunnen we de volgende
differentiaalvergeli jking opschrijven:

Eple)=Flt) - 2%

die met behulp van (3.5) en (3.8) wordt:
EQPL) = —2%t)-Ep(t) +Lu¥t) + EPLE) + % Yt) - Le¥(t)
=-£plt) + EpLt)

ofwel

pld) = —WiE) +4lt) (3.9)

De oplossing van de inhomogene differentiasl-
vergeli jking:
W)+ WYlt)= nlt)

is: : .
)= e le) » et e Tpcr)dT

Omdat de randvoorwaarden x(o)=1 en x(T)=0 vervuld
moeten worden, moeten aan {/(t) de volgende eisen worden
gesteld:

Wll)=0 w(m =o
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Deze laatste voorwaarde kunmnen we nu als volgt
schrijven:

pir)= e fc. nitlatt =o

zodat:
" 4
e [{}d{ =0
Je*7

Een voorbeeld van een verstoring is getekend
in figuur 3.1. We merken op dat de variaties van
u*(t) zeer groot kunnen worden gedurende een zeer Xxorte
tijd, terwijl de variaties van x’f(t) beperkt blijven.
Later zal blijken dat dit een van de belangrijkste
verschillen is pjet het discrete maximum principe,
waar&oor in het discrete geval de noodzakeli jke
voorwaarde voor optimaliteit anders wordt.
We introduceren nu een z.g. toegevoegde variabele
(de naam zal later duidelijk worden) p(t), die voorlopig
een willekeurige, stuksgewlijs continue functie is.
Omdat volgens (3.1) en (3.5) geldt:
x{t) +xlt) -ult)=o
en ,
2 )+ xMt) -uilt)=o

kunnen we de volgende rolaties opachriavon~

fp{t)[x(t) uthr+ K l)]dt = f[Pf*’ﬂ*) -prtIuct) + pleIle)]olt =0

r
/P[ﬁ)[x'ﬂ') -l "/lv) *f'ﬂ)]dt .-_-/.[Pﬂ,)z-v/‘_) ‘P({)u*ﬂ') "'P[“i%)JO”=O

We kunnen nu de objectfunctios J(u) en J(u¥)

met deze integralen, die toch nul zijn, uitbreiden:

- ,
Jiw) =f[;'z'/t) +F408) +ple) ait) -pledu) +pd) xt¢)] ot (3410)

Jta*)= f[: 2?55 ) Gt Ye) +plI 2 )P ()i L)) %) )ett  (3.11)
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Me* behulp van de z.g. Hamiltoniaan worden deze
uitdrukkingen nog anders geschreven.
Als de differentiaalvergelijking (3.1) algemeen

luidt:
x..('é') = ‘,/7, k)

dan is de definitie van de Hamiltoniaan wvoor dit een-

dimensionale geval:

H(x,pu)= —L{2u)+pFlru) (3.12)

In ons geval geldt dus:

Hlxt) pt)eti)) = - FAYE) ~ 1) +ple)[- x4 )+ )] (3.13)
Dus (3.10) en (3.11) kunnen als volgt omgewerkt worden:
T
Jl)= f [= H{(xck) pli), wtd)) + plé) x )] olt

:
Tl = [[-H{a"e, ptisu’t) + plh) & 1) otk

Het wverschil van deze objectfuncties is:

][u_’)_ ~J(uk?) = ]
= f [H(206), pied,uis) - H(z o) pte) u"[t')))dt-fpﬂ)[ %) - W] olt

(3.14)
We kunnen (3.14) met behulp van de vergelijkingen
voor de verschillende storingstermen en door gebruik
te maken van een Taylor-reeks-ontwikkeling van H omwerken.,
Vocr kleine £ geldt:

H{x&), plt)utd) =
H(xte), o)) + 220 pr) ot a-2) (545
D4
b (27, p ), ) wlt)- )] + O(€)

waarbij O(f) zodanig is dat 5/.,:: DT@ =0
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Vullen we (3.6) en (3.7) in in (3.15) dar ont-

staat:

H (xtt) plé) wlt)) =
H{ 2%, i), a*ﬁ)) + 2 (ae) pue b £ Yi)

+ 2L a%) plad k) Epts) + OLE)

(3.16)

We kunnen nu dus het verschil tussen de object-
functies (3.14) als volgt schrijven:

Tl -T(u?)= |
T
- ff[ g’f (x¥¢), ptt) ) yts) t%"[z*/&), plt), aw};ﬂﬂ at (3.17)
+ € [poptelat - ols)

waarbij ook gebruik is gemaakt van de relatie (3.7):
XYe) - x(+) = —EP(E)
Met behulp van parti¥le integratie kunnen we de

tweede integraal als volgt schrijven:

éfotrpuidt = EptrIytr) - £ple) pio)- € fp[i-) Wls)olh

i = —Efp(x‘)tﬂé)ol-é
omdat ° Wr)=wl)=o0
Dus (3.17) luidt nu:

Tl -Tlu®) =
[f{ (7*/0 pl)ult)) +p[£)} Witlalt +
f {2z 24 (2 ¥e), plo), u*/&))?/l/di] _ 0/le)

Omdat u (t) een optimale strategie is moet

gelden

J) - 7(uY) 20
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£ is een klein getal dat zowel positief als
negatief kan zijn. Als we 0(f£) verwaarlozen dan is een
noodzakeli jke voorwaarde voor een optimum dat:

,
f[ 28 (20, pta,u ) e PRI WLe)lt +
T

+ f%f(**&),/?(é), “*/“)lzéé) dt =0 (318)

Als we nu eisen dat p(t) voldoet aan de differen-
tiaalvergeli jking:
. DH
PO = - 5 (2%, ple) u ¥(+))
>x (3-19)
p[i') + % .‘["')

dan wordt de noodzakelijke voorwaarde voor een optimum

(3.18):

-
H
/’?T[ 27) pls), M)y (tolt = © (3.20)

De naam: "toegevoegde variabele" veor p(t) wordt
nua dgidolijk omdat, als we pitgaan van een homogeen
systeem, beschreven door de differentiaalvergeli jking:
24 = AL Z (¢) » het toegevoegde systeem gedefinieerd
is alss Z{t)= - A(t)Z(¢) . Hierbij is A7/t) de
getransponeerde van de matrix A/t) . Zo is het homogene
deel van (3.19) het toegevoegde systeem van de oorspron-
kelijke differentiaalvergelijking (3.1)

_ Relatie (3.20) geldt voor elke stuksgewijs continue
functie Q(t) die, zoals we gezien hebben, voldoet aan:

-
/etya)df:o (3.21)
o

Met behulp van deze beperking is het mogelijk (3.20)
in een andere vorm te schrijven. Hiervoor hebben we een
stelling nodig die als volgt luidt:
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Als h(t) een stuksgewijs continuo functie is voor
t€ {0,1] en als

f/é[t-)d[{)aél =0 (3.22)

voor alle stuksgewijs continue functies d(t) voor
tE[b.i]die voldoen aan:

fo([i-)ou o (3.23)

dan is h(t) constant voor t€ [o,T]
Het bewl js hiervan gaat als volgt:
Omdat h(t) een stuksgewijs continue functie is

kan er een re&e¥ getal ¢ gevonden worden zodanig dat
Jhtndt= T

Dit kunnen we ook schrijven als:

f[l.a) ~c]ott =0

Voor ‘ollt)=h(t)-C voldoet deze relatie aan (3.23).
Veronderstel dat (3.22) geldt, d.w.z.

jlw.(maa ,/Zm [htt)-c]alt =0

°n ;/I[-c{/,[#)- cJott = o

Dus

fA(t)[hle) c]olt +f[c{1,m c}]
f[m) c] ot =

Aangezien °[hi)- c] > O volgt hieruit dat
hit)=¢C
Relatie (3.20) kunnen we schrijven als:

Té# -t 4
»'Z{Z*/*),P(“,u*ﬂ))e eyt dt =0

[

Aangezien volgona (3.21) geldt dat

f etyttidt =0
volgt uit do zojuist bewezen stelling dat:

¢
32:/1*/4) y-127) wH)e "=
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ofwel

2H, et
5= (%), ptiruie) = c.e (5.24)

waarbij ¢ een constante is.
Als p(t) de oplnssing is van
P = plt) + 2™H)

met beginvoorwaarde p(0)=C, dan is (zie 3.19)
t

1

~ t ~T _»
p({:): C,e +€to/; 7:2 (T)dT (3.25)

Uit (3.24) volgt dat er een constante C, bestaat,
zodat

- L
—3_“‘![1 o) Ble) ) =—uk) +p(H)=Cre
We wvullen hierin (3.25) in:

¢
- t
~WH)+C ety c*fe D) dr = G.e
-]

Dus:
4

WE) = et +et ettt
o

) »
met C -C, = C

(3.26)

We noemen p*(t) de oplossing van
S(t) = ple)+ x¥(¢t)
P P met beginsvoorwaarde p*(o)=C™.

Dus
t

P*/é): c¥e *+ e*fe'rw*/z)olr

o

(3.27)

We zullen nu bewijzen dat de Hamiltoniaan H( ‘-Z"'('“a P'(*); u—)
een absoluut maximum heeft als Junctie van u voor W= w*(t)
voor elke t in het interval [o T] .

We hebben de Hamiltoniaan reeds gedefinieerd wvoor dit
voorbeeld als (zie 3.13):

H(a%e), pe) u)= - £a*?e) =4 ut + ;P%)[_z*/u +u)  (3.28)
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Dit stelt als functié van u een parabool voor met
een uniek globaal maximum. Dit maximum wordt bereikt
voor W=uw¥*(t) want: l

2H(u)

du /u =w¥)
volgens (3.26) en (3.27)
D)

2u" /u:u*/é) -

= —w¥t)+ptt)=o (3.29)

-7

We merken nog op dat de differentiaalvergelijking

voor x"+t) ook als volgt kan worden geschreven:
x Yt)= ;;b}—f(:e*/é),p%), ), (3.30)
zoals uit (3.28) blijkt.
Recapitulerend:

We beschouwen het systeem, beschreven door de
differentiaalvergeli jking

lb)= - Fld)+ult) (3.31)

met randvoorwaarden: Xx(o)z 7 x(r)=0 (3.32)
waarbij u(t) een stuksgewijs continue functie is.

Als u*(t) een (toegestane) optimale strategie is
die de objectfunctie %jf}ﬂ#)+u%¥£hit minimaliseert
en x"(t) de bijbehorende trajectorie volgens (3.31) en
(3.32) dan bestaat er een functie p*(t) zodanig dat:

1. x¥*t) en p™t) de oplossingen zijn van het

stelsel differentiaalvergelijkingen:

2¥0¢) = %’ (2%(4), pt) u¥(4)
P = 28 (2l pre) L) (3.33)
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2. de functie HEH W) ,u) _heeft een absoluut
maximum als functie van u veor wWw==uL¥t¢) t=[o7]

dus:

H (o), poesuta))= Max H(2 W), pti)u)

Voor dit probleem is dit het maximum principe
van Pontryagin.

We merken op dat dit voorbeeld van het z.g.
fixedetime, fixed-end type is. Immers de tijd waarover
geoptimaliseerd moest worden ligt vast, evenals het
eindpunt x(T). Dit betekent dat we genoceg randvoorwaar-
den hebben (x(o) en x{T) ) om het stelsel (3.33) op te
lossen. In de volgende paragraaf zal, uitgaande van
hetzelfde voorbeeld, nader worden ingegaan op het free-
end probleem, waarbij dus geen voorwaarden aan x(T)
worden opgelegd. Dit betekent dat we in dat geval nog
eon tweede randvoorwadarde nodig zullen hebben, p(o) of
p(T).

Bij dit voorbeeld was u(t) nlet aan bepaalds
beperkingen gebonden, behalve dat het een stuksgewi js
continue functie moest zijn. In het algemene geval
kunnen er wel voorwaarden aan u(t) worden opgelegd.

Het voordeel van het maximum principe is dat we,
in plaats van het minimaliseren van de functionaal J(u)
het maximaliseren van de functie H(u) hebben gekregen.
Bovendien kan u aan bepaalde voorwaard:n gebonden zijn,
zoals in de praktijk ook meestal het geval is.

Het maximum principe kan eenvoudig vervangen
worden door het minimum principe. De Hamittaniaan
wordt dan enigszins anders gedefinieerd:

Hix,pu)= Llxu) +p.l2u)

Vergelijk dit met (3.12). Voor de optimale strategie
geldt nu dat de Hamiltoniaan absoluut minimaal moet
zijn.

Tenslotte dient nog opgemerkt te worden dat
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H{x*) p*s)a¥4)) bij dit voorbeeld constant is
voor t= [o,T] .
Immers:

G%H/ 2Ye) P, i) =
H A
5% (2 ¥4), pl4 L) 2 Y2) 4,;37:’ (x(¢) ) u*tt) p )+ (3.24)

28 (s, pU), W) )

Uit (3.29) volgt dat
-bﬁ » ¥, ¥ —
2 (23(4), p 4], &*(¢))= 0

Invullen van (3.33) in (3.34) geeft:

ZH (2 ps) ) = 0
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3.3. &fleiding van_een noodzake%i!gg_voorwaarde yoor een

eptimum aan _de hand van_een VOOEbeeld met_een_vrij

eindgunt

sEmmTmT voorbeeld

Voor hetzelfde/als in de vorige paragraaf zullen
we nu de noodzakeli jke condities voor een optimum be-
handelen als het eindpunt vrij is. De enige voorwaarde
die nu aan Y/(t) gesteld wordt is, dat: {Ylo)=0

Omdat het verhaal voor het vrije eindpunt voor
een groot deel analoog is aan dat met het vaste eindpunt
zal veel verwezen worden naar de vorige paragraaf.

We schrijven nogmaals de uitdrukking (3.17),
het verschil tussen de gestoorde en de optimale cbject-
functie, op: T

T(W) - T = =€ [[22 (2%}, ptadte) yis) +22 (0] pte) u ) pit) | ot +

+E /}o&);m)dt ~ 0(£)

We passen weer partidle integratie toe op de
laatste inrtegraal:

7 T
£ [pte)ple)dt = £ pUT) () - £ plo) lo) - £ B4 94 ld

-
= Eplrplr)- Efp'(é)wu)oli
[>]

omdat Ylol=o0
De noodzakelijke voorwaarde voor een optimum

yror het systeem met het vrije eindpunt wordt:

.
2 (34) ptisute) + S8l ppirott + 22 (2 ) pt) s D L)kt +
° e -p(MY(T) =0
Vergelijk deze uitdrukking met (3.18).
We eisen nu dat p(t) de oplossing is van de
differentiaalvergeli jking:

ple)= -2 (2], p(4) wlh) (3.35)

met als eindvoorwaarde:

P(T)=0 (3.36)
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De voorwaarde voor een optimum wordt dan:

/";5: (20) p), e Pyttt =0 (3.37)

De verschillen met de overeenkomstige uitdrukking
(3.20) zijn:
1. 7 (t) is nu een willekeurige, stuksgewijs
continue functie. B
2. Hier staat p (t) in plaats van p(t). Dit is
het gevolg van het feit dat we een randvoor-
waarde p(T) hebben vastgelegd, zodat er een
unieke oplossing p (t) bestaat van (3.35).
We zullen nu gebruik maken van een steiling, die
als volgt luidt:
Als h(t) een stuksgewijs continue functie is
voor t €[o,T] en als geldt:
[A teddtpdolt =0
voor alle stukséewijs continue functies a(t) voor t55IQJj
dan is
hit)=0 t €loT]
Het bewijs wvan deze stelling kan uit het onge-
rijmde gegeven worden.
Stel dat hit)¥0o voor t €E[07] . Dan geldt

voor h(t)=c en a(t)=c (c is een constante; >0 ):
7
_/c’olé >0
[~

. T
Dit is in strijd met de veronderstelling dat [h()d(¢lalt=o
-]
Deze stelling toepassend op (3.37) levert:

OH /. 4 7)) =
i::p2¢4%;DAQJ4l¥»-D

Dus de functie H(Qﬂ@LpﬂQlu) heeft als functie van
u voor t€[o7] een extremum voor w=u%()

Om te onderzoeken of dit extremum een maximum
is zullen we naar de tweede afgelelide moeten kijken,
De Hamiltoniaan voor het vrije eindpunt is dezelfde
als die voor het vaste eimdpunt:
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H(x*(), pPledu) = —$2*0) - #6?+ p* () [-x) +u]  (3.38)

BH‘“)- — w1 ¥t) + pE)
pe = TwWep

D°Mu) . _ 4

dut

dus het extremum is een maximum,
¥e hebben nu dus bewezen dat voor de differentiaal-

vergeli jking
()= —x(¥) +ult) t € [o,T]

met randvoorwaarde: x(o)=7
waarbij u(t) een stuksgewijs continue functie is geldt
dat:

Als u*(t) een toegestane optimale strategie is,

die de objectfunctie
T
2 [Tarer+uita)olt
>

minimaliseert en x*(t) de bijbehorende trajectorie
dan bestaat er een functie p (t) zodanig dat:
1. x*(t) en.p*(t) de oplossingen zijn wvan het

stelsel:
1o = 22 (), ), u ) (3.39)
Btz =22 (20), p¥e) u¥h) (3.540)

met randvoorwaarde p(T)=0
2. de functie H{(x¥4), p¥t)u) een absoluut
maximum heeft als functie van u voor &=« /)

dus

H{(x ) pfe) w¥i)) = /fol#ﬁzﬁﬂL;:Y#&u>
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Dit is dus voor het beschouwde systeem met vrij
eindpunt het maximum principe.

We zullen nu een numerieke oplossing geven
van het zojuist besproken probleem.

Het op te lossen stelsel differentiaalvergelijkingen

is:

Z(t) = —xlt) +ult) xlo)=7 (3.41)

;5[{‘): x(t)+ plt) p(r)=0 (3.42)

waarbij u(t) zo gekozen moet worden dat de Hamiltoniaan:
Hlu)= - 42 - Fu? +p (-%+w)

maximaal is, Dit is een parabool, die zijn globale

maximum bereikt wvoor:

gﬁ“’: —u+p=o -> plI=ult)

Als we dit invullen in (3.41) en (3.42) dan wordt het
stelsel:

2 (t) = -xlt)+plt) o)z 7 (3.43)
pl)= x(t) +p (+) plr)=o (3.44)
Na eliminatie van x(t) en p(t):
x(t)-22alt)=o© xlo)= 7
i)'“') -2/3[{:): ) pCr)=o0
De oplossing van dit stelsel is:
Vi . -tVi
x(t)=C, e ‘iCye (3.45)
~1V2

Vi
PiY=ul)=C,(1+Vi)e  +Cy(1-13 )e (3.46)
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met:

-TV2
C - Vi-7)e 7 (Virr)e.ﬂ&

Cy =
(Ve+1)e™ 2 [Vi-De = PTVE )T i (Vige TR

Neem bijvoorbeeld T=1:

2Va -t V2
x()=00700%e +09893be (3.47)
-t13
p{i):hlﬁ):eo?‘l,ﬂetﬁ—o,Wooo'e. 2 (3.48)
Voor t=0,5 wordt x(t)=0,5106 (3.49)

Later zal dit resultaat vergeleken worden met
het resultaat dat met behulp van het discrete maximum
principe toegepast op hetzelfde systeem, dan echter
benaderd door differentievergelijkingen, verkregen
zal worden,

3.4, Algemene formulering van het continue maximum

In het algemeen wordt het maximum principe
iets anders geformuleerd dan in de paragrafen 3.2
en 3.3 is gedaan,

Laten we hetzelfde voorbeeld nog eens beki jken.
De objectfunctie is'

Tl x)= f[z‘ﬁhm&)_)dt

Als functie van de tijd wordt deze uitdrukking:

t
Jla=zt)= f/[z‘lrha‘lr)]olt
we vaeren deze funé%ionaal in als tweede toestands-
variabele van ons systeem:
Xy ()= Tlu, % L)
zodat X{t) voldoet aan de differentiaalvergelijking:

Zlt)= $AYE) + FuYt)
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Het stelsel differentiaalvergelijkingen vooxr ons

systeem wordt dan:
%,0¢)= £ (2, u)= —x,08)+ult)
2%, ()= Fy(u) = 3 24) + Farld)

of in vectorvorm: X(t) = f(&)g,) met

() £ (3) = (9
2, - £ - o
We moeten nu een u(t) zoeken zodanig dat
(1) = z“'j[r X,2(04) + 4] olt
minimaal wordt. ‘
De Hamiltoniaan defini&ren we nu overeenkomstig de

uitbreiding van het systeem met een tweede toestands-

variabele:

Hl%,u,p)= p.f(2,0)+ P (X, u)

s _{(g/» (3.50)
i,

E'Lé betekent het inwendige
product van de vectoren a en b, Hierbij wordt p als
volgt gedefiniderd:

dH(Z,u,p)

Plt) = - 5% (3.51)

met als randvoorwvaarde: B(r):CD » in het geval we een
probleem hebben met een vrij eindpunt. We hebben nu
nog een randvoorwaarde nodig.

Omdat xz(t). en dus f,(x,,u) niet van x, afhangt

vinden we eenvoudig:

H(x,u, P) H(%5,u,P,P.) _

bza, -b*t

Plt)= -

dus p_z(t) is constant.
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We eisen nu als randvoorwaarde voor p,(T) dat
Plr)=-7 voor het geval van het maximum principe
en R(r)= 7 voor het geval van het minimum principe.
Voor het maximum principe volgt dus:
Palt)= -1 t EloT)

zodat de Hamiltoniaan wordt:
H(z,e,f)= Pllxu) - (x0)

Deze uitdrukking is dezelfde als (3.12) omdat 'f(gclu) L2,
Voor het minlmum/_bfégcég: analoge redenering.
De differentiaalvergelijking voor p(t), (3.51)
kunnen we met behulp van de definitie van de Hamiltoniaan

ook iets anders formuleren:

-
2f(z,4)
0= _af;(f,t_e.e) =-{=5x— /20 .52

We kunnen het maximum principe natuurlijk
uitbreiden tot systemen met meer toestandsvergeli jkingen.

Beschouw het proces, beschreven door de differen-

tiaalvergeli jking:
x=f{%,u) (3.53)
x( )==3
x & E, : Fuclidische ruimte van
de N®dimensie
UWESLCE,

$§2 is de zg. besturings-
ruimte, een compacte "

verzameling in Er‘

x)

compact betekent: geslotei. en begrensd.
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We noemen wu'/t) ,‘LE[QTJ een optiﬁale strategie
met x*(t) als bijbehorende optimale trajectorie, d.w.z.

0= f (200 l) | xYl=a

als

(l:/ac’fr)> £ @]3(7)} ‘(3.52‘)

Een noodzakeli jke voorwaarde voor dit optimum
bij het vrije eindpunt probleem is dat er een toege-
voegde variabele p*¢) , t £[oT] bestaat, zodanig dat

p*(tj_een niet triviale oplossing is

van de differentiaalvergeli jking:
T

2£(2,ue) . P (3.55)

%) = -
P 2 lg=3ﬁ@) =

met de ranvoorwaarde:
P(m=-b (3.56)
en de Hamiltoniaan als functie van u maximaal wordt

voor W =w¥(t)
H (2%, L) E*{u} > H(ZW), e, p¥(t)

Voor de meeste problemen behoeven we slechts
é4én component van de toestandsvariabele op het eind-
punt te minimaliseren b.v. de h® component. Dan gaat
relatie (3.54) over in:

bn- x:[T) é b,,- 2n(-’;)

of, als b -1: %2 (T) € x,(7)
Voor b geldt nu
b,;': o l:-":’;"'"dh-1
b, =7

Hieruit volgt dat nu de zg. transversaliteits-
conditie (3.56) wordt:

P.(T)=0 E=22.n-1
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Als we het'maximum principe voor het vaste eind-
punt bekijken dan blijken alleen de transversaliteits-
condities wijzigingen te ondergaan. We kunnen verschil-
lende soorten voorwaarden aan het eindpunt opleggen
bijvoorbeeld:

« het eindpunt is een vast punt in En

« het eindpunt moet op een bepaald hypervliak

in En liggen

= het eindpunt moet liggen in een bepaalde

deelverzameling BC En.

¥We kunnen analoge voorwaarden opleggen aan het
beginpunt, door niet te eisen dat het beginpunt vast
ligt, maar bijvoorbeeld op een bepaald hypervlgk in En'

Voorbeeld:

Het beginpunt x(o) ligt vast, het eindpunt

x(T) moet voldoen aan de voorwaarden:

g, (x(m)=0 k=oc 7 - €<n

dus x(T) mret liggen in een (n-l)dimensionale deelver-
zameling van En'

De transversaliteitsconditie wordt voor dit
geval

P.(T) = -.b%‘. [<§ ] 7_‘> "‘(”—”1_7[5))]5: 200

g by[,t)
= —|b + Z/'k wt

k=7 2%

Hierbij is | een soort Lagrange multiplicator vector.

Tot nu toe hebben we autonome systemen bekeken
d.,w.,z. systemen die niet expliciet van de tijd afhangen.
Beschouw de differentiaalvergelijking:

x=F(x,u ) ZEE, weE, (3.57)
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Voer een nieuwe toestandsvariabele in:

xh+:[£’)= t
dus:
We kunnen dit systeem dus ook beschrijven als:
4 ~ ~ [ Y] —
= fx,u) X EEnss

Met andere woorden: de in het voorgaande afgeleide
principes gelden ook voor systemen die expliciet wvan
de tijd afhangen.,

Bij de toepassing van het maximum principe hebben
we het minimaliseren van een integraal vervangen door
het minimaliseren van een component van de toestands-
variabele, waarvan de dimensie voor dat doel met één
wordt uitgebreid. Deze methode kan algemeen worden toe-
gepast bij optimaliseringsproblemen,

Beschouwen we eerst het tijd-optimale probleem,
Yoor het systeem beschreven doorxr (3.57) vragen we
u(t) zo te bepalen dat x(t) in minimale tijd van een
bepaalde begintoestand g(o) naar een voorgeschreven
eindtoestand wordt gebracht. Het eindtijdstip T isg hier
dus variabel,

Zoals reeds gezegd introduceren we een nieuwe
toestandsvariabele:

X, (8)=17

en &

xn+y(i)=fdt 2»47[0):0
We zullen nu e;sen dat de nieuwe toestandsvaria-

bele X,;; geminimaliseerd wordt.

Bij het zogenaamde eindpunt-optimale probleem
vragen we voor het systeem beschreven door (3.53) dat
een functionaal van de toestandsvariabele op het eind=-
punt, j[‘;(r)) geminimaliseerd wordt.
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Introduceer ook nu weer een nieuwe toestands-
variabele:
3(»+1(£)= 7[3[{»
met beginvoorwaarde:
X,y (o) —'-‘7[;/:;))
De differentiaalvergelijking voor deze toestands-
variabele wordt:
29(%x) . 29c%) .

39(3)2- >
PR
>z, 7 + S 7, 2 * 2z, "

innlé) =

die met behulp van (3.53) geschreven kan worden als:

h

imy/*): Z ?zif)ﬂ(l,gD

Q=
Het eindpunt-optimale probleem is nu gereduceerd

tot het minimaliseren van X, ,(7).

In deze paragraaf werd het continue maximum
principe in een "engineering" vorm beschreven, d.w.z.
meer gericht op het in de praktijk toepassen van
het principe dan op de mathematisch exacte formu-

4y, 5) ,, 6).

In de volgende paragraaf zullen enkele opmerkingen

leringen, waarvoor verwezen wordt naar

worden gemaakt over de moeili jkheden die we in de prak-
tijk tegenkomen als we het maximum principe willen
gebruiken.
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3.5. Enkele oEmerkingen over de toegasbaarheid van het
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continue maximum Erinci

£onzloug maxiwum priacipe
Bij de toepassing van het maximum principe
ontmoeten we twee moeili jkheden, zoals ook uit de
formulering van het principe blijkt:

1. Het maximum principe geeft alleen resultaten
als zeker is dat er een optimale strategie
met bijbehorende optimale trajectorie
bestaat., Dit zal dus eerst onderzocht moeten
worden. ("existence theorems")

2. Het maximum principe mag in het algemeen niet
omgekeerd worden: als voor een bepaalde
strategie de Hamiltoniaan maximaal wordt
hoeft deze strategie niet de optimale te zijn.
Het principe geeft in de meeste gevallen
noodzakeli jke, maar geen voldoende voorwaar-

den voor een optimum,

Ten aanzien van het eerste punt beschouwen we

het systeem beschreven door de differentiaalvergeli j-

kingen:
Xle) = -y ) + L) (3.58)
G(t) = ult) (3.59)
waarbij u(t) gebonden is aan de voorwaarde
Ju()] £ 7 (3.60)

Gevraagd wordt u(t) zo te kiezen dat x(t)= ;j:i)
in minimale tijd wvan x(o)=0 gestuurd wordt naar de
ruimte X= {x=7, /y/ < 1f

Zoals in de vorige paragraaf uiteengezet is
introduceren we voor dit minimale tijd probleem een nisuwe

toestandsvariabele:

Z(8) = Juz
3(¢)=1 (3.61)
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zodat het nieuwe stelsel differentiaalvergelijkingen in

vectorvorm geschreven kan worden als:

'_:‘c’(&)=f{z_:[¢),_@(6)) (3.62)

- 52(5) el E(

Voor dit systeem is de Hamiltoniaan:

H(ZL,E‘:)=C;§I§(Z,‘_‘>=P,{‘_‘jz-*“’}“f’zu'*P, (3.63)

Als functie van u heeft H(Z,f,g.) een extremum
voors:
oH(% 7 (Y P, )
(-JE,Q."): _ [HJ_PI = 2Pk +p =0
L L
dus voor Pa= 2P

zodat

H{g,3,e) = -RY=-Lu*+Ps

en, omdat we alleen maar gelnteresseerd zijn in de
Hamiltoniaan als functie van u:

Hlw)= -put
Hieruit kan worden geconcludeerd dat #{(«) maximaal is

voor
ult)= 7 als p,<o

L(t)=o0 als p, 70

Volgens (3.52) geldt:

ﬁl‘l‘.): P,[{-):?_f_fp,[*):g—-fz + P;/f).g—;-/":o

zodat p,(t) constant is.
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Dit betekent dat voor P,(t)>0 gedurende het gehele
proces Wit)so zal moeten zijn. Het is dan echter onmoge-
lijk om aan de eindvoorwaarde voor x(t) te voldoen.
Immers uit (3.59) volgt dan:

5/~£)= kit)=o
Oomdet ylo)=o zal y(4d=0 2ijn gedurende het gehele proces.
Dit impliceert dat volgens (3.58):

x(t)=0

en dus: ¢
x(£) = [3lDalt =0
zodat de verzamelin"g X={2=7, Ifﬂ..<7} nooit bereikt

kan worden.

Voor P, (t)<0 wordt H(w) maximaal als wlt)=27
Uit (3.58) zien we dat in dit geval: X)) <7
Omdat op het eindpunt moet gelden:

-
x(T) = JZth)att = 7
[~

is er een benedengrers voor de minimale tijd: T*>/7

Laten we het tijdsintervalosts<t;, £,22 verdelen
in k perioden met lengte t;/k en laat &, (t) afwisselend
+1 en =1 zijn in opeenvolgende intervallen. Uit (3.59)
volgt dan:

/. 28/ €
ffklé) = f(ﬁ)a{i +/2—1)a¢£ LR /2:7)9&
° 7 Jé’//(

zijn 14y 4,
j en k/gehele getallen en (t- J /()( //( , zodat:

!

/31:/*)/ S

Uit (3.58) zien we dan dat:
x'klf)= —y:[{-) +u:a) > —ﬁt +7 (3.64)

Omdat op het eindtijdstip T moet gelden:

-
x(7)=fié*)dt =7
o



- h2 - 2414/68

voldoet de minimale tijd o dus aan de veoorwvaarde:
2

k-7
zodat de minimale tijd T nooit kan worden gehaald.
We kunnen slechts zeggen dat

»

T £

K> o

7

zodat er dus oneindig maal geschakeld zou moeten worden
van u=+1 naar u=-~1,
Aan de hand van figuur 3,2 is dit ook eenvoudig

.

in te zien.
Uit (3.58) en (3.59) volgt:

G = wlt) = 2 VR + )

In figuur 3.2 is u(t) getekend als functie van x(t)
met 4'(t) als parameter.

De beweging start in een punt op de kromme voor y’(t)=0,
bijvoerbeeld het punt A=(1,1). Aanvankelijk is u(td=7
dat wil zeggen dat

t
y(t) = fulr)alr >0

Het fasepunt loopt dus over de lijn Witd=7 naar links.
Dit houdt in dat x(t) kleiner wordt, zodat, vanwege

a
x(T)= f:z'[f)d-é =7

het langer zal duren voordat x(t) in het voorgeschreven
eindpunt komt.

Het kleiner worden van i(t) kan worden opgeheven door
na een periode At (het fasepunt bevindt zich dan in

B) de stuurvariabele over te schakelen op .u(td=-7 .,
Het fasepunt komt/IguC.

Omdat
At

t
yto)= [tenat + [(-natt
at

o

wordt y"/f) weer kleiner voor t<24¢ ., Het fasepunt
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beweegt zich dus nu weer naur rechts over de 1lijn wit)=-7
totdat t=241 . Als u(t)=-1 blijft voor ¢ >240t¢ zal y%%)
weer groter worden, het fasepunt zal weer naar links

gaan en x(t) wordt weer kleiner.

We moeten dus weer overschakelen naar u(t)=+1. Stel dat
dit op het tijdstip t=3A t, als het fasepunt weer in C
aangekomen is, gebeurt,

Het fasepunt springt dus weer terug naar B en zal

weer naar rechts gaan bewegen omdat ‘9‘(*) weer kleiner

wordt. Er geldt immers dat

at 34t t
5(6):f(+1)ob£— +'/2-7)aéf -+/(+1)o¢é
e dé 33t

met t < 4t
Voor t=#/A t komt het fasepunt weer in A terug en de
cyclus begint eopnieuw. Hoe sneller er geschakeld wordt
van u{t)=+1 naar u(t)=-1, des te groter zal de gemiddel-
de waarde van x(t) zijn, en des te korter zal de tijd
zijn nodig om x(t)=1 te maken. De optimale tijd
™= 1 wordt echter voor geen enkele toegestane strategie
bereikt.

Het in de vorige paragraaf geformuleerde
maximum principe kan hier dus niet gebruikt worden.

Het i3 gebleken dat convexiteit een sleutelwoord
is bij het onderzoek naar het bestaan van een optimale
strategie.

Laten we in het zojuist besproken voorbeeld

de verzameling:

VIixW)= {f(zub,o_«.u)):lg&)lé 7}

eens nader onderzoeken op convexiteit. V{glt»is convex

als:
A (2,000, u, 80+ (- (2o 0,000 € £(200,000)

voor alle 1‘;“”]4 7
en alle O<X<17
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Dus:
..,dlzﬂ)-ﬁuli(i-) —{1"/{-)-“4"’/{) "_7"/"')'* w¥e)
A U (¢) +(1-d) Ui (4) € wlt)
4 ' > ,

Stel u,(t)=1 voor 0<£t < ¢,
u, (¢)=-71voor o< t < ¢

a = '!' t,
Dan volgt uit (3.59): y (8= [(+2) okt = ¢,

-]

67
wt)s [l-1)dt = ~t,
zodat op het tijdstip t, geldt:

-t,+7 , +7 /. ‘/a),m[z‘)
[ ) ) ult)

.t N\ s\
Echter voor u(t,):O is het onmogelijk/ﬁi/€>=‘72ﬁ5/*“1 g, /=
(zie figuur 3.2) zodat V(2({)) niet convex is.

7

Nfw

Iee en Markus 6 hebben afgsleid onder welke
voorwaarden een optimale trajectorie bestaat. Enigszins
vereenvoudigd zullen deze voorwaarden weergegeven worden.

Het systecm wordt beschreven door de differentiaal-

vergelijking:
x(4) = £(z214), u(d)
X EEn, u€&SCEr

Begin- en eindtoestand liggen in een voorgeschreven
verzameling:

% (4,) € X, x(,) € X,
waarbi j XO en X1 niet lege, compacte verzamelingen in
E_ zijn. u(t) is een stuksgewijs continue functie.
De besturingsruimte S£ is een niet lege compacte

verzameling in Er'
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De kosten worden voorgesteld door:
fl

T = [Ho(206) wis))ott

t,
f, en f zijn differentieerbaar naar x en u.
Als voor het hierboven beschreven systeem bovendien
nog geldt dat:

1. er een uniforme grens bestaat voor alle
responsies x(t) tengevolge van toegestane
strategiedn u(t):

[x)] £ b voor ¢, £t <t

4

2. de verzameling:

V(2 = [ﬁlza),gw), Flre(yu): uid)€ :SZ}

convex is voor alle vaste x(t)
dan bestaat er een toegestane vptimale strategie u  (t)

die J(u) minimaliseert.

Voor syétemen die lineair zijn in de toestands~

variabele:
%(t) = AlL)x () + Bt us)

en waarvoor de kosten kunnen worden uitgedrukt als:
t,

Jlw) = f[ﬁ,w 2(t) + Blt, ()t
t’o

zijn de voorwaarden 1 en 2 niet nodig voor het bestaan
van een optimale strategie.

Bij het discrete maximum principe zullen we de
eis van convexiteit weer tegenkomen, alleen in een ander

verband.
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Tot slot van deze paragraaf merken we op dat het
maximum principe in het algemeen slechis een noodzakeli jke
voorwaarde voor een optimum geeft, en dus een lokaal
. karakter draagt. In deze zin is het analoog met de
conditie dat de afgeleide nul wordt voor een lokaal
extremum van een gewone fénctie. Om de cptimale op-
lossing te vinden moeten de kosten berekend worden woor
alle strategie®n die de Hamiltoniaan maximaliseren. De
optimale oplossing correspondeert dan uiteraard met
het globale minimum van de kostenfunctie.

Voor bepaalde/ﬁf%é&ggégeen bepaalde kostenfuncties
geeft het maximum principe niet allen een noodzakeli jke,

maar ook een voldoende voorwaarde voor ean optimum.
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4, Het discrete maximum principe

Lo, Overzicht_van de_literatuur

Beschouw een systeem beschreven door de differentie-

vergeli jking
x(ker) = 2 (k)= £ (20 u(k) (4.1)
2%lo) =a

k = 0,1,2,., (N=1) is de tijdvariabele.
Tussen twee opeenvolgende tijdstippen k en k+1 is er een
constant tijdsinterval At. Hoewel (4.1)niet expliciet van
de tijd afhangt is het ook hier mogelijk om, door het toe-
voegen van een nieuwe toestandsvariabele:

xﬂ(,ku)—x,,,,[k) =At
ook tijdsafhankelijke systemen te beschrijven (zie para-
graaf 3.4).

Rozenoerz) heeft als ecerste een maximum principe
gegeven voor systemen die beschreven worden door differen-
tievergeli jkingen die lineair zijn in x:

x(kpr) - 2 (k)= AL (k) + £ (1 (K)) (4.2)

A(k) is een nxn matrix

Rozenoer stelde dat in het algemeen alleen -voor
dit soort lineaire systemen een maximum principe gegeven
kan worden dat analoog is aan dat voor het continue geval,

Katz was van mening dat het discrete maximum
principe dat hij afleidde, en dat vamn hetzelfde soort is
als het continue maximum principe, ook van toepassing is
op niet-lineaire systemen. Hij behandelt het vrije eind-
punt probleem.in 7)
i= 1,...m<n; in 8).

? 0) ontwikkelde in dezelfde tijd een discreet

maximum principe voor niet-lineaire systemen met een vrij

en het vaste eindpunt (xi(N)sbi voor
Chang

eindpunt, Hij] toonde aan dat er wel een belangrijk verschil
bestaat tussen het discrete en het continue maximum prin-
cipe. Het door hem geformuleerde principe zegt dat de
Hamiltoniaan een locaal maximum heeft voor de optimale

strategie, in tegenstelling met het continue geval, waar de
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Hamiltoniaan globaal maximaal wordt.

Ook Butkovskii11) heeft erop éewezen dat voor het
discrete systeem met vrij eindpunt alleen een locaal maxji-
mum principe kan worden afgeleid. Hij geeft een voorbeeld
waarbij, voor de optimale strategie, de Hamiltoniaan een
stationaire waarde heeft die lager is dan het globale
maximum van de Hamiltoniaan,

Polak en Jordan‘z) besthijven eveneens een locaal
discreet maximum principe voof niet-lineaire systemen waar-

bij het eindpunt aan verschillende voorwaarden kan voldoen:

- x(N) ligt in een gesloten, convexe verzameling SCE,

- x(N) 1igt in een (n-m) dimensionale verzameling

beschreven door m vergelijkingen:

'5={Z--' ?,_-/_Jg)zo. £=7;2,-.-;m<n} (4.3)
)

niet-lineaire differentievergelijkingen onder soortgeli jke

Halkin leidt in13) voor lineaire, en in1 voor
eindvoorwaarden als (4.3) een globaal maximum principe af.
Er moet dan echter voldaan zijn aan een aantal vrij strenge
voorwaarden, waaronder een convexiteits-conditie analoog
aan (3.65).

Holtzman toont in

15)

aan dat voor lineaire differen-
tievergelijkingen in x de convexiteits~eis kan worden ver-
zwakt tot z.g. richtings-convexiteit. Hij léat met behulp
van een voorbeeld zien dat het maximum principe niet toege~
past kan worden als niet aan de eis van richtings-convexiteit
is voldaan, uitgezonderd in bepaalde gevallen,'bijvoorbeeld
als het eindpunt vrij is. In16) geeft hij een uitbreiding
van zijn theorie voor niet-lineaire systemen.

17)

Chang laat zien dat het door hem gefourmuleerde

9)

discrete maximum principe wel kan worden toegepast op

15

hetzelfde voorbeeld dat Holtzman gebruikt in om aan te
tonen dat het maximum principe faalt omdat het voorbeeld
niet voldoet aan de richtings-convexiteit. Halkin en
Holtzman geven hem in hetzelfde artikel "antwoord" door een

voorbeeld te bedenken dat ook Chang niet op kan lossen. Ook
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voor di~ voofbeeld,hOewel’niet richtings-convex, geldt
het maximum principe wel als het eindpunt vrij is.
In‘e) gaan Holtzman en Halkin verder in op de
mathematische achtergronden van het begrip richtings-
convexitelt.,
Na;§ta19) breidt het maximum principe zoals het

door Katz Zeformuleerd werd verder uit zodat het ook
systemen omvat met restricti;a op de toestandsvariabelen,
Exr moet echter wel aan bepaalde voorwaarden voldaan worden,
Hij concludeert dat de optimale lastverdeling in een elec-
trische centrale niet aan deze voorwaarden voldoet, maar “
dat is het gevolg van het model dat hij hanteert,.

Er bestaat nogal een vrij grote afstand tussen de
theorie en de practische toepassing‘van het maximum prin-
cipe. Fan en Wang hebben een boekje geSchrevenzo)'dat uit
"engineering" nogpunt zeer interessant is., Zij hebben het

7)8)

maximum principe zoals dat door Katz is beschreven
toegepast op o.a. een aantal chemische processen en trans-
portproblemen, Hun resultaten van optimale regeling met
'behulp van het discrete maximum principe verschillen niet
met de via het dynamisch programmeren bereikte uitkomsten.
Het voordeel van de toepassing van het maximum principe

ligt in de belangrijke reductie van de rekentijd en de
geheugenruimte van de digitale rekenmachine, zcals op
suggestieve wijze aangetoond wordt voor het probleem wvan
het tijdstip van vervanging van een katalysator in een che-
misch proces (zie figuur 4,1). Hierbij dient wel opgemerkt
te worden dat er de laatste tijd veel pogingen gedaan worden
om de rekentijd van het dynamisch programmeren te ver-
kleinen door meer a priori kennis van het proces te ge-
bruiken. Uit figuur 4.1 zien we dat voor dezelfde rekentijd
het aantal stappen N groter kan worden bij het maximum
principe. In het geval we met een continue verlopend proces
te maken hebben kan dus de nauwkeurigheid aanzienlijk worden
verhoogd als het discrete maximum principe toegepast wordt.
Hoewel het maximum principe van Katz mathematisch niet ge-

heel juist is geformuleerd, zijn Fan en Wang toch in staat
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er een aantal practische problemen mee op te -lossen,

Het discrete maximum principe heeft alleen betrekking
op het discretiseren in de tijd, niet op een discrete
toestands- of beslissingsvariabele. Bij geen van de aange-
haalde artikelen of boeken wordt ingegaan op het geval van
een discrete beslissingsvariabele, zoals bij het systeem
dat in paragraaf 2.2 werd beschreven, Dit is des te merk-
waardiger omdat bij het continue maximum princips: de stuks-
gewijs constante beslissingsvariabele wel is toegestaan
(zies)
ingaan op de mogeli jkheid bij het discrete maximum prin-

blz, 76). In d2 volgende paragrafen zullen we nader

cipe ook discrete beslissingsvariabelen toe te laten., Tege~
1i jkerti jd zal getracht worden het inzcht in deze materie
te vergroten, o.a. met behulp van een geometrische inter-

pretatie van het maximum principe.

4,2, Het discrete maximum Erincige volgens Halkin en

P T T Y R AT ) PR PR SRR Y e RS R TR Y R R R R R R Y

Holtzman

Een globaal maximum principe is uit rekenkundig
oogpunt veel aantrekkelijker dan een principe dat zegf dat
de Hamiltoniaan slechts een locaal maximum vertoont voor
een optimale strategie. Daarom zullen hier eerst de bij-

4)

voorwaarden waaronder het globale maximum principe geldt

1

dragen van Halkin1 en Holtzman 6) behandeld worden. Pe
zijn belangrijk om te kunnen vaststellen of het principe
gebruikt kan worden voor de twee mathematische modellen die
in de paragrafen 2.2 en 2.3 beschreven werden.

We gaan uit van een systeem waarvoor de differentie-
vergelijking luidt:

x (k+7)- 2 (k)= £ (2 li) (k)

Zlo)=20 k=oy... a-7 (%)

x EE, L & SLC Evr

Aangenomen wordt dat de vectorfunctie f(x,u) voldoet

aan de volgende voorwaarden:
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a. £{x,u) is gedefiniéerd voor alle (x,u)€ E,x.2 *)
b. voor elke u £ .52 is £(x,u) tweemaal continu
differentiéerbaar naar x
c. de functie f(x,u) en al haar eerste en tweede
partiéle afgeleiden naar x zijn uniform begrensd
op A % §C voor elke hegrensde verzameling ACE, xx
d. de matrix I + dLfzxu) is regulier op En x ._{B
29X
e. de verzameling: V(x) = {2(_:5,2):26'.2}13 convex

voor elke _JSEEn

Condities d en e zijn volgens Halkin altijd vervuld als de
differentievergelijking een benadering is van een differen-
tiaalvergeli jking. Als het systeem fundamenteel discreet ‘
is, dan is niet automavisch voldaan aan deze voorwaarden.'
Waarschijnlijk bedoelt hij met de woorden "fundamenteel
discreet" dat de differentievergelijking (4.4) exact klopt.
Hoewel Halkin uitgaat van een aanvangstoestand x(o)
die ligt in de verzameling: {5 :_hi(é) =0, 1 = 1,2 4o lé:ﬁ}
Zullen wij stellen dat 5(0) = a, overeenkomstig de een-
duidige begintoestand van het in paragraaf (1.1) geformu-
leerde probleem, Het eindpunt x(N) is bij ons probleem vrij.
Toch zullen we, om later te noemen redenen, uitgaan van de
door Halkin gekozen eindvoorwaarde: x(N) moet liggen in de

verzameling:
Sz{if gi(5)=0. i=1,2,.oooo mén}

.rHet product van twee verzamelingen, dat we aanduiden
door A x B. is de verzameéling van alle geordende paren
(a,b) als aEA en b¥B dus:

AxB={(@t): acp, bEB)

'm) Dit kan ook als volgt geformuleerd worden: vnor elke
eindige x en voor elke u £ 5L moeten f(x,u) en 2l haar
eerste en tweede partiéle afgeleiden naar x uniform

begrensd zijn.
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Verder is gegeven een objectfunctie go(_:g), die
geminimaliseerd moet worden (Halkin zocht naar het maximum
van go(_ng), maar ons probleem uit paragraaf (1.1) is er een
van minimalisering). De functies go(g), g1(5), seesay
gm(lc_) moeten tweemaal continu differentiéerbaar zijn naar

x, terwijl veoor elke x €EE_ mcet gelden dat de vectoren
= = n

2
'b—z 9"’(‘&) 2 'b% g—v[é"') ...... ; 'b:,i gb-[&)

lineair onafbhankeli jk zigjn.
De strategie U= _1._1_"(0), 2“(1), ceeey u(N-1) en de
bijbehorende trajectorie X'= _;5"(0), X(1)) evne, z:_x(N) zijn

optimaal als zij voldoen aan de volgende ccndities:

1. xl(ks)-2lk)= f[&(k),g(k)) , k=g 7 - V-7
xlo) =2 :
2. w(k) € 52 , k=0 73 - N7

g

z .../m

3. Flxmw)=0 , ¢
s, glzm) £ g, (x(w)

Halkin formuleert nu h’et volgende maximum principe.

Als de trajectorie X'= 2.%0), 2%) ..., 2¥(N) ten ge-
volge van de strategie u u o), u,‘“/-r) ,p_c"‘/A/q)Optimaal is
dan bestaan er vectoren P /o)’ p*/-r)’ voe.. P¥%p) 5, niet nul,

zodanig dat:

1. de Hamiltoniaan als functie wvan 2(k) maximaal is:

(f (2e), W )| PO) ) > é (xk) &) /_/:*/ ) ) (45)

voor alle k= of--, V-7 &n alle w € D
2. de toegevoegde variabelen P¥o), pls) ... p¥n)

de oplossing zijn van de differentievergelijking:

T

Pl)- pleen)= [2 £ (., u.(k))/ ke (4.6)

—
—

‘— __:E’{k)

voor alle k=07 - N-7
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3. de transversaliteitscondities zijn:
er bestaan reéle getallen d,, dyy e+, o, zodanig
dat

pUM=24 2 & (s.)} (4.7)

¢so = 2=x%(nN)
A

Halkin gebruikt hier dus geen "imbedding" techniek,

Déd
hij maakt van de objectfunctie niet een additionele toe-
standsvariabele, Als van de objectfunctie een toestands-
variabele wordt gemaakt, door bijvoorbeeld te stellen:
xn(k) = gc(g(k)), dan geldt de eis van convexiteit voor het
met de objectfunctie uitgebreide stelsel -ran differentie-
vergelijkingen., Vaak is de objectfunctie een verre van
eenvoudige functie van de toestandsvariabelen, zodat de
toch al moeilijk te onderzoeken convexiteit van V(;) nog
moeilijker vast te stellen is,

Voordat dit globale discrete maximum grincipe toe~
gepast kan worden moet nagegaan worden of het systeem wel
aan alle rierboven gegeven voorwaarden voldoet. De vraag
is echter of deze vcocorwaarden noodzakelijk of voldoende
'zijn. Voor ons is in eerste instantie het vrije eindpunt
Probleem van belang., Als we het hierboven beschreven
maximum principe modificeren voor het vrije eindpunt door
de transversaliteitscondities anders te schrijven dan is
de convexiteit wvan V(é) in elk geval een voldoende, maar
nog geen noodzakelijke voorwaarde. Immers bij het overzicht
van de literatuur in paragraaf 4.2 merkten we op dat er
een aantal voorbeelden zijn waarbij V(E) niet convex is,
terwijl toch het maximum principe toegepast kon worden
indien het eindpunt vrij was. Dat de convexiteit slechts
een voldoende voorwaarde is volgt overigens ook uit het
feit dat Holtzman een veel minder strenge eis stelde, n.l.
richtings~convexiteit. Zelfs dit zou echter een voldoende
voorﬁaarde zijn getuige de in paragraaf 4.2 aangehaalde

voorbeelden.



We zullen het maximum principe volgens Halkin nu
opschrijven voor het vrije eindpunt probleem, terwijl
go(g(k)) = xn(k). Slechts de transversaliteitscondities
veranderen,

Omdat g1(é), gz(g) ceace gn(g) dan verdwi jnen
wordt (4.7) nu:

PYm =, 7

- 2 %,
g;(é )}3 =xY) e 24 l’h.:*:/”)

Ny

Dus de transversaliteitscondities worden:

¥ .
PV =0 (=22 - h-7

rd

pUmsd A< (4.8)

Holtzman bekijkt een analoog systeem. De object-
functie, die geminimaliseerd moet worden is xn(N). De
vectorfunctie 2(5,5) moet voldecen aan de reeds opgesomde
voorwaarden a, b, ¢ en d. Verder wordt de voorwaarde ge=~
steld dat f(x,u) onafhankelijk is van x o Dit is een vaak
voorkomende situatie omdat de objectfuntie meestal ge~

schreven kXan worden als:

:Z,,[kn) - 2»[/(): 7{;, [2,[/(), "",7(,,_.,(/()‘ “I[k), M P (/f))

Tenslotte luidt de convexiteitsvoorwaarde (e) nu als volgt:
de verzameling V(x) = {;(5,2):25‘.{2} is gesloten en convex
in de richting van -e. voorTelke _§€En, waarbi j e, de een-~
heidsvector (0,0, .... 0,1) is. We merken op dat de richt-
ing -&, dezelfde is als de richting van -x ., de te minima-
liseren component van de toestandsvariabele,

De begrippen convexiteit en richtingsconvexiteit zijn
in fig. 4.2 duidelijk gemaakt.

Holtzman gaat verder uit van de volgende eindvoor-
waarden:

xi(N) = Si i = 1’0000m<n

Dus een aantal componenten van de toestandsvariabele hebben
een vast eindpunt.
Hij komt tenslotte tot een analoog maximum principe als dat

van Halkin. Door zijn andere keuze van de eindvoorwaarden,
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zijn de transversalitéitscondities echter:
%ﬂ%0=o (=m+7, w42, -, P=T

Brn) £c

Voor het geval van het vrije eindpunt krijgen we weer de
transversaliteitscondities van (4.8) terug. We merken weer
op dat de richtingsconvexiteit van V(x) voor het vrije eind-
punt probleem een voldoende, maar geen noodzakelijke voor-
wvaarde is om het maximum principe te kunnen toepassen.

De nadruk die hier wordt gelegd op de voorwaarden
waaronder het maximum principe is toe te passen is nood-
zakelijk omdat we ons moeten afvragen of de twee modellen
die in de paragrafen 2.2 en 2.3 beschreven werden, geschikt
zijn. In paragraaf 2.2 werd een model beschreven waarbij de
beslissingsvariabele u slechts discrete waarden kon aan-
nemen; O en 1, Het is duidelijk dat in dit geval
V(x) =1{£(£,2):2 = 0, 1} ook twee punten in E_ voorstelt,
en dus nooit convex kan zijn. De kans dat V(E) convex is in
de juiste richting is uviterst gering.

We hebben gezien dat (richtings)convexiteit geen
noodzakelijke voorwaarde voor het toepassen van het maximum
principe is. Wat zou nu in ons geval wel een noodzakeli jke
voorwaarde zijn?

Om dit te onderzoeken z2zuilen we het bewijs van het
discrete maximum principe na moeten gaan om te weten te
komen wanneer en waar de (richtings)convexiteit belangri jk
wordt. Omdat echter het bewijs voor een stelsei niet-lineaire
differentievergelijkingen nogal moelijk en uitgebreid is
zullen we ons voorlopig beperken tot het lineaire systeem.
We zullen achtereenvolgens behandelen een geometrisch be-
wijs, dat duidelijk inzicht geeft in wat het maximum prin-
cipe eigenlijk voorstelt, en een algebraisch bewijs, dat

opvalt door zijn eenvoud.
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We gaan uit van de lineaire differentievergeli jking

in x(k):
X (kav) = % (K> = AL 20D + (1K)
E/o)=—ﬂ (L"g)
x € Ep "—"EJEC,EP §C is compact
k=o71-,N-7

A(k) is een nxn matrix. {é(g):géﬁﬁ}is begrensd.

Zoals reeds bekend, ig de toegestane strategie U
gedefiniéerd als een rij van opeenvolgende beslissingen:
u(0), u(1),ees, u(N-1) voor alle u(k)ef, k = 0,1,...,N=1,
De verzameling van alle toegestane strategiéen zullen we F
noemen,

E(k,U) is de toestandsvariabele x op het tijdstip k,
corresponderend met de oplossing van (4.9) voor de strategie
U,

De verzameling van alle toestanden die behoren tot
ten minste één trajectorie X, die begint op 5(0) = a en die
correspondeert met de differentievergelijking (4.9) voor
een toegestane strategie UEF noemen we de bereikbare ver-
zameling of de verzameling van bereikbare toestanden. Deze
verzameling speelt een belangrijke rol in de theorie van de
"optimal control™,

De bereikbare verzameling op het tijdstip k, w{k),

kunnen we dus schrijven als:

W (k) = {x(k,U):Uer} (4.10)

Aan de hand van een eenvoudig voorbeeld zullen we
dit nader toelichten,

Stel dat de differentievergelijkingen voor een twee-

dimensionale toestands- en beslissingsruimte zijn:

x1(k+1) - x1(k) = u,(k)
x2(k+1) - xz(k) = uz(k)
x,(0) = 0,x,(0) = 0 R = {E:OSu.,SI, 0<u, <1}
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We zien meteen dat: w(o) = 0.
Uit: x1(1) = x1(0) +'u1(0) = u1(0)
x2(1) = x2(0) + u2(0) = u2(0)
vinden we dat:
W(1) = {x(1):0€x,<1, 0<x, <1}
Evenzo leiden we af voor k = 2

w(2) = {x(2):0€x <2, oéxzéz}

In fig. 4.3 zijn voor dit voorbeeld W(0), W(1) en
W(2) getekend. Voor N = 2 geldt dus dat W(O)UW(1MJW(2) de
bereikbare verzameling is. _

Gevraagd wordt, uitgaande van (4.9) door keuze van U

te minimaliseren:

<—§/7_4(N» (4.11)

ofwel te maximaliseren:

(_Q }?ﬁ-(N)> (4.12)

waarbi j _c_EEn, c #Q

Als we aannemen dat ¢ = (0,0,...0.1)T dan volgt uit (4.11)
en (4.12) dat xn(N) maximaal ofwel -xn(N) minimaal ge-
maakt moet worden, hetgeen overeenkomt met de in de vorige
paragraaf behandelde probleemstelling.

We merken nog op dat, aangezien er geen voorwaarden
voor de eindtoestand zijn gesteld, we hier met een vrij
eindpunt probleem te maken hebben,

Laten we aan de hand van fig. 4.4 eens nagaan wat
optimaliteit betekent,

Alle punten E(N)‘tengevolge van een toegestane stra-

tegie U liggen in de bereikbare verzameling V(N):

W(N) = {E(N,U):UE.F}

De optimale strategie v® stuurt X zodanig dat

<§ Izd/v,u')>
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maximaal is, ofwel =zodanig dat:

(glv_c(N,u')>>-<£l&[Mu> T k1)

voor alle 2 (Mu) & W(N)
g(N,U!) Zigt dus zo ver mogelijk in de richting Qan £, en
aangezien {g(g_):_t_x_&-ﬁ’;} begreusd, en de verzameling Se compact
is, is dus de verzameling W(N) gesloten, zodat E(N,Ux) op
de rand SW(N) van de bereikbare verzameling W(N) ligt. We
nemen aan dat er een hypervlak bestaat dat in het punt
x(N,U*) raakt aan §W(N) en we noemen de naar buiten gerichte
normaal op dit hypervlak in dit punt: E(N,UK). We zien dan
dat R(N,Ux) en ¢ dezelfde richting hebben.
Uit (4.13) volgt dat:

(Q | x (ne0) —3[A/,a*)> €0
en dus geldt ook dav:

(Z’(Mh*)lzwa)—zcma“))éo (4.14)

ofwel de hoek tussen de vectoren p(N,U™) en x(N,U)-x(N,U")
is stomp. We gaan nu door volledige inductie bewijzen dat,
voor een bepaalde keuze van p(k,U") de relatie (4.14) ook
geldt op het tijdstip k:

(I’(k,u’)lz(ku)—z(ku*)> £o (4.15)

voor alle Z[k,u)éh/[k)

Hiertoe nemen we aan dat relatie (4.15) geldt op het tijd-
stip k + 1. In fig. 4.5 is de situatie voor de overgang van
k naar k + 1 getekend., We veronderstellen dat x(k + 1,U*)
een randpunt is van de bereikbare verzameling W(k +1). Dat’
ook x(k,U™) op de rand ligt van W(k) zullen we later zien.
De beslissingsvariabele die g(k,Uﬂ) stuurt naar £(k+1,Ul)
is u™(k). Een willekeurig punt x(k,U)EW(k) wordt eveneens
met u®(k) gestuurd naar x(k+1,U)ew(k+1).

Uit de differentievergelijking (4.9) volgt nu dat:

2 (kg UY) - % (k) = Al (kU?) + ¢ (uk)

20qu) - 2(ki) = ALE (k) + g (1lk)
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ofwel:
x (k+7, U?) = {n[k)+1}z(ku*)+g(b'm7' (4.16)
2llsg ) = {400+T}x (k) + g (w’lh) (4.17)

met I: de identiteitsmatrix.
Zoals reeds gezegd veronderstellen we dat (h.15) geldt op
het tijdstip k+1:

(_Plk“-.ﬂv}?_dkn,u)— -75(“",“'» £0

voor allev_c(k-ﬂ,u)E,W(k*’) (4.18)

Met behulp van (4.16) en (4.17) kunnen we dit ook als

volgt schrijven:

(_p(kn,u”)’{A{k)-&l’}{&(‘t’,u)"z‘(k;u*)}> £o

ofwel:
(fﬂzkhz}}(knu*)}z/k,ll)-z[k,ﬂ*)} £o (4. 19)

Als we nu stellen dat:

Pligu*) = {Ah)+T} b lhrs, u?) (4.20)

dan wordt relatie (4,19):

(_P/k.a*)la (k) - (/f,u*)) £o

4,21
voor alle = (k,U) € wik) ( )

We hebben nu dus bewezen dat, uitgaande van (h.18), ook
(4.21) geldt. Aangezien (4.18) juist is voor k+1 = N geldt
relatie (4.21) dus voor k = O,1,.40.,N, mits voldaan is
aan een bepaalde afhankeli jkheid tussen B(k,u3) en 2(k+1,us)
volgens (h.20), die ook als volgt als differentievergeli jking

kan worden geschreven:

f/",u")*_}’/’ﬂt U*) = /QT/k)f(kH,ﬂ*‘) (4.22)
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Er is bij de afleiding van (4.21) en de geldigheid
daarvan voor k=0,1,...N geen gebruik gemaakt van het feit
dat p(k,U™) op de rand ligt van W(k). Dat dit wel het geval
is ﬂIijkt uit een nadere beschouwing vun relatie (4.21),
Wil deze relatie kloppen voor vaste E(k,Ux)EW(k) en vaste
E(k,U“) maar voor alle x(k,U)EW(k) dan is de enige mogeli jke
configuratie die van figuur 4.5. Indien we dus weer ver-
onderstellen dat er een hyperviak bestaat dat in hst punt
g(k,Ux) raakt aan § W(k) dan is B(k,Ui) weer de naar buiten
gerichte normaal op dat vlak in het punt E(k,U“).

We zullen nu bewijzen dat de Hamiltoniaan langs de
optimale tra‘'ectorie op elk tijdstip k als functie van de
beslissingsvariabele u(k) maximaal is.

De Hamiltoniaan is gedefiniéerd als:
(k) = (_F(kn.u)lllk+7,u)*3[ku)> (4.23)

Beschouw weer de overgang van W(k) naar W(k+1), zoals
in figuur 4.6 is getekend. De punten x(k,U™) en x(k+1,U%)
liggen weer op de optimale tracjectorie, met als stuur-
variabele u" (k). Het punt x(k+1,U)EW(k+1) is verkregen uit
g(k,Un) door te sturen met g(k). Tot en met het tijdstip
k-1 is de strategie U gelijk aan de strategie Ux.

Voor deze situatie kunnen we de volgende differentie-

vergelijkingen opschrijven:

x ki u?) -2 (ku®)=AOR(kU*)+ glu*k)  (b.24)
xler,lt) — 2 ()= A2 (kU?)+g(cl0)  (4.25)

Stel dat de Hamiltoniaan op het tijdstip k niet maximaal

wordt voor de optimale strategie, d.w.z., stel dat:

<f(k+r,a*)ch (hvybe?) - 2 (k u*)) < (F(kngu’))z (esrtt) -2 (K, u*)>

ofwel dat:

(_P(/(n,ll*)}?s[/eu, w)> £ é:{ku,u*)lz/m M»
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en dus:
(}_’/kr/, UD |2 (o ) -2 (ke W) Y 5 0 (4.26)

Dit is echter in strijd met wat we hiervcor bewezen hebben,
n.l. dat de hoek tussen p(k+1,U™) en x(k+1,U) - x(x+1,U%)
stomp (in het uiterste geval recht) is, zie relatie (4.21)
die geldig is voor k = 0,1...N., Ius is de Hamiltoniaan wel
maximaal,

We hebben nog niet gesproken over eventuele rand-
voorwaarden voor de differentievergelijking voor B(k,U‘)
volgens relatie (4.22).

Uit figuur 4.4 zien we dat op het eindtijdstip N geldt
dat p(N,U%*) =dc o> 0,

Dét de vectoren R(k,Uﬂ) niet nul mogen worden zal uit
het voorgaande duidelijk zijn.

Wat we hier bewezen hebben kan nu dus als volgt
samengevat worden.

Uitgaande van de lineaire differentievergelijking in

x(k):
% (k+) =2 (kD = Al) 2 (k) + & (6 (k) = (R (k), u (k)
z (o)= 2 k:a,-/‘u-n,—N-I
X €EE, w €RcE,
42 is compact A(k) is een nxn matrix

willen we maximaliseren:

(S/ZL_ZND

Als de trajectorie 5“(0), ﬁx(I),....,gﬁ(N) tengevolge van
de strategie 2?(0), 2*(1),.....,5*(Nn1) optimaal is, d.w.z.
<:él£(N) maximaliseert, dan bestaan er vectoren 2*(0),

p(1)yees. p(N) zodanig dat
1. P*(k)—[?'y/k-rf): HT/k)l)"[k-f-r)

k:o}a cuee NMN=7
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2. de Hamiltoniaan maximaal woxrdt:

(f*‘/la D[ £(2¥), g*£k3> > (z*[kﬁ) | £ [z"[k>,'¢)>

voor allek=67 - #-7 en voor alle & €4
3. de transversaliteitscondities zijn:
EWW)=d§ >0 _

We kunnen de bereikbare verzamelingen W(k) en W(k+1)
zien als zich uitbreidende golven op opeenvolgende tijdstip-
pen. De golffronten zijn dan dW(k) en S§W(k+1) en de vectoren
p(k. ) en p(k+1) =zijn normalen op het golffront, die de
bewegingsrichting aangeven. De vector x(k+1) - x(k) is een
soort snelheidsvector voor het discrete systeem; in het
continue geval had hier X gestaan. Intultief kunnen we aan-
voelen dat langs een optimale trajectorie de projectie van
de snelheidsvector x(k+1) - x(k) op de normaal op het golf=-
front, 2(k+1) maximaal mo<t zijn. Zoals uit het voorgaande
blijkt is dit precies de eis dat de Hamiltoniaar voor een
optimale trajectorie maximaal is.

Bij het bewijs van dit maximum principe zijn we ervan
uitgegaan dat er raakvlakken bestaan aan de bereikbare ver-
zameling W(k).Halkin‘B) leidt hetzelfde maximum principe
af voor het geval dat deze raakvlakken niet bestaan. In
plaats hiervan gaat hij uit van z.,g. dragende hypervlakken
(supporting hyperplanes). Een hyperviak L verdeelt de ruimte
waarin het zijich bevindt in drie delen: het hypervlak L zelf
en twee open halve ruimten die door het hypervliak gescheiden
worden: L* en L™ (zie figuur 4.7). We zeggen nu dat L een
dragend hypervlak is van de gesloten vevrzemeling A als A
bevat is in L'UL of in L'UL. Uiteraard is een raakvlak een
bijzonder geval van een dragend hypervlak, Als we de bereik-
bare verzameling W(N) weer bekijken voor het geval dat in
het optimale punt x(N,U*) geen raakvlak, maar wel een dragend
hypervliak bestaat dan geldt relatie 4,14 voor elk dragend
hypervliak van W(N) door het punt E(N,Ux)a

@(Mw)j?__[,vlu)-zlfw*)) Lo (4.31)

voor alle 2z (A#4) EWIN)
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Figuur 4.8 brengt deze situatie .in beeld.

Bij de afleiding van het discrete maximum principe
voor 1ineaife differentievérgelijkingen in x hebben we geen
convexiteitseisen behoeven te stellen., Dit is het gevolg
van het vrije eindpunt, wearvan we zijn uitgegaan., Halkin
beki jkt in13), ook voor lineaire differentievergelijkingen in
X, het probleem met een gebonden eindpunt. Het is eenvoudig
in te zien dat in dat geval de convexiteit van de bereik-
bare verzamelingen wel belangrijk wordt.

Laten we eens een vast eindpunt probleem bekljken
met ¢ = (0,0,0¢000440,1), waarbij dus X de te maximaliseren
toestandsvariabele is. Het eindpunt x(N,U®) moet dan zover
mogelijk in de positieve richting van X, komen te liggen op
een lijn E evenwijdig aan de xn-as. Immers, vanwege het vaste
eindpunt, zijn x1(N), xz(N)1.....xn_1(N) van te voren ge-
specificeerd., In figuur 4,9 is een situatie getekend voor
n=3, waarbij de bereikbare verzameling W(N) niet convex is.
Terwille van de duideli jkheid van de tekening is er een
vlak V aangebracht, waarin E en R(N,Ux) liggen, De doorsnede
van W(N) met het vlak V laat zien dat W(N) niet convex is.
Het blijkt nu dat de hoek tussen E(N,Ux) en x(N,U) - x(v,U%)
voor alle x(N,U) €W(N) scherp kan zijn, m.a.w., het is
mogelijk dat:

CIUE ) -2 (W) >0 (k.32)

voor bepaalde z (N U)E w(n)

Het is duidelijk dat nu het discrete maximum principe niet
meer afgeleid kan worden, Immers relatie (4.32) is strijdig
met relatie (4.14). Halkin toont in13) aan dat, indien er
ge&ist wordt dat de verzgmeling-{g(g)ggéd%}(zie relatie
(4.27)) convex is, ook ae bereikbare verzamelingen W(k),
k = 0,1,0000¢,N convex zijn.

Echter, met behulp van de geometrie kunnen we inzien
dat convexiteit wel een voldoende, maar nog geen nodige

voorwaarde is voor de afleiding van het maximum principe.
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Als in figuur 4.9 het'niet convexe gedeelte" in een andere

richting dan de x.,-as zou liggen ontstaan er geen moeili jk-

heden. Zo wordt ais vanzelf het begrip "richtirgsconvex"
als noodzakelijke voorwaarde voor de afleiding van het
maximum principe geintroduceerd. Figuur 4,10 brengt een en
ander in beeld.

We leggen er nogmaals de nadruk op dat bij lineaire

.systemen alleen bij het vaste eindpunt de con-
vexiteit belangrijk wordt.

Evenals bij de Beschouwing van een continu systeem
kan ook hier de vraag gesteld worden naar het bestaan van
een optimale strategie. Voor het besproken lineaire gevel is
dit vrij eenvoudig te onderzoeken. Omdat dfcompact is en

{g(g):g Eﬂ}begrensd, is de verzameling W(N)/1 E compact. Als
we veronderstellen dat er één strategie UEF bestaat zodanig
dat x(N,U) €E, dan is er dus ook een strategie u¥cF zodat
x(N,U*) het punt van W(N)AE is dat het vorst in de te
maximeliseren richting ligt. Dus bestaat er dan een optimale
strategie,

Het doel van deze paragraail was of aan de hand wvan
een onderzoek naar het maximum principe bij lineaire discrete
esystemen iets afgeleid zou kunnen worden over de toepasbaar-
heid van het maximum principe bij een discrete beslissings-~
variabele volgens het model van paragraaf 2.2. Als voor het
lineaire geval een discrete beslissingsvariabele ontoelaat-
baar zou zijn, dan zeker vocr het niet-lineaire systeem van
paragraaf 2.2,

Een beslissingsvariabele die slechts discrete waarden
kan aannemen veroorzaakt een verzameling van tereikbare toe-
standen op een tijdstip k met ook slechts discrete punten
(zie figuur 4.11). VWe defini&ren Z(N) als kleinste continue
verzameling waarveoor geldt dat W(N)CZ(N). Analoog definiéren
we de verzamelingen Z(k), k = 0,1,...,N. Met behulp van
dragende hypervlakken vinden we dat op het %tijdstip N wvoor
de optimale tracjectorie geldt:

Q’(Ma')lz (Mud-2 Mk ..)) <o
voor alle X czw

dus ook voor alle 2 (AM«) EWlk)
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indien we tenminste met een vrij eindpunt te maken hebben,
Er is dus geen essentiéel verschil tussen het lineaire
systeem met een continue variérende en met een discrete
beslissingsvariabele, Om de toelaatbaarheid van de discrete
beslissingsvariabele te onderzoeken zullen we dus toch het
bewijs van het maximum principe voor een niet-lineair systeem
moeten nagaan, Dit zal in paragraaf 4.5 gebeuren.

Hoewel het doel van deze paragraaf dus niet bereikt
is, geeft deze geometrische behandeling van het maximum
principe toch een goed inzicht in wat het maximum prin-

cipe nu eigenlijk is.
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L.4, Algebraisch b'ewij_s van het discrete maximum principe

W an G an o - e e a» an - e E S P R GBI Gn 200 4 B G W a4 G S S o b ) an o - e Ny e .-

We gaan uit van dezelfde lineaire differentie-
vergelijking in x(k) als in paragraaf 4.3.:

x (ks4)- 2 (k) = Alk) 2 (k)f-g'(‘_t[k))
7_4[0):3 -
k=07 .... v-7 xE€E, “ € R CEr

(4.33)

Deze vergelijking kan ook als volgt geschieven worden:

;(k+:):—3[k)3[k)+_l_/[/<) (4.34)
met Bz Alk)+ I
y (k)= glale)) vev

Voorlopig veronderstellen we dat de nxn matrices B(k),
k=0, 1,...N=1 regulier, en dus inverteerbaar zi jn.

Gevraagd wordt v(k) zo te kiezen dat

<_C)Z‘-(N)> maximaal is (4.35)
mer cE€E, L #o
Definieer de matrices P(k) als volgt:
Pl)=IL
Pl = Bk)P (k) k= e1,2:N-7

zodat wvoor k>o geldt:

P(k) = B(k-B(k-2) - Blo)
We zoeken nu een oplossing van de differentievergelijking
(4.34) van de vorm:

x (k)= Pk yli)
x (o) = ylo) - (4.36)

Als we dit invullen in (4.34) dan krijgen we

Plhss).4lk)= Blk)P( lc)g(/()+y{k)= P[/«+1)_5/Ir)+ vk  (4.37)

ofwel

Ylhsr)=ylk)= P Ckea) v (k) (4.38)
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P(k) is inverteerbaar omdat B(k) inverteerbaar is.
Uit (4.38) volgt dat

N~z
LIOE gfa)+§° {g(k+4)'_‘;l[k)}

nr (4.39)
= yl)+ 7 P (lesdu (k)
K=o
en dit ingevuld in (4.36) levert:
N-71
x (V)= P(Wylo) + ; PP Ve v (1) (4.%0)

zodat

(‘C‘ 13[’”»‘: (EIP/N{Q&)) + é’(s/P//v)E‘nw)y[k)> (4.%1)

Omdat (g/]’(;ﬁﬂ,)} niet van v(k) afhangt wordt(_glz-(/v»

maximaal als alle termen van de som maximaal zijn, dus

C@_ /P{N)Pqﬂ(*')}_’[k)> moet maximaal zijn voor k=0,1...,N=1

Met andere woorden:

(<lp0oP oDy ) > e [POIPlhdw )

voor alle W &
ofwel

([P”/m J]E’T[ N)c } \_//k> é([PdfkwﬂTPTf N)C l .by> (4.42)

Dit is precies de maximalisatie van de Hamiltoniaan.

Als ve n.l1l, stellen:

p(ked)= (Tq(krf)) -PT/N) ¢ (4.43)
dan vinden we:

pM)= ['P"KN)]TPT/N)Q
_ [P'M] Fiw)e

= C

=
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terwijl we de volgende differentievergeli jking kunnen
afleiden uit (4.43): T
-7
pllss) = [{BUOPKO} ] Pa) ¢

=[P7le) B (1) Pw) ¢
[B )] P] Pin) e
=[B7)) p )
pli)= Blk) plicss) (b4, 4k)

zodat

Als we weer terug gaan naar de oorspronkelijke differen-
tievergelijking (4.33) dan kunnen we (4.44) schrijven als:
P (k) 3{/‘)/1() + I}TP(‘(«I-"t)

ofwvel

_P[k)'_}){k’”)z /‘)T/k)-}:[/ru) (4.45)
k=o,g. W=7

hetgeen we ook via het geometrische bewijs in de vorige
paragraaf hebben gevonden (zie(4.28)).

(4.42) kan dus nu geschreven worden als:

(P/kn)/y[k) ;é/k+4)1y> voor alle V_VEV(“-‘“S)

Dit is dezelfde uitdrukking als (4.29) omdat de Hamiltoniaan
voor de optimale trajectorie maximaal is als functie wvan
u respectievelijk v en A(k)x(k) is daar onafhankeli jk

van,

Bij het voorgaande bewijs hebben we aangenomen dat de
matrices B(k)= A(k)+I, k=0,1...N-=1 regulier zijn, iets
wat bij het geometrische bewijs niet is geBist. Het
bewl js kan echter ook geleverd worden zonder regula-
riteit te eisen. We zullen hierbij gebruik maken wvan
de matrix P(N,k), die als volgt is gedefinieerd:

P(W k)= Bn-7) B(N-2) - Blk+) (4.57)
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Relatie (4.37) schrijven unu nogmaals in een andere vorm
ops

Plksn)[ gles) -9 06)]) = v (i)

en dus
P{N)P//r+r)[j/lrav)-![k)J= Pw)yv (k)
We kunnen dit als volgt uitwerken:

P(M)Bk)Blk-7)..... B(1) Blo)[4 (ks4) - 3(eT] = B(k-1)B (A-2) - B () Blc-s)-- Bladvlh)

ofwel

PIM[ ylis) - 9lk)]= Blw-1)Bw-2) - Blhkvr)y k) (1.148)
= PIME)v (k)

Uit (4.38) en (4.40) volgt dat
V-7
=(n)=PW)yl) +kZ P ylier)-y 1]
zodat, met gebruikmaking van (4.48):

N-7
Z(N)= P//v)_yéj + kZ Pink)vi)

Het maximaliseren van de Hamiltoniaan wordt nu (zie{4.22))

(PT/M ke J\_//‘(» > <?T/M“'c' | y) (h.49)

voor alle W&V
We stellen weer: -
P[k+1)= ?/Mk)g
De differentie-vergelijking voor p(k) is nu als volgt
te berekenen:

Blk) plkes) = B(k) Pkl ¢
B (k) [Biw-7)Bln-2) .. B//r-n)JTQ
= BT//() 37[/«1) BRI BT/A/-r)g

f

[Bv-nBlrz) .. BU]) ¢
= ?T/M k")s
= F/k)
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Dus p(k)= B'(k)p(ks7) , dit is dezelfde differentie-
vergéiijking ais~(h.hh).

Zo is het dus mogelijk zonder matrices te inverteren
het discrete maximum principe voor lineairev systemen
af te leiden.

4.5, Bewijs_van een locaal discreet maximum pringiee voor

niet-lineaire systemen

In paragraaf 4,3, zijn we tot de conclusie gekomen
dat lineaire systemen ons geen informatie verschaffen
over de mogeli jkheid van het gebruik van een discrete
beslissingsvariabele bij niet-lineaire systemen. We zullen
daarom nu het niet-lineaire systeem gaan onderzoeken.

Dit wordt gedaan aan de hand van een artikel wvan

Jordan en Pclak 12) over het locale discrete maximum
principe. Hun bewijs is gemakkelijker en geeft meer
inzicht in deze materie dan de topologische behandeling
+ran Halkin in 1l‘).

Bij Jordan en Polak kunnen verschillende voora-
waarden aan het eindpunt worden opgelegd, zoals reeds in
paragraaf 4.1 is opgemerkt. Uiteraard zijn wij alleen
maar geinteresseerd in het vrije eindpunt probleem.

We beschouwen de niet-lineaire differentiever-
gelijking:

E(/(f-l)— x (k)= f/g[l'),!:/é)) (4.50)
Z/a)-’-‘ﬁ
jf: alz...,/l/"’ BéEh ‘_‘éRCE;—

& is een compacte verzameling en heeft verder de eigen-
schap dat voor elke u€ut er tenminste één Sie EE,, u # o
bestaat zodat (y +¢ fu )€ L voor alle £ met O0<§ <6, (g,6u)
waarbij £, [5, fu) >0 een constante is,

De compoment-functies fi( ), k) ), Lz72-,»n
zijn continu en hebben continue partile afgeleiden van

de eerste orde naar x en u.
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De te minimaliseren (of marimaliseren) toestands-
variabele is x_, dus ¢=(0,0...0,-1) voor het geval dat
X geminimaliseerd moet worden.

Weer wordt gevraagd naar die strategie U=u(o),...
u(N-1) met de bijbehorende trajectorie X=x(o), x(1),...
x(N) zodanig dat x_(N) minimaal is.

De procedure die nu gevolgd zal worden is analoog
aan die van paragraaf 3.2 voor het continue geval. De
optimale trajectorie wordt verstoord door variaties
aan te brengen in de optimale strategie.

De noodzakeli jke voorwaarde voor een optimum wordt nu
vexkregen door de eis dat elke toegestane variatie wvan
de strategie die aan de randvoorwaarden van (4.50) vol-
doet en een kleine (met de nadruk op kleine) verstoring
veroorzaakt van de optimale trajectorie geen hogere kos-
ten met zich mee mag brengen.

U® is de optimale strategie, x® de optimale tra-
jectorie. De toegestane gevarieerde optimale strategie

is:

u-‘-_lg.*/a)-*fb'_t_(/eh wesduts) ... , L2+ E8utv-1) (4.51)

€ >0 is klein, onafhankelijk van k.
De bijbehorende verstoordée optimale trajectorie is:

X=2%) 2%) +62H) ... L atw)+ Exw) (4.52)

omdat vanwege de randvoorwaarden {§Z&l)=o.

We zullen nu eerst 525m)trachten uit te drukken in
dulk) k=03 N-7

Op het tijdstip k geldt:
W lk)= k) + € 6u (1) (4.53)

x (k)= 2¥k)+ E2(k) (4.54)
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De differentievergelijking van de gestoorde trajectorie

is:

x (ki) -2k = T (x(k)ulk) (4.55)

Met behulp van (4.53) en (4.54) kan deze uitdrukking
ook als volgt geschreven worden:

zlkn) =2 )= £ (2%0) + §2lk), (k) + € Su (i) (4.56)

De differentievergelijking van de optimale trajectorie is:
¥ her) = 27%k) = £ (2%0%), w /b)) (k. 57)
Aftrekken van (4.55) en (4.57) levert, met gebruikmaking
van (4,53) op:
5% (kie)= 82 (k) +F/2k) + Sxh), wlic)+ £ 8w (k) +

- F (2%, k)
Deze uitdrukkingzullen we in het volgende verder uit-

(4.58)

werken., We passen de Taylorreeksontwikkeling toe op de
laatste twee termen van (4.58):

F(2%K)+Ex (0, k) +5 Sulk) =

f ) ¥
f(Z"/k),h"/“)" [3[/,) 2)__/2_:_4_"‘[1(2) +£'Jg.[k) M)j +0/¢)
= oz z=x) Ou [ =uvi)
(4.59)
waarbij O0&)= (0,/c) g /c), ..., 0,(¢))7T  de afbreekfout is,
met /’./h 0‘-[2)_ I
[")0 T = voor i=1g2'0001n
Ter vereenvoudiging noemen we -
2 Ff (2 w¥k)) = F(k) :
= L= = 4.60
o2 J:_t:z"{k) ( ¢ )
en
DF(x%le) v )
— = C(k) (4.61)
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Relatie (4,58) kan nu als volgt geschreven worden:

Sxlless) = b2 (k) + F(k) Sxlk)+ ECLk)Sulk)+ Olc)
_ (4.62)
=[T+Flk)]520k) + 5 €Ck) Su k) + D7)
Door herhaald toepassen van deze differentievergelijking
krijgen we de volgende uitdrukking voor §z/k+7):

5 (hse)= [T+FCI[T +Flhn)] -+ - [1+F)]62t0)¢
+ £ [I+F[k_)][1’..4 P[/(—r)_] e [I+F/7)) @ﬁ}é‘g/c)*"
&[T+ FOT+Flh-0)] - [T+ FRI] €01) Suty) ¥

4......._'_..........-,-.-J-

+E[T+FCk)) Glh-1)8ulle-1) + £ C(k)Su (k) + O(c)
(4.63)
¥We noemen nu:

[1+F))[I+FCh-a)) - [T+Fea)]EG)= #L)
(4.64)

Glk)= #(x)

omdat &2/)=0 kunnen we (4.63) nu als volgt schrijven:
2 (lere)=EHI)Etlo) + S H7)Sely)d -+ EHle-1) 8 lle-1) +
+ £ Hlk)Su (k) O )
dus
< (4.65)
Sx(hin= €7 H(j)Euly)+ 00c) 163
JTe
Voor het eindstip N geldt dus:

N-7
2 (v) = sz Hik) Sudk) + 2 k) (4.66)

Als we o(£) verwaarlozen, dan stelt dit een conus voor met

vertex of top x (N). We noemen een bepaalde verzameling

K een conus met vertex P als voor elk punt x € K alle

punten op het bewijsstuk dat P en x verbindt, ook tot

K behoren.

De conus heeft x”(N) als top (vertex) omdat voor

Sulkl=o , ksog- N-71 geldt dat S2/M)=2 , zodat
T/vl= 27w) . Voor dSulk)#o xan x(N) niet verder

in de richting van de negatieve X, -as liggen dan het
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punt f’(N) omdat we verondersteld hebben dat 5*(N) het
eindpunt van de optimale trajectorie is, Dat (4.66)
werkeli jk een conus definieert kunnen we zien door de
punten op het lijnstuk tussen 5* (N) en een punt

2= €06 fu)] HOO Sulk)

K=o
te bekijken., Voor de betekenis van ¢, /1_4,[4_.) verwi jzen we

naar de voorwaarde die aan de besturingsruimte ¢ zijn

opgelegd in het begin van deze paragraaf. Dus de punten
N7
§2%w) = o(f',/_t_e,{u)z Hk) Su (k) oA 7
T k’v

moeten binnen de door (4.66) gedefiniterde ruimte liggen.
Aangezien we hebben aangenomen dat &« +£8& & UL voor
0££<58,(«,8u) is dat het geval.

We denken nu het kleine getal £ te zijn opgenomen

in Sulk) en we noemen
-7

y(n) = k_Z H(k) e lk) (5.67)

De verzameling

N-y
Ky {w/v) yiw) = Z_H//rl&.(kl ‘—‘fkhfe&)e‘m}

k= o e N=7

(4.68)

is dan de "bereikbare conus", Pontryagin definieert voor
het continue systeem een soortgelil jke conus (zie 5)
hoofdstuk 2 paragraaf 14 ).

In figuur 4.12 is de bereikbare conus voor het
drie~dimensionale geval getekend. We ziem direct in dat
een noodzakeli jke voorwaarde voor optimaliteit is dat voor

¢=(0,0....,~1) moet gelden dat

(c/g//v)> £o

voor alle ;Lj(/\/) 4 K/V (4.69)

We gaan nu dezelfde procedure gebruiken als bij het geo-
metrische bewijs voor het lineaire systeem: alleen op
het tijdstip j, O0<j<N-7 brengen we een variatie aan in
de optimale strategie, dus:

ulk)= «*k) voor k=c7 e, J J'+7--.A.A/~7

(4.70)
L_g-(jjz‘ g*{,‘)+£5:_«{,)
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Hieruit volgt dat

Sz(k)=0 voor k<
We voeren de vectorenm p(k), k=0,1...N weer in, gedefinieerd
door de volgende differentievergeli jking:

plk)- plkia) = F"[k)_;»[ku) (L.71)

Later zullen we de randvoorwaarde specificeren.
We zullen nu eens nader het product <P[k) l_ylk))
gaan onderzoeken voor l(:;J41
Uit (4.62):
S (kna)=[TI+Flk)]Ex (h)+ £ CLh) § ) + O/5)
volgt dat we in het licht van de overgang van E?_t[k) naarj[k)

kunnen schri jven

ylher)= [T+ Fk)]glk) + 6lk) Sulk) (4.72)

Aangezien c(b (k)=o voor 1\’:J’+7, J12 s N7 geldt dus

g(kn): [I-}F[k))—g[k) (4.73)

voor k= j+7
Met gebruikmaking van de relaties (4.71) en (4.73) zien

we nu dat:

<_P//f+1)}_‘_j[ku)> = (_P (k+4),j(k)# F/k)_g(k)>
<}:> (A’-A-r)’_‘_j(k)) + GT//()_P//G-J s‘_j[l{)>

</a[/(44) l g(k)> +(_p[k)-f(k+,) I:‘Z [Ic)>

=<P m}ga{) VOOr L= juy st wr(hoTH)

{1

Dus geldt ook:

<}9/N)!2[N}> =<f (/'41)

Als we nu als randvoorwaarde voor de differentievergeli jking
(4.71) kiezen:

.Lj[j-ﬂ‘f)> (4-75)

pPM=c (4.76)
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en de vectoren p(k) met (4.76) als randvoorwaarde aangeven
met 2*(1() dan kan de optimaliteitsvoorwaarde (4.69)
geschreven worden als:

(p"’/N)Ig/N)) £o

ofwel, met behulp van (4.75):
(/D¥(/'41)J y(J-H)> Lo (4.77)

Als we nu (4.72) opschrijven voor k:j, daarbij bedenkend
dat 53(})=‘0 dan vinden we:

_94’41)= 54})559) - (4.78)

ofwel, met gebruikmaking van (4.61):
2 (x%), w)
o }g:svj)'

_9{,41): 55(/)

zodat tenslotte de noodzakeli jke voorwaarde veoor een
optimum (4.77) wordt:

x/. ’t(’é'y[')u)
(ies)] 27(% G g /->4
<P I 2% )a_c.-yg-)' £G)p <o (4.79)

Als we de Hamiltoniaan definiéren als:
W)= Cprenl| £ (2,0 (b.80)

dan houdt (4.79) in dat de Hamiltoniaan H(j) lokaal
maximaal of stationair is als functie van 'u."(j). Omdat

de keuze van j willekeurig is, volgt hieruit dat, als
v W) L_("/ﬂl ceeen WY W-1) een optimale strategie
is, dan is de Hamiltoniaan H(k), © € KSWA-7 jokaal maximaal
of stationair met betrekking tot u(j). Hierbij is p” (k)
gedefinieerd volgens:
¥ -~ T
P /k)—_p (ksa) = F /k)_p*/k”) (4.81)
Pw) = ¢
We hebben ons nu bezig gehouden met het vrije

eindpunt. Enkele opmerkingen over de oplossing van het
probleem voor het gebonden eindpunt zijn zinvol omdat
dezelfde aanpak ook bij het bewijs wvan het continue

maximum principe terugkomt,
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Beschouw het geval dat x(N) moet liggen op een

(n-m) dimensionaal oppervlak S, beschreven door:

S= {2 g (25 eymry we 1 4T o]

De cylinder SY defini&ren we als volgt:

s'={z: (%, 2,..2,,)€S }
dus de cylindermantel van S? is evenwijdig met de xn—as,
zodat x(N) op deze cylindermantel moet liggen. We veronder-
stellen dat er een (n-m+ﬂdimensionaa1 hypervlak T' be~
staat dat de cylinder S' raakt in het punt x"(N). Het
(n-m) ' dimensionale vlak dat S raakt in het punt
(z"’//y]’ a,'%y}l 2,:: /4«4 o) noemen we T. Tenslotte constru=-
eren we nog een hypervlak C dat door x (N) gaat en lood=-
recht staat op de x -as. In figuur 4.13 is
dit alles getekend voor n=3.
Het hypervlak C deelt T' in twee halfvlakken:

T =fx:267 2,2 2w

T = {g 277, =, 57,,*[4/)]

met gemeenschappeli jke grens:
7o

T = ¢ n7’
Evenzo deelt C de cylinder S? in twee "halve" cylinders:

s"={2:2€5" 2, >2,")]

s {22 £s’, x, < 2.2 /w)}
met gemeenschappelijke grens:

s?*= CNsT

De afleiding van een noodzakeli jke voorwaarde voor

een optimum wordt nu bereikt via een door Pontryagin
bewezen stelling (Lemma 10, hoofdstuk 2 in 5)). Hierbi j
wordt gebruik gemaakt van z.g. scheidende hypervlakken.

Laat K1 en K, twee conussen zijn met gemeenschappelijke

2
top. We zeggen nu dat een hypervlak C de conussen K1

en K2 scheidt als K1

halve ruimten die door C worden bepaald, terwijl K,

bevat is in één van de gesloten

is bevat in de andere halve ruimte. Met andere woorden:
C is een dragend hypervlak van zowel K1 als Kz, maar K1
en K2 liggen aan verschillende zijden van het hypervlak
(zie figuur 4.7).
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. We keren nu terug tot figuur h.)B.KN en T17 zijn
conussen met gemeenschappelijke top i(N). De door
Pontryagin bewezen stelling zegt nu dat,als KN en T~
niet door een hypervliak gescheiden kunnen worden dan be~
staat er een strategie U met een corresponderende trajec-
torie X zodanig dat x(N), het eindpunt van X, ligt in
S?” maar niet op de rand ST°, zodat x(N) lagere kosten
met zich meebrengt dan x*(N). Dus als U” een optimale
strategie is met corresponderende/xi dan moet er een hyper-
viak C bestaan dat K en T1™ scheidt. Als de vector ¢
loodrecht op het scheidend hypervlak staat, in de "richting"
van de conusvT7', dan kunnen we als elementaire voorwaarde
voor een optimum weer opschri jven:

(Q /g(~)> Lo voor alle 2[/&’) €Ky
Dit kunnen we weer verder uitwerken tot het lokaal
maximaliseren van de Hamiltoniaan. Uiteraard zijn
de transversaliteitscondities (ofwel de randvoorwaarde
p(N)) in dit geval anders dan bij het vrije eindpunt.

Voor het hier besproken probleem met het gebonden
eindpunt hebben we, evenals bij het lineaire systeem,
weer een convexiteits-eis. Als we de conus KN beki jken
dan is het duidelijk dat, als KN niet convex is in de

richting van de negatieve x,-~as, het scheidend hypervlak

niet kan bestaan. Figuur h.1: laat dit zien voor het
drie~dimensionale geval.

Dit heeft consequenties voor de Jg die toegestaan mogen
worden.

Beaschouwen we yV%J en g'ﬁM) veroorzaakt door du«%7)en 6 &y

voor k:t%z-u.:Ahf dan geldt volgens (4.67):
-1
y’In) = ,(Z Hlk) Eulh) € Ky

N-7
g'ﬂv)z . k) Suh) & ky
4’79
De bereikbare conusﬁ£§ convex als;:
Ay) + (- = I i) [ 56ty + - 82 (0) E Ky,
- ) e voor alle «: 0<£d<L 7
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Dit betekent dat Jﬁ[k) in een convexe verzameling moet
liggen. We ontmoeten dus ook hier weer de situatie dat
convexiteit pas ge¥dist wordt voor een vast eindpunt
probleem.

We merken op dat de bereikbare conus KN voor
het niet-lineaire systeem niet een analogon is van de
bereikbare verzameling W(N) voor het lineaire systeem.
WV(N) bestaai uit alle eindpunten van trajectorieén
ten gevolge van toegestane strategie, terwijl KN alleen
maar eindpunten van trajectorie&n bevat in de directe
omgeving van de veronderstelde optimale trajectorie.
We linea riseren deze omgeving door een Taylorreeksont-
wikkeling na de termen van de eerste orde af te breken.

Het doel van de in deze paragraaf gegeven be«
schouwing over het maximum principe voor niet-=lineaire
discrete systemen was om te onderzoeken ¢f er voorwaarden
bestaan waaraan de beslissingsvariabele u moet voldoen.
Bij het lineaire systeem vonden we dat het mogelijk is
dat u slechts de waarden O en 1 heeft, (zie paragraaf
2.2 voor het discrete model). Als we met een niet-lineair
systeem te maken hebben moet de trajectorie X gevarieerd
worden in de omgeving van.X* » Zodat de strategie U
gevarieerd moet worden om U¥* . Dit betekent dat er kleine
variaties u* +sdu |, o< féi}[cfg.,;_‘_,) mogelijk
moeten zijn, zoals ook in het begin van deze paragraaf
is gezegd. Voor een beslissingsvariabele die slechts
de waarden O en 1 kan aannemen is dit anmogeli jk. Ve
moeten dus concluderen dat voor het discrete model
het hier gegeven discrete maximum principe niet ge-~
bruikt mag worden,.

Toch behoeft het niet helemaal zinloos te zijn
om het maximum principe toe te passen bij het discrete
model., Als een discrete beslissingsvariabele voor een
lineair systeem wel mogeli jk maar voor het niet-lineaire
systeem onmogelijk is, dan kunnen we ons voorstellen
dat er een bepaald overgangsgebied bestaat, zodat een

"kleine" niet-lineariteit in de differentievergeli jkingen
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toch een discrete beslissingsvaridbele toelaat. Daarom
zullen in hoofdstuk 6 toch nog enkele modellen met
een discrete beslissingsvariabele worden onderzocht.

Als we de resultaten van deze paragraaf vergelijkingen
met dié van het hoofdstuk over het continue maximum
principe dan blijkt er een fundamenteel verschil te be-
staan. Bij het continue maximum principe wordt de
Hamiltonisaan voor het optimum globaal maximaal, terwijl
bij het discrete maximum principe slechts een lokaal
maximum wordt bereikt. Dat kan als volgt verklaard worden.
In het continue geval kan een kleine verstoring van de
trajectorie in de omgeving van het veronderstelde optimum
'veroorzaakt worden door een zeer grote variatie van de
strategie, mits de tijd gedurende welke deze variatie
plaats vindt zeer kort is. De gehele besturingsruimte
kan dus op elk moment onderzocht worden, zodat enerzijds
de Hamiltoniaan globaal maximaal wordt, terwijl anderzijds
ook stuksgewijs constante strategiténtoegestaan zijn.

In het discrete geval echter blijft een wvariatie van de
strategie gedurende een bepaalde periode voortduren,
zodat hier de strategie slechts weinig gevarieerd kan
worden ten einde de verstoring van de optimale
trajectorie gering te laten zZijn. Dus geldt voor het
discrete systeem in het algemeen een lokaal maximum
principe, terwijl een stuksgewijs constante strategie

niet 18 toegestaan.

k.,6. Een voorbeeld

In paragraaf 3.3 werd aan de hand van een voor-
beeld het continue maximum principe afgeleid. Hierbij
gingen we uit van een systeem met een vrij eindpunt,
waarvan de differentiaalvergelijking als volgt luidde:

X (t) = = %(E) +lt)

2 (o)=7 (4.82)

terwijl -
L[/ ate) vurlt) ot (4.83)
(]
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geminimaliseerd moest worden door een juiste keuze van
de strategie U. De optimale trajectorie werd numeriek
berekend wvoor het geval T=1,

In deze paragraaf zullen we een discretisering
van dit systeem beschouwen. Voor een eenvoudig geval
zal de bereikbare verzameling W(N) bepaald worden en
hieruit volgt dan de optimale oplossing. Tevens zal
voor dit zelfde geval met behulp van het discrete
maximum principe (het in parazraaf 4.2 beschreven prin-
cipe van Halkin voor het vrije eindpunt, waarbij de
kostenfunctie als een toestandsvariabele wordt opgevat)
de optima’e trajectorie worden bepaald. Tenslotte zal
nog een numerieke oplossing worden gegeven voor een
analoog geval als aan het slot van paragraaf 3.3 werd
behandeld, terwijl de resultaten zullen worden vergeleken.

Een differentievergelijking, gebaseerd op de
differentiaalvergelijking (4.82) is:

(kig) -2 (k) ~
x Zi‘ = —x(k)+ulk) (4.84)
ZA(o)= 7 k=07, - N-7

In plaats van de te minimaliseren integraal (4.83)
volgt nu de som:
4
/
S(N)= £ 2 [2%(k)+urli)] 44
We voeren een nieuwe toesstandsvariabele in, y(k), zodanig
dat y(N)=S(N). De differentievergelijking voor y(k)
moet dan als volgt zigjn:

k ’kq
Ylkes) -ylk) = 77 [2%)+u¥)at - IZ;[ng)w‘/j)]At

JZe J

= #lxk)+»uk)]at

met als beginvoorwaarde:
5/0):0
We hebben nu dus het volgende stelsel differentie-~

vergeli jkingen:
xlhpe) = k)= —at 2lk) + 44 ulle) (4.86)
ylhsr) - yle)= 7atxk)+ 241 u*lk) (4.87)
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met als beginvoorwaarden:

xlo)= 7 (4.88)
y/::):O (L‘°89)

Door keuze van u(k), k=0,1,...,N=1 moet y(N) ge~-
minimaliseerd worden.

We zullen eerst voor het geval dat Af=7 en N=2
de bereikbare verzamelingen W(0), W(1) en W(2) bepalen.
De differentievergelijkingen (4.86) en (4.87) kunnen

nu als volgt geschreven worden:

x(his) = a5 2lk) s05ulk) (4.90)

Ylkss)z ylk) vo25 xlk)+o 256 Vk) (L.91)
De verzamelingW(0) is:
W/D): {Z’ D %= 7, j=o} (I)
waarbij XxX-= Y
Voor x(1) vinden we, met behulp van (4.90) en (4.88):

2/7)= o -,ugfk/o) (1{-.92)
en voor y(1) vinden we met behulp van (4.91) en (4.89):
glr)= 625 4525 L %) (%.93)

Aangezien de besturingsruimte&? de gehele ruimte E, is
vinden we dus voor W(1):
W(7) = {2.’ —60 & XL o=, 73@25}
Om tenslotte W(2) te bepalen hebben we x(2) en
v(2) nodig:
x(2)= o5 2(7) +e54l7) (k.9%)
Yl2)= ylr) +0252Y7) 4025 4%5) (4.95)
We zullen nu y(2) schrijven als een functie van x(2) en
u(1).

Met behulp van (4.93) wordt (4.95):

y/g):eg,-,,,,/zfu%/-,‘qzi}’/v)aﬁez:rk’-/r) (1.96)
Uit (4.92) volgt:
ulo)=2z(7)~7 (%.97)
en uit (4.94) volgt:
X(v1)=2%(2)-tl1) (4.98)

zodat (4.97) als volgt geschreven kan worden:

Llo)= YXL2)-20(7)~7 (4.99)
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in 4,96 :
Door invullen van (4.98) en (4.99)/vinden we y(2) als

functie van x(2) en u(1):
9(2) = saYe)-x(2)L5ure) +2) 275U ly) 4 tels) w0, 5 (4.100)
Dit is een stelsel parabolen met u(1) als parameter.
Voor enkele waarden van u(1) zal y(2) als functie
van x(2) worden berekend (zie tabel 4.1 en figuur 4.15).
Figuur 4.15 suggereert dat de laagste kosten
(minimale y(2)) corresponderen met het punt x(2)=0,2,
v{2)=0,3. Dit minimum kan ook algebraisch gevonden
worden., '
Differentidren we (4.100) naar x(2) en stellen
we dit nul dan volgt:

Tabel 4.1
y(2) als functie van x(2) met u(1) als parametexr
minimum van y(2)
u(1) | £(x(2))
x(2) y(2)
-2 v(2)=5x7(2)+8x(2)+4,5 -0,8 1,3
-1 | y(2)=5x%(2)+3x(2)+1 -0,3 0,55
o | y(2)=5x%(2)-2x(2)+0,5 0,2 0,3
1 | y(2)=5x%(2)-7x(2)+3 0,7 0,55
2 | y(2)=5x2(2)-12x(2)+8,5 ' 1,2 1,3
_3_3522 = -/02/(2)-5ul7)-2 =0
D x/(2)
Zodat:
w(lr)= z22/2) -0 ¢ (5.101)

Als we dit invullen in (4.100) dan vinden we de vergelijking

voor de kromme die de minima van de parabolen verbindt:

yl(2)= & 2*2) - 201)[5{22(2)-0 43 +2] +75[2202)-0 4] %
+[2202) -g4] +05 (k.102)
= 2%2)-09x2) +0 3%

¥
Het eindpunt van de optimale trajectorie x (2) is uiteraard

het minimum van deze kromme. Differentidren van (4.102)
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naar x(2) en dit nul stellen levert:
x¥2) =02 ‘4,103)
[ ] h
en ‘:1*/7):015 (4.104)
De optimale trajectorie en strategie is nu gemakkeli jk
te bepalen. Uit (4.101) volgt nu:

«¥7)=0 (4.105)
Uit (4.99) leiden we af dat
w¥b)= -02 (4.106)
en uit (4.98) dat
x*1)= oY (4.107)
Tenslotte volgt uit (4.93) dat
g*7)= 026 (4.108)
In tabel 4.2 zijn de resultaten samengevat.
Tabel 4,2
optimale strategie en trajec=-
torie
k uﬂ xﬁ yx
0 -0,2 1 0
1 0 o,4 0,26
2 0,2 0,30

We zullen nu met behulp van het discrete maximum
principe trachten de optimale oplossing te vinden.

De bereikbare verzameling W(2) is, zoals we in
figuur 4.15 zien, tenminste convex in de negatieve y(2)-
richting. Verder voldoen de differentievergelijkingen
(4.86) en (4.37) aan alle in paragraaf 4.2 genoemde voore
waarden zodat het maximum principe gebruikt mag worden.

De toegevoegde variabelen moeten voldoen aan
de differentievergelijking (4.6). Toepassing hiervan op
(4.86) en (4,87) levert:

7
/0,/U-/D,/k-f 1) = )37"

%
. /k.‘., -+ — . [k"")
12757,[k) P D72/Q‘=Ql[k) P‘ )
(4.109)

= ~d2p,lhiv) + At 20k) pylles)
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Pelk) - pulless) = "%f— . pulkeia) f‘b’—f } )
X=Xy (k) . Xy =X lUe)
=0 (4.110)
De randvoorwaarden zijn: .
Pr{M) =0 (4.111)
B (V)=K<L0 (4.112)
We kiezen u=-1 zodat
AW =-7 (4.113)
Uit (4.10) volgt dan dat
/9,//«):#, k=o9 -, N (4.114)

De Hamiltoniaan, gedefinieerd volgens (4.5),
is in dit geval:

Hk) = p,(%es) Ay <y Ches 1) A,

= A /7.,/4@—;)[—2(/&) /b)) + 42 pyles 7)[%2"/4') +#4Y%))
In verband met (4.114) wordt dit:

W)= At p, hev )] 2le) vulh)] - 42 [ 2% ) o f02)] (4.115)

Als functie van u(k) is dit een parabool met een maximum,
dat gevonden wordt door de afgeleide van H(k) naar u
nul te stellen:

aH//t)/ = At p,lki1) —4tulk) =0
Pa le=ylhk)

Aangezien voor de optimale oplossing de Hamiltcniaan
maximaa. moet zijn geldt dus:

h/k):f,/kif) (’4.116)

De differentievergelijking (4.86) gaat met behulp van
(4.116) over in

x Lhre)-2lk)= -4t 2lk) +p, (kss) a2 (4.117)
terwijl (4.109) met behulp van (4.113) overgaat in:

Polk)=p, lless) = =04 p,Lkes) ~dt 2Lk) (4.118)
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Stellen we

en vullen we dit in in (4.117) en (4.118) dan kriggen we

het volgende stelsel vergeldijkingen:

o¢ (hse) = (7-a4)2Lk) + 8¢ plhe+q) (4.119)

Plhin)= oag Pk) + ; af LA (4.120)

Oplossaing van dit stelsel zal de optimale strategie en
trajectorie moeten geven,

We zullen nu eerst uit (4.119) en (4.120) twee
afzonderlijke differentievergelijkingen vodr x(k) en p(k)
opstellen.

Uit (4.119) volgt:
x (ks2) = (1-at Dx lhevs) +at plhre) (5.121)

en:

P[k-.w) = 4.1. 2 hev1) — 2lk) (4.122)

Uit (4.120) volgt:

p/ku)— __M,D/ku)-r x[/(,,) (4.123)
Met behulp van (4.122) gaat (h.123) over in:

plks2) = Ldéz_}xlkw - —z[lc) (4.124)
atl7-4+¢)
(4.121) kan nu als volgt geschreven worden:
xlk2)= {1‘”:—'42%2‘3} 2 hse) — 2 (k) (4.125)
Verder volgt uit (4.120):‘ |
20k)= 2_‘;’_*,,(@,) - 4i plk) (4.126)
en dus ook:
2/k¢1)= 7- dé/}/‘@!) 4‘.}>//(47) (4.127)
in (4.119)

Invullen van (4.126) en (4. 127)r'evert de differentie~
vergelijking voor p(k):

plss) = 22528 *2}/3/,@“) plk) (4.128)

/-4




- 87 - 244/68

(4.125) en (4.128) vormen een stelsel 2° orde differentie=-
vergell jkingen met als randvoorwaarden:

P(n) =0 (k.129)
xlo) = 7 (4.130)
¥We zullen nu de expliciete oplossing van dit stelsel
bepalen,
Stel:
2 k)= p.ck (5.131)
Substitueren we (4.131) in (4.125) dan krijgen we:
kiz 24¢2_24¢ +2
ALz I8 2R 4 p ke pek

ofwel; na deling door A.C.k:
el 24t%-24d+2

1-a¢
Oplossen van deze vierkantsvergelijking in C geeft:

dé*-at+7 4t .
¢, = 7-4¢ *t T4 Vat'-24t+2 (b.132)
- _ AtL gt +7 Y " b.1
Ce = ~ i Vat ~242+2 (4.133)

7-4%

C +7 =0

x*(k) kan dus als volgt geschreven worden:

2* (k) =A,0%+A X (4.134)
waarbij'A1 en A, nog bepaald moeten worden met behulp
van de randvoorwaarden (4.129) en(4.130).

Volgens (4.122) geldt:
pPrn) = hoavn) - 228 2 n-s)

ai
Omdat pP*/A)=o gaat dit over in:

x YW - [7-a¢)2 v-7) =06
Substitutie van (4.134) hierin levert:

-r -
A, C, N,,,qzc;”_ (7-4 £)A‘,£‘,” ~(7-4¢)%,6 "7 =0 (4.135)

Aangezien x(o)=1 volgt uit (4.134):
A= 7- Ay (4.136)
zodat (4.135) wordt:

A~ . v-7
Ay [¢*- C?-(1-4t)g Talreat)e” '] = (7-04/ G G
Hieruit volgt dat:

A, = - -'/Cz -7 +4t) (b.137)
’ -
C/”-’/C';'? wat) =CoV -1 4a4)

.74
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en met behulp van (4.136):

.A/'.- il
Ay = ¢l ~7vat) (4.138)
CVTC 744t )~Cf VCq -7+t )

De oplossing van de differentievergeli jking voor

p*(k), (4.128), kar als volgt geschreven worden:
¥ k
2= B, C, % + B 6 (4.139)
waarbij C, en C, gegeven worden door (4.132) en (4.133)

terwijl B1 en B2 weer door de randvoorwaarden worden be-
paald.

Uit (4.120) volgt, voor k=0:

plr) = ,7’,5 Pl + ,_%f; 2Y%)

! at
= 7ot P+ 547

Door stubstitutie van (4.139) hierin krijgen we:

—L/ 4t
B,y + Bz,(‘z = j—dt B'+Bi) + 1-4%

(4%.140)
Aangezien p” (N)=0 volgt uit (4.139):
A
3, = — BC

C’zﬁ (ho‘l"‘)

Dus uit (4.140) is nu B, op te lossen:

B, = 4tG"Y )

¥ (74Cadid ~Cy) ~Co 746G 44 -G ) (4.142)

en, via (4.141):

—4t G
q’v[7~l Cadt —Cg) -G ”/‘1~JC;t1t "C,)
Voor gegeven N en 4 t is nu dus de oplossing van het

oorspronkeli jke stelsel differentievergelijkingen

2=

(4.119) en (4.120) bekend, en daarmee de optimale
trajectorie. Voor N=2 en A t=} moet deze gelijk zijn
aan de trajectorie die met behulp van de bereikbare
verzameling W(2) is bepaald.

We vinden in dit geval voor de verschillende constanten:
uit (4132)en (4.133):
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N

3 Jd
r ti

¢;

D

3 4
Co= 5 -7

uit (4.137) en (4,138):
/4_ "Ci(cz'ii)
T GlG-E)-C (G- )
G [C - i)
fy = L
fr/cr"i‘)“cz/cz—i’)
Uit (4.142) en (4.143):

2
3, - £G
C'z("'flcz)*czz/7~ffy)
’Bz_. _écl’

CHr-da)-Cr-46,)
De optimale trajectorie volgt uit (4.134):
2'\'/1):.- /476', 9/42 C)_
—Cy [Cz‘z‘./)c; + 67[67-:?/)62
Cr(Cr-¢) -G (Ca-¢)

li
0
N

en
2-’/2): /47 C72+,42 Qz: o2

De optimale strategie volgt uit (4.139) en uit (4.116):

w¥lo) = pl)="B,0 +8,C

Z'lczlcv "z‘!C/lCz _ o 2
7 —_ T
cr(1-£6,)~CH(7-ic,)

—

ent

k)= pz) = B, 2+B,( =0
We zien dat deze resultaten volledig overeenkomen met

die van tabel 4.2,
Tot slot zullen we voor N. 4 t=1 de resultaten

van het discrete maximwn principe en die van het

continue maximum principe aan het einde van paragraaf 3.3

met elkaar vergeli jken,



- 90 - 244 /68

Stel N=10, A4t = /?l
Dan wordt: C =77606
Cq =ctbrb
Evenals bij het continue geval berekenen we x halver-
wege het beschouwde interval, dus voor k=5,
Volgens {4.134), (4.137) en (4.138) geldt dan:
x*(5)= 3,C,7+ 4,67
_ —Gt(a-29)+6 0 0s)
T 9(c-a9)-C7(c-ag) 7

waarbij gebruik is gemaakt van het feit dat ‘C,C.,,-=1,

hetgeen seenvoudig te verifiéren is.
Volgens (3.49) is de overeenkomstige waarde bij het
continue systeem: x" (0,%=0,5106,
Voor N=20, At= j =zal het verschil tussen beide uitkom-
sten nog kleiner moeten worden,
In het laatste geval is: C,= 7052
Ca=2 9300
en:
¢ / ‘o
L‘/fo) = /47 [7 2 - 143 Cz
~09(Ca-295) +C I(C,-295)
<, B(Cr-095) - Ca ?(¢y-c 95)

= ¢©,5000

We zien dus, zoals te verwachten was, dat, naarmate 4t
kleiner wordt, het discrete maximum principe resultaten
geeft die hoe langer hoe meer overeenkomen met die

van het continue maximum principe.

4.,]. Samenvatting

In deze paragrﬁaf zal een korte samenvatting
worden gegeven van die zaken die van belang zijn bij de
toepassing van het discrete maximum principe en die in
het voorgaande uitgebreider aan de orde kwamen.

Het bestaan van een optimale trajectorie is geen
vangzelfsprekende zaak. Onder bepaalde voorwaarden (con-
vexiteit, lineair systeem) hebben we in het continue

geval zekerheid over het bestaan van een optimum. Voor
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het discrete geval hebben we gevonden dat een lineair
systeem een optimale oplossing heeft, Voor niet~lineaire
systemen Zijn we hier niet verder op ingegaan.

Duidelijk is wel dat we zeer kritisch moeten staan
tegenover het bestaan van een optimale trajectorie wvan

een door ons ontworpen model van de werkeli jkheid.,

Ten aanzien van de mogeli jkheid een discrete
beslisaingsvariabele toe te staan is het duidelil jk geworden
dat dit voor niet~lineaire discrete systemen in het
algemeen niet mogelijk is. Misschien dat er nog een klasse
van differentievergelijkingen bestaat met slechts een
geringe niet-linea'riteit zodat een discrete beslissings~
variabele toch mogelijk is. Daarom is het toepassen van
het discrete maximum principe op het discrete model
van paragraaf 2.2, toch het proberen waard. Voor het
continue model van paragraaf 2.3. zijn wat dit betreft
geen moeilijkheden te duchten.

Differentiderbaarheid naar x (bij Polak en Jordan
ook naar 2) van het rechterlid van de differentievergeli jking
is een vereiste., Bepaalde discontinuiteiten die inherent
zijn aan het in hoofdstuk 1 geformuleerde probleem zullen

dus door differenti8erbare functies benaderd moeten worden.

In het algemeen geldt voor een niet-lineair dis-
creet systeem een lokaal maximum principe. In paragraaf
4,2 zijn een aantal voorwaarden genoemd waaronder een
globaal maximum principe geldt. Convexiteit is een van
de belangrijkste condities. Helaas is het in de prakti jk
moeilijk vast te stellen of een sysiteem convex is. Voor
een continu varierende beslissingsvariabele zullen we
een stelsel differentievergelijkingen afleiden die be=-
naderingen zijn van differentiaalvergelijkingen. In dit
geval kan volgens paragraaf 4.2. een globaal maximum prin-
cipe toegepast worden. Voor het model met een discrete
beslissingsvariabele zullen we er rekening mee moeten
houden dat de Hamiltoniaan slechts lokaal maximaal wordt

voor een optimum.
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Ve leggen er nogmaals de nadruk op dat het
maximum principe slechts noodzakelijke voorwaarden
geeft xo0or een optimum. Als de Hamiltoniaan maximaal is
voor een bepaalde strategie U mogen we dus niet conclu~

deren dat U ook de optimale strategie is.

In het voorgaande hebben we geen restricties
opgelegd aan de toestandsvariabele, Bij het continue
model krijgen we hier wel mee te maken. Dit zullen we

dus moeten oplossen met "pemalty" functies.

In de volgende hoofdstukken zullen we verder in-
gaan op het discrete en het continue model. We zullen
het maximum principe volgens de formulering van Halkin
(paragraaf 4.2) voor het vrije eindpunt toepassen. Ook

zullen we de rekenkundige aspecten nader bezien.
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5. Het discrete model
S5.1. Inleiding

L L X T L ¥ I Y 3

In het voorgaande werd aangetoond dat de toepas-
baarheid van het discrete maximum principe bij systemen
met een stuurvariabele die slechts discrete waarden
ke&n aannemen o.a. afhangt van de lineariteit: wvan het
‘systeem. Dat we in dit hoofdstuk toch het maximum
principe zullen gebruiken bij de optimale lastverdeling
in een electrische centrale vslgens het discrete model
van paragraaf 2,2 heeft een aantal oorzaken, Ten eerste
is het mogelijk dat bij een kleine niet-lineariteit
het maximum principe toch biuikbare oplossingen geeft,
evenals bij lineaire systemen het geval is. Ten tweede
waren er, ‘voordat uit de theorie een duidelijk inzicht
kon worden verkregen in het toepassingsgebied van het
maximum principe, reeds een aantal discrete modellen
onderzocht. Weliswaar bleek dat het maximum principe
geen goede resultaten opleverde, toch heeft dit onder-
zoek veel bilijgedragen tot de perfectionering wvan de
analytische beschrijving van het probleem, hetgeen later
bij het opstellen van het continue model van wveel nut
is geweest.

De toepasbaarheid van het maximum principe bij
een discreet model zal aan de hand van eenvoudige
voorbeelden met twee machines worden nagegaan, Dit be=-
tekenxs dat we minstens met een drie-dimensionale toe-
standsvariabele te maken hebben (n.l. inclusief de
kostenfunctie). De periode waarover geoptimaliseerd
moet worden zal in het algemeen 4A t bedragen zodat
er dus vier beslissingen ten aanzien van de bedrijfs-
voering moeten worden genomen, We hebben geen mogeli jk=
heid om bij de verschillende modellen die in dit hoofd-
stuk besproken zullen worden van te voren uitsluitsel
te geven of het maximum principe al dan miet gebruikt
kan worden, Voor deze esenvoudige voorbeelden kan echter

ook op andere wijze de optimale oplossing bepaald worden,



- 94 - 244,/68

zodat experimenteel onderzocht kan worden of het
discrete maximum principe geldt, door te onderzoeken

of de Hamiltoniaan als functie van de stuurvariabele
maximaal wordt, Stel dat de Hamiltoniaan maximaal

wordt voor de van te voren berekende trajectorie dan
zullen we eerst moeten nagaan of dit bij een andere
keuze van de parameters (brandstof- en opstartkosten,
het totaal te leveren vermogen) ook het geval is.

Zo ja, dan mag de procedure uiteraard nog niet omgekeerd
worden, Immers, de Hamiltoniaan kan meerdere maxima
bezitten. Dit kunnen we nagaan door het probleem met
behulp van het maximum principe numeriek of algebraisch
op te lossen.

Bij het voorbeeld van paragraaf 4.6 was het
mogelijk om langs algebraische weg een expiiciete
uitdrukking te vinden voor de optimale trajectorie.

In het algemeen lukt dit echter niet en zuilen we onze
toevliucht moeten nemen tot iteratieve methoden die
hopelijk naar de optimale oplossing convergeren. Hoewel
het niet de bedoeling is uitgebreid in te gaan op de
numerieke procedures is het toch noodzakeli jk hier
enkele opmerkingen over te maken, '

Paragraaf 5.2 is hieraan gewi jd.

In de daaropvolgende paragrafen zullen een aantal
discrete modellen besproken worden,

Het zal zinvol zijn de belangrijkste gegevens
van het op te lossen probleem nogmaals te herhalen (zie
hoofdstuk 1):

1. De brandstofkosten zijn bekend en zijn een

functie van het opgewekte vermogen,

2. De opstartkesten zijn bekend en zijn afhankeli ik
van de tijd die een machine buiten bedrijf
is geweest,

3. Elke machine heeft een gegeven technische
minimale en maximale capaciteit wat het op te
wekken vermogen betreft.

4. De snelheid van op- en afregelen van vermogen
is aan restricties gebonden. Deze restricties

zijn eveneens bekend.
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Elk model vraagt een eigen behandeling van de
detectie van brandstof- en opstartkosten alsmede van de
verschillende restricties waaraan de oplossing moet vol-
doen., Deze zaken zullen dan ook bij de bespreking van
elk model weer aan de orde komen,

Op de z.g. draaiende reserve zullen we (voorlopig)
niet ingaan.

5e2, Numerieke aspecten

- e @ o ed e e s ws o o - -

We gaan uit van de differentievergeli jking

3.(/(41)—3(‘<)= .f[Z(/c),g[k» (5.1)

k=g 7 - N=7 z €E, w € 2 CE,

i

met als beginvoorwaarde
x (o)== a (5.2)
Toepassing van het discrete maximum principe
(zie paragraaf 4.2) levert de differentievergelijking

voor de toegevoegde wvariabele:

T (5.3)

P [kw)

P(k)‘P[k-l-‘l): b% f(},@/k))/
- - - 2=20k) [ -

Als we aannemen dat X de te minimaliseren component
van Jde toestandsvariabele is, dan worden de randvoor-
waarden van (5.3):

&(N):-O ‘;:7'2.,..),,-7

N
Palh)= -7 (5.4)

Omdat gf(k), k=0,1,...,N=1 bepaald kan worden
door het (eventueel locaal) maximaliseren van de
Hamiltoniaan worden we geconfronteerd met een tweepunts-
randwaarde-rrobleem, veroorzaskt door het stelsel
differentievergeli jkingen (5.1) en (5.3) met {5.2)

als begin- en (5.4) als eindvoorwaarden. De oplossing
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van dit probtleem kan de optimale trajectorie x* geven,

Deze oplossing kan op verschillende manieren
bepaald worden. Het principe is echter steeds hetzelfde:
via een geschatte grootheid moet iteratief de optimale
trajectorie gevonden worden, Dit is het gevolg van het
feit dat de randvoorwaarden van x aan het begin, en die
van p aan het eind van het beschouwde interval gegeven
zijn,

Het is mogelijk te beginnen met het schatten van
de onbekende beginvoorwaarden 2(0) of van de eveneens
onbekende eindvoorwaarden x(N). Ook kan eerst een
schatting gemaakt worden van de strategie u(k), k=0,1,..,.N=1

We willen hier nogmaals opmerken dat de numeriecke
methoden die in dit hoofdstuk beschreven zijn enkel
tot doel hebben op snelle en overzichteliljke wijze te
onderzoeken of bij eenvoudige voorbeelden de Hamiltoniaan
maximaal is voor de optimale trajectorie. We zien dus
af van alle verfijningen die kxunnen worden aangebracht
om bij grote problemen rekentijd en geheugenruimte
van de computer te reduceren,

Aanvankelijk zag de methode die uitgaat van de
schatting van x(N) er het meest prettig uit. Het schatten
van de toestand van het systeem op het eindtijdstip
zal, vanwege de a priori informatie die we over het
proces hebben, gemakkelijker zijn dan het schatten wvan
de meer ongrijpbare toegevoegde variabele op het hegin-
tijdstip terwijl het schatten van een gehsle strategie
een wat al te grote sprong in het duister leeck.

De algemene procedure is als volgt:

1. Schat een waarde voor E(N):Q(N)

2, Schat een waarde voor u(N-1):u'(N-1)€ &2

3. Bereken met behulp van (5.1):

x'(v-1)= g (Z(N), 1'{n-)
4k, Bereken de Hamiltoniaan:

H'(N-1) = (f (2 (n-9), &' (n-1)) lf (~)>

5. Neem een andere waarde voor u(N-1):u”(N-1) € ¢
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en herhaal de stappen 3 en 4, Bepaal langs
deze weg, eventueel met behulp van een heuvel-
klimmethode, het maximum van de Hamiltoniaan
als functie van u(N-1), De bij dit maximum
behorende stuur- en toestandsvariabelen zijn
2 (N-1) en Z(N-1).

6. Bereken p(N-1) met behulp van (5.3):

pln-1= h (_P(/v), x(W-1) & (M-1)

7. Herhaal de stappen 2, 3, 4 en 5 voor het tijd-
stip N-2 dus bepaal het maximum van de

Hamiltoniaan:
H{n-2) = <f [ (W2, 1 [N-z))}_f;//v-f))

als functie van u(N-2)&uSL . De bij dit maximum
behorende stuur- en toestandsvariabelenzijn
u(N~2) en x(N-2)

8. Zet dit proces voort totdat u(o) en x(o) zijn
gevonden,

9. Als %(0)#£ a verander dan de initiZle schatting
van x(N) en herhaal de stappen 2 t/m 8., Een
nieuwe schatting kan verkregen worden met
behulp van de methoden van heuvelklimmen,

10. Als x(o)=a dan hebben we de oplossing van het
twee-punts-randwvaarde-probleem gevonden,
Uiteraard is het mogelijk om meer gelijkwaardige
oplossingen te vinden. ,

11. Afhankelijk van het beschouwde probleem moet
het maximaliserer van de Hamiltoniaan ver-
vangen wordep door het locaal maximaliseren

ervan.

Onder de oplossingen die aldus verkregen worden
bevindt zich ook de optimale oplosaing, mits er voor het
beschouwde probleem een bestaat en aan de voorwaarden

voor het toepassen van het maximum principe is voldaan.
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De hierboven vermelde procedure bleek niet toe-
pasbaar op het discrete model zoals dat in paragraaf
2.2, beschreven werd,

Voor dit model is de differentievergelijking volgens

(2.1) voor de i® component van de toestandsvariabele:

X (ko) = U (2 (k) +u; () 42 (5.5)

In stap 3 is nodig dat x(k) als een functie van x(k+1)
en u(k) geschreven wordt., Uit (5.5) volgt dan dat:

7‘- (k‘ 7)
U (k)
Aangezien ui(k)zo betekent dat de i€ machine gestart

Z: (k) = —-at voor u; (k) #o

of in bedrijf gelaten moet worden Ykan deze numerieke
procedure voor dit model niet gebruikt worden,

Het voorbeeld dat in paragraaf 2,2 beschreven
wordt toont in figuur 2.1 duidelijk aan dat het onmoge-
lijk is om, gegeven de beslissing op het tijdstip k=i
en de hieruit ondubbelzinnig voortvloeiende toestand
voor k=5, te berekenen wat de toestand op het tijdstip
k=3 geweest was,

Door, in plaats van met het schatten van x(N),
te beginnen met het schatten van p(o) omzeilen we deze
moeilijkheid bij de toestandsvariabele, maar introduceren
we hem bij de toegevoegde variabele, die nu in voore
waartse richting berekend moet worden.

Als we afizien van een kostenfunctie, die het
probleem niet wezenli jk anders maakt, kan met behulp van
(5.3) de differentievergelijking van de toegevoegde
variabele van het systeem, dat beschreven wordt door
(5.5) bepaald worden:

P, (k) =p; (kes) = L (k) -7] p. (ke ) (5.6)

Beginnen we met een schatting voor p(o) dan moet
pi(k+1) berekend worden uit pi(k). Uit (5.6) volgt dan:

P (k)
Pilki1)= . (0)

voor u,;[/() #Fo
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zodat deze procedure ook geen oplossing is voor de moei-
11 jkheid. ' ‘

Later zullen ook andero.discrete modellen worden
beschreven waarbij het niet-continue karakter wvan de
toestandsvariabele als functie van de tijd, zoals
figuur 2,1 dat te zien geeft, niet meer voorkomt. Met
behulp van e-machten zullen dan de discontinuiteiten
benaderd worden. De hier vermelde moeili jkheden treden
dan niet op. Het blijkt echter dat nu een zeer kleine
variatie in de initi8le schatting van x(N) of p(o)
een zeer grote verandering in de oplossing veroorzaakt.
De conclusie zal dus zijn dat deze numerieke methode
niet geschikt blijkt voor het doel, namelijk het snel
en eenvoudig onderzoeken van de resultaten van de
toepassing van het maximum principe.

Een andere, reeds terloops ter sprake gebrachte
methode om het twee~punts-randwaarde-probleein op te
lossen, begint met een schatting van de gehele strategie.
Gezien de vele ervaring waarover men beschikt op het punt
van het zo voordelig mogelijk produceren van electrische
energie zal in de praktijk een redelijke schatting van
de gehele strategie zeer go2d mogelijk =zijn.

Deze numerieke procedure kan stapsgewijs als volgt
worden beschrevens

1. Schat een strategie u'(o), u'(1),..., u'(N=1)

2, Bereken de trajectorie'g(1)..x'(2),...5'(N)

met behulp van de differentievergelijking (5.1)
en de beginvoorwaarde (5.2).

3. Bereken de toegevoegde variabelen B'(N-1),

p (N=2),...p'(1) met behulp van de differentie-
vergelijking (5.3) en de eindvoorwaarde (5.4)

4, Maximaliseer de Hamiltoniaan

#'(k) = (_ F(2%), ulk)] f’/k+f)>

voor alle k=0,1,.,.N-1 als functie van u(k) € &£
De strategie waarvoor H'(k) maximaal wordt is
de nieuwe schatting: u”(o), u”’{1)... u”(N-1).
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5. Herhaal de stappen 2, 3 en 4 totdat twee op-
eenvolgende schattingen gelijk zijn. We hebben
dan de oplossing van hLket probleem gevonden.

6. Ook hier geldt dat, afhankelijk van het be-
schouwde probleem, de Hamiltoniaan eventueel

locaal maximaal moet zijn.

Deze numerieke methode zal in het volgende
gebruikt worden om het, uit het toepassen van het
maximum principe ontstane, twee-punts-randwaarde-probleem
op te lossen.,

53 Het diJcontinue discrete model met e-macht detectle

van oEstartkosten

L T ¥ T 3 3 ¥ 2 R ¥ T ¥ ¥ ¥ X 3

5¢3.1 Inleiding

Onder het discontinue discrete model zullen we
verstaan het model zoals dat in paragraaf 2,2 beschreven
is., De toestandsvariabele is een discoantinue functie
van de tijd. Het model wordt reeds gebruikt om met
behulp van dynamisch programmeren de optimale lastver-
deling te bepalen.

Voor een configuratie met n machines (M1’°"’Mn)
kan het systeem beschreven woxrden door de volgende

differentievergeli jicing -

X (ks a) =2; (k) = [=7 # 1, Ge)} 2, 06) + Wy () 4t

(5.7)
x; (o) = a; L=72-n
Hierbij is: xi(k): de tijd die Mi buiten bedrijr is
geweest
ui(k)._o als M, gestart wordt of in bedrijf
blijft

:=1 als Mi gestopt wordt of buiten
bedrijf blijft,

5¢3.2, De_brandstofkosten

De brandstofkosten Fpp. van M; zijn een functie

van het vermogen Vi(k) dat M, op het tijdstip k produ-

i
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ceert, Om de totale brandstofkosten ten gevolge van
een beslissing u(k) te vinden moeten we scmmeren

over alle in bedrijf zijnde machines:

FB((! (k-&-v), g.(k)) = Z["‘“i (R)J FBR‘-/VC{k-H))Ai' (5.8)

Uiteraard zijn deze brandstofkosten nog afhankeli jk
van de verdeling van het totale te leveren vermogen
VT(k+1) over de in bedrijf zijnde machines., Welke ma-
chines dit zijn wordt door het maximaliseren van de
Hamiltoniaan en het oplossen van het uiteindeli jke
twee-punts-randwaarde-probleem verkregen. Hoe V. (k+1)
verdeeld is over de draaiende machines kan door een
minimaliseringsprocedure worden bepaald (zie paragraaf

2.2):
n

Foe (ule)= Min J_[1 —w; (k) For; (v, (ksn) 4t (5.9)

V,.-.Vh =7

met de restrictie:

b
__Z/ V‘-_[k“): VT[‘("") (5010)

Deze minimalisering is aan een tweetal vcorwaarden

gebonden:

1. De minimale en maximale capaciteit, vimin en

max
Vi ’
2, Het op- en afregelen van vermogen per tijds-

moeten in acht genomen worden,

eenheid moet liggen tussen bepaalde grenzer:
V‘-/kH)-V{_[k) éV‘:' als Ve (kie) >V (k)
Vilker) - Vilk) 2V,"  als V; (kae) <€ Vi (k)

De minimalisering moet dus rekening houden met
het verleden.
Dit aan restricties gebonden proces van verdeling van
Vr(k+1) over de draaiende machines kan met een "trial

and error" methode op de computer uitgevoerd worden,

5¢3¢3. Qg_ggstartkosten

De opstartkosten van M, op het tijdstip k =zijn

i
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afhankelijk van de tijd die M, buiten bedrijf is geweest:
xi(k); In paragraaf 2.2 werden de totale opstartkosten

tengevolge van een beslissing g(k) als volgt geschreven:

For(u(k),200) = 2 @, Fr, (3,(k) (5.11)

Q, is een functie van ui(k) en xi(k) (of van
ui(k) en ui(k-1)) en is als volgt gedefinieerd:

Q, = 0, als M, niet wordt gestart

i

= 1 als Mi wordt gestart.

i (5.12)

Een aldus gedefinieerde functie Qi'kan hier
niet gebruikt worden omdat de opstartkosten, die straks
deel zullen uitmaken van een nieuwe toestandsvariabele,
differentieerbaar moeten zijn naar x om de toegevoegde
variabelen te kunnen bepalen., Op een of andere analy-
tische wijze zal de discontinuiteit wvan Qi benaderd
moeten worden. Dit kan op verschillende manieren gebeuren.
Bij dit model zullen we gebruik maken van het feit dat
slechts bij een bepaalde combinatie van xi(k) en ui(k)
de machine gestairt wordt (zie tabel 5.1). Met behulp van

een e-macht kunnen we Qi dan als volgt benaderen:

—af1-a;(k)) %; (k)
Q. (ulx) 2 tk) = 1-¢ (5.13)

a >o
Naarmate a groter is zal Qi beter benaderd worden, Dit

brengt echter met zich mee dat ook de eerste afgeleide
naar x groot wordt. De toegevoegde variabelen kunnen

dan zeer grote waarden aannemen. Hoe (5.13) zich gedraagt
voor a=5 en voor verschillende waarden van xi(k) en

‘ui(k) toont tabel 5.2, We zien hieruit dat de benadering

voor relatief kleine waarden van a reeds goed is,

tabel 5.1

mogeli jke combinaties wvan xi(k) en ui(k)

x, (k) u, (k) operatie op M, op tijd-
i i i
stip k
20 1 blijft buiten bedrijf
>0 0 start
0 1 stopt
~ n hliift in hadyi if
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tabel 5.2

1_0-5[1-u1(kxp%ﬂd voor enkele waarden
van ui(k) en u, (k)

xi(k) ui(k) ;g;;a;ie op M, op tijd- 1-9'5[“91(kX]x1(k)
0 o blijft in bedrijf 0
1 0 start 0,99326
2 o] start 0,99995
o 1 stopt G
1 1 blijft buiten bedrijf 0
2 1 blijft buiten bedri jf 0

We kunnen de opstartkosten op het tijdstip k
met behulp van (5.11) en (5.13) nu dus als volgt schrijven:

“ —a 1 -t () 2 (k)
Fsv-/‘.'-[k),Z[k))=Z-[7—€. ]Fsri

(=y

[l‘:(/(» (5.1!4)

5.3.4., De differentievergeligkin en voor de toestands-

variabele

Voor de toepassing van het maximum principe is
het noodzakelijk om de kosten in de (n+1)e component
van de toestandsvariabele onder te brengen, =zodat
de kosten in een differentievergeli jking moeten worden
uitgedrukt,

De kosten tengevolge van een keslissing u(k)
zijn volgens (5.8) en (5.14):

Fr (w0, 2 () = Fsr (1 (), 2 (6D + For ( (6) (5.15)
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De totale kosten tengevolge van de beslissingen
u(e), u(1),... u(x-1) zullen FT(U,X,k) genoemd worden,

en deze zijn dus:

le-7
Flux, k)=.Z Fr(w6), 260 (5.16)
Jjvo
zodat:
Fr (WX, ko) = B (X k) = Fr (e (k)2 (k) (5.17)

Stel nu dat:

Xpyy (k)= F—,-(L{,Xjk) (5.18)

dan wordt de differentievergelijking voor de kosten:

.19
Zpyyy (ke -2,,, (k)= Fr{wlk)z (k) (5.19)

Met behulp van (5.15), (5.14) en (5.9) krijgt deze uit-
drukking zijn uiteindeli jke vorm:

We kunnen nu dus het stelsel differentievergeli j-
kingen voor de toestandsvariabele in zijn geheel 8ls

volgt op schrijven:
x; (kee) =2, () = [=14 0] 2, (k) + 1, (k) 4
i=72-...,n , '
X gy (k) =2y, G)= Min 7 [{1-w:}}Foe, (v, (i Vst] +
s i [1-e-a[l-a;(k)h;(kﬂ,;sré[2‘_&))

y"“V,, (:ﬂl
met als beginvoorwaarden.

(5.20)

x"'[o):a‘: 537,2'---,”
(5.21)
x”" (0):'0

Het probleem is nu dus gereduceerd tot het zoeken

van een strategie U zodanig dat xn+1(N) minimaal wordt.
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5:3.5. De differentievergeligkingen !porde toegevoeggg

Met behulp van (5.3) en (5.20) kunnen we de
differentievergeli jkingen voor de toegevoegde variabele
bepalen, omdat immers geldt:

'f,; [3 (l(),‘:[/(})= ?;(.('44)— 25/")

Deze vergeli jkingen worden nu:

P (k)= p; (koe) = Lus (k)-1]p, (ko) 4 (kes). aL1-4;0])F, futipe” T N0,

-a[-y-u,-[k)Jz,-(lr)] oFsr, ()

+ P, {kn)[?-e Az }2'_2 /) (5.22)
¢« =4
(=12 -, n
Pasy (k) = Py (kss) < 0 ‘ (5.23)
met als eindvoorwaarden:

P‘. /N):o [:7)2‘-.."1 (5'2L")
Pori (v)=-1 (5-25)

Uit (5.23) en (5.25) volgt dat:
(5.26)

Pn-n[k)‘=‘7 voor ‘(:0,1"”

zodat (5.22) geschreven kan worden als:
- - —af7-u; (1) %k
p. (k) <p; (kes) = [, 0k) 11 p, (kevs) —al7-1; () For, (%, 00) . ),

[ oDl ) st (3.27)

0‘?‘- }7‘: = ?"(lt)

(=72 - n k=07 - M-t

% ’

met (5.24) als randvoorwaarde.
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5.3.6. De Hamiltoniaan

De Hamiltoniaan is als volgt gedefinieerd:

Fl) = (F (2.6, 600 | pliesn) (5.28)
Met behulp van (5.20) en (5.26) kunnen we H(k) bepalen:

h
Hl= I plke)[ {0013 2,00+ wlera ] +
L=y

“Min ] [ { 14,60} For, (v, (ics0)at] + (5.29)

M LY

4 —4[1-41"(k)]7;[k)
- Z [1_e ]Fs'r‘. /%[k))

sy

5¢63.7 Voorbeeld

In deze sectie zal een voorbeeld worden besproken
waarvan de optimale strategie op eenvoudige wijze te
bepalen is. Daarna zal getracht worden het discrete
maximum principe te verifi8ren.

We nemen aan dat we de beschikking hebben over
2 eenheden, M1 en M2. Het te_leveren vermogen VT is in
figuur 5.1 als functie van de tijd getekend. We beschou-
wen een tijdvak van 4 uur, A4 t=1 uur. Er moeten dus
4 deslissingen ten aanzien van de bedrijfsvoering
worden genomen,

We stellen: a=5.
De overige gegevens zijn:
brandstofkosten:

Fae,(v,) =2V, + 90 (5.30)
Fee,(v,)= Qo5 V,' +05 1 290 (5.31)

V, en V, in M.W.; Fae, en Foe, in kosten/uur.
Zie figuur 5.2

opstartkosten:
hDJI
Fsr, (x,)= 30 [1-e ~ ’] (5.32)
For (2,)= 90[1-¢777™] {5.33)

Zie figuur 5.3 en tabel 5.3.
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technische maximale en minimale capaciteit:

Voo " = 70 M (5.34)

VARVE L P (5.35)
beginvoorwaarden:

x,(0)= 2 (5.36)

X, lo)= 0 (5.37)

Er worden geen restricties opgelegd aan het op~ of
afregelen van vermogen per tijdseenheid.
De optimale strategie voor dit voorbeeld is

betrekkeli jk eenvoudig te berekenen.

tabel 5'3.
opstartkosten
-0,5x
Te ' F__ F

x © sr1(x1) stz(xz)
1 0,39347 11,80 15,74
2 0,63212 18,96 25,28
3 0,77687 23,31 31,07
L 0,86466 25,94 34,59

We bepalen eerst de minimale brandstofkosten
als beide machines in bedrijf zi jn:

Min [ Foa (y)+ For, ()]

Onder de voorwaarde dat V,+Vp=V; voor de gevraagde
vermogens Vr; =20,40 en 80 MW, Zoals reeds in paragraaf
2.2 werd opgemerkt kunnen we de minimale brandstof-
kosten in bepaalde gevallen vinden als de incrementels
kosten gelijk =zijn:

d Fag (v,)  dFee, (V)

av, v
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Uit (5.30) en (5.31) vinden we dan dat:
Vy =75 M.W.

Met behulp van (5.34) en (5.35) kunnen we nu de toege-
stane lastverdeling vinden die -zo mogelijk- corres-
pondeert met minimale kosten, ofwel met V, =15 MW (zie
tabel 5.4).

Vervolgens bepalen we voor alle toegestane combi=-
naties van M, en M, de (minimale) brandstofkosten. Uit
(5.35) volgt dat V, =80 MW slechts geleverd kan worden

als beide machines in bedrijf zijn (zie tabel 5.5).

tabel 5.4
Minimale brandstofkosten
M, én M, in bedrijf
Vi V, vV, Foe,(v,)+Fan, ()
20 MW 10 MW 10 MW 110
O MW 25 MW 15 MW 148,75
PO MW 50 MW 30 MW 240

tabel 5.5
Minimale brandstofkosten
alle toegestane combinaties wvan M1 en M2
M, in bedrijf |M, in bedr. M16n M, in bedr.

Vy Fanr,(V,) Frr.(\,) Far,(v)+ Far (v,)
20 MW 80 70 110
Lo Mw 120 140 148,75
80 MW - - 240

Door alle toegestane strategie&n te onderzoeken en de
totale brandstof- en Opstaftkosten te berekenen zullen
we nu de optimale strategie bepalen, Aangezien in de
periode van k=2 tot k=3 beide machines in bedrijf
moeten zijn ligt u(2) vast: u1(2)=u2(2) =0, Hieruit
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.volgt dat voor u(3) alleen de brandstofkosten nog van

belang zijn. Met behulp van tabel 5.5 kunnen we dan

concluderen dat gedurende de laatste periode, waarin

Lo MW geleverd moet worden, alleen M,

in bedrijf moet

zijn., u(o) en u(1) kunnen nu nog vrij gekozen worden.
Dit geeft 9 mogelijkheden die in tabel 5,6 worden na-
gegaan, De brandetofkosten ten geveclge van de beslissing

u(2) en de brandstof-en opstartkosten tengevolge van

u(3) behoeven niet in de beschouwing te worden opge=-

nomen omdat deze voor alle negen strategieién gelijk
zijn., Tabel 5.6 toont dat er één optimale strategie
bestaat, waarvoor de kosten 229,05 bedragen.

tabel

5.6

Overzicht van toegestane strategiedn met bijbehorende kosten
Fsrltll)2(k))= Far(kss)

Frg (4 (k)= Far(ki)

totaal
%alo) \Upla) Us(o) | Faals) | Fsrl1) |ZsDlxd|istdlunts) | For(2) | Fsr) [2,8)(2f) | Fur(3)

Fer+ For
o|lo|o 110 (18,96 0| 0| O| O |148,75 - o|o - 277,71
0|0 |0 110 (18,96l o| 0]l 0| 1 |120 - o1 [15,74 264,70
o|o|o 110 |18,96] 0| 0| 1| O |1ho - 110 (11,80 280,76
o|1]0 70 - 30|00 |148,75]|23,31l0 | O - 242,06
o|t1 |0 70 - 3lolo]| 1 (120 23,3110 | 1 |15,74 229,05
of(1|o 70 - 31010 |140 - L |0 (25,94 235,94
0|0 |1 80 |18,96 | 0| 1|0 |0 [148,75|15,74 0| O - 263,45
oo |1 80 (18,9601 |0 |1 |120 - |0]|2 |25,28 244,24
0|0 |1 80 13,96 0l1 1|0 [1ho 15,74 1 |0 (11,80 266,50

In tabel 5.7 is deze optimale strategie en trajectorie

nogmaals weergegeven,

table 5 . 7

De optimale oplossing

k 2,7 (k) u,*(k) (k) u (k)
C 2 | 1 (0] (0]
1 3 (o) (o) 1
2 0 0 1 (0]
g 8 o) q 1
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Tenslotte zal onderzocht worden of de Hamiltoniaan
maximaal is voor de gevonden optimale oplossing,
De differentievergelijkingen voor de toestands-

variabele, (5.20), worden voor dit voorbeeld:

x, (keve) = U, (k)2 (k) +uy (k) - (5.38)
Xy (ki) = Uy ()2, (k) + e (k) (5.39)
met als beginvoorwaarden:
A, (0)=2 2s/0) =0

De differentievergelijkingen (5.27) voor de

toegevoegde variabele worden:

p,(k)= U,[k)P, (k+1) = 150[1-u, G)f7- e-o,sz,(k)] e -5[7‘“v(k071[k)+

-/5[7- 6-51‘1-«,/&)77,(1:)]6 ~o5%,(k) (5.40)

Pz [k)= ”z [k)P;(k*"l) _200[1._“’(“)3[1_e:"@S'?Jk)] e‘~_5[7'”:/l¢)311[k.)"

-f[v—u,[k)]z,[k)] -5 x,(k)
e

~Zo[1-2 (5.41)

met als eindvoorwaarden:

PUY)=p/9) =0 (5.42)
De Hamiltoniaan (5.29) krijgf de volgende vcrm:

HUK) = p, (kan)[ {uglk) =132, (i) 414, 00)) + puLhesad [ {163 Ch) <3 2, k) + 10, ()] +
_3ofee” 5[r-1,(k)) '1,[1,))[1_ e-o,;z,(k)] 4 (5.43)
o [1-e Tt mlI] [, _ =% 2],

= Min [{1-ta, ()} Far, () + {7ty (4} Fise, ()]
A
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Aangezien H(k) voor de optimale trajectorie een maximum
moet bereiken als functie g(k), kunnen de termen van
(5.43) die onafhankelijk zijn van u(k) weggelaten worden.
(5.43) gaat dan over in:

H (k)= p, (ks g (K)[2(K) +1] +p, (es1) i, (1) [2, (ke +9)] +
+30 2_5 [7'”1[/()]21[k)[1_6"047-770:)-7 - (S.hls)

+9% e

~5[1-ty (k)] (Ir)[_’ .

-o,sx.//e)] I

/"Im [{1 ,(k)}Faelv) « {1-‘4;/“]:"-/3«,/ ]

Uit de differentievergeli jkingen voor de toege-
voegde variabele (5.40) en (5.41) kunnen we, met behulp
van de gevonden optimale strategle en trajectorie uit
tabel 5.7 en de eindvoorwaarden(5.h2),fﬂ4{;?(§), en P?@)
berekenen. De gevonden waarden zijn iﬁﬁtaﬁ;l 5.8 opgé;

nomen,.

tabel 5.8
de toegevoegde variabelen
k g, (k) A * (k)
L 0 -0
3 0 o]
2 o -12,58
1 '3'35 ‘12.58

H‘(O) kan nu, met behulp van (5.44) en de
tabellen 5.7 en 5,8 als volgt geschreven worden:
Ho)= =10,05Ulo) ~13, 58 lo) +18g6 &~ "F =470

- M», [{1—4«,/0)}Fu,64)+7/I—k./e)3 FBA’,/V)]

Deze Hamiltoniaan mbet voor alle toegestane u(0) onder-
zocht worden, Dit is in tabel 5.9 gedaan., De minimale
brandstofkosten zoeken we op in tabel 5.5 voor Vr =20 MW,
We zien uit deze tabel dat de Hamiltoniaan maximaal
is voor u1(0)=1, u2(0)=0. Dit komt overeen met de eerder

gevonden optimale strategie, zodat het maximum principe
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voor k=0 dus opgaat.
Vervolgens bepalen we H1(1) als functie van u(1)

op dezelfde wijze:

~25 [1-tp(r)
H(1)= -1258 u,(y) +23,37€ ” "7

—/‘7/); [{1 ”y/r)}Fav, (v,) + {1~“z/1)3 For, (v )]

Weer rekenen we H' (1) uit voor alle toegestane u(1).
Gedurende deze periode is V; =40 MW, Uit tabel 5.9 zien
we dat H1(1) maximaal wordt voor u1(1)=1 en u2(1)=0.

Dit is niet in overeenstemming met de optimale strategie
van tabel 5.7. zodat het maximum principe niet klopt
voor k=1, Dit is echter niet te verwonderen. In het
vorige hoofdstuk hadden we deze verwachting immers al
uitgesproken op grond van het feit dat de beslissings-~

variabele slechts discrete waarden kan aannemen.

tabel 5.9

H‘(O) en H1§13 als functie van respec-
tievelijk u(0) en n(1)

wrte) |iat | #) | w) | mt) | #6)

0 o | =110 0 ) ~148,75
0 1 | -92,58| o 1 -132,58
1 o |-61,09 || 1 0 -116,29

Bij het hier behandelde voorbeeld is de ver-
zameling ¥2 afhankelijk van k, ofwel de toegestane
g(k) zijn een functie van X, Immers voor k=0,1,3 zijn
er drie mogeli jke beslissingen, terwijl voorf(:Z
slechts u(2)=0 toegestaan is. Dit kan echter geen in-
vlioed hebben op het al dan niet maximaal worden van dé
Hamiltoniaan voor de optimale oplossing. We kunnen
nameli jk een zogenaamde penalty-functie invoeren zo-
danig dat een andere beslissing dan u(2)=0 met zeer
hoge brandstofkosten gepaard gaat. De optimale oplossing
zal zich dan uitsluitend bedienen van de beslissing
u(2)=0.
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Met behulp van de in paragraaf 5.2 behandelde
procedure kunnen we de trajectorie berekenen die de
Hamiltoniaan op elk tijdstip maximaliseert. Dit bli jkt
de in tabel 5.10 gegeven oplossing te geven., Een
nadere beschouwing van het verloop van deze trajectorie
in tabel 5.6 roept de gedachte op dat het toepassen
van het maximum principe bij dit voorbeeld resulteert
in het nemen van die beslissingen die de momentane kos=
ten minimaliseren voor k=1 en k=2, Dit zou inhouden
dat de toekomst, die via de toegevoegde variabele in
de Hamiltoniaan komt, niet voldoende gerepresenteerd wordt.
We zien ook uit tabel 5.8 dat de bijdrage van P'Od
in de Hamiltoniaan {5.44) relatief klein is. B

tabel 5.10

De oplossing die de Hamiltoniaan maximaliseert
Kk x, (k) uy (k) 22 (k) U, (k)

o 2 1 o 0

1 3 1 0 o

2 4 o) o 0

3 o 0 0 1

L 0 1

Met name het feit dat f%'ﬁ):ozou er de oorzaak van kunnen
zijn dat de toekomst in H'(1) te weinig aan bod komt,

Het vele nul worden van\fﬂQ)kan worden opgeheven door

de opstartkosten voor k=0 een bepaalde aanvangswaarde

te geven. Vanwege de term die voor de opstartkosten

staat:
~afr-uy (k)] % (k)
7-e

is hier uiteraard in de prakti jk geen bezwaar tegen.
Voor de toepassing van het maximum principe maakt dit
wel verschil omdat in de differentievergelijking voor
de toegevoegde variabele (5.27) ook de afgeleide van

deze term gebruikt moet worden.
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Stel dat de opstartkosten zijn:

Fsr, /7,): 30[1-6-")5;’1 +7 (5-45)

Fsr,(m)= Yo [1—e—a,;7,]+7 (5.46)

Als we verder uitgaan van dezelfde gegevens dan verandert
de in tabel 5.7 gegeven optimale oplossing niet voor
dit enigszins gewijzigde probleem,

De differentievergelijkingen voor de toegevoegde varia-
belen veranderen wel:

- -os57, ~5[1-t0,(kY] 2, (]
F'[k):Lf’[k)P‘r[k*') "5[7'“1{1()][30‘{1-5 57/1‘)}*7365[ (k)] ‘2

5[ -0 "
e [1ee sh u-,(kD’l,[k)]e 5 7,(k) (5.47)

- g ~s[1-wli)] 2,
P k) = U k), (k1) -5 [7-44,,/1():“ 99{7-(’_- '51‘/“)}+1]& TLT-lk) /‘f._)

P D_g-fh—«./é}]?.{k)]e—eﬂ./k) (5.48)

In tabel 5.11 staan de nieuwe waarden voor'.P%i) die

met behulp van tabel 5.7 en de eindvoorwaarden (5.42)
gevonden worden.

Uiteraard ondergaat de Hamiltoniaan ook
enige wijzigingen:

Hlk) = p, (ko) ey k) (2, (h)+7] + p, Chesada ) [ 2,01 #9) +
4'6_'5_[7"”7[1()1 21[“)[30 2/’1_ e"'”/"lf{/f)} +1J 3

s LA LT PR {1-6‘9’*'["’] +7 ]

- fth [{7-1«,{&)} Forg(y)+ /’7-%//:)3&.«,[\4)] (5.%9)

1ve
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tabel 5,11
toegevoegde variabelen voor het
gewli jzigde voorbeeld
k py "k pa¥(k)
L o o
3 -5 0
2 -5 -12,61
1 =3,35 -12,61
tabel 5,12

H1(0) en H‘(I) als functi® wvan u(0) en u(1) voor
het gewlijzigde voorbeeld

Uy (o) Uplo) HY/o) Uplr) /) 1)
0 o] -110 0 0 -148,75
0 1 -92,61 o} 1 -132,61
1 0 ~60,09 1 0 -135,69

We berekenen nu weer, met behulp van de tabellen

5.7 en 5.11, H‘(O) en H1(1) als functie van u(0) en
u(1):

' -/O[-I —U.,/p)) -+

Ho) = ~1005 l,lo) ~12 b7 U, lo) +/y,9$ e

— Min [{1-:4,/,)}Fnlr,lv,).*{'7—%413 FBR,/V;)]

vV
H19)s ~Zotyls) ~i2b1tly) +29372 7090

= Pin [ { 1-te,0)JFog () + {'1-16,/2)] Fomy ()]
Vv
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In tabel 5.12 staan de waarden voor H‘(O) en H1(1)
voor alle toegestane u(0) en u(1). Uit deze tabel
blijkt dat de Hamiltoniaan maximaal wordt wvoor de-
zelfde beslissingen als in tabel 5.7, waarin de gevonden
optimale strategie staat. Voor dit gewijzigde wvoorbeeld
gaat het maximum principe dus wel op. De toekomst heeft
nu voldoende invloed in de Hamiltoniaan gekregen via de
toegevoegde variabelen.

Het blijkt dat ook in andere gevallen dezelfde
situatie als hierboven beschreven, optreedt,

Voor een probleem waarbij de brandstofkosten

gegeven worden door:

Fse(v,) = 2V, +%o Foe, /)= 3 + 710

en de opstartkosten door:

For, (1)< 30[1- e 7] Fs1,/n)=%[1-¢ 2" ]
dus dezelfde opstartkosten als (5.32) en (5.33), zonder
aanvangswaarde voor x=0, blijkt de Hamiltoniaan voor
k=0 en k=1 wel maximaal te worden voor de optimale
strategie., Een nadere beschouwing leert echter dat de
optimale trajectorie in dit geval juist overeenkomt met
momentane minimale kosten op de tijdstippen k=0 en k=1,
zodat de toekomstige kosten niet meer belangrijk =zijn.

Met het volgende voorbeeld is dit niet het ge-~

val, Stel de brandstofkosten zijn dezelfde als (5.30C)
en (5.31):

Fa*"/V,)=2V, + 90 Fer,(v,) =005 W +o5W +¥0
terwijl de opstartkosten zijn:

F57',/2'y)= 6’77 F371[14)=707z

Hier geldt dus weer dat FSn/b):F;n/g)z o . Het maxi=-
mum principe blijkt hier niet op te gaan., Nemen we nu
de opstartkosten als volgt:

Fst,(2,)= 82, +7 Fsrylh)= 702y +7
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dan is de Hamiltoriaan wel maximaal voor de optimale
strategie. De reden is wveer dat de gewijzigde wvariabelen
voor meer invloed zorgen in de Hamiltoniaan,

We hebben gezien dat in het algemeen hegeg§§?muﬁ
principe bij dit model geen goede resultaten/_In de enkele
onderzochte voorbeelden hebben we enige systematiek -
ondekt in het al dan niet opgaan van het maximum principe.

De verklaring hiervoor zullen we helaas schuldig blijven.,
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5.4, Het discontinue discrete model met "geheugen'-

5.4.1, Inleiding

Bij dit model gaan we voorlopig uit van dezelfde
toestands- en beslissingsvariabelen als in sectie 5.3.1.
De differentievergelijkingen voor de toestandsvariabele
zijn dus:

3 ki1) =% (k) = [ (k) = 1] %, (k) +up (i) at (5.50)

% (o) =a, (=72 ... h k=%i'“,ﬂ~7

4

In de vorige paragraaf werd de discontinue
detectietunctie Qi voor de opstartkosten continu ge=
maakt met behulp van een e-macht.Hier zal het discontinue
karakyer van Qi gehandhaafd blijven door gebruik te
maken van beslissingen op twee opeenvolgende tijdstippen.
De differentievergelijkingen, die hierdoor van de 2% orde
ﬁorden, kunnen met behulp van een methode die door
Katz 8) aangegeven werd, teruggebracht worden tot vere

geli jkingen van de 1€ orde.

54,2, De_opstartkosten

Zoals in sectie 5.3.3. reeds werd besproken kunnen
de opstartkosten tengevolge van een beslissing E(k)

als volgt geschreven worden:
n
Fsr (w(k), 2 (k) = Fsr (alic) ulk-y) = ZQ(; er‘: (x, (%))
L=

waarbij Q; een functie is van ui(k) en xi(k) of van
ui(k) en ui(k-T) en gedefinieerd is als:

Qi = 0 als Mi niet gestart wordt

i

Qi 1 als Mi gestart wordt,

De uitdrukking

w;Che-a)[1-1; U] (5.51)
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representeert op Jjuiste wijze de functie Q Het is
duideli jk dat de different1evergel1jking voor de kosten
bij gebruik wvan (5.51) een 2® orde karakter krijgt.

Dit kunnen we vermijden door n nieuwe variabelen in te

voeren, y., i=1,2,...n, die als volgt gedefinieerd zijn:

900 = g (=) (5.52)

{=7%2 - h

’

terwijl exr tevens n nieuwe beslissingsvariabelen,

6,, 1i=1,2,...,n ingevoerd wordea:

& (k)=u (k) - (k-1) (5.53)
L=722 - ,n

Uit (5.52) en (3.53) volgt dats:

u; (k)= 6, (k) +y, (k) (5.54)

zodat de opstartkosten tengevolge van een beslissing

u(k) worden:

n
A, (2 (0,00k), (k)= 2 9 ([7 - 8:00-y,(] Fsr (3,00)
4 £

5.4.3. De brandstofkosten

In sectie 5.3.2. warden de brandstofkosten door
(5.9) en (5.10) als volgt voorgesteld:

Foe (k)= n ZL1 U (k) For, (v; (ls2)) 01t (5.56)
I" h L=y ‘
met de restrictie:

2 Vi lks1)= Vylkss) (5.57)

(=7
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Nu we overgegaan zijn op nieuwe beslissingsvariabelen
en het asantal toestandsvarialbbelen hebben uitgebreid
zal de uitdrukking voor de brandstofkostecn ook ver=-
anderd moeten worden. Invullen van (5.54) in (5.56)

levert:

h
For (0K}, y(b) = i L [1-0:000-4,00] Foe, (v, tee) ¢ (5.58)

5,44, De _differentievergelijkingen voor de toestands=

D G SR e Gms P W G G G G G Gy A D G G G G WD YN S M & W W e I G G G G G G e BE T T D B S B O

variabele

Met behulp van de betrekkingen (5.52) en (5.53)
is het mogelijk de differentievergelijkingen voor de

y-variabelen als volgt te schrijven:

9,;//‘*1) ‘ffélk)‘:u,;/)r)-ld,;[kq)
= 5&[})
g{,/o):bi (72 o n

, s

(5.59)

Ook de totale kosten moeten weer in een differen-~
tievergelil jking worden uitgedrukt. De afleiding hiervan
gaat analoog aan die in sectie 5.3.4. Als jh",(hd de
totale kosten zijn van k=o toet k=N dan wordt de differen~
tievergeli jking:

9"”[/(“) ‘.‘/»,a,//f)= F, [5 [k), _g/k),_f/(/r)) (5.60)

met

Fr (20k)0(k),4(k)) = For (2 (k) 0lk) y(k)) + For (0l (k) (5 1)

Vergelijking (5.60) kan nader worden uitgewerkt met
behulp van (5.61), (5.58) en (5.55).

Ook de oorspronkeli jke differentievergeli jkingen
(5.50) ondergaan natuurlijk een wijziging door het suh=-
stitueren van (5.54) in (5.50).
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Als we nu stellen dat
g‘._—_z,mi =722 -, n+1
dan wordt tenslotte het volledige stelsel van differen-
tievefgglijkingen voor de 2n+1 componenten van de toe-

standsvariabele:

x; (ko) - 2,0k) = [0,0k)+ 2,0, (k) - 7] 2: (k) + (5.62)
+ [6:(k) + X pui (k) ot

Kpar (k1) = X, (k) = 8, (k)
Lansy (ki) - 2'1,,,,[/() = VM';:' Z [7 ‘94'[‘-')‘-2”,;//{)_-)/:3;‘. [V,;/k-; D)4t +

oy, = (5.63)
* Zn.n;(/t)["-Q,_-[k)‘2,,44;[1:)]/:5,-_(7‘-[#))
met als beginvoorwaarden “~’ ¢
z&(o):a,_-
z»u&”=£&
X3pia (0) =0

voor i=1,2,...,n

Er bestaat een zekere relatie tussen ai en bi:

als a,=o dan bi = o

als ai>o dan bi = 1,

Op dezelfde wijze als in paragraaf 5.3.5. vinden
we ook hier dat* sz1(/<)_-.-1 voor k= o4, N
De Hamiltoniaan, gedefinieerd volgens (5.28), kunnen we

dan schrijven als:

Hk) = I P (ks )[£0:06) + 2ms ()-1] 2, () +4 8:0k) +2,,; eV a2 ] +
‘=’ (5.64)

n "
*,:Z: Py (k1) 6 (k) "VM(,” Z [7"‘9"//‘)‘71)45[/‘)]}::9«5 (v ki) ot +
= 17V LS2

= L 7, (k)[1- 8.06) <2, (&) Fsr, (2; (&)
L=/
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5.4,6, De differentievergelijkingen voor de_ toegevoegde

variabele

Met behulp van (5.3) bepalen we de differentie-
vergeli jkingen voor de toegevoegde variabele:

P: (k)—PL (k) :Pi[k“) [Ql;ﬂf)‘*zmi.(/‘) '7.7 =+
dFsT‘: [?)

o (5.65)
- (RL7-6:lk)~ 2y, (k)] — 2=
2'7-“,[ 7 ) Y (k'] ax; I?C:Wg[k)

Pmi/k)'/pnﬂl Ck+1)= PL(‘H 1)[.‘r¢ (k)-rd-t] +

) 5
..Z:"_’L [M“’ ;{7-%[k) -xnoj}FBRj (VJ i 1))Af] + (5.66)

KA T Zne1 S Xpyf (k)
- [1-9"[/{) -22,,% [k)] Fsré [IL-(A’)) ‘

We hebben in het voorgaande bij het differentiBren
steeds het voorwaartse differentiequotient genomen,
zoals eenvoudig te verifi&ren is. Dit doen we ook om
de term

»n
S5 -
2. - ~0.(k)-x,,: Y Far (Vifks D4t
320,;1v,/7’&§1{1 50, ag; (ke l,,¢=a,,‘.//¢) (5.67)

te bepalen. We nemen als voorbeeld twee machines, M
Mz,
naar x3 berekenen voor A t=1, Substitueren we voor x

1en

en we zullen het voorwaartse differentiequoti¥nt

3

achtereenvolgens 1 en 0 (de enige waarden die x3 kan

aannemen) in (5.67) en trekken we dit van elkaar af,

dan vinden we:

Min [- 8,(k) Fer, (v, (k) + {1-80k) -2, (k)] Fom, (ks 2))] +

' Va

= Min[{1-6, 0} o, (vt + §1-8.L0) -2, (0] Fre, (v o]
v, y (5.68)

Q,A') kan in principe «de waarden =1, 0 en + 1 aannemein,
Vanwege de keuze voor x.(k) is de enige zinvolle waarde
voor ©,(k) : Blk)-0, zodat (5.68) overgasat in:
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Min [{1-6,00) - %0k )}Fue, (v, the D)) +
- Min [ Far, (4 les) +{1- 8,00 -1 0} Fae, bulbwd)] - (5.69)

Hoewel in de eerste term de minimalisering natuurli jk
geen zin meer heeft veranderen we de schrijfwijze toch
niet, Bij uitbreiding van het aantal machines moet er
wel geminimaliseerd worden, Tevens worden we er aan
herinnerd wat de eigenlijke betekenis is van deze term,

nameli jk de brandstofkosten van M_ als het gehele ge~

vraagde vermogen \G(kw) door M2 wirdt geleverd (indien
tenminste O&,(k)+x,(k)=0 ).

Zo betekent de tweede term van (5.69) de minimalisering
van de brandstofkosten als M1 en eventueel M2 in
bedrijf zijn. (5.69) kan natuurlijk worden uitgebreid
voor n machines, zodat in hat algemeen geldt dat:

2 Min I {1-66)-2,,.} Fo (v (keD8t] =

D%y VeV, J=/ ""l::xhﬁ.[k)

h

' ATt (kae))

i [ 2 A e00-m 0 (] +
J#i 4

7
h
- Min [Fm‘. (v (ks ) + Z {1—9J-[k)-x,,,y//,)]Fa,. [;y/lm))] (5.70)
VeV i J
De eindvcorwaarden voor de toegevoegde variabelen zijn
natuurli jk:

p; (M=o (=72, ,2n

s

5..7. Voorbeeld

-y OB - -

We zullen nu aan de hand van het voorbeeld van
paragraaf 5.3 gaan onderzoeken of het maximum principe
klopt. Tabel 5.7 toont de optimale oplossing voor dit
voorbeeld. Met behulp van (5.52) en (5.53), waarbij
y‘-ﬂr)= %,,.(k) kunnen we deze optimale oplossing her-
leiden tot de in dit model gebruikte beslissings- en
toestandsvariabelen. Zoals in sectie 5.4%.4. al opgemerkt

is volgt uit de beginvoorwaarden X,/4)=2 , 2,/o)=0 dat
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Ay lo) = 7 en 2',/.;)=o , ofwel dat U,l-1)=7 en tl;/-f)=0
In tabel 5.12 is de optimale oplossing gegeven,

tabel 5.12

De optimale oplossing
k| uhk) | | o7k) | o2k |2,k |2,k) | 2,k) | 2,%%)

-1 1 0
0 1 ) 0 0 2 0 1 0
1 0 1 -1 1 3 ) 1 )
2 0 0 ) -1 0 1 0 1
3 ) 1 0 1 0 ) 0 o)
4 0 1 0 1

De differentievergeli jkingen voor de toegevoegde
variabele, (5.65) en (5.66), kunnen we voor dit voorbeeld

als volgt schrijven:

(k)= p, Lkin)[ 6, (k) + 2y (k)] ~15 2, 0h) [1-8,00) -2, ()] 2" 5%

a (k)= py s )8, k) + 0, (k)] ~20 2,0 ) 1 - 8, (£) -2, f4)) & =27 4%/

Pslk) = 2y (hor) < p, (es )7, (k) +7] _v,)f'.’ [{1-8ulk) -2,k )} Fne, (5] +
+K/Zh["—ec[z)-rfl-a,[é)—l,[iﬁFu,/;{)]-p (5.71)

- 30 [s- 9,[4)-2:,(1«21[1-e“"’"ﬂdJ
fq/k)-‘-‘ ﬁ/h-r} 4/’:/hr)[7z[l')n] “}’/7;"7[{,7' Qﬂ’)‘})/"}]F“ﬂ /‘f)]+
+V/7/'ﬂ [{7-69,[")‘ :’[k}]F&’,/‘I’)* FM, /K)J 4

o [r- &lh)-22, 0] 1-e " ]
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In deze vergeliljkingen komen termen voor van de vorm:

Min [ £7- 6, (k) - %oy lh) } Frow, /%'27
Vh

i=72

Over de betekenis hiervan is reeds gesproken. Aangezien
echter \/,'"”-' V,” = so0/Mu is het niet mogelijk dat &én
machine 80 MW kan leveren. Dit probleem zullen we om=-
zeilen door de brandstofkosten in dit geval zeer hoog
te maken, bijvoorbeeld: For (80) = Far, (S) = 300

We kunnen nu met behulp van de tabellen 5.12 en 5.5 de

toegevoegde variabelen berekenen (zle tabel 5.13)

tabel 5.13
de toegevoegde variabelen \
k 4%7%) f}%@) /bﬁi), f@?@/
L 0 0 o o
3 0 8 120,00 28,75
2 0 -12,13 60,00 -31,25
1 [=3:35 =-12,13 180,00 14,63

De Hamiltoniaan, (5.64), kan voor dit voorbeeld
als volgt geschreven worden:.

Hk)= p,fks) [ {6,060+ 20k)-159,08) + {0, (k) » 2, 000]]+
4 oy i) [ 18,004 1,601} 2, () + {,00) 42, (k)] +
+py(ks1) By (k) w pylets) B,0k) +
- M [[1- 8, (k) - 2,[/:)} Fog (y)s [7- 8.0k) -3 lk)I Frm, (v )] +

Vi
~ 2 (k) [1- 8,Lk) -2, (k)] Far, (2, (k) -2, (k)] 7- & ()2, L03] Fiz, (2, /)
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Voor het maximaliseren van de Hamiltoniaan zijn alleen
die termen van belang die afhankelijk zijn van O(k) .

Noemen we deze termen H?k) dan geldt, indien we tevens
de opstartkosten (5.32) en (5.33) invullen:

HYKk) = p,lks1) 8,(k) 2,(k)+71] « p, Lk +2) 6, (k) 2 (k)41 + Py (ks )6, (k) +

~a5 %/(k
+Pylbes) B, (k) + 30 2,(k)0,(k)[1-e ¥ %0 )]*

+% 2-.,[/():9,[1«)[1—@_% h[k)] +

Vs

- \7"" [{'1-8,(k) -%,(k)] Frr (\y)+ {7- 8,0k ) -2, (k)] Fize, [‘f ;]7 2)

¢

H'o) kan nu als functie van ©0o) met behulp van de tabel=-
len 5.12 en 5,13 bepaald worden:

H'o)=198,918,00) -24 44 6,40) ~ I [-8,40) For, £v) +5'1- Bulo) ] Fisw (v:))
/Y2

In tabel 5.14 is de waarde van H’/D) onderzocht voor alle
toegestane £4) . Hier kunnen slachts die &/,) toegestaan
worden die x, en x,
brandstofkosten worden uiteraard weer gevonden in tabel
5.5 voor V,-/f)a 20 MW, '

Voor H'(1) als functie van O/7) vinden we op
dezelfde wijze:

H71)=#3318,(1)-93388/() - \f://m [-2,(1)Fam () +{7- &u17) 3 Fan, (4))

niet negatief maken, De minimale

Yoor alle toegestane Q/r) is H7r) weer onderzocht in
tabel 5.14, Het maximum van H7o) blijkt overeen te komen
met 9;/°)=9;/0)=b hetgeen klopt met de optimale oplossing
van tabel 5,12. Het maximum van Hf/r) treedt eveneens op
voor &,(r?=6,(1)=0 , en dit is in tegenstelling met de

tabel 5,14

H/>) en #77) als functie van respec-
tievelijk &/4) en 6/

8l) |8l) | W) |8m|am | #710

-1 1 -295,67 (=1 1 -246,69
-1 0 | =298,91 |[=1 0 -232,06
0 0 - 70,00 0 0 -140,00
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optimale strategie: 5216)="7,,é%$4}= 7 . Het maximum
principe blijkt dus niet op te gaan,

Met dit moael zijn een aantal moeilijkhedan
&ointroduceerd die zonder twijfel mede oorzaak 2zijn
geweest van het falen van het maximum principe.

De beiangrijkste moeili jkheid is wel dat de
toegestane 9"[“ niet alleen afhankeli jk kunnen zijn van
de tijd (2o0als in de vorige paragraaf met ui(k) het
geval was) maar ook van X,,; (k) . Er geldt immers dat

'Z',,,,;[‘(): ‘{,;[k-'t)
zodat 2;“[})a11een de waarden O en 1 kan aannemen, Hier-

door wordt de toegestane 9;[k) eveneens vastgelegd:

O; (k) = R,,; (ksv) -0, (k)

Indien bijvoorbeeld X, (k)=0 dan moet 6;(k)}-1. Hier-
uit volgt dat, afgezien van de discrete beslissings~
variabele, het maximum érincipe niet toegepast kan worden
oindat er bij de theorie steeds van uitgegaan werd dat
de toestandsvariabelen niet aan restricties gebonden mogen
zi jn.

Een andere moeilijkheid, de berekening van (5.67),
zou eventueel omzeild kunnen worden door de kostenfunctie
zodanig te maken dat Fa(‘-[p)zo s, zodat de detectie

term voor de brandstoikosten kan verdwi jnen,

5.5. Het d4scopt¥5pe discrete mode; metjpumulatieve

opstartkqgten

50 5 o1 EEleiding

We gaan'weer uit van dezelfde toestanas~ en
beslissingsvariabelen als in sectie 5.3.1.,, zodat de
differentievergeli jking voor de toestandsvariabele
luidt:

3("[1(*1) -l‘[k) = [u;[k)-j] 7;[/() + U af)df

?‘-[0)2.‘ a‘- ‘:"'7/7,"","’ 1(:0};--»/!#7 (5073)
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Bij de in de vorige paragrafen beschreven methoden
voor detectie van opstartkosten werden deze kosten pas
in rekening gebracht als de machine werkelijk startte.
Hier 2zullen deze opstartkosten cumulatief berekend worden.
Elke keer als ui(k)=1 worden de opstartkosten verhoogd
met een bedrag dat van xi(k) afhangt.

Het verschil met voorgaande methoden blijkt dui=-
delijk als we naar het laatste tijdstip, k=N, kijken.
Mochten er op dit tijdstip machines buiten bedrijf =zijn
dan worden bij dit model opstartkosten in rekening ge-
bracht die aangeven wat het eventuele starten op het
tijdstip N zou kosten. Bij de vorige modellen zouden de
eventueel nog te maken opstartkosten niet meegerekend
worden omdat het niet bekeﬁd is of er werkelijk opgestart
wordt., Aangezien een elektrische centrale continu
werkt, en we dus slechts over een beperkte tijd kunnen
optimaliseren, komt dit model meer overeen met de wer-
kelijkheid dan het voorgaande.

5.5.2. Qg_ggstartkosten

De opstartkosten van M, op het tijdstip k:

i

Fsr, (k) = Fsr (x, 0k (k) (5.74)

schrijven we op als differentievergelijking:
Far(kor) = Fsr (k) = #; (1, (k) 1, (4)) (5.75)

We kunnen voor /“-/I‘-ﬂ'),tqﬂ)) bijvoorbeeld nemen:

-rxdk) (5.76)

£ (b u; k)= quylk)e
waarbi j 9 en r nog te kiezen constanten zijn
De differentievergeli jking voor de totale op-
startkosten van n machines luidt:
»
Far(kesn) = Fir(k)= I 4 (0, (0] 0 00) (5.77)
/

L=
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5¢5¢3. De brandstofkosten

Voor de brandstofkosten gebruiken we weer de
uitdrukking (5.9):

Ferlwlk)= Min Z[‘I—u[[/c)JFBE‘- [VL-//rH))OL‘ (5.78)

ViV, ¢=y
met de restrictie:

g\/‘-ﬂrn)=vrﬂf+1> (5.79)

Noemen we de totale brandstofkosten tengevolge van de
beslissingen u(o), u(1),...u(k=-1): FBR[M.,L) dan geldt
dus dat:

k-1
Fs,(u,k)= Z FBR[‘_‘[J')) . (5.80)
j=o

we kunnen nu de volgende differentievergeli jking voor

de kosten opschrijven:

Fox (U kss)- Foel(ll k)= Foeli (k) (5.81)

Stellen we:

dan gaat (5.81) met behulp van (5.78) over in:

h

Fegr ( ki1)- Ferlk)= Mia Zfr—u‘-[k)JFap‘.(v‘-[lm))Af (5.83)

V,---V,, L=y

Uit (5.77) en (5.83) volgt dat de differentie-
vergelijking voor de totale kosten wordt:

Frlker) - Fr (k) =Z___/ 7 (2, (k) () + (5.8%)

h

s Min 7 [1-u:0%)] Fﬂ(‘./%//rn)) 4t

V’Vh L=
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Noemen we

Frlk) = 2, (k) (5.85)

dan volgt uit (5.73), (5.84%) en (5.85) het stelsel

differentievergelijkingen voor de toestandsvariabele:

; [/(M) - 74/4) = ["i[/c)-"J 2; (k) +14"//¢)4ﬁ

h
Zoaslbes1) -2, (k) = Z ,f;[q‘/é)/”‘ﬂ,)) + (5.68)
6=y
»
*\Z’; sz [7-u;0k)] Fam; (vilhsi)) 0t
C= 2722 -, hn k:o‘,;--._,,v_1

met als beginvoorwaarden:
7£[°)=Q£ (=72 -, h+7 (5.87)

Hierbij geldt dat

a’”_' = F;r/o)
en vanwege de cumulatieve beschrijving van de opstart-
kosten zal in het geval dat één of meer &Q;>0, (=72 ", »

gelden dat 4,,, >o ,

5.5¢5. Pg_differentievergelilgiggen voor dg_zgggevoeggg

Passen we (5.3) toe op (5.86) dan kunnen de
differentievergelijkingen voor de toegevoegde variabele
worden bepaald., Het is eenvoudig te verifi¥ren dat ook
hier weer geldt dat:

Ph.;, [b)= -7 k"aZ"'.-/V (5088)

zodat de vergelijkingen worden:

P‘./L)—F‘. [é*') :/%./é*sz—h‘-[k) "/] - 'b%“ [-7':' (2!,;,“‘-[/());’2

c:)-[k)(5’89)

‘.=7/2, ah
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5.5.6. De Hamiltoniaan

De Hamiltoniaan, gedefinieerd volgens (5.28),
wordt met behulp van (5.86) en (5.88):

h

R = Z plken [{uitk) 732000 s (1) 0] + (5.90)

=

h h
= L% (2, (k) u; (k) -7 2 [ 4-n,06] For, (v fkseDat
o+ Viy L=/

50 5 07 « Voorbeeld

,Het voorbeeld dat nu behandeld zal worden wi jkt
wat de brandstof- en opstartkosten betreft af wvan het
in de secties 5.3.7 en 5.4.7. behandelde voorbeeld,

Voor de brandstofkosten per uur nemen we:

Far, (V)=2V, +%o (5.91)

Far, (V)= 605 405V, +55 (5.92)

terwijl de opstartkosten worden de beschreven door de

functies:

£, (2, fkhu, ()= 230, (k) e”° »Ek) (5.93)

(k) k)= 25m(k)e™” ™ (k) (5.94)

De differentievergeli jkingen voor de opstartkosten luiden
dan:

-os %/k)

Fer, (kae) = Fsn (k) +23u(k) e (5.95)

-2 l[k)
Fory (lews) = Fst(k) +25u(k) e 5 (5.96)
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Figuur 5.4 toont het verloop van de brandstofkosten.
Figuur 5,5 en tabel 5.15 laten de opstartkosten zien
indien de machines op een bepaald moment buiten bedrijf

geasteld worden.

tabel 5,15

De opstdrtkosten bij het stoppen van een machine
volgens (5.95) en (5.96) Fir, /) = Finde) =0

k |zlk)|\ulk) | f,(atkuthk) | Fsr, (k) Rlalhll)) | Forlk)
oo o 0 o 0 0

1 |o 23 o 25 o}

2 1 1 13,95 23 15,16 25,00
3 | 2 1 8,46 36,95 9,20 ho,16
b |3 | 5,13 45,41 5,58 k9,36
5 | & | 3,11 50, 54 .. 3,38 54,94

Vanwege de wijzigingen die aangebracht werden

in de opstart- en brandstofkosten moet voor dit voore
beeld opnieuw een optimale oplossing bepaald worden.
We doen dit op dezelfde wijze als in paragraaf 4.3.7.
Tabel 5.16 geeft de, zo mogelijk, minimale brandstof-
kosten met de bijbehorende vermogens voor alle mogeli jke
combinaties van M1 en Mz. Via het gelijk stellen van de
incrementele brandstofkosten vinden we ook hier dat voor

Yy =40 MW de minimale brandstofkosten verkregen worden
als VY, =25 MW en \, = 15 MW. Indien V7 =20 MW moet,
vanwege het feit dat V,”"=V,"":s0Mmw , gelden dat,
indien beide machines in bedrijf zijn, =\, = 70 7N,

V+ =80 MW kan slechts geleverd worden als beide machines
in bedrijf zijn, er omdat \éh%~=50 MW worden minimale
brandstofkosten bereikt als V, =50 MW en V, =30 MW.
Zonodig kunnen we stellen dat het in bedrijf zijn van
slechts één machine bij V; =80 MW gepaard gaat met zeer
hoge kosten.,
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tabel 5.16

Minimale brandstofkosten voor alle toegestane com-
binaties van M, en M,

M,in bedrijf |M, in bedrijf|M, én M, in bedrijf

v'r FBR, [V, ) FB'I.[VS) V7 Vz FB" [v'F)’:; [Vl>
20 MW 80 . 85 10MW | 1OMW | 125,00
ho MW 120 , 155 25MW | 15MW | 163,75
80 MW - - 50MW | 30MW | 255,00

We zullen nu alle mogelijke strategieé&n onder-
zoeken en de kosten, die een rol spelen bij het bepalen
van de optimale strategie berekenen,

Uit X0)=2 volgt dat Fir,/o)=23  (zie tabel 5.15),
Aangezien echter FQWJQ}. voor alle mogelijke strategieén
hetzelfde is oefent F%n/;) dus geen invloed uit biji de
keuze van de optimale oplossing.

We zagen reeds dat, vanwege de restricties voor
het te produceren vermogen per machine, voor dit voorbeeld
geldt dat u«,(2)=4,(2)=0 . Hieruit volgt ten eerste
dat voor het bepalen van de optimale oplossing het
tijdvak van k=0 tot k=l in twee delen kan worden ge-
splitst: u(3) aan de ene kant en u(o) en u(1) aan de
andere kant hebben bij het optimaliseren niets met elkaar
te maken. Ten tweede volgt hieruit dat 1,(x&)4/2) =7, (2,/)wM)=0
terwijl Fse(3) =255 voor alle mogelijke strategie¥n
zodat deze grootheden voor het berekenen van de optimale
oplossing niet meegenomen behoeven te worden. In tabel
5.17 zijn de drie mogeiijkheden voor u(3) onderzocht
en in tabel 5.18 de negen mogelijkheden voor 2(0) en
u(1)., Hieruit volgt rechtstreeks de met minimale kosten
gepaard gaande strategie, zoals tabel 5.19 deze laat zien.
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tabel 5.17

Overzicht van de toegestane beslissingen u(3) met

bijbehorende kosten £ (x;(k)u;(k))= £ (k)
£0) + h(s)
2] | m) | wtw |mls) | £6) | hb) |Faelt) | POIE
o (o} o o o o [163,75 163,75
0 0 0 1 0 25 [120,00 145,00
o) 0 1 0 23 o |155,00 178,00
tabel 5018
Overzicht van de toegestane beslissingén g_(‘o) en 9_(1) met bijbehorende
kosten I ) ;1) = £lk)
1 Y
25le) | 1fe) sl k)| £, 1) | $ylo) \Foalt) | 2et0) | Hts) (st )| 405) | #uls) | Fie(3) Z [Foele) +fylk) i
2| ol o{ol o |o 1251 o | o |[o | o] o o 163,75 | 288,75
2l olo|lolo |o [125) o |0 |o | 1] o [25,00 | 120,00 | 270,00
2| olo|lo|lo (o J125| o | o |1 | ol|23,00| O 155,00 | 303,00
2/ 0| 1|0]|8,44 0 85| 310 (ool o o 163,75 | 257,21
2| ol 1| ol8,46 0 851 3 |o |o | 1| o |25,00 | 120,00 | 238,46
2|0l 1]0(8,4 0 85| 3|0 |1 ]|o]5,13 o) 155,00 | 253,59
2l olo|l1]l o [2% 80l ol1 |o]ol|l o 0 163,75 | 268,75
2/ 00|10 [25 80 o] 1 o) 1 o) 15,16 120,00 240,16
2l o|lol1| o [25 80 | o 1 1 | ol23,00| o 155,00 | 283,00
tabel 5,19 tabel 5.20
' De optimale oploasing de toegevoegde variabelen
k | %% | 4Ue) | wk) w (k) k pr k) P k)
0 2 1 0 o) 4 o 0
1 3 0 0 1 3 o} 12,5
2 o | o 1 o 2 o) 0
3 0 o} 0 1 1 o) 12,5
4 0 1
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We zullen nu weer onderzoeken of de Hamiltoniaan
maximaal wordt voor de optimale oplossing.

De differentievergeli jkingen voor de toegevoegde
variabelen kunnen met behulp van (5.93) en (5.94) als volgt
geschreven worden:

p, (k] = p, [A’M)u,/k) + 7;9‘#,[16)&—0" (k) (5.97)

‘Qfﬂﬁ[k)

/7:.[16): P [/(H)Ugfé/ +135 (k) e (5.98)

Omdat de optimale oplossing bekend is (tabel 5.19)
kunnen we nu de toegevoegde variabelen berekenen (zie‘
tabel 5.20).

De Hamiltoniaan (5.90) wordt voor dit voorbeeld:

Hlk) = p, (ko) [Lurth)-1 3 2,0k) 00, (K)] + o () i lhe) <1} 20 L) + 4 01)]

) i) -9 2 k
_tsub)e M g p) e L

= Min [ {1-t,(4)} Fot,0%) +{'1-t (k)3 Fise, /uﬂ
Al '/h) alleen die termén bevat van H(k)die afhankeli jk

zijn van u(k) dan is dus:
Hk) = Pr Chered w, () L2 () 1] +pofesr) uy (k) [ 1o 0ke) +7]
—23ulk)e” Y g5yl e VTRV

- Mm [{1- u, (b)) Fox,(y) + {1-i,0k)] Fomy(v))
Met behulp van de tabellen 5.19 en 5.20 kunnen we nu HY)
als functie van u(o) bepalen.

Hlb)= -Bybute) -5 talo) = 1| {7t 0] Fag, () + { 1~ /o Famy ()]
) Va

)
In tabel 5.21 is Ho) berekend voor alle mogelijke u(o).

TABEL 5,21
H)als functie van
u(o)
‘Qﬁﬂ “u%) HVGJ
0 0 —125 ’0
0 1 - 92,5
1 0 - 93,46
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Uit tabel 5.21 volgt dat H70)maximaal wordt voor U,lo)=0
en WUylo)=7 . Dit is echter in tegenstelling met de
eerder gevonden optimale strategie uit tabel 5.19,
zodat het maximum principe ook in dit gevalniet blijkt

op te gaan.,

5.6, Het continue discrete model met lineaire

differentiéggpge{ijkinggg_!ggg de toestandsvariabele

5.6.1, Inleiding

De modellen die in de vorige paragrafen aan de
orde kwamen bleken geen van alle aan het maximum principe
te voldoen., Er werden hiervoor een aantal redenen genoemd
waarvan de belangrijkste nog steeds is dat de beslissings-
variabele slechts discrete waarden kan aannemen terwijl
het stelsel differeﬁtievergelijkingen voor de toestands-
variabele niet lineair is in de toestand (d.w.z. van de vorm
zoals (#.33) is). In deze paragraaf zullen deze differen-
tievergeli jkingen met uitzondering van die van de kosten,
een lineair karakter krijgen. Dat zal tevens met zich
meebrengen dat de toestandsvariabele als functie van de
tijd continu wordt, zodat de eerste numerieke oplossings-
methode van het twee-punts-randwaarde-probleem die in
paragraaf 5.2 werd besproken, in tegenstelling tot bij
het discontinue discrete maodel, bij het continue discrete
model in principe wel toegepast kan worden. De procedure
om de differentievergelijkingen lineair, c.q. de toe-
standsvariabele als functie van de tijd continu te maken
zal ook bij het comtinue model in hoofdstuk 6 worden toe=-
gepast.

De "geheugendetectie" van de opstarfkosten van
paragraaf 5.4 had, zoals we gezien hebben, belangrijke
bezwaren. De detectie met behulp van cumulatieve op-
startkosten bleek beter én eenvoudiger dan de detectie
met behulp van een e~macht, die in paragraaf 5.3 werd
besproken, Daarom zullen bij dit model de opstartkosten
cumulatief worden gebruikt, zbals dat in paragraaf 5.5

is beschreven,
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5.6.2, Het__lineariseren van de differentievergelijkingen

We gaan uit van een in de tijd continu systeem
met een beslissingsvariabele zoals die o.a. in sectie 5.3.1.
gedefinieerd is, maar met dit verschil dat u, nu een
functie is van een continue tijdsvaxiabele t.

De toestandsvariabele zullen we als volgt defini-

eren:

t
—3(t-T)
2"-['6)= fUé(Z)Z. p olT

(= 72 --,n

Aan de hand van een eenvoudig voorbeeld kunnen we de

betekenis nagaan van deze toestandsvariabele.

Stel dat:
u; (t)=0 —bo<t<o y<ta<ry
ui(4)=1 o< t<Y t=y
=1

We kunnen nu (5.99) schrijven als:

-{t-T) e

¢
2, (t) = ﬁl;(l')e (5.100)

In tabel 5.22 is xi(t).berekend voor verschillende waarden

van t terwijl in figuur 5.6 een ander in beeld is gebracht.

tabel 5.22
De toestandsvariabele x (t) volgens (5.100)
voor de aangenomen stra%egie
- 3 )
t 2 ()= Jucre Doz
0] o = 0
1 7-e~7 = 0,6321
2 7-e72 = 038647
3| 7-e¢7? = 0,9502
4 7-e”7 | = 0,9817
5 | e Y r-eY) = 0,3611
6 | e *r1-e7%) = 0,1329
7 | e 2(r-e~¥ = 0,0489
8 | e r-e=Y +7-e"7 = 0,6501
9 | e 7(7-e7%) +7-2"2 = 0,8713
10 a—é/-v_ody)-l' 1—-#"3 = ').9536
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We zien dat door tcepassing van de integraal {5.100) de
discontinulfteiten in de toestandsvariatele op het
moment dat een machine gestart wordt door sfnemende
e-machten vervangen zijn,

Alvorens te beoordelen of deze beschrijving van
de toestand van het systeem een redelijke benadering
van de werkelijkheid is zullen we waer terugkeren naar
het discrete geval en de differentievergelijking wvoor de
toestand bepalen,

Uit (5.99) volgt dat:

/ trat
x; (t+at)= e “M)fl(,;[t)e/“dz‘

t+dt

o
+
o e [‘ wit)e e + fuear )
¢ - €

twat
-r3at (¢~ ~p(¢t +4¢)
= &P e P 4 P /tr;/z‘)e/”dc
-vo

¢
_ Lrat (5.101)
- d-pat?“ () e /slf mt)/;(‘.a_)e /ndc
t

We nemen nu aan dat gedurende het korte tijdsinterval

van t tot t+4t , UW;(r) constant verondersteld kan worden,
en gelijk is aan ui(t).

We kunnen (5.101) dan als volgt schrijven:

~/2at -3 [tmxyfha‘;.

2 (ttat) = A e) 4 U (t) e g /atr
= e r 2 (¢) +/‘§u‘_-(£)[7~‘e /Mt]

Stellen we nu :

tekat | A lkat) =% (k), 4 (kat) =4 (k)
dan wordt (5.102):

% Ckwr) = e 2,010+ it -7 (5.103)
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Jlermee is de differentievergelijking voor de toestands-
variabele, die lineair is in de toestand, verkregen.
Het is duidelijk dat xi(k) voor k=0,1,2,... volgens
(5.103) exact overeenkomt met xi(t) voor t=0 At, 2 4 t,...
volgens (5.99) mits de beslissingsvariabele slechts
op de tijdstippen k A t kan veranderen,

Uit tabel 5,22 en figuur 5.6 kunnen we concluderen
dat, naarmate /5 kleiner wordt, de toestandsvariabele
een betltere maat zal worden voor de tijd die de machine
buiten bedrijf is, gedurende dies tijd dat de machine ook
werkelijk buiten bedrijf is (in figuur 5.6 voor ogié<¥
en i:27). Een kleinerxe Pimpliceert echter ook dat de
toestandsvariabele gediuirende de periode dat de machine
in bedrijf is (in figuur 5.6 voor #<t <% ) slechts
langzaam zal afvallen., Omdat de toestand op een bepaald

o PLt-0) afhangt van alle

moment via de weegfunctie
vorige toestanden zal de invloed van het verleden toe~
nemen naarmate /6 kleinex wordt, zodat de mate van re-
produceerbaarheid voor vergelijkbare toestanden geringer
wordt., Figuur 5.6 laat zien dat xi(1)=o,6321 en
xi(8)=0,6501 terwijl in beide gevallen de machine é4én
uur buiten bedrijf is. Ten einde dit verschil op te
heffen zou /3 weer groter moeten worden, hetgeen echter
weer in strijd is met belangen die hierboven werden ge-
noemd,

Het is mogelijk deze vicieuze cirkel te doorbreken
door een differentievergeli jking te nemen die er als

volgt uitziet:
~Bat —-Y(7- ' -
Xy (k)= e P, #e ”’(k))z//c)*/‘i wli)7-e7*%*]  (5.104)

zodat xi(k) voor ui(k)=0 zeer snel naar nul gaat. Dit
gaat echter weer ten koste van de lineariteit van de
differentievergeli jking.

Daarom zullen we toch van vergelijking {(5.103) uitgaan.



- 1ho o
244768

Wat de opstartkosten betreft, deze zullen in de
praktijk niet lineair zijn in xi(k).
Als differentievergelijking voor de opstartkosten

nemen we:

Fsr(keer) = For, (k) + u (k) g (2, (k) (5.105)

Als de machine in bedrijf is oefent de toestandsvariabele
dus geen invloed meer uit op de grootte van de opstart-
kosten, Uiteraard blijft het bezwaar van de geringe re-
produceerbaarheid bij kleine/e bestaan omdat de teocestand
op een bepaald moment via de weegfunctie eVGZL{) afhanke-
1ijk blijft van alle voorgaande toesstanden,

Voor het voorbeeld van tabel 5.22 en voor
gi(xi(k»=50 9_21d%)zijn de opstartkoesten volgen (5.105)
in figuur 5,7 getekend,

Uit (5.105) volgt dat we voor de totale opstarte

kosten voor nm machines kunnen schiijven:

Fsr (k1) -Fsr(k) = Z H,;(k)g;. (a: (k) (5.106)
(= .

5.6.4, De_differentievergelijkingen voor de toestands-

- Ak A GO AN G ST SN MR AL G GRS D G S .- LA X 4 T N Y P L Y XY T Y XT3

variabele

Vaor de brandstofkosten gebruiken we de differen=-

tievergelijking (5.83)., Aangezien we weer stellen dat:

Zniy [k)': Fﬂﬂ(k) + F:sr[k)

kunnen we met behulp van (5.83), (5.106) en {5.103)
het totale stelsel van differentievergelijkingen voor de

toestandsvariabele opschrijven:
2, (kse) -2 (k) = ( —ﬂ“") 2, (k) + ﬁl‘(;/é}[he‘/’“]
Zysy (1"*1)‘201:1/&):\/‘/-?/:' LZ: [ﬂg/ﬂ?f@(\/,;[kuﬁdi + (5.107)
+ 7 (k) g (nlk))
(=73-,n k=oy-- w1 Y -

met als beginvoorwaarden:

% (o) = @ h#7v

o~
4
N
N
.
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5.6.5. De differentiever eliigiggen voor de toeggxggggg

variabele

Toepassing van (5.3) op (5.107) geeft weer de
vergeli jkingen voor de toegevoegde variabele:

. . e ). _usy) Z8e(2) (5.108)
f’,_(/()‘ﬂ//ﬁf)- [2 7)PL /k-lf) ‘ﬂ_[/t) A7 lq£=7‘.//‘)
L= 78, n
omdat ook hier weer geldt dat
Pﬂ*f[k)= -7 , 1(:21’...‘” (5-109)

De eindvoorwaarden voor (5.108) zijn, zoals gewoonlijk,

weer:
pi{ml=o £=72 -, h (5.110)

5.6,6, De Hamiltoniaan

De Hamiltoniaan, gedefinieerd volgens (5.28),
wordt met behulp van (5.107) en (5.109):

Hll) = Z b “"*’)[(575“-")’32[/:) '*‘7;%/1:)/1-5-/3“)] *

- M Z [1-u; k) Far, (v (kseDat - Z u () g (n; (k)
n L=
Als WYk)alleen die termen van Hék)bevat die afhankelijk

zijn van uy (k) dan geldt dus:

1/‘“ = (" (A ﬂAt) Z FA [/(-H)h‘ (k) —/'7m Z: [7-% //())Fm [V//(h)jdt +

A =I

_£=Z/ u;lle) g (2,(k))

5.6.7. Voorbeeld

Wat de brandstofkosten en het te leveren vermogen
als functie van de tijd betreft zullen we de gegevens
van sectie 5.5,7. gebruiken, evenals voor de minimale
en maximale capaciteit van een machine,

Voor de opstartkosten nemen we de volgende

differentievergeli jkingen:
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Fsr, (ksq) = Fsr, (k) +/5 U, (k) 6‘7’//‘)
(5.111)
Fsry (k)= Fsr, (k) +30h,//<}z_?‘/k) (5.112)
- "[k) -2, (k)
zodat dus: g;{xy{k))=/‘5.€. * en g;/?,[k)): 30e %l

Verder stellen we:
dt = 1 uur
/6 = 1
x,00) = 7-¢7 1= 0,6’5'/7 (M1 is dus 2 uur buiten bedrijf)
Zelo) = O

Ook nu zullen we eerst de optimale oplossing be-
palen door alle mogeli jke strategiedn met de bijbehoren-
de kosten te onderzoeken. Uiteraard zijn alleen die kosten
van belang die verschillend zijn voor verschillende
strategie®n (zie de discussie hierover in sectie 5.5.7.).

Vanwege het karakter van de toestandsvariabele
impliceert 1(2)=0 nu niet meer dat x(3)=0 omdat elke
toeastand ° een ander verleden heeft gehad. In tabel
5.23, waar de relevante trﬁjectorie%n zijn samengebracht,
zien we dan ook dat x(3) steeds een andere waarde -heeft,
Hieruit volgt dat er voor x(4) 27 verschillende mogeli jk-
heden onderzocht zouden moeten worden, Beperken we ons
voor het onderzoek naar de optimale beslissing u(3)
voorlopig tot de brandstofkosten dan blijkt uit tabel
5.16 dat al;l.een'M1 in bedrijf moet zijn, aangezien
Vr = 40 MW, De verhoging van de opstartkosten tengevolge
van deze beslissing zal dan, zoals uit (5.112) blijkt,
maximaal 30 zijn, zZodat de totale kosten maximaal
120+30= 150 zijn. Bij de beide andere beslissingen komen
alZeen de brandstofkosten al hoger uit (155 en 163,75),
zodat-u1(3)=0s u2(3)=1 de optimale beslissing is voor
k=3.

Met behulp van tabel 5.23 vinden we nu de optimale

oplossing, die in tabel 5.24 nog eens opgeschreven is,
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tabel

5.23

Overzicht van de mogelijke beslissingen u(0) en u(1) met bijbehorende kosten

£, (k) = (k) §, (1, 0k) Al = (k) g, (nllk))

2, (o) o) | lylo) |kalo)| £105) | #260) | Foals) | %il7) Nl1) i) als) |G l) | Fol7) Fonl2)
0,8647 0 o} (o} o} o} 125,00 | 0,3181 0 o0 o} o} 163,75
0,8647 | O | O 0 0 0 125,00 | 0,3181 0 0o |1 0 3¢,00 120,00
0,847 | © 0 o | o o] 125,00 | 06,3181 0 11{0 10,91 0 155,20
0,8647 0] 1 o |6,32| © 85,00 [ 0,9502 0] oO|o 0 0 163,75
0,8647 | © 1 0 |6,32| O 85,00 | 0,9502 0 o |1 0 30,00 120,00
0,8647 0 1 o |6,32| O - 85,00 | 0,9502 0 110 5,80 0 155,00
0,8647 | © 0 1 0 30,00 | 80,00 | 0,318% [0,6321 |0 |O 0 0 163,75
0,8647 | 0 0 1 0 30,00 | 80,00 | 0,3181 [0,6321 |0 |1 0] 15,94 120,00
0,847 | 0 | O 1 o] 30,00 | 80,00 |0,3181 |0,6321 |1 |0 10,91 0 155,00
%s(2) YBlr) |bhafs)| %/3) nls) |ty | fals) | 249) A2ly) Totale kosten
c,1170 o] 0|0 |0,0431 0] o|1 30,00 | 0,0159 0,6321 318,75
0,1170 [0,6321|0 |0 |[0,0431 0,2325 | o |t (23,77 | 0,0159 0,7176 298,77
0,7491 0 o|O0 |0,2756 0] o1 |30,00 | 0,1014 0,6321 320,91

0, 3406 0] o|0 |0,1286 o] o]t |30,00 | 0,0473 0,6321 285,07
0,3496 (0,6321|0 |0 |0,1286 0,2325 |0 |1 |23,77 | 0,0473 0,7176 265,09
0,9817 0 0|0 |0,3612 0] "o |1 |30,00 | 0,1328 0,6321 282,12
0,1170 |0,2325/0 |0 |[0,0431 0,0855 ol|1 |27,53|0,0159 0,6636 301,28
0,1170 |[0,8647|0 |0 [0O,0431 0,3181 o|1 |21,83|0,0159 0,7491 267,77
0,7491 |0,2325/0 |0 (0,2756 0,0855 o|1 |27,53 | 0,1014 0,6636 303,44
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tabel 5,24 tabel 5.25

De optimale oplossing de toegevoegde variabelen
k| 2, */I‘) Uy 'v/k) T,y Y’() ll;"ﬂ) k fv*/k) Pz’/l‘)
o|( 0,8647 1 o} o L o 0
1] 0,9502 o 0 1 3 0 23,77
2| 0,3496 | O 0,6321 0 2 o 8,74
3| 0,1286 0 00,2325 1 1 ¢ 33,22
41 o,0473 0,7176

De differentievergelijkingen voor de toegevoegde
variabele, (5.108) zijn voor dit voorbeeld als volgt:

-, (k)

(k) =e” pylless)+15t,lk)e (5.113)

~1.0k)

}93(/()= 6—1/’,[/\’»*1)4-30‘(2/")6 (5.114)

In tabel 5.25 staan de waarden die de toegevoegde
variabelen in het optiﬁxale geval aannemen, en die met
behulp van (5.113), (5.114) en tabel 5.24 berekend kunnen
worden, :
De termen van dec Hamiltoniaan die afhankeli jk

zijn van ui(k) zijn voor dit voorbeeld:

HYk) = (1- c")f, (hs1) e, (k) + /r—e"’),o, Lleva) ty (k) - 75 &, (/<)¢~77[E-)&-

-1, (k) __VMM [{7_,,’//()};:“ )+ fz-—a,ﬂr)]FM,_/Vz)]
) Va

Met behulp van de tabellen 5.24 en 5.25 kunnen we

hieruit H'/ o) berekenen:

H o) = -‘6, 32 u,lo) -9, 00 iy (o) —v/’(;'n [{7—44,/.’)}F5,¢,/L;) +ﬁ-u,_/o},7/ Fe’z/}/’)]
(
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Uit tabel 5,26 waar H%) is berekend voor de 3 mogeli jka
beslissingen u(0), blijkt dat de Hamiltoniaan maximaal
wordt voor u1(o)=0 en u2(0)=1. Dit is echter in tegen-
spraak met de optimale beslissing u(o) uit tabel 5.2k,
zodat ook hier het maximumprincipe geen goede resultaten
geeft,

——yten

tabel 5,26

H%)als functie van

u(o)
Uylo) Uy (o) HY)
) ) -125,00
0 1 - 89,00
R ‘ 0 - 917,32




- 146 - 241 /68

6. Het continue model

6.1, Inleiding

In koofdstuk 5 bleek dat, welke beschrijving we
ook gebruikten, het discrete model niet voldeed aan
het maximum principe. De redenen hiervan zijn al vele
malen aan de orde gekomen,

Omdat het niet gelukt is de differentieverge-~
1i jkingen voor de toesfand lineair in de toestand te
maken (om het maximum principe toch te kunnen gebruiken)
moeten we onze toevlucht nemen tot een beslissings-
variabele die continu over een bepaald gebied kan
variéren, Het ligt dan min of meer voor de hand om
het vermogen dat een machine op een bepaald tijdstip
levert als toestandsvariabele te némen, en de verande-
ring-van dat vermogen als beslissingsvariabele, De
differentievergelijking voor een machine Mi wordt dan
(Zie ook paragraaf 2,3):

X (levs) -%: (k) = w; (k) (6.1)

(=722-.n k=01 -, v-7

4

De registratie van de fijd die een machine y
buiten bedrijf is geweest zal in paragraaf 6.3 behandeld
worden, Dit zal gebeuren door Qe introductie van een
tweede toestandsvariabele per machine, die via een soort-
gelijke weging over de tijd als in sectie 5.6.2, ver-
kregen zal worden,

De detectie van de opstartkosten zal weer ge-
beuren met behulp van de methode van de cumulatieve
opstartkosten.

De brandstofkosten zullen in paragraaf 6.2 op
een andere wijze dan in hoofdstuk .5 beschreven worden,
De afzonderlijke minimalisering is niet meer nodig
aangezien de beslissingsvariabele zowel het starten
of stoppen van een machine als de verdeling van het

vermogen over de in bedrijf zijnde machines regelt.
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Dit brengt enerzijds een vereenvoudiging van de be-
schrijving van de brandstofkosten met zich mee,
Anderzijds zullen we zien dat er moeili jkheden ontstaan
bij het voldoen aan de restricties die aan het ver-~
mogen per machine zijn gesteld.,

Aangezien de verandering wvan het vermogen per
tijdseenheid een bepaald bedrag niet te boven mag
gaan moet het gebiedtﬂ:, waarin u ligt, aangepast worden
aan deze eis,

Bij het continue model, zoals dat in dit hoofd-
stuk beschreven zal worden, zullen de differentiever-
geli jkingen voor de toestand benaderingen zijn van -
differentiaalvergeli jkingenAls verder voldaan wordt
aan de eisen a, b en ¢ van paragraaf 4.2, dan zal
het maximum principe, als er tenminste een optimale
oplossing bestaat, goede resultaten moeten geven,

De paragrafen 6.4, 6.5 en 6.6 zullen het model
beschrijven op een, voor de toepassing van het maxi-
mum principe, noodzakelijke wijze. In paragraaf 6,7
zal een en ander weer met behulp van een voorbeeld
gefllustreerd worden, Via de numerieke procedure van
paragraaf 5.2 zal onderzocht worden of de geschatte
oplossing via een iteratief proces de oplossing zal geven

die de Hamiltoniaan maximaliseert.

6.2, De brandstofkosten

De brandstofkosten voor een stilstaande machine
Mi zijn uiteraard nul. Daarom kunnen de totale brandstof-
kosten op het tijdstip k voor n machines ten gevolge
van een strategie u(o), u(1),...,u(k-1) als volgt
worden geschreven: K

n
Foelk)= L 7 h.(2,())
(=1 j=yv

Hieruit kunnen we de differentievergelijking wvoor de

brandstofkosten opschrijven:

Faulkss) - Forlk) = Zh Ai(kc[kﬂ»
¢=7 (6.2)
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Zoals we reeds ecrder opgemerkt hebben kunnen
we geen restricties opleggen aan de toestandsvariabele.

We moeten dus op een of andere wijze ervoor zorgen dat:
mn max
x, (Q‘: <

In figuur 6.1 is een gestyleerde brandstofkosten-

%" kunnen we zonder bezwaar

kromme getekend. Voor X >%;
een z.g. penalty-functie invoeren. Voor =x.<7:™"is Qit
echter niet mogelijk omdat hi(o)=0 terwi jl hi(x) twee-
maal continu differentieerbaar moet zijn naar x volgens
eis b van paragraaf 4.2, Het invoeren van een penalty-
functie volgens de gestippelde lijn van figuur 6.1

zou dan als gevolg hebben dat de machine nooit gestopt
wordt maar steeds op een zeer laag vermogen kan blijven
staan tegen geringe kosten.

Deze moeili jkheid zal in de volgende paragraaf
min of meer worden opgelost door de opstartkosten niet
pas in rekening te brengen als de machine buiten bedrijf
gesteld wordt, maar reeds als x; <%™'", Hierbij moet
er uiteraard wel voor gezorgd worden dat de brandstof-
kosten voor Xx;<o0 minstens even groot zijn als voor

;>0 aangezien het te leveren vermogen niet negatief

mag worden.

6.3. De opstartkosten
In sectie 5.6.2. werd de tijd die machine Mi
buiten bedrijf is benaderd door de uitdrukking:

3
ity = [ulde PP ar (6.3)
-~ 0P

We zijn echter inmiddels overgegaan op een ander beslis-
singsvariabele. De discrete ui(t) uitdzfzgie 5.6.2. kan
hier evenwel vervangen worden door & ¢ , waarbij
xi(t) gedefinieerd is in paragraaf 6.1. Dit geldt

echter niet meer voor X:<o0 . Een betere benadering

van ui(t) in (6.3) is met behulp van een arétan-functie:

Z,(x)= o5 +#arcfan {—a.qé.a)} (6.4)
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Uit tabel 6.1 en figuur 6.2 zien we dat het "omklappunt"
van (6.4) ligt bij x;=0 zodat (6.4) bij het continue
model dus een vervaanging is van ui(t) bij het discrete
model.

In de vorige paragraaf hebben we erop gewezen
dat, in verband met de vermogensrestricties,er opstart-
kosten berekend moeten worden zodra xi<:Q£”“' . We
moeten dus zoeken naar een maat voor de tijd gedurende
welke de machine een vermogen produceert dat kleiner
is dan x;“" « Dit betekent dat het "omklappunt“.dus
bdi j xi=xi*m moet liggen, hetgeen gerealiseerd kan worden

met de volgende functie:

2, (2. )= 05 + -7'7- arctan f—a-');/é) +£} (6.5)

waarbij a en b zo gekozen moeten worden dat:

b
min =

Figuur 6.2 en tabel 6.1 geven een voorbeeld van de

werkingswijze van (6.5) voor x{"m =10 MW, a=10, b=99,
Een maat voor de tijd dat M een vermogen levert
min N

kleiner dan x4 is dus blijkens het voorgaande:

t
Yy, (t)= f[0,5+ Tf—arcz’anf—a%lr)46]]e_-ﬁ[t-2c(6.7)
~6°

De differentidalvergelijking van y jL(1:) kan uit (6.7)
worden afgeleid en luidt:

4 (t) +py‘./£-} = o5+ ;' arctanf-a 2.(t) +b [ (é.8)
Uit (6.7) kunnen we op dezelfde wijze als in sectie
5.6.2 een differentievergelijking voor y afleiden :

+a¢
- ~p(t +4¢)
yJﬂat)-c e [05+77-a"c;‘an {-az /z-)d;}]e
-p/t MU[ .“-05' + n-ﬂrcf“h{—a? (r) +53] e/‘ AT +

~o®

tiat -
+f[0¢ + warclan{-a2, (t)+bYe ]
_ﬁdtf [o;, + -,,-arc,z’a,, /_a1 [Z')-*é}]e -plt -z:) .

~a(t+
/3 d.‘)_/' 0:, + GQrelan /“Q7 ﬂ')"'é}]e

~/3/t-mt)f *at

= e.—/Mt [o5 +arctarn /'—0-?,;(6)*43]6 olZ‘ [5.9)
I('

y.(t) + ¢
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tabel 6.1

z1(x) en zz(x) volgens (6.4) en (6.5) als functie
van X voor a=10, b=99

x 05 + F’ arctan(-102) X 65+ arclan (-702+9g)
-4 0,992 ./ 0,998
-2 0,984 0 0,997
-1 0,968 1 0,996

0 0, 500 L 0,995

1 0,032 6 0,992

2 0,016 8 0,983

L 0,008 9 0,965

10 0,003 10 0,250
20 0,002 JL 12 0,015

We nemen weer aan dat gedurende het tijdsinterval van
t tot t+ A tlxi(t) constant blijft en gelijk is aan
X (t +4t) . (6.9) wordt nu:

trat
- - ) i
yb (é'}at)': e pAty‘/£)+e' ﬂ/t+4-é[e§'4-;;afctahf—‘aq"/‘ti-dt)i-b}]feﬁrol’r
t
(6.10)
-3at : 1 -
= e ﬁa%&)*ﬁ,[%‘+Traroianf-“*c/tw‘ﬂf)*b}}["e /“t—]
Met t:l(dz':’ 7(;/kdt+df)-‘-’7gﬂﬂ1), fjl;/km'—'):%ﬂ‘) y gaat

(6.10) over in:

Y, //(+1) = e—ﬁd {‘(;L //() "'/i;[qs'-p“;;archh{"'a?L'/l(ﬂ)-l-b}][ﬁ.e-/,af](6 .11)

Voeren we nu yi(k) in als 2° toestandsvariabele voor
machine Mi en stellen we
5&[")1' 7)”’" /k)'
dan kan (6.11) geschreven worden als differentieverge-
1li jking voor de toestandsvariabele Wﬂﬁ[k) :
[/{ )-x ) [ —/34*-1) )+l[ 5+ 5 arclanf - ax:tkl- { -/mi]

L yy; (K11 ,H‘-/k =le’” 1',”‘;/& ﬁ 05 +7arcion A 40;/&)46}]7—6

(6.12)
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waarbij gebruik gemaakt is van de differentievergelijking
voor de toestandsvariabele xi(k) volgens (6.1).

Als differentievergelijking voor de opstart-
kosten nemen we nu:

Fsr. (k+1) = Fsr. (k) = 7‘: (1 (kers)2,,; (k) .
“ ¢ (6.13)

Aan de hand van een eenvoudig voorbeeld zullen
we nagaan of deze beschrijving van de opstartkosten
het gewenste resultaat geeft. We stellen /5:-+1,

a=10, b=99, ™" =10 MW, 4t =1 en

-7 -n'(k A ‘
(2 (ki) 3, (k))<= 10e ![g5 + % arctonftoq, lheed +953]

Als beginvoorwaarden nemen we:

2,,,(0)=0 , #lo)=boltw Fsr o) =0
De beslissingen die gedurende een bepaalde tijd genohen
worden staan in tabel 6.2. De resultaten, d.w.z. ZQZLZ
Xy,.lk), ;{-[?,;(ku)LlM‘[k)) en F,f‘- (k) staan eveneens in %abel
6.2 en zijn getekend in figuur 6.3.

tabel 6.2

Voorbeeld van de berekening van de opstartkosten
volgens (6.13)

k wlh) | %k | Buaclk) | {0l 20 k)| For (k)
0 |+60 60 0 9,968 o]

1 0 0 0,670 5,309 9,968
2 | o 0 0,862 4,210 15,277
3 0 0 0,947 3,867 19,487
L 20 0 0,350 0,014 23,384
5 30 20 0,129 0,004 23,368
6 0 50 0,048 0,005 23,372
7 50 23,377

We zien hieruit dat veoor é8n machine een redelijke
beschrijving van de opstartkosten mogelijk is.
Er ontstaan als het ware 2 stabiele toestanden:

] - . rdi
x,=0 en xizx;"" , terwijl het gebied ©2<2Z;<7,7'"
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instabiel is., Als xi=x;mh hebben we nog geen opstart-

kosten, Zodra xi<: x{”” wordt er een- vast bedrag aan
opstartkosten in rekening gebracht, terwijl de brand-
stofkosten lager worden of gelijk blijven, Voor de

stabiele toestand x.,=0 zijn er helemaal geen brandstof-

kosten meer; de opsiartkosten hebben nog steeds dezelf-
de grootte.

Bij gezamenli jk bedrijf van meer machines ligt
de zaak echter anders. Als twee machines gezamenli jk
een bepaald vermogen moeten leveren dan is het mogeli jk
dat de minimale kosten bereikt worden in het gebied
waar o<1i<2,mm . Zouden we in een dergelijke situatie
M1 uitschakelen dan zou M2 meer vermogen moeten leveren.
De lagere brandstofkosten wvan M1 (die nu nul geworden
zijn) wegen echter niet op tegen de hogere brandstof-

kosten van M zodat de totale kosten toch hoger =zijn.

in

2!
Evenzo wegen, als we x1=x:'

en het niet meer meetellen van de

maken, de lager brandstof-
kosten van M2
opstartkosten niet op tegen de hogere brandstofkosten
van Ml'

De praktijk zal moeten leren of deze situatie
vaak zal voorkomen en of we de beslissing kunnen
nemen om, hetzij xi=o, hetzij xizx;”M te nemen
zonder veel van de optimale oplossing af te wijken.
Indien het toch noodzakelijk zou zijn maatregelen
tegen een dergelijke situatie te treffen dan zullen we &f
de brandstofkosten, 8f de opstartkosten kunstmatig
moeten verhogen voor O<L % <7,7” |
De kosten voor x;, £ O en % > 2,”” mogen uiteraard niet
veranderen, terwijl ook de differentieerbaarheid niet
uit het ocog mag worden verloren.,

De ovstartkosten kunnen we bijvoorbeeld in het
gebied o< < 2"v”'""verhogen door de volgende functie
te nemen (a.l. de £, uit (6.13):

;‘;./7‘."1)"‘:)=[P{q€+#4rcian["47‘-+é)}+ (6.14)

-9 {qg‘-f %‘-ara»’% /—C ¥, -'-d)}]g;.[znm;)

Plo-

min —
X e ¥

met : P-9=7
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In figuur 6.4 is de functie

Eé; (7‘-) = 9[99‘ + #Qroim (-—/02"- 43_9)} -3)os +,‘;arc/0»[~/oz‘- ‘-9)‘}(6 15)

getekend als functie wvan Xy e

6.4, De differentievergeld jkingen voor de toestands-

varlabcle

De differentievergelijkingen voor xi(k)
en xn+1(k) kennen we reeds uit (6.1) en (6.12). De
differentievergeli jking voor de kosten volgt uit (6.2)
en (6.13). De totale opstartkosten voor n machines

worden:
n
Fsr //(*H) = -_".-sr/k)* Z ’{5[24'[/(*1), Qnﬂ:{k)>
(<7
Indien we nu stellen:

g (k)= Fbk/k)-*}%w/k)

dan wordt de differentievergeli jking voor de kosten:

h n
Xy Chre) =Xangy (k) 2 T Ay (2 (ko) + L 4 (7, (kers), 2,5 (1))
L=y, (=

Het totale stelsel differéntievergelijkingen voor

de +*oestandsvariabele luidt nu dus als volgt:
x, [/(41)-1" lke) = ll,;[k}

L%y, //(-H) p (k)= [e _77 x,, [/c
/5 ro 5 +77 arcilan {-—az (ks) ,[,}][7_6 /satj

//(*1) Ypsy /[r) Z/I /I //(H))-"Z—'//Q'/kn) 2‘,,,‘//())

o=y

(6.16)

2#47

met als beginvoorwaarden:

7,;/0): Q, L= 79 -
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6.5. De differentieveggg&iigiggﬁgmgoor qs toegevoegdg

variabele

Toepassing van (5.3) op (6.16) levert weer de
differentievergelijkingen voor de toegevoegde variabele.
Ook hier geldt dat:

k)= -1 k=07-N
P!nf1[ v ‘9 (6.17)

zodat de vergelijkingen worden:

~/3at Pn-n[k"") o
{42 //(41)+6}*7 d—;’iAi/%)IQ;: 7"//() *

}’,://t)-F"//(*'l): - ;,%[1-

)
- 'b—?',_- *: )4', 7q+£[“>/q. - ?'//(ﬁ)

Pusilk) = B, ks ) = B, (k)" **_7] -}—2;3 £ (2l 1), 204;) }

(6.18)

Posi = Xrei /l‘)

£=713-.n ko 2 - N-1
met als beginvoorwaarden:
pln) =0 (=73 -, 2n

6.6. De Hamiltoniaan
De Hamiltoniaan, gedefinieerd volgens (5.28)
kunnen we bepalen met behulp van (6.16) en (6.17):

H(‘()—- Z-P‘/kn)l( ﬂc) +ZP,”‘/[(J1)Z“L[/()[C74 é—f] +
/’[1 epd.t]Z P'” [k,,)[o:, -+ r—achnn{’-a} (l&“)-ab})"‘ (6 19)
- ¢'Z=:, A,; /?‘-(/(n)) + ‘é:":'/)’g//(w), ‘),m./k))

Beperken we ons weer to%r de termen de afhankeli jk

zijn van ui(k) dan vinden we:

h a
H’[k)= ,_'Z;/ P[/ICH)H;(/(} + 1;-/3 [7 -e 7 JZ FPrw [k,_,)aro'/on/’ ar ﬂ’”)*é}*

"’ijb‘; /1"/"1‘1)) - ;/’4 /7‘;//6'“), 7,,,,-//())

(6.20)
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6.7. Yoorbeeld

We gaan veer uit van 2 machines, M1 en Mz, die gezamenli jk
het in figuur 6.5 geschetste vermogen gedurende 4 uur moeten

leveren.
De karakteristieken van de machines zijn :

brandstofkosten (zie figuur 6.6) :

For,[less) = Fm,[é)*- 2%, lss) (6.21)
Fag, e Fiea, (k) + ;12',‘//(41) (6.22)
opstartkosten : /i ’
Fyr, (k+s)= Fsr,(k) +30 e )[95 + 5 arctan{- 702, (iss) 4-99}] (6.23)
— ~22,(k) /
FST,[IG’)= /'57;(")'*%2. [0,54 5 arclan {‘fo?zﬂ,.,)+99}] (6.24)

minimale vermogen :
2,77 = ™" < 70 11w

beginvoorwaarden 3

2, (o)= 0 2,06)= 2862 (M, staat dus ongeveer 2 uur
buiten bedrijf)
X3lo) = 30 , 7:,/9)':0
De overige gegevens %ijn : '
4t = 7 kur /3=7

De in (6.21) en (6.22) gegeven kwadratische brandstofkos-
ten geven uiteraard een veel te eenvoudig beeld van de werkeli jk-
heid. Evenals de reeds hehandelde voorbeelden is ook dit voor-
beeld slechts bedoeld om te onderzoeken of de toepassing van het
maximum principe de optimale oplossing geeft.

De brandstofkostenrn vo¢ldoen redelijk aan de verschililende
restricties:

- hi(o) = 0 (zie (6.2))

- hI(xi) is groot voor grote xi. dus een soort penalty
functie voor xi_> ximax
- hi(-xi) = h,(x;) zodat hoogstwaarschijnlijk de optimale

oplossing geen negatieve vermogens zal vragen.

De differentievergelijkingen voor de toestand worden voor
dit voorbeeld (zie 6.16)) :
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x, (kre) =% (k) =, (k)
Zy (ksr) =% (k) = by (k)
2y (kre) = 00) = (7= ) (k) +[ 25 + 57 arctant~702,(4) ~704,(4) +99 3] 7-€~7]
Xylhsr) -2(k) = (€71 )2,00) 4[5 + 7 arclan (=12, (1101, (h) 4953 )[1-"7]
xglbin) =200 = Fale)vie )]+ 3 {000 s e ()7 +

'u’(“[ob 4 7 Greton {100, lh) <70 4, () v g 9J]
e 0 o S aredan o2 f) - o (k) + 93]

De differentievergelijkingen voor de toegevoegde variabele

+30
(6.25)

(6.18) zijn nu :
_ _ 70/1-:‘7' P (kss) Py
Pq (k) P’["“) - ” ~70x,(k)-70t4, (k) +993*+ 7 -3 {q’[l‘)+b'/é)] *

—273(“) 7
+ 300¢€

v - o (k) -r0te, (k)+993 4 7

() -py (ke _ 2elr-e™) | polks?) Y AP )
P P ™ {—707,.4)—70%/4),.‘97]:*’ 5 {?, )

-2 &,(k)
+ Yoo e i . 4
7 1~ 702y (k) - 700,/ k)+99 3 +7

73 [é) /’,//141)= /6_7—1)/73/14 1) -+ éo C‘Z’A(“[D/f-& ‘n'-"ara’an {-/a 2.04) -7oy,&)+59]]

y [/r) -/% /A(’#f): /ef’_ 1)/ﬂ, ﬂrl) +8o e.-zl"a')[ef + 77‘I arc/an{,-/o 2,&)-7011‘/&«)499]]
(6.26)

omdat ook hier weer geldtdat :
”’-/k)="7 k= g7 N
Als wet I-I1 (k) weer worden aangeduid die termen van de

Hamiltoniaan die afhankelijk zijn van u, (k) en uz(k) dan volgt

uit (6.25) 3
HK) = p, //m)a,/é) spallsr)ia(b)s 52 by i) arctan {-202,0) 1014, (4) 4953 ~

=€ f,/,é,,)arda» /k?,ﬂ) ha,ﬂéﬁ;gg_? 51« ¥) -§ x, Ké/-" k) +

- §u,‘/é)-;3a.ﬂ}ﬂz//e)- 2 M aretan oo 2, 1) 004) 495 ] +

_ $ e -22’y//<)arcb’ah {'70714) =70k (%) 499] (6 27)
Aangezien : \
2 L//(fv)= 2, //c,w) -+ 2;//(#7)

= 7)[/‘) -+ 7&/4) ‘“’y//() +us (4 )
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kunnen we uz(k) schrijven als

ug(A)=77-//(*7)—”7[k)"71/4)—14,/k) (6.28)
Noemen we nu Hz(k) de termen van H(k) die afhankelijk zijn
van ﬁ1(k) dan volgt uit (6.27) en (6.28) :

Hzﬂ) = &, [»U[f,//(n) -/’./é-n) - ,é’-?,/é) + 5377- /101)— .;T; 4, ﬂ)J +

- =7 o = A
+ [ 11;-e P [A(' +1) - %C "[k)]a"C/"ﬂ{’kﬂ‘,//t)-?ob, k) 1‘9?} +

-7 B
+ [ %g P /"-;1) - ? e 279&}_]01-6}/@-{‘—7a Q;-/A#-z) '*/a?,(é} 4-7014,”:)#)}} (6 * 29)

Stellan we nu 3

a (k)= p, (k1) - p, (ke v1) - 5333 2,(k) 4 0 Yovo 2 (bs1) (6.30)
bW ot py(htr) -3 5393 2 % (6.31)
b(k)= 02.2 o, //(7‘1)—/{/3?96 ~25lk) (6.32)
Gz ~70%,0k) +99 (6.33)
Clk)= ~t07,.(ks4) +7o2,(4) 99 (6.34)

dan wordt de Hamiltoniaan :

HYk) = w, (k) [alk) - 0366y 4, (k)] +&,(K)arctanlC, (k) =70ty (k)]
+ by (k) arctan lc, (k) + 10 4, (%))

Maximaliseren van Hz(k) als functie van ul(k) voor k = 0,%,2,3

(6+35)

zou de optimale strategie moeten geven,

Het langs algebraische weg bepaien van het maximum wvan
Hz(k) zal het oplossen van een 6e-graads vergelijking betekenen.
Daarom is er een eenvoudig programma voor de Philips rekenmachine
P9202 geschreven dat via een zoekprocedure de Hamiltoniaan kan
maximaliseren.,Tevens geeft dit programma voor bekende g(k),
k = 0,1,2,3 de toestandavariabelenen de toegevoegde variabelen.

Omdat de convergentie van het rekenproces volgeuns de 2e
methode van paragraaf 5.2 Zee1 te wensen overliet werd een iets
andere methode gebruikt.

Uitgaande van de randvoorwaarden x(0) en p(4) en van een
beginschatting voor de gehele strategie u(o), u(1), u(2) en u(3)

- b

(6.25) en (6.26). De betrekkingen (6.30) tot (6.34) geven ons nu

worden x{1), x(2), x(3), x(4) en p(3), p(2), p(1) berekrnd volgens
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a(3), p(3), b2(3), c1(3) en c2(3), zodat de Hamiltoniaan 52(3)
bekend is, Via een zoekprocedure wordt het globale maximum van
H2(3) bepaald als functie wvan u1(3), zodat we een nieuwe schatting
voor'u1(3) krijgen. De aanvankeli jk geschatte strategie wordt nu
aangepast met behulp van de verkregen u1(3) en de cyclus begint
weer opnieuw. Nu wordt echter het maximum van H2(2) bepaald en
hieruit resulteert een nieuwe schatting voor u1(2).

Bij dit voorbeeld bleek dat, welke beginschatting ook werd
genomen, na eenmaal op de bovenbeschreven wi jze u1(3)v u1(2),
u1(1) en u,(O) bepaald te hebben, de strategie ongewijzigd bleef
bij‘een tweede "run", In tabel 6.3 is deze oplossing vermeld.

Uit deze tabel zien we dat op elk tijdstip beide machines

in bedrijf moeten zijn, hetgeen betekent dat de opstartkosten

tabel 6.3

De optimale oplossing

k |x7 () | x (k) |%5(k) | 25 (k)
0 0 16 30 ~-16

1 16 6 14 4
2 22 22 18 18

3 | 4k -22 36 -18

L | 22 18

geen rol van betekenis spelen, Hieruit volgt dat lLet probleem
ook statisch op te lossen moet zijn met de incrementele kosten
me thode, Inderdaad geeft dit dezelfde strategie zodat, indien de
opstartkosten werkelijk.onbelangrijk Zzijn in dit voorbeeld, het
maximum principe de goede oplossing geeft.

Nadere beschouwing van de gegeven brandstof- en opstart-
kosten leert dat de opstartkosten niet opwegen tegen de verminderde
brandstofkosten ten gevolge van het uit bedrijf nemen van een
machine, Wat de Hamiltoniaan betreft betekent dit dat de kwadra-
tische term

(k) Lalk)-03bbyu, (k)]
veel belangrijker is dan de beide arctan~termens

In dit voorbeeld komt helaas het dynamische aspecz
van het optima’iseren nauweli jks aan de orde. Ondanks alle wijzi-
gingen die in de loop van dit hoofdstuk het ocorspronkeli jke model
moest ondergaan ten einde te voldoen aan de verschillende restric-
ties blijkt het maximum principe bij dit veorbeeld toch de juiste

oplossing te. geven.
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Helaas ontbrak %ﬁ tijd om de brandstof- en opstartkosten
zodani
in dit voorbeeld /te wijzf%en dat het dynamische aspect van

het probleem duidelijk naar voren zou komen,
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6.8. Conclusies

Het discrete model (zie«paragraaf 2.2 en hoofdstuk 5)
blijkt niet geschikt te zijn voor toepassing van het discrete
maximam principe ter bepaling van de optimale lastverdeling.
Dit is te wijten aan het feit dat de beslissingsvariabele bij
dit model slechts twee discrete waarden kan aannemen (zie ook
het slot van paragraaf 4.5).

De verwachting is dat het continue model wel geschikt is
voor toepassing van het maximum principe. Differentieerbaar-
heid is hierbij een belangrijke eis en de varschillende res-
tricties waaraan het model moet voldoen kunnen =lechts met
veel moeite beschreven worden door differentieerbare functies.
De mogeli jkheid bestaat dat hierdoor een te grote discrepantie
ontsteat tussen het model en de werkelijkhedd.

In dit verband verdient het aanbeveling methoden te onder-~
Zoeken waarbij wel restrictiesaan de toestandsvariabele kunnen
worden opgelegd, zoals bijvoorbeeld in 19).

Bij verdubbeling van het aantal machines neemt de benodigde
geheugenruimte voor toestands- en toegevoegde variabelen
slechts met een factor 4 toe. Dit is belangrijk minder dan bij
dynamisch programmeren, Voor deze methode van optimale lasat-
verdeling wordt verwezen naar 2).

Wat de rekentijd betreft, dit hangt in hoge mate af wvan
de convergentie van het rekenproces en daar is helaas nog

weinig over bekend,
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