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Investigation of the possibilities of minimizing

the co~ts of fuel and start-up in the electric power

production by means of the discrete maximum principle.

ABSTRACT

The problem can shortly be described as minimizing

the costs of fuel and start-up of a number of units of

various types in a power station over a certain period

of time by distributing the estimated total load over the

units in operation. It is possible that the optimal

solution requires the start-up or shut-down of some units.

Because of the dynamic character of this problem

an attempt was made at applying the discrete maximum

principle.

The first chapters of this note deal with gaining

an insight into the procedure of the continuous and the

discrete maximum .principle, especially by geometrical

methods. Attention is given on which conditions the

application of the maximum principle is allowed.

Twc types of a model of the above defined problem

are described. It is shown that a control variable which

can only assume discrete values is not allowed in the case

of a system with nonlirear differenc~ equations. This is

illustrated with some examples.

Finally a model with a continuous varying control

variable is described. If this !nodel can meet the various

restrictions, the right solution of the problem can be

obtained by application of the discrete maximum principle.

This is also illustrated with an example.
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NAT.LAB.
TECHNICAL NOTE Nr.244/68

C.H. Smedema

VERANTWOORD:ING

Een afstudeerverslag behoort enerzijds een

histcrisch overzicht te geven van wat er in de af­

studeerperiode is gedaan, anderzijds is het nood­

zakelijk de historie geweld aan te doen omdat het op

chronologische wijze rangschikken van de resultaten

van het onderzoek de leesbaarheid van een verslag

over het algemeen niet ten goede zal komen.

In dez~ verantwoording zal in het kort aan­

dacht worden besteed aan de geschiedschrijving van

de afstudeerperiode en aan de opbouw van dit verslag.

De economische optimalisatie van de productie

van electrische energie is een dynamisch probleem

dat in principe opgelost kan worden met behulp van de

moderne optimalisatie technieken als Dynamisch

ProgrammeRl1(Bellman) en het Maximum Principe (Pontryagin).

Dynamisch Programm~wordt reeds toegepast op

ons probleem, en om redenen die in dit verslag nog ter

sprake zullen komen lag het voor de hand om ook de

toepasbaarheid van het Maximum Principe eens te onder­

zoeken,te meer omdat in de literatuur nogal wat aan­

dacht wordt gevestigd op de vele overeenkomsten die er

bestaan tussen het Dynamisch Programmeanen het

Maximum Principe.

Het Maximum Principe wordt in vrij veel moderne

boeken over de regeltechniek behandeld. K) Het wordt

hierin beschreven als een vrij eenvoudig toepasbaar

principe, terwijl met enkele voorbeelden wordt aan­

getoond hoe goed het werkt. De enige moeilijkheid ligt

volgens de meeste boeken in het oplossen van het, on­

vermijdelijke,twee-punts-randwaarde-probleem. Aange­

zien ik mij voorstelde in het begin systemen te be-
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schouwen waarbij slechts een beperkt aantal beslissingen

zouden kunnen worden genomen verwachtte ik hier nog

geen moeilijkheden.

Na met name de discrete vorm van het Maximum

Principe bestudeerd te hebben, heb ik geprobeerd een

aantal mathematische modellen te ontwerpen die het

probleem_met zijn restricties zo goed mogelijk benaderden.

Voor vele modellen is het mij niet gelukt met behulp

van het Maximum Principe de optimale beslissingen te

vinden. Ik weet dit aanvankelijk aan het £eit dat het

model geen goede beschrijving van de werkelijkheid was,

zodat de modellen langzamerhand geper£ectioneerd werden.

Ondanks vele pogingen bleven goede resultaten uit.

Later zag ik in dat de werkelijke reden va~ het

£alen van het Maximum Principe lag in het feit dat het

slechts een beperkt toepassingsgebied hee£t. Helaas

wordt hier in een groot deel van de literatuur niet

over gesproken.

Het was daarom noodzakelijk de theoretische

achtergronden van het Maximum Principe beter te bestu­

deren ten einde te vinden waarom voor vele door mij

onderzochte modellen het Maximum Principe geen o£ geen

juiste oplossing had gegeven. Dit onderzoek yond aan

het einde van mijn a£studeerperiode plaats.

In het verslag is deze chronologische volgorde

niet aangehouden.

Nadat het probleem gede£inieerd is, wordt het

Maximum Principe in continueen discrete vorm besproken.

Voor een aantal situaties zal het principe bewezen o£

plausibel gemaakt worden. Hierbij is getracht vooral

d~ nadruk te leggen op die aspec~en, die voor het in­

zicht in deze materie van belang zijn. Het speciale

geval dat de beslissingen slechts discrete waarden

kunnen aannemen (hetgeen juist bij dit probleem mogelijk

is) zal worden beschouwd.
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Vervolgens zullen een aantal wiskundige modellen

voor·ons probleem worden beschreven. Met behulp van het

,Discrete Maximum Principe zal geprobeerd worden een

optimale strategie te vinden, tel'wijl de resul taten

zullen worden hesproken.

Onder de supervisie van Prof.dr.ir. P. Eykhoff is

het onderzoek verricht in de groep van ir.A.F.Verkruissen

op het Natuurkundig Laboratorium van N.V. Philips te

Waalre. Ik heb in deze groep met plezier gewerkt, terwijl

de nodige steun steeds in ruime mate aanwezig was.

Speciaal ir.C.H.L~os wil ik bedanken voor de vele ver-

helderende gesprekken die ik met hem heb aevoerd.

Waalre, juni 1968

Il)Zie bijv. A.R.M. Noton

J.T. Tou

L. Fan,
C.Wang,

V.W.Eveleigh

Introduction to Variational
Methods in Control
Engineering. Chapter ' 4
Pergamom Press. 1965
Modern Control Theory
Chapter 6. Mc.Graw-Hill
1964

The Discrete Maximum
Principle"John Wiley 1964
Adaptive Control and
Optimization Techniques
Chapter 15, Mc.Graw-Hill
1967.



- 4 - 244/68

u

x-
~

H

k

N

At

LIJST VAN' DE BELANGRIJKSTE SYMBOLEN

beslissingsvariabele (vector)

toestandsvariabele (vector)

toegevoegde variabe1e (vector)

Hamiltoniaan

discrete tijd~ariabele

eindtijdstip (discreet)

tijds~nterval tussen k en k+1

t continue tijdvariabele

T eindtijdstip (continu)

i (=1,2, ••• n) component van ~en vector

Ei Ettclidische ruimte van de i e dimensie

Ja besturingsruimte

W bereikbare verzameling

u
X

J

M
i

FST
FBR
FT
V

i
V

T

strategie

trajectorie

object:fimctie(continu)

i e machine (ketel + turbine + generator)

opstartkosten

brandsto:fkosten

totale kosten

vermogen geproduceenidoor Mi
hat totale gevraagde vermogen.
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1_ re nrobleemstelling

2 1+1+/68

We gaan uit van een thermische electrische

centrale met een eigen verzorg~ngsgebied. Eventuele

verwachte uitwisseling via het koppelnet met andere

gebieden kan worden opgenomen in de totalegevraagde

belasting, die gedurende een bepaalde periode bekend

wordt verondersteld. Men is in staat een vrij nauw-

keurige schatting van deze belasting te geven (bijvoorbeeld

met een nauwkeurigheid van ~ 2% voor een periode van

10 uur).

De centrale beschikt over een aantal eenheden

of machines (ketel + turbine + generator) die gezamen­

lijk de gevraagde electrische energie moeten leveren.

Deze -machines hebben over het algemeen verschillende

eigenschappen.

Van elke eenheid wordt de rendementskromme

(kosten per uur als functie van het opgewekte vermogen)

bekend verondersteld. Dit is een grote vereenvoudiging

v~n de werkelijkheid. Bij het installeren van een

machine worden de z.g. garantieproeven gedaan, waarbij

o.a. het rendement bij bepaalde gunstige klepstanden

wordt bepaald. Men veronderstelt dat door interpolatie

de tussenliggende waarden kunnen worden benaderd. Ten­

gevolge van klepverliezen zal echter het rendement in

d3ze gebieden iets lager liggen, terwijl het ook ge­

durende het gebruik verandert. Bovendien zal in de

beginperiode na het opstarten van een machine het rende­

ment ongunstiger zijn dan later, als de machine ge­

durende een aantal uren continu in bedrijf is geweest

(zie figuur 1.1).

Bij het starten van een eenheid moeten extra

kosten worden gemaakt, de z.g. opstartkosten. Deze op­

startkosten zijn afbankelijk van de tijdsduur die een

machine buiten bedrijf is geweest. Het zal ~uidelijk zijn

dat na enige uren de opstartkosten onafhankelijk worden

van deze tijd (bijvoorbeeld na 36 uur). Omdat zowel de
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levensduur als het tijdsinterval tussen twee revisies

van een machine op de e2n o~ andere wijze a~hankelijk

zijn van het aantal illalen dat een machine wordt op­

gestart, zullen deze zaken een bijdrage moeten leveren

in de opstartkosten. Hoe groot deze bijdrage moet zijn

is echter uitermate moeilijk te bepalen. De opstart­

kosten als £unctie van de periode die een machine

buiten bedrij£ is geweest worden als gegeven aangenomen,

hetgeen in werkelijkheid nog niet het geval is. Er is

nogal wat verschil '\-'an mening hoe hoog de opstartkosten

zijn en waaruit ze bestaan. (zie £iguur 1.2)

Elke eenheid hee£t een technische maximum ell

minim~ capaciteit wat betre£t het te leveren vermogen.

Deze extreme waarden zijn niet scherp gede£inieerd.

Het is mogelijk de machine een vermogen te laten leveren

dat beneden het technisch minimum ligt door de over­

tollige stroom te laten ontsnappen. Natuurlijk wordt

het rendement hierdoor ongunstig belnvloed.

De anelheid van op- en a£regelen van vermogen is

aan bepaalde restricties gebonden (bijvoorbeeld J ~ 5

MW/min). Dit betekent dat een anelle stijging van de

belasting nooit door ~~n machine kan worden opgevangen

en dat' e6n voorspelling van de te verwachten vraag naar

vermogen nodig is.

Tenslotte moet de uitval van de grootste machine

in Nederland zo snel mogelijk opgevangen kunnen worden

door de andere draaiende machines. In de praktijk lost

men dit op door het technisch maximum denkbeeldig te

verlagen, zodat er naar boven steeds enige speelruimte,

de z. g. draaiende reserve t bli,j£t bestaan. Deze denk­

beeldige verlaging van de maximale capaciteit is a£han­

kelijk van het aantal machines dat in bedrij£ is, omdat

de uitval van een eenheid het snelst kan worde~ opge­

vangen a!a de draaiende reserve verdeeld is over aIle

in bedrij£,·zljnde machines. Het is niet juist de ver­

eiste draaiende reserve op te tellen bij het gevraagde
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vermogen omdat hiervoor andere economische maatstaven

moeten worden gehanteerd.

De opdracht kan nu worden beschreven als: het

gevraagde vermogen zo over de beschikbare eenheden te

verdelen dat de totale productiekosten (= brandstof +

opstartkosten) over een bepaalde periode minimaal worden,

daarbij zoveel mogelijk rekening houdend met de hierboven

beschreven restricties. We kunnen verwachten dat men

hierbij eenheden moet in- en uitschakelen.

Yit het voorgaande blijkt dat er een aantal zaken

bekend worden verondersteld, die dat op dit moment nog

niet zijn. Naarmate er uit een oogpunt van economie en

bedrijfsvoering beterecriteria komen onder welke om­

standigheden een machine in of uit bedrijf moet worden

genomcn, des te meer zullen de centrales zicb gaan

bezighouden met het nauwkeurig schatten van brandstof­

en opstartkosten. Ook de fabrikanten van machines zullen

met deze tendens rekening moeten houden.

Als het blijkt dat dit dynamisch optimaliserings­

probleem met behulp van de mathematis.che programmering

tot een oplossing gebracht kan worden, dan is het

mogelijk de relatieve invloed van de opstartkosten te

bepalen. Dit is van belang om vast te stellen met welke

nauwkeurigheid de moeilijk te berekenen opstartkosten

bekend moeten zijn ten einde verantwoorde besIlasingen

te kunnen nemen. Tevens zal de oplossing mogelijkheden

bieden voor het bepalen van de eigenschappen die nog

te installeren eenheden moeten hebben om een zo goedkoop

mogelijke productie van electrische energie in de toe­

komst te verkrijgen.
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2. Het mathematisch model

In dit hoo~dstuk zal worden onderzocht op welke

wijze een gro~ mouel van ons probleem kan worden op­

gezet. Later zal meer op de details worden ingegaan.

We moeten ervoor zorgen dat de productie van

electrische energie overeen bepaalde periode met mini­

male kosten gerealiseard wordt. Daartoe nemen we aan dat

er op eenaantal discrete tijdstippen k, k =0, 1, ••• N-l

beslissingen moeten genomen worden ten aanzien van de

verdeling van het vermogen over de beschikbare eenheden.

De lengte van het tijdsinterval tussen twee tijdstippen

k en k+l is6t. Een beslissing die op het tijdstip k

genomen wordt hee~t onmiddeJJijke gevolgen voor het

tijdsint.erval tussen (k+ 6 ) ,0 t en (k+ 1 ) ~ t waarbij J een

zeer klein positie~ getal is.

We gaan ervan uit dat er n machines M1 , M2 ••• Mn
in de centrale beschikbaar zijn.

De vector ~(k) is de beslissingsvariabele op het

tijdstip k. Er zijn twee typen beslissingen, waartussen

een zekere a~hankelijkheid bestaat n.l. het in o~ uit

bedrij~ nemen van ~en machine en de verdeling van het

gevraagde vermogen over de machines.

De vector ~(k) is de toestandsvariabele, die dus

in£ormatie gee£t ~ver de toestand waarin het systeem

zich op het tijdstip k bevindt.

Het totale vermogen VT (k) dat door de centrale

op het tijdstip k geproduceerd moet worden is gegeven.

Als V.(k) het vermogen is dat machine M. op het tijdstip
1 1

k produceert, dan moet dus steeds voldaan worden aan de

relatie : ,.
VT(k) = Z. \1 (k),.1
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De brandstofkosten van M. als functie van V.
1 1

worden voorgesteld door FBR.(Vi ). Als L i de periode
1

is die~. buiten bedrijf is geweest, dan kunnen de
1

opstartkosten worden geschreven als FSTi ( z:; i) •

Wat we uiteindelijk willen bereiken met een wis­

kundig model is een adequate uitdrukking voor de productie­

kosten als ~Unctie van de toestand en de beslissingen

die we kunnen nemen. Zoals we nebben gezien kunnen deze

beslissingen in twee categorie~n worden ~ngedeeld.

Hieruit voIgt dat er ook twee verschillende manieren

bestaan om ons systeem in een model te beschrijven, zoals

in de volgende paragrafen zal worden uiteengezet.

2.2. Het model met een beslissingsvariabele die slechts
-------------~-------------------~----------------
discrete waarden kan aannemen

Als beslissin~svariabelewordt het in of uit bedrijf

nemen van een machine gekozen. De toestandsvariabele

geeft de tijd aan, die een machine buiten bedrijf is.

De !verdeling van het vermogen over de beschikbare een­

heden wordt, nadat een keuze is gedaan welke machines ge­

start worden of in bedrijf blijven, berekend door een

minimalisering van de brandstofkosten.

De beslissingsvariabele kan een tweetal discrete

waarden aannemen

Ui(k)=O M. worcLt gestart of blijft in bedrijf
1

U. (k)=1
.'"

M. wordt gestopt of blijft uit bedrijf.
1 1

Het systeem met n machines kan nu worden be­

schreven~met de volgende differentievergelijkingen voor

de toestand :

)'i. ( k +1);: life. {Ie}X,{k) .. lAi lit) LJt

I< =0 1. '1 .... N- 7J I. ,

i. ="-~...... n
LJ! ;) COII~ tc:u,t (2.1)
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ofwel , in vector-vorm :

244/68

met :
T

A:: = (';/(,., ~2 ••.• I XII)
- I I

T_t.e. = (u'1 I.e• ..... I £,(1')
I ,;

u. -

lie. o· 0
1 ,

o k1, :
I,, ,,
, ,
~ __ • __ • __ Uti

Voorbeeld :

Voor machine M. worden een aantal opeenvolgendo
J..

beslissingen u.(k). k = 0t It ••• 5 genomen. De bij­
J..

behorende trajectorie voor de toestandsvariabele x.(k)
J..

wordt berekend met behulp van de differentievergelijking

(2.1). Ve beginvoorwaarde is : x.(o) = 0t terwijl
J..

~ t = 1 uur. (zie figuur 2.1)

Zoals reeds opgemerkt heeft eerl beslissing die

genomen wordt ten tijde k vrijwel onmiddellijk gevolgen

voor het gehele tijdsinterval van k6 t tot (k+1) At.

Uit dit voorbeeld blijkt dat op de tijdstippen k

de toestandsvariabele xi(k) op juiste wijze de tijd die

een machine buiten bedrijf is representeert. x.(k)=O komt
J..

overeen met de situatie dat de machine in bedrijf is.

De totale kosten~n gevolge van de beslissingen

die op het tijdstip k '\~orden genomen kunnen als voIgt

worden geschreven:
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onder de restrictie dat

,.,
Vr(klo l )-= lV;.{k..,),=,
als Q/Xi [It),u,{k))

en is als voIgt gede1'inieerd:

worden geschreven

Q. (udk-,),U, (Jc))
J..

als M. niet wordt gestart
J..

als M. wordt gestart.
J..

Qi kan

01' als

Qi = 0

Qi = 1

Fr(Y(h,),,~{k» is nog a:fhankelijk van de

verdeling van het gevraagde vermogen VT (k+1) over de

in bedrij1' zijnde machines. Door de brandsto1'kosten
11

L [1- u,lkJ] F5ICdv£{k+'»)1lf:
i. "::>.,

te minimaliseren vinden we deze verdeling van het vermogen.

Het is uiteraard mogelijk (momentaan gezien) meer gelijk­

waardige oplossingen te vinden als het absolute minimum

van de brandsto1'kosten voor meer dan een con:figuratie

wordt bereikt.

Het minimaliseren kan in het algemeen worden

uitgevoerd met een "trial and error" methode.

In het geval de functies FBRi(Vi ) di1'1'erentieer­

baar zijn naar V. kan met behulp van de multiplicator-
J..

e~stelling van Lagrange eenvoudig bewezen worden dat

de brandsto1'kosten een extremum vertonen als de z.g.

incrementele brandsto1'kosten gelijk zijn 1) :

of F 8R i. (Vi ) I
d Vi \1: ="'t (1<+')

ol FeRC:-+7(Vi,+") I
ol\{+., V,o+,-=-V;,+,(k+l)

voor i=1,2,····,n
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De totale productiekosten over het tijdvak k=o tot

k=N worden nu :

Hierbij is U de trajectorie waarvoor de beslis­

singsvariabele gelijk is aan ~(o) ten tijde k=O, ~tl)

voor k=l, ~(2) voor k=2 enzovoort.

Met andere woorden :

In het vervolg zullen we U een strategie noemen.

Onze opdracht is nu een strategie U te vinden

zodanig dat de totale productiekosten over de periode

k=O tot k=N, dus FT(U) ,minimaal zijn.

Het hierboven beschreven model is gebruikt om met

de methode van het Dynamisch Programmeren een optimale

strategie te vinden 2).

Het Dynamisch ProgrammeRnhoudt in principe geen

rekening met de eventuele a priori kennis die van het

systeem bestaat, en gebruikt daarom veel rekentijd en

gelJ.eugenruimte van de rekenmachine i[). Het ligt voor de

hand naar een methode te zoeken die weI gebruik maakt

van de kennis en ervaring op het gebied V2n de meest

economische bedrijfsvoering die men in de electrische

centrales in de loop der jaren vergaard heeft. Het

Maximum Principe van Pontryagin geeft deze mogelijkheid

door via een initi~le schatting van U de optimale

strategie te verkrijgen. Overigens is op zichzelf een

onderzoek naar de toepasbaarheid van het Maximum

Principe op dit gebied interessant genoeg om het ter

hand t3 nemen. Met het oog op het feit dat we veronder­

steld hebben dat beslissingen slechts op discrete tijd­

stippen plaatsvinden, zullen we het Maximum Principe

ook in zijn discrete vorm moeten gebruiken.
i[)

De laatste jaren doet men al het mogelijke om rekentijd
en geheugenruimte kleiner te maken door a priori kennis
over- het proces te gebruiken.
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Zoals we later zullen zien zal de toepassing van

het Maximum Principe bij het gebruiken van het be­

sproken model moeilijkheden opleveren, omdat de

beslissingsvariabele slechts de waarden 0 en 1 kan

aannemen.

2.3. ~~~_~~~~!_~~~_~~~_~~~~!~~_!~~!~~~~~£_~~~!!~~!~~~-

variabele

Met het oog op de moeilijkheid die aan het einde

van de vorige paragraaf werd vermeld beschrijven we nu

het model met een beslissingsvariabele die continu

kan varieren.

We kiezen de verandering van het vermogen van

machine M. op het tijdstip k als beslissingsvariabele.
].

De toestandsvariabele is het vermogen dat M. op het
].

tijdstip k levert.

De differentievergelijkingen voor dit systeem

worden dus :

Xi. (kt1) =1:Jk)+udk)
k =0,1, ., N- 1

i:'1,t ,n

De beschrijving van de periode die een eenheid buiten

bedrijf is, wordt nu moeilijker dan bij het vorige

mo~el. We veronderstellen dat de tijd die M. ~uiten
].

bedrijf is geweest tot op het tijdstip k benaderd kan

worden door een runctie die afhankelijk is van U
i

(k-1),

x.(k-1) en~t en 'We voeren deze functie als t,..eede toe-
].

standsvariabele in.

Het volgende stelsel differentievergelijkingen

kan dan worden opgeschreven

'X. (Jett):. Xc: (Ie) ... Lt~{k),
X"'4 (h,)= / (Xi.{k).. u,{k), 4t)

k=o, ~ .... ,N-1

i:::~" .. ·.n
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Aangezien de brandstofkosten voor een stilstaande

machine nihil zijn, worden de productiekosten ten ge­

volge van de beslissingen op het tijdstip k gegeven door:
h

Fr ('!:{#t)) =,~[FN, (;Cit"> .. U,l~») + R, FItTi. (.:t";i (k)~

R. is een functie van x. (k) en u. (k) en is als
J.. J.. J..

voIgt gedefinieerd

R. = 0 als M. niet w'ordt gestart
J.. J..

R. = 1 als M. wordt gestart.
J.. J..

De totale kosten over het gehele tijdvak k=O tot k=N

zijn dus

F
T

( li) ~ t·i [Fllif.t:l', (I, ) • ".tit-») + Ri Fsr,{)f••d k)~
N:t /I i. ~ ,

en de opdracht is weer deze kosten te minimaliseren door

een juiste keuze van U.
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J. Het continue maximum principe

3.1. In1eiding---------

244/68

Zoa1s in het vorige hoo£dstuk reeds is gezegd

za1 een poging worden gedaan om ons dynamische optima­

1iseringsprob1eem op te 10ssen met behu1p van het.

discrete maximum (of minimum) principe, d.w.z. uitgaande

v~n di££erentieverge1ijkingen.

We zu11en echter beginnen met een korte beschrij­

ving van het continue maximum principe dat gebaseerd

is op di~£erentiaa1verge1ijkingen.Hiervoor kunnen

verschi11ende redenen worden aangevoerd. Het discrete

principe werd aanvanke1ijk verkregen door discretisering

van het oudere en meer bekende continue principe J).

Ook nu men hee£t ontdekt dat er nogal wat £undamente1e

verschi11en bestaan tussen beide principes is het toch

zinvo1 onder1inge verge1ijkingen te kunnen maken. Boven­

dien is het van be1ang enige opmerkingen te maken over

de toepasbaarheid van het continue principe omdat, zoa1s

reeds werd opgemerkt, ve1e boeken hier niet op in gaan

en het due roosk1euriger voorste11en dan het in de

praktijk is.

Mijn ervaring is dat het gebruik van de methode

van het maximum principe nauwe1ijks enig inzicht

geeft in wat men nu werke1ijk aan het doen is. Een

bewi~s van dit principe zou ai.schien dit inzicht we1

geven, maar vanwege haar grote omvang zu11en we toch

een andere manier moeten vinden om ons dit inzicht

te verscha££en. Een goade aanpak yond ik in een boek

van Athans en Fa1b 4), die voor een eenvoudig voor­

bee1d een noodzake1ijke voorwaarde voor een optima1e

op1ossing a£leiden. In de volgende paragraaf zal

nader op deze aC1eiding worden ingegaan. Daarna za1

een meer a1gemene en "operatione1e" vorm van het

maximum principe gegeven worden en za1 ,in het kort

worden nagegaan welke verschi11ende soorten prob1emen

met dit principe kunnen worden opge10st. Tens10tte

zu11en we even sti1staan bij de toepasbaarheid van het

maximum principe.
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3.2. ~!!!!~!~§_!~~_!!2_~22~~~~!!!J!!_!~2~!!!~2!_~22~_!!~

2E~!!~_!~2_~!_2~2~_!!2_!!2_!22~~!!!2_~!~_~!2

!~!~_!!22e~~

Bij het zoeken naar een extremum ~an f(x) bekijken

we de functie in de omgeving van een verondersteld

extremum en we leiden hieruit een noodzakelijke of een

voldoende voorwaarde voor een extremum af. Als f(x)

een extremum hee.f't in ean punt y,:a. dan geldt, als .f'(x)
d/(]l.)

di.f'ferentieerbaar is naar x, da t ~.:. 0 in het punt

x=a. Deze bewering mag niet omgekeerd worden.

Op analoge wijze gaan we hier ook te werk.

We gaan uit van een systeem dat beschreven wordt

door de dif.f'erentiaalvergelijking~

met als beginvoorwaarde:

:xeD):: 7 CJ.2}
We zullen dit systeem beschouwen voor het tijds­

interval t=o tot t=T en we eisen dat voor het eindpunt

geldt:

x (T):: 0

In verband met de oplosbaarheid van de di.f'.f'eren­

tiaalvergelijking moet u(t) een stuksgewijs continue

.f'unctie van t zijn, dat wil zeggen er bestaan slechta

een aftelbaar aantal punten waar u(t) niet continu

is, en waar u(t) zowel een linker als een rechter

limiet hee.f't.

Gevraagd wordt om u(t) op het interval t= [O,T]

zo ~e kiezen dat

T T

J (IA.) =. JL (xJv.)oIt :: j({x.Yt) + ilA ,(.i:))~t

minimaal wordt, en voldaan is aan de di.f'ferentiaal­

vergelijking en de randvoorwaarde~ van het hierboven

beschreven systeem, (J.l), (3.2) en (3.3).



- 17 - 244/68

We gaan uit van de veronderstelling dat er een

optimale oplossing voor dit prebleem bestaat (zonder

dit van te voren onderzocht te hebben) e~ we zullen .en

noodzakelijke voorwaarde voor dit optimum a£leiden.

·Stel dat t1'(t), t=[o,T] een optimale strategie is,

met x*(t), t.[O,T] ala de bijbehorende trajectorie

dan geldt:

1 •

*'JC (o)=: 1
..

?C (T) =: 0

3.als u(t) een toegestane (= stuksgewijs continue)

strategie is, met x(t) als bijbehorende trajec­

torie, dus:

:i{i) =-x{t) +lAl+:)

x{o)= 7 ;r{r):::. 0

dan moet voldaan zijn aan de ongelijkheid:

J{u*) ~ I(IA.)
waarbij T

JiLt4-): i f[:tf4'(t)~IA.It"(l:)]tii
°T

Ilk) = f f["XZ{~).J.IA.YI:)]olt.. ..
Zoals reeds werd opgemerkt varieren we nu de

optimale strategie u*(t) zodanig dat we een kleine

verstoring krijgen van de optimale trajectorie x*(t)

waarna we het bijbehorende verschil van de object- o~

winst~unctie: J{w.) - J{Ll *) zullen berekenen.

Stel:

1(t) is een stuksgewijs continue ~unctie over het

interval t= [o,T] • Als gevolg van deze variatie van

u*(t) veronderstellen we dat We de bijbehorende trajectorie

x(t) als volgt kunnen 8chrijven:
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~(t) is begrensd op het interval t= [OtT]

Uit de di;ft'erentievergelijking (3.1) en de ver­

gelijkingen die de invloed van de verstoring beschrijven

().6) en (3.7) volgt:

x{1.) = -7((/:) -+ uCi:)

Uit vergelijking ().7) kunnen we de volgende

di;fferentiaalvergelijking opschrijven:

E. cjJt~) = -,i ttY - ;i. 'It/f)

die met behulp van (3.S) en ().8) wordt:

EcjJlO= -A- i1lt)-[rp/tJ +u--/t:) + £'lti) -+iVt)- u. ¥(b)

=-£t;Jtl:)~ f'lttJ

o;fwel

is:

De oplossing van de inhomogene diCt'erentiaal­

vergelijking:

t

iJI(l:) =. e -ttl/o) + e-tfe 7:1td otr
c>

Omdat de randvoorwaarden x(o)=l en x(T)5o vervuld

moeten worden, moeten aan SV(t) de volgende eisen worden

gesteld:

1.,)(0) = 0
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Deze laatste voorwaarde k~ien we nu als voIgt

schrijven: T

lI{r) = e -T!c.t'l"tJ«i =0
o

zodat:

Een voo~beeld van een verstoring is getekend

in figuur 3.1. We merken op dat de variatie8 van

u-(t) zeer groot kunnen yorden gedurende een zeer xorte

tijd, terwijl de variaties van x~(t) beperkt blijven.

Later zal blijken dat dit een van de belangrijkste

ver8chillen i8 .et bet discrete maximum principe,

waardoor in het discrete «eval de Doodzakelijke

voorwaarde voor optiaaliteit anders Yordt.

We introduceren nu een z.g. to.gevoegde.variabele

(de na.. zal later dUidelijk vorden) p(t), die voorlopig

.en willekeurige, stuksgevij8 continue functie is.

Omdat volgen8 (j.l) en ().S) geldt:

;i it) -+ )t{,t) - u (,t) 'C 0

en
:i 'rt) wi ;tYt) -IAYIJ =-0

kunnea .e de volgende relaties opschrijven:
T T

jPttJ[-X{l:)-U{t)+ ilt)]d:t =/[Ptth:Lt) -ptt)ult) -#,PlI:->:iH)]oU =0

I>

T T

Jptt)[~·II:) -u ~II:) + )"VliJdt ;:;-!fp{t)2VO -p{l:)u.YJ) -/0 p(~) ir.J~att ==0

~ 0

We kunqen nu de objectfunctios J(U) en J(U*)
met deze integralen , die toch nul zijD, uitbreiden:

T

J(IA,) =!Li: 7t '/d +tuYO -+pft);t/t;) -pll:)uOJ +p{/:) ;t%] ali; (). 10)
o
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Me~ behulp van de z.g. Hamiltoniaan worden deze

uitdrukkingen nog anders geschreven.

Als de diCCerentiaalvergelijking (3.1) alge.een

luidt:

dan is de definitie van de Hamiltoniaan voor dit een­

dimensionale geval:

In ons geval geldt dus:

Dus (3.10) en (3.'1) kunnen als volgt omgewerkt worden:

'T

J{u,) =![-)-J (~{f~p/l~kIn) +1'(1:) 1;t~)] oli:
p

T

Jl4.lJ) =![-h(J: *11:~pt/~u"'(.;~-I-ptt)i */lfJoU
D

Het verschil van daze object£uncties is:

I(k) -J{u'-') =
T T

-IfH(7cU:), plt)~ /.( u»-H(~ 1p(t)~ per), "VI:»)]d.tjp{t)[~~(1:) - ~ lbijoli
o ~

(3.14)

We kunnen (3.14) met behulp van de vergelijkingen

voor de verschillende storLngstermen en door gebruik

te maken van een Taylor-reeks-ontwikkeling van H omwerken.

Vo~r kleine E geldt:

H{')elf), p{/: ),uttl} .::

11('Jc~(/r),P{f),Lt"'ll)) -t ?J()Jc.H("A;"'(fJ,pa~t.f~{.f~[~lt)-A--U)]

+};; (A: -YJ.)~pU); t<VJ;»)[u{/:) -u :,ttij -+ D{E)

waarbij otr) zodanig is dat )i/"n ()(~) = 0
£-.0 £.
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Vullen we (3.6) en (3.7) in in (3.15) da~ ont-

staat:

H(;k{l)~pU~utO)=
J-;(A. -Itl/;)"pt"~ U"*/I)) -+ ;~ (?c'*{f),pUJ,u-'t(I:P l. yJ{I:)

+~: (-:t'*(1: )IPO)~ k-'t(J))£l)lIJ oJ. otE)

(3.16)

We kunnen nu dus het verschil tussen de object­

functies (3.14) ala voIgt schrijven:

I{iA,) - J (u~) =
T

- £Jr!f (1c V(:J.,?{i~ k Ji(·O) YJ{I.-) -+:",H(2~(~~p{i), I/I(JhaB·cit
~ T

+Ejp{/:)t/Jtl:)oli - OCf.)
o

waarbij ook gebruik is gemaakt van de relatie (3.7):
'i. *(1:) - ;Ii{O =- E. 4'a)

Met behulp van partille integratie kunnen we de

tweede integraal ale voIgt schrijven:,

EJp£b] tjJliJ)ai: :: £.p(r) y/(T) - £ pCo) tyt~) - £Jp It) 1I{l:)0t6
~ T

= -£ !pNJ yJUJol-i D

omda t .. /yCTJ = 4Jt~) = 0

Dus (3.17) luidt nu:

JLk) -J'Lu-lt) =

- f.[ fr:::(:t"/t), pUJI<"{/)) +fC/1 'til/Jolt +
t:1 T

+!r;1<1i(:t'tl,),pt&J, k"l/))?tIJd'1- 0(£)

*'Omdat u (t) een optimale strategie is moet

gelden

J{u) - :If ~.JI) ~ 0



- 22 -

£ is een klein getal dat zowel positiet

necatie£ kan zijn. Ala we 0(£) verwaarlozen dan

noodzakelijke voorwaarde voor een optimum dat:
;

!f;~ (AY/;), p{oIJ," ~(I:)) ~ptO] lIlt)dt +
(;) T

+;;:(Je.l#{,t),pUJ,u-t{-li)'lo,Jdt =0
j)

2414/68

ale

is een

(3.18 )

Als we nu ei8en dat p(t)

tiaalvergelij~ing:

plt) = -:::(;t -¥{i-J, pUJ, /.( Jt(/;))

= pO)+A:'V-I:)

voldoet aan de ditteren-

dan wordt de noodzakelijke voorwaarde voor een optimum

().lS)s
,

..!A./f('l.:fll:~ p(~)J I< ~/.j.))7 (f)att '= 0

"
(3.20)

De naaa: "toegevo.gde variabel." voor p(t) wordt

au d~id.lijk oadat. als ve Witgaan van een homogeen

.y.t•••• beacbreven door d. dit"f'erentlaalvergelijking:

3-l~) =,q[Oa (/:) • het toe«evoegde systeem gedef'inieerd

ia a18sjlt)= _/JT{I::)7:[It) .. Hierbij i8 r; 71fJ de

g.tranapone.rde van de matrix ~/~).. Zo i. bet homogene

deel van (3.19) het toegevo.gde systeem van de oorspron­

kelijk. dif'f'erentiaalvergelijking ().1)
Relati. ().20) geldt voor elke atukagewij. continue

t'unctie 1(t) die. zoals we gezien hebben. voldoet aan:

Met bebulp van deze beperking is het mogelijk ().20)
in een andere vorm t. schrijven. Hiervoor hebben we een

stelling nodig die ala volgt luidt:
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Ala b(t) een stuksgewij. continua ~unctieis voor

t 6 [0, 'l'] en als
T

j/'{I:)olC/:)dl =0 (:3.22)
D

'Yoor alle stuksgewija continue 1"uncties «(t) voor

tE [0 ,T] die voldoen aan:
T/01 t/;}oU :: 0 (:3.2:3)

D

dan is h(t) constant voor tE [o,T]

Bet bew:t.js hierva.n gaat als volgts

Oadat h(t) een stuksgewija cnntinue functie is

en

een relel getal c gevonden worden zodanig dat
T'

fA (i-) oU :: Co T
o

Dit kunnen we ook schrijven a~s:
T

J[~lt) -c.] aU =-D

Voor DolH)-=hlf;.)-C voldo.t deze relatie aan (:3.2:3).

V.ronderatel dat (:3.22) geldt. d.w.z.
r or

jJ,t#),ttiJolt = flIt} [),{O -c]dt =D
D ,).,..

!r-c{J,tIrJ - ~.J]ott z: 0

•

kan er

Dus

T T

J~{t)[j,tl;)-C]oLi -+ ![-c{J.[4:)-c.-}]dt =0.
(;, T D

en: J[kit) _c]tou = 0
D(- tAang.zien h~)-c.] ~o volgt hieruit dat

hll:)=C

Relatie (:3.20) kunnen we schrijven als:

Ttl­
JtLLJ((;c~/f),p{I:)"Lt·("))e-.e .J;(f)dt =0
D

Aangezien volgen. (:3.21) geldt dat
rJe t 1 (/)o{t. =0

.>
volgt uit de zojuist bewezen stelling datI

{",H(~"II:-)~ptls)~ Lt~/.O)e - t = C



ofwel

::: ('A:"ttt)~ p{t)~U*tf)) -: c.e b

waarbij c .en constante is.

Ala p(t) de Opl~8sing is van

pl-/:.) =p{b) + it*lJ:)

met beginvoorwaarde p(o);c 1
~

p{-I::) =Cre.
t

-+ e t/e.-7:~ '*tr:)oL:c
o
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dan is (zie ).19)

Uit ().24) volgt dat er een constante C2 bestaat,

zodat

:::(?c ~t"J, pt"'~ IA.,)J!-O) =- 4'*1/;) + pt-I) =C~ e.~

We vUlle~ hierin ().25) ins
. t

_ u..oW/i) -+ C, e. t -+ e. -i;Je -I"~ "1'(;) ciT: =CI. e t
o

Duss

We no.men p*(t) de oplossing van

met beginsvoo~aarde p*(o}=cK
•

nua
it

? +ttt) = C ~e i: -+ e. t:Je -r7r 'Y"l }ol:r:
t>

We zullen nu bewijzen dat de Hamil toniaan H( ";t*{·O~ p-(-/r)J Lt.)
eell ablloluu'5 maximum heeft ale Zunctie van u voor Lc..= l.c. "'{-I:)

voor _Ike t in het interval [o~ T] •
We hebben de Hamiltoniaan reeds gedefinieerd voor dit

voorbeeld als (zie 3.1):

().28)
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Dit stelt ale functie van u een parabool voor met

.en uniek globaal maximum. Dit maxi~um wordt bereikt

voor &iC.= I.e *tl:J want:

aHLt..)/ -*/ ) ,*11)= - L< (,/r + p ,~ =: 0

l> 6«. IA. =k *t-lrJ

Yolgens ().26) en ().27)

?;2J(C"" J/
Pu" fA.="/,,,/,,).=-7

We merken nog op dat de differentiaalvergelijking

yoor ;t I/O) ook als volgt kan worden geschreven:

zoal_ ~it ().28) blijkt.

Recapitulerend:

We beschouwen het systeem, beschreven door de

differentiaalvergelijking

..et randvoorwaarden: ~(o)= 7 7((7)=0 (:3.)2)

waarbij u(t) een st~sgewijs continue functie is.

Als u*(t) een (toegestane) optimale strategie is

die de objectfunctie t fF~2.(l)+t.(~{OJoli minimaliseert

en x~(t) de bijbehorende trajectorie volgens ().)1) en

().)2) dan bestaat er een functiep*(t) zodanig dat:

1. -;x'Wtt) en p~/f) de oplo_singen zijn van het

stelsel differentiaalvergelijkingen:

;i.lj(t)= :t-;{A:~//;~p~tfJ.14"/1:))

P~/t) = -:: ("Jc"*/·iJ. p"/·O.. fA. "It))
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2. de f'unctie H(x-Y(f~jf{t) ,LA.) heef't sen absoluut

maximum a18 f'unctie van u voor IA..:. u':*lO ,-I: ': [oJ r]
due:

Voor dit probleem is dit het maximum principe

van Pontryagin.

We merken op dat dit voorbeeld van het z.g.

fixed-time, f'ixed-end type is. Immers de tijd waarover

geoptimaliseerd moest worden ligt vast, evenals het

eindpunt x(T). Dit betekent dat we genoeg randvoorwaar­

den hebben (x(o) en x(T) ) om het ste1gel (3.33) op te

loesen. In de volgende paragraar zal, uitgaande van

hetzelfoe voorbeeld, nader worden ingegaan op het f'ree­

end prohleem, waarbij due geen voorwaarden aan x(T)

worden opgelegd. Dit betekent dat we in dat geval nog

een tweede randvoorwaarde nodig sullen hebben, p(o) of'

peT) •
Bij dit voorbeeld was u(t) met aan bepaalq

beperkingen gebonden, behalve dat het een stuksgewijs

continue £unctie maeat zijn. In het a1g8mene geval

kunne. er vel voorwaarden aan u(t) worden opgelegd.

Het voordeel van het maximum principe is dat we,

in plaats van het minimaliseren van de f'unctionaal J(u)

het maximalisGren vande f'unctie H(u) hebben gekregen.

Bov.adien kan ~ aan bepaalde voorwaard,n gebonden zijn,

zoals in de praktijk oak meeetal hetgeval is.

Het maximum principe kan eenvoudig vervangen

worden door het minimum principe. De Rami'Maniaan

wordt dan enigszins anders gedefinieerd:

Vergelijk dit me't (3.1.~). Voor de optimale strategie

geldt n~ dat de Hamiltoniaan absoluut minimaal moet

zijn.

Tenslotte dient nog opgemerkt te worden dat
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H{,,~(JJ,'p-l'lJ~tt~/.J))bij' dit voorbeeld constant is

voor t- [otT] •

IlDJDersl

oI.J.lI~~~) p~/~) k~ll)' ­dt ' , /-

.N("" -¥IJ.), p"'/J, ~U~'~J)2 ~/J) ~:::(')c'*tJ.~FVtJ, IAJi(-l~ p.!'") + (3. 24)

+ ()H(~,*(J) p~/t),."~(.O)~--lt:)
Ot4 ,.

Uit ().29) volgt d.t

oH ('l"'l/;),?~/lJ. u "'l/:J) = 0
"2>10<.

Invullen van (3.33) in (3.34) ge.£t:

:fH
( 1 '*(-I~ P--I~ J, l< 41/-0) ::: 0
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).3. ~!!!!2!~§_!~_!!~_~222!!!!!!J!!_!22:!!~!'~!...!22:_!!e
!E!!!~_!~_2!_e~e~_!!e_!!~_!22!'~!!!2_~!~_!!~_!!'!J

voorbeeld
Voor hetzelfdejils in de vorige paragraaf zullen

we nu de noodzakelijke condities voor een optimum be­

handelen als het eindpunt vrij is. De enige voorwaarde

die nu aan 'f/( t) gesteld wordt is, dat I !.f{o)=O

Oaadat het verhaal voor bet vrije eindpunt voor

een groot deel analoog i. aan dat met het vaate eindpunt

zal veel verwezen worden naar de vorige paragraaf.

W. schrijven nogmaals de uitdrukking (J.17).

het versehil tusaen de gestoorde en de optimale object-

functie. op. T

J(tt) - l(u«) = - f.J[~~ (~"I-t), p{Js), t< :.tt-l:»lIll:) -+~~(A:*IJ.J,p(t~U ~/l»)J;If~ ot-t +
~ ..,.

+ f. !pet) tjtlJdi - O{E)
D

We paasen veer partiale integratie toe op de

laatate integraaI:
7 T

[jPU) liJlt)df: =EpeT) IYLr) - E. p{o) tyro) - EJp[t) t!{iJ oli:
D til

T

- E. p(T)4JLr) - EJp(l:) ljlUJoLi
o

oadat ttlo) =0

De noodzakelijke voorvaarde voor een optimum

vror bet .yet.e••et het vrije eindpunt wordt:
7 T

J(:::{"'*/IJ,pl-l~&tflJ)+pt"grrt~)oli ~;:....11(J: '*t~),pM~ w~t-l:f)'2t-J)dt +
• D _ p(r) apCT) =0

Vergelijk deze uitdrukking m.t (3.18).

We eisen nu dat p(t) de oplo••ing is van de

differentiaalvergeliJking:

-pO) =- :::.(1:~II:~ p{i~ u it{J» (). 35)

met ale eindvoorwaarde:
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». voorwaarde voor een optimum wordt dan:

TJ!!. ('k. ....tl:~p¥lt)" U -fI!i))1Jtf)~ -=0 ('.'7)
o

De ver.chillen met de over.enkomstige uitdrukking

('.20) zijn:

1. '1.. (t) is Dtl een willekeur1ge, stuksgewijs

continue functie.

2. Bier staat p~(t) in plaats van p(t). Dit is

het gevolg van het feit dat we een randvoor­

waarde p(T) hebben vastgelegd, zodat er een

uniek. oplossing p~(t) bestaat van (3.35).
We zullen nu gebruik maken van ean steiling, die

als voIgt luidt:

Ale h(t) een stuksgewijs continue functie is

voor -I:. € [0" T] en als geldt:

jll-cJJ.tt)olt =0

voor alle 8tuks~ewijs continue :functies a(t) voor t. €. [O.1 T
]

dan is

Het bewijs van daze stelling kan uit het onge­

rijmde gegeven worden.

Stel dat ),UJ:FO voor -I:. € [0.1 r] . Dan geldt

voor -h(t)=c en a(t)=c (c is een constante; >0):
T

jc'loti: > 0

o T
D1 t is in strijd met de veronderetelling dat fJ,(i'),J{f}oi~::o0

o
Deze stelling toepassend op ('.37) l.vert:

-!t. (~*I.f), p.Jllr)" u ~/,,)) =0

Dus 4e 1'unctie J1(A: ..t~),pY-l:~IA) he.ft als functie van

u voor t E. r", T] een extremum voor IA.:. I.e OI(i)

Om t. onderzoeken of dit extremum een maximum

is sullen we naar de tweede afgeleide moeten kiJken.

D. Hamiltoniaan voor het vrije eindpunt is dezelfde

als die voor het vaste eindpunt:
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dUB het extremum ~s een maximum.

We hebben nu due bewezen dat voor de d~££erent~aal­

vergel~jking

met randvoorwaaroles ?L(o) =7

waarb~j u(t) een stuksgewijs cont~nue tunct~e is geldt

dats

Ale u*(t} een toegestane opt~male strategie ~e,

die de object£unctie
T

t J[~I{~)"'IAI{J,)1oLi
l>

.~n~.al~8eert en x*(t) de b~jbehorende trajectorie

dan bestaat er een £unctie p*(t) zodanig dat:

1. x*(t) en p·(t) de oplossingen z~jn van het

stelsel:

-i 'tI{~) =. ::: (~it/{i), P~t-t)1 lie ~(-tJ)

• "j!~) - _ -0 H(A:.{l) 'C/'!O LA. ~tI:) \P - €>A... /r I I

met randvoorwaarde p(T)=O

2. de funct~e H (?c*I,)~ P·/Ol I.{) een absoluut

max~mum heef't als .functie van u voor U-=-l< ·(1:)

dua

H(?tnJ,p:¥ff~u~)= !1a.>t J-I(7c -'l-{I:)/ p~t+)//,.f.)
"-
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syeteem m~t vrij

eindpunt het maximum principe.

We zullen nu ee~ num.riek~ oplo8sing geven

van het zojuist besproken probleem.

Het op t. 10s8en ste1sel differentiaalvergelijkingen

ist

(3.42)

waarbij u(t) zo gekozen Moet worden dat de Hamiltoniaan:

Nbc)= - f ;l;'7. - ~ III 2 -+P (- 7C -tAA.)

maximaal is. Dit is een parabool, die zijn globale

maximum bereikt voor:

AI. we dit invullen in (3.41) en (3.42) dan wordt het

stelsel:

;;i (.J:) =- ~ tI:) ~pti)

Na~.inati. van x(t) en p(t):

-i.{f-) -'2;t{I::)= 0

pO') -2p{t:):= 0

ne oplos.ing van dit stelsel is:

p(T)::O (3.44)

i V2 -t iii
xlO=C,e +Cte.

-i: Ifi -i vZ
pL.J:.)=ltllrJ:C,(H"2)e -i- C2 (1-V2)e (3.46)
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Neem bijvoorbeeld T=l:

t iii -t V""'l
?Ctt):=~o1ooo/e + ~:jt9~,6e

-t Vi -t 112
plt)= ttl/;)= 0,;2't2/fe - q 'tloo':)- e.

Voor t=O,5 wordt x(t)=O,5106

Later zal dit resultaat vergeleken worden met

het resultaat d&t met behulp van het discrete maximum

principe toegepast op hetzelfde systeem, dan echter

benaderd door differentievergelijkingen, verkregen

zal worden.

In het algemeen wordt het maximum principe

iets anders geformuleerd dan in de paragrafen 3.2

en 3.3 is gedaan.

Laten we hetzelfde voorbeeld nog eens bekijken.

De objectfunctie is:
T

If"I ,,):: tff=t'iff) -+/./''C*J]Q/,I:
"

Ala ~ctie van de tijd wordt deze uitdrukking:
t

.r(14/·,;t1 i;)~ t J[7c 1{r)+u'1trJ]o17:
o

we voeren deze functionaal in ala tweede toestands-

variabele van ons systeem:

:::tt H ) =J(t-tl ?Co' e)
zodat )C~t) voldoet aan de differentiaalvergelijking:

;;, U) = "A: 1(1:) oj f u 2(t )
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Het stelael ditferentiaalverge1ijkingen voor ons

syeteem wordt dan;

-x1tl:) = ~ (~IJ u) = -lc~{") + I.e (i:)

X1,ll:): ~(X~~u) = t;r/(I:) + luL(I:)

ot in ,,'ectorvorm; -XL-/:) = £ (A:.,J'&) met

>: ~ r::) I = rj;) I< = (~)
~e ~oeten nu een u(t) zoeken zodanig dat

'X,{r)= f ff "}c}(6)-+k'l{f,))oll:
~

minimaal wordt.

De Hamiltoniaan defini~ren we nu overeenkomstig de

uitbreiding van het systeem met een tweede toestands­

variabele;

=q Iit;l,~ (3050)

mol' 1: ~ (~)
<a. \ b) bet.kent het inwendige

product van de vectoren a en ~. Hierbij wordt 2 a1s

volgt gedetini8erd:

"t ) oH(~,J~,Je)Pl:=-----
- '2>~

met ala randvoorwaarde: p,{r)=o , in het geval we een

probl.e. hebben met een vrij eindpunt. We·hebben nu

nog een rand'Voorwaarde nodig.

Oadat x 1 (t), en due t~(x?u) niet van x~ athangt

vinden we eenvoudig:

dus P'2 (t) is constant.
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We eisen nu als randvoorwaarde voor P1(T) dat

~&)=-1voor het geval van het maximum principe

en 1\{r) = 1 voor het gevsl van het minimum principe.

Voor het maximum principe volgt due:

?a ( I: ) = - ., -b € fo, 7]
zodat de Hamiltoniaan wordt:

H(~,~,p)=PI I, (~/~) - 12 (15/~)

Deze uitdrukking is dezelfde a1s (3.12) omdat 1.(~/~)=L{~/k)
principe

Voor het minimum!Volgt een analoge redenering.

De differentiaalvergeliJking voor p(t), ().51)

kunnen .e met behulp van de deCinitie ',an de Hamil toniaan

ook iets ~ders Cormuleren:

We kunnen het maximum principe natuurl1jk

uitbreiden tot systemen met meer toestandsvergelijkingen.

Beschouw het proces, beschreven door de differen­

tiaalvergeliJking:

;i=1{?:,,&)
x{o) =a.- -

-x. t;. En Euclidische ruimt~ van

de nf; dimensie

S2 is de zg. besturings­

ruimte, een compacta R)

verzameling in Er •

• ) compact betekent: gesloteJ. en begrensd.
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We noemen ~·lt) , l €. [0,T] een optimale strategie

met x·(t) als bijbehorende optimale trajectorie, d.w.z.

:x %):=.a- -

Een noodzakelijke voorwaarde voor dit optimum

bij het vrije eindpunt problee. is dat er een toege­

voegde variabele .,p-'II(I:.) • i (. [~TJ bestaat, zodanig dat

p~(t) een niet triviale Qplossing is

van de di~ferentiaalvergelijking:

pVi:) = _(&>f(~'f:!.fA{I:»1 )~ Pyt,) (3.55)
_ 0): ~=~"'(J.)-

met de ranvoorwaarde:
. E'(T) =-12.

en de Hamiltoniaan als funetie van ~ maximaal wordt

voor ~ =f:!o :tot/: )

H (~·{l:J,f:!."'(.I:~p~O)) ~ -H(~*a).lc., p"'l'»

Voor de meeste problemen beho.ven we slechts

"n component van de t~estandsvariabele op het eind­
e ..

punt te minimaliseren b.v. de n component. Dan gaat

relatie (3.54) over in:

btt . X: (r) ~ h". 'A:" (7-)
of. als b,,: 1 : -x;(r) ~ ~,.,(T)

Voor .2 geldt nu

b - 0 i.: ~~" .. ,-.. n - 1
i. -

bIt =7
Hieruit. voIgt dat nu de zg. transversaliteits-

conditie (3.56) wordt:

P; {T) = 0 ,'.::1;' ~ ~ .... 17 - ~
Co

Pit (T) =-1
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is een vast punt in E
n

moet op een bepaald hypervlak

Ale we het maximum principe voor het vaste eind­

punt bekijken dan b1ijken a11een de traneversa1iteits­

condities wijzigingen te ondergaan. We kunnen verschi1­

1ende soorten voorwaarden aan het eindpunt. op1eggen

bijvoorbee1d:

- het eindpunt

- het eindpunt

in En 1iggen

- het eindpunt moet 1iggen in een bepaa1de

dee1verzame1ing BeE •
n

We kunnen ana10ge voorwaarden op1eggen aan bet

b.ginpunt, door niet te eisen dat het beginpunt vast

1igt, maar bijvoorbee1d op een bepaald hyperv1ak in E •
n

Voorbee1d:

Het beginpunt ~(o) ligt vast, het eindpunt

!(T) moet voldoen aan de voorwaarden:

k::o 1 .... l<n., "

dus ~(T) m~et liggen in een (n-l)dimensionale deelver­

ZaJDel ing van En.

ne transversaliteitsconditie wordt voor dit

geval

Hierbij is ~ een soort Lagrange multiplicator vector.

Tot nu toe bebben we autonome systemen bekeken

d.w.z. 5ystemen die niet expliciet van de tijd afhangen.

Beschouw de differentiaalvergelijking:

_
A: f. E~ L € ;::

n ~ '-,.
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Voer een nieuwe toestandsvariabe1e in:

X 1?+, ( I: ) =t
due: .

?c'/'H-J(J.J =1
We kunnen dit systeem dus ook beschrijven a1s:

M~t andere woorden: de in het voorgaande a~ge1eide

principes ge1den ook voor systemen die exp1iciet van

de tijd a~hangen.

Bij de toepassing van het maximum principe hebben

we het minima1iseren van een integraa~ vervangen door

het.minima1iseren van een component van de toestands­

variabe1e, waarvan de dimensie voor dat doe1 met "n

wordt uitgebreid. Deze methode kan a1gemeen worden toe-,

gepast bij optimaliseringsproblemen.

Beschouwen we eerst het tijd-optimale probleem.

Voor het systeem beschreven door (3.57) vragen ~e

~(t) zo te bepalen'dat ~(t) in minima1e tijd van een

bepaalde begintoestand ~(o) naar een voorgeschreven

eindtoestand wordt gebracht. Ret eindtijdstip T i£ hier

dus variabel.

=t1rl1 to )=0

Zoals reeds gezegd introduceren we een nieuwe

toestandsvariabe1e:

'X
hH

{i}= 7
t-

X n+,(/;.)= Jar
t>

We zullen nu eisen dat de nieuwe toestandsvaria-

en

bele Xl't+1 geminimaliseerd wordt.

Bij het zogenaamde eindpunt-optimale probleem

vragen we voor het systeem beschreven door (3.53) dat

een ~unctionaal van de toestandsvariabele op het eind­

punt. 3l~(7)) geminimaliseerd wordt.
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Introdu~eer ook nu weer een nieuwe toestands­

variabele:

X n+., (0 =,(?!: (t)

met beginvoorwaarde:

"X"'H (,,) = i (It{o))

lie di~~erentiaalvergelijkingvoor deze toestands-

variabele wordt:

die met behulp van (3.53) geschreven kan worden a18:

Het eindpunt-optimale probleem is nu gereduceerd

tot het minimaliseren van Xn~1(T).

In deze paragraa~ werd het continue maximum

principe in een "engineering" vorm beschreven, d.w.z.

meer gericht op het in de praktijk toepassen van

het principe dan opde mathematisch exacte £ormu­

leringen, waarvoor verwezen wordt naar 4), 5) en 6).
In de volgende paragraaf zullen enkele opmerkingen

worden gemaakt over de moeilijkheden die we in de prak­

tijk tegenkomen als we het maximum principe willen

gebruiken.
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3.'. ~!!!_2E!!~~!~§!~_2!!~_~!_~2!f~~2:!!~!!2_!~~_~!~

~2~~!~~!_!:!!!~_e~!~~!E!

Bij de toepassing van het maximum principe

ontmoet~n we twee moeilijkheden, zoals ook uit de

formulering van het principe blijktl

1. Ret maximum principe gee~t alleen resultaten

als zeker is dat er een optimale strategie

met bijbehorende optimale trajectorie

bestaat. Dit zal dus eerst onderzocht moeten

worden. ("existence theorems")

2. Het maximum principe mag in het algemeen niet

omgekeerd worden: als voor een bepaalde

strategie de Hamiltoniaan maximaal wordt

hoe~t deze strategie niet de optimale te zijn.

Het principe gee~t in de meeste gevallen

noodzakelijke, maar geen voldoende voorwaar­

den voor ean optimum.

Ten aanzien van het eerste punt beschouwen we

het systeem beschreven door de dif~erentiaalvergelij­

kingen:

:ift.) = - :Jl{i) of /.-tt{-I:)

~(t)=l.ll~;)

waarbij u(t) gebonden is aan de voorwaarde

ItA. {fJI £: 7 ( 3 • 60 )

Gevraagd wordt u(t) zo te kiezen dat ~(t)~(::~~)
in minimale tijd van ?flQ) =0 gestuul:"d wordt naar de

ruimte X= (?t:..= 1, l!if ~ 7]

Zoals in de vorige paragraaf uiteengezet is

introduceren we voor dit minimale tijd probleem een nieuwe

toestandsvariabele: i

Z (i:) =J«7:
~

i{I:)= 7
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zodat het nieuwe stelse1 di~~erentiaalverge1ijkingenin

vectorvorm geschreven kan worden a1s:

Voor dit systeem is de Hamiltoniaan:

Ala ~unctie van u hee~t H(';!., P,lA.)
voor:

een dxtremum

oH(~/ib:)_
o~ -

dus voor

zodat

en, omdat we alleen maar gelnteresseerd zijn in de

Hamiltoniaan als £unctie van u:

J-J{L1.) = -PJ k
2

Hieruit kan worden geconc1udeerd dat N{~) maximaal is

voor
u(t);:: t 7

tt/l:)= 0

Volgens (3.52) geldt:

P"{/;) =P,li:) 7.> '/ -T PI oj :../,.
"2> .l. '" A:

zodat p,(t) constant is.
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Di't beteken't da't voor p,l+.) '> 0 gedurende he't gehele

proces kU)=o zal moe'ten zijn. He't is dan ech'ter onmoge­

lijk om aan de eindvoorwaarde voor x('t) 'te voldoen.

Immers uit (3.59) volg't dan:

&'~)::: kii,):::o

OmdL. t ';jCo):=o zal Ij{t)= 0 zijn gedurende het gehele proces.

Di't impliceert da't Tolgen. (3.58):
-XU,) =0

en dus: /

x (o/;) == J;i{r;)dr. =0

zodat de verzamelin~ X = {'):,'::.1~ I~J ~ 1 }

kan worden.

nooit bereik't

Voor p,lO<o word't H(l-\,) maximaal als lA.Li)=:t 1

Ui't (J. 58) zien we da t ;;.n di t geval: -:it:O ~ 7

Omdat op het eindpunt moe't gelden:
T

X{T) ::: j:it-eJdt = 1
o

*is er een benedengrens voor de minimale 'tijd: T ~ 7

Laten we het tijdsintervalo~i6ti" i:7~1. verdelen

in k perioden met lengte t,/k en laat Uk{/:) at'wisaelend

+1 en -1 zijn in opeenvolgende intervallen. Uit (3.59)
volg't dan:

t~ 2~/k

!Jk (I;) ::. J(fl) go. + fr-1) di + .....
o ~7,lk

zijn /, jt 7/) /' ilJ
j en k(gehele getallen en rt - /k ~ /k • zodat:

I~ktf)/ ~ ~

Uit (3.58) zien we dan dat:

Omda't op het eindtijdstip T moet gelden:
T

?G (.7)=J-j Lt)oii = 7
I>
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voldoet de minimale tijd T~ dus
k"l

.., il" /'
'J{ ~ k a_ 1

zodat de minimale tijd T"- nooit

We kunnen slechts zeggen dat
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aan de voorwaarde:

kan worden gehaald.

.1t t

~l-i:) = Jt+1)",-t + Jt-/)di
o 4-6

it-

J;"" Tic = 1
1<.,. /o,Q

zodat er due oneindig m~al geschakeld zou moeten worden

van u=+l naar u=-l.

Aan de hand van £iguur 3,2 is dit ook eenvoudig

in te zien.

Uit (3.58) en (3.59) volgt:

j t i;) ::. k U ) = ~ oJ'i< l #:) + I·:tt~ ) \

In tiguur 3.2 is u(t) getekend a18 tunctie van i(t)

DIet ~'Ltt) als parameter.

De beweging start in een punt op de kromme voor :lli)=O,
bijvoorbeeld bet punt A=( 1,1). Aanvankelijk is w.l·i:1= 1

dat vil zeggen dat

>0

~et tasepunt loopt dUB over de lijn ul~)::. 1 naar links.

Dit houdt in dat i(t) kleiner wordt,zodat, vanwege
T

-x{,r) = j::itt)O/i::: 1
.,

het langer zal duren voordat x(t) in het. voorgeschreven

eindpunt komt.

Het kleiner worden van i(t) kan worden opgebeven door

na een periode ~ t (het tasepunt bevindt zich dan in

B) de stuurvariabele over te Bchakelen op .1.([-1:):-1

Ret taeepunt komt;i:Uc .
Omdat

vordt ~'2.a) veer kleiner voor i ~ 2.1.1:. • Het tasepunt
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beweegt zich dua nu weer naar rechts over de lijn ~l~)=-1

totdat t.2.6i • Als u( t)a-1 blijft voor t >Zllt zal ';12(1:)

weer groter worden. het fasepunt zal weer naar links

gaan en i(t) wordt weer kleiner.

W. moeten dus weer overschakelen naar u(t)=+1. Stel dat

dit op het tijdstipt=3L1 t. ala het :faaepunt weer in C

aangekomen is. gebeurt.

Het :faeepunt springt dus weer terug naar B en zal

weer naar rechts gaan bewegen omdat /I'll:) weer kleiner

wordt. Er geldt immers dat
0' 34t ,

':i t+.): !(+"1)o/.o/; -+ j-1)OU; ... Jr+ 1)OU

46 .!dt

met i .( lIat
Voor t==4 Q t komt het fasel)unt weer in A terug en de

cyclus begint opnieuw. Hoe sneller er geschakeld wordt

van u(t)~+l naar u(t)=-1. des te groter zal de gemiddel­

de vaarde van i(t) zijn. en des te korter zal de tijd

zijn nodig om x(t)=1 te maken. De optimale tijd

T~= 1 wordt echter voor geen enkele toegeetane strategie

bereikt.

Het in de vorige paragraa:f geformuleerde

maximum principe kan hier due niet gebruikt worden.

Hetu gebleken dat convex~teit een sleutelwoord

is bij het onderzoek naar het bestaan van een optimale

strategie.

Laten we in het zojuist besprok~n voorbeeld

de verzameling:

eens nader onderzoeken op convexiteit.

als:

v(~ It.)) is convex

o<j('6:,l!:J) u.,[I;)) + [I-J)I('&t(I:).;!:5t.{i» 6. f(~l,,)/~t·/;))

voor alle l~ U;}J ~ 1

en aIle 0 ~ ...< -.r; 1
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(

_ ~ 1.(+) -+ I.fl '/-1:)

/Al!:)

1

O~i~-/;,

o ~ 1:. ~ -1: 7

Stel

Dan

ut(t)=l voor

U" (J;) ':: -7 voor

a = t
volgt uit (3.59):

t 1

':1, lit) =j(+"1)d;/. ~ 1:,
o

C7

':1,. ( I:, ):: J(- .,)aU.::: - t,
t:I

zodat op het tijdstip t~ geldt:

J.(-t 1 +) i( t., + ') I t) r (/- '1
1

/

i
/).r 4Vi')

2 1 -I- 2 - 1 :::: / 0 t:. fA U)
1 7 ~ 7 "1

dat
Echter voor u(t

1
)=0 is het onmogelijkr:ilt) =-11t1:/)-i-IAz.(t)~ !

(zie f'iguur 3.2) zodat V(,&(I:J) nit"t convex is.

Lee en Markus 6) hebben af'geleid onder welke

voorwaarden een optimale trajectorie bestaat. Enigszins

vereenvoudigd zullen deze voorwaarden weergegeven worden.

Het &yste~m wordt beschreven door de dif'f'erentiaal­

vergelijking:

-XU) =l(~ll:)J~{I:))

Begin- en eindtoestand liggen in een voorgeschreven

verzameling:

~ {to) f Xo ~ U) G X,
waarbij Xo en X

1
D1et lege, compacte verzamelingen in

En zijn. ~(t) is een stuksgewijs continue f'unctie.

De besturingsruimte &SG is een niet lege compacte

verzameling in E •r
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De kosten worden voorgeste1d door:
(;,

J{~)= J.fo (-;t U~ ~U))d-/;
to
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fa en f zijn differentieerbaar Daar ~ en ~.

A1s voor het hierboven beschreven systeem bovendien

nog ge1dt dat:

1. er een uniforme greDs bestaat voor a11e

responsie,~(~) tengevo1ge van toegestane

strategieln u(t):

I~t-I;)J ~ b voor .(, 6 /: ~ iT

2. de verzame1ing:

v (1: L",J) -= {Io ('6 (.1:), ~ £""))1 f (IE (q ~ l4:J): ~ UJ G oa)
convex is voor a118 vaste x(t)-dan bestaat er een toegestane ~ptima1e strategie u~(t)

die J(y) minima11seert.

Voor syetemen die 1ineair zijn in de toestands­

va. riabele:

en waarvoor de kosten kunnen worden uitgedrukt a1s:
1:1

It~) =![lJoU·) 3U:) -+ ~{tJ~tiJ)di
to

zijn de voorwaarden 1 en 2 niet nodig voor het bestaan

van een optimale strategie.

Bij het discrete maximum principe zu11en we de

eis van convexiteit weer tegenkomen t a11een in een ander

verband.
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Tot a10t van deze paragraaf merken we op d3t het

maximum principe in het a1gemeen s1ech~s een noodzake1ijke

voorwaarde voor een optimum geeft, en dUB een 1okaa1

karakter draagt. In deze zin is het ana100g met de

conditie dat de afge1eide nu1 wordt voor een 1okaa1
/

extremum van een gewone functie. Om de optima!e op-

10ssing te vinden lIIoeten de kosten berekend wordea'lf'oQr

a11e strategieln die de Hami1toniaan maxima1iseren. De

optima1e op1ossi.ng correspondeert dan uiteraard met

het g1oba1e minimum van de kostenfunctie.
1ineaire

Voor bepaa1de!processen en bepaa1de kostenfuncties

geeft het maximum principe niet a11en een noodzake1ijk••

maar ook een vo1doende voorwaarde voor Gan optimum.
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4. Het discrete maximum principe

4.1. Overzicht van de literatuur
~---------~----------------

244/68

Beschouw een systeem beschreven door de differentie­

vergelijking

'X ( k 1-1) - ?c. {k L::. f {'! (k )~ ~ (k » (4. 1 )

?c.to) =a.- -
:t. (; En Lk € Jt c E r

k = 0,1,2•• , (N-1) is de tijdvariabele.

Tussen twee opeenvolgende tijdstippen k en k+l is er een

constant tijdsinterval At. Hoewel (4.1)niet expliciet van

de tijd afhangt is het ook hier mogelijk om, door het toe­

voegen van een nieuwe toestandsvariabele:

X".(k+ l ) - X h + 1 {k) =6t
ook tijdsafhankelijke systemen te beschrijven (zie para-

grtlaf J. 4).

RozenoerJ ) heeft als aerate ee~ maximum principe

gegeven voor systemen die beschreven worden door differen­

tievergelijkingen die lineair zijn in ~:

7X. (1<+,) - ~ (k) -= /}(k)6(k) + 1.(I:! 0<» (4.2)

A(k) is een nxn matrix

Rozenoer stelde dat in het algemeen aIleen ~oor

dit soort lineaire systemen een maximum principe gegeven

kan worden dat analoog is aan dat voor het continue geval.

Katz was van mening dat het discrete maximum

principe dat hij afleidde, en dat van hetzelfde soort is

als het continue maximum principe. ook van toepassing is

op niet-lineaire systemen. Hij bebandelt het vrije eind­

punt probleem in 7) en het vaste eindpunt (xi(N).bi voor
8) .

i. 1, ••• m<n~ in •

Chang9 10) ontwikkelde in dezelfde tijd een discreet

maximum principe voor niet-lineaire systemen met een vrij

eindpunt~ Hij toonde aan dat er weI een belangrijk verschil

bestaat tussen het discrete en het continue maximum prin­

cipe. Ret door hem geformuleerde principe zegt dat de

Hamiltoniaan een locaal maximum heeft voor de optimale

s~rategie, in tegenstelling met het continue geval, waar de
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Hamiltoniaan globaal maximaai wordt.
11)Ook Butkovskii heeft erop gewezen dat voor het

discrete systeem met vrij eindpunt aIleen een locaal maxi­

mum principe kan worden afgeleid. Hij geeft een voorbeeld

waarbij, voor de optimale strategie, de Hamiltoniaan een

stationaire waarde heeft die lager is dan het globale

maximum van de Hamiltoniaan.
12)Polak en Jordan b~schrijven eveneens een locaal

discreet maximum principe voor niet-lineaire systemen waar­

bij het eindpunt aan verschillende voorwaarden kan voldoen:

~(N) ligt in een gesloten, convexe verzame~ing SeEn

- ~(N) ligt in een (n-m) dimensionale verzameling

beschreven door m'vergelijkingen:

Halkin leidt in13 ) voor lineaire, en in14 ) voor

niet-lineaire differentievergelijkingen onder soortgelijke

eindvoorwaarden als (4.3) een globaal maximum principe af.

Er moet dan echter voldaan zijn aan een aantal vrij strenge

voorwaarden, waaronder een convexitei~s-cohditieanaloog

aan (3.65).
Holtzman toont in15 ) aan dat voor lineaire differen­

tie,rergelijkingen in ~ de convexiteits-eis kan worden ver­

z~akt tot z.g. richtings-convexiteit. Hij laat met behulp

van een voorbeeld zien dat het maximum principe niet toege­

past kan worden als niet aan de eis van richtings-convexiteit
I

is voldaan, uitgezonderd in bepaalde gevallen, bijvoorbeeld

als het eindpunt vrij ~s. 1n16 ) geeft hij een uitbreiding

van zijn theorie voor niet-lineaire systemen.

Chang17 ) laat zian dat het door hem geformuleerde

discrete maximum principe9 ) weI kan worden toejepast op

hetzelfde voorbeeld daF Holtzman gebruikt in15 om aan te

tonen dat het maximum principe faalt omdat het voorbeeld

niet voldoet aan de richtings-convexiteit. Halkin en

Holtzman geven hem in hetzelfde artikel "antwoord" door een

voorbeeld te bedenken dat ook Chang niet op kan lossen. Ook



- 49 - 244/68

voor di~ voorbeeld,hoewel/niet ric~tings-convex, geldt

het maximum principe weI als het eindpunt vrij is.

In18 ) gaan Holtzman en Ha~kin verder in op de

mathematische achtergronden van het begrip richtings­

convexiteit.

Narita 19 ) breidt het maximum principe 'zoals het

door Katz7) Jeformuleerd werd verder uit zodat het ook

systemen omvat met restricti,e op de toestandsvariabelen.

Er mo~t echter weI aan bepaalde voorwaarden voldaan worden.

Hij concludeert dat de optimale laetverdeling in een elec­

trische centrale niet aan deze voorwaarden voldoet, maar

dat is het gevolg van het model dat hij hanteert~,

Er bestaat nogal een vrij grote afetand tussen de

theorie en de practische toepassing van het maximum prin­

cipe. Fan en Wang hebben een boekje geSChreven20 ). dat uit

"engineering" nogpunt zeer interessant is. Zij hebben het

maximum principe zoals dat door Katz7 )8) is beschreven

toegepast op o.a. een aantal chemische processen en trans­

portproblemen, Hun resultaten van optimale regeling met

behulp van het discr~te maximum principe verschillen niet

met de via het dynamisch programmeren bereikte uitkomsten~

Het voordeel van de toepassing van h€t maximum principe

ligt in de belangrijke reductie van de rekentijd en de

geheugen~limte van de digit~le rekenmachine, z~als op

suggestieve wijze aangetoond wordt voor het probleem van

het tijdstip van vervanging van een katalysator in een che­

Misch proces (zie figuur 4.1). Hierbij dient weI opgemerkt

te worden dat er de laatste tijd veel pogingen gedaan worden

om de rekentijd van het dynamisch programmeren te ver­

kleinen door meer a priori kennis van het proces te ge­

bruiken. Uit figuur 4.1 zien we dat voor dezelfde rekentijd

het aantal stappen N groter kan worden bij het maximum

principe. In het geval we met een continue verlopend proces

te maken hebben' kan due de nauwkeurigheid aanzienlijk worden

verhoogd ale het discrete maximum principe toegepast wordt.

Hoewel het m~ximum principe van Katz mathematisch niet ge­

heel juist is geformuleerd, zijn Fan en Wang toch in staat
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er een aantal practi8~he problemen mee op te -lossen.

Het discrete maximum principe he.eft aIleen betrokking

op het discretiseren in de tijd, niet op een discrete

toestands- of beslissingsvariabele. Bij geen van de aange­

haalde artikelen of boeken wordt ingegaan op het geval van

een discrete beslissingsvariabele, zoals bij het systeem

dat in paragraaf 2.2 werd beschreven. Dit is des te merk­

waardiger omdat bij het continue maximum princlpa dp. stuks­

gewijs constante beslissingsvari~beleweI is toegestaan

(~ie5) bIz. 76). In d~ volgende paragrafen zullen we nader

ingaan op de mogelijkheid bij het discrete maximum prin­

cipe ook discrete beslissingsvariabelen toe te laten. Tege­

liJkertijd zal getracht worden het inzcht in deze materie

te vergroten, o.a. met behulp van een geometrische inter­

pretatie van het maximum principe.

4.2. ~!!_~!!~!!~!_~!~!!~~_EE!~~!E!_~~!~!~!_~!!~!~_!~
Holtzman

Een globaal maximum principe is uit rekenkundig

oogpunt veel aantrekkelijker dan een principe dat zegt dat

de Hamiltoniaan slechts een 10caa1 maximum vertoont voor

een optimale strategie. Daarom zullen hier eerst de bij­

dragen van Halkin 14 ) en Holtzman'6) behandeld worden. De

voorwaarden waaronder het globale maximum principe geldt

zijn belangrijk om te kunnen vaststellen of het principe

gebruikt kan worden voor de twee mathematische modellen die

in de paragrafen 2.2 en ,.) beschreven werden.

We gaan uit van een systeem waarvoor de different ie­

vergelijking luidt:

X. (1<+"1) - ?!- (k) == 1 (" {k);~{k»)
?!:. to) =~ k: ~ ~ .. " N- .,

":;lc. G E" ~ G. S2. C. E ....
Aangenomen wordt dat de vectorfunctie f(~,~) voldoet

aan de volgende voorwaarden:
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a. !~~,~) is gedefinieerd voor aIle (~,~)~EnxJG &)
b. voor elke !! 6. J'2. is !(~,!!) tweemaal eontinu

differentieerbaar naar ~

c. de functie !(~,!!) en al haar eerate en tweede

partiele afgeleiden naar ~ zijn uniform begrensd

op A It~ voor elke hegrensde verzameling AC.1;1t .«)
d. de matrix I + ~!~,.!!) is regulier op E x ~

a~ n

e. de verzameling: V(~) = {f(~,!!):j! 6SZ] is convex

voor elke xEE
- n

Condities d en e zijn volgens Halkin altijd vervuld als de

differentievergelijking een benaderin~ is van een dtfferen­

tiaalvergelijking. Ala het syateem fundamenteel discreet

is, dan is niet automa~i.eh voldaan aan deze voorwaarden.

Waarschijnlijk bedoelt hij met de woorden "fundamenteel

discreet" dat de differentievergelijking (4.4) exact klopt.

Boevel Balkin uitgaat van een aanvangstoestand ~(o)

die ligt in de verzameling: {x :. hi (~) = O. i = 1,2 •• 16. n}

zullen wij stellen dat ~(o) =~, overeenkomstig de een­

duidige begintoestand van hetin paragraaf (1.1) geformu­

leerde probleem. Bet eindpunt ~(N) is bij ons probl.em vr1j.

Toch zullen we, om later te noemen redenen, uitgaan van de

door Balkin gekozen eindvoorwaarde: ~(N) moet liggen in de

verzameling:

5 = (x gi(~) = O. i = 1,2, ••••• m~ nJ

.) Het product t li d t d "dvan wee verzame ngen, a we aan U1 en

door A x B. is de ,rerzameling van alle geordende paren
,

(~,~) als ~eA en ~eB dus:

flxB= (&-J'E): ~E/)J !?~B]

•• ) Dit kan ook als volgt geformuleerd worden: voor elke

eindige ~ en voor elke !! £J? moeten !(.:f,.!!) en al haar

eerste eil tweede partiele afogeleiden naar .! uniform

begrensd zijn.
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Verder is gegeven een objectfunctie go(~)' die

geminimaliseerd moet worden (Halkin zocht naar het maximum

van go(~)' maar ons probleem uit paragraaf (1.1) is er een

van minimalisering). De functies go(~)' gl(~)' ••••• ,

gm(~) moeten tweemaal continu differentieerbaar zijn naar

~, terwijl voor elke ~ f En moet gelden dat de vectoren

1 d (;t) ~ tr (Jc) .o!- ~,:, - 1 t>!-.Y - 1 ,

lineair onafbankelijk zijn.

De strategie UK~ ~X(O), u A (l), ••••• uA (N_1) en de

bijbehorende trajectorie XA; ~K{O), ~K(l) •....• ~K(N) zijn

optimaal als zij voldoen aan de volgende ccndities:

1. ?5: (k+,) - 2!:{k) -= £[ ~(k)J~{k»)
~ to) =a.- -
~(k) (5 J2 , k'CO;'f; W", #-1

k= of. W" -11-1
~ J I ,

Halkin formuleert nu het volgende maximum principe.

Als de trajectorie X
tl

::. ~Yo).1 ~y.,~ ....,~ '*'{Iv) ten ge-

volge van de strategie u.*: ~ ~/o), ~4I-(y), J ~ '*I..v-l)optimaal is

dan bestaan er vectoren J:Jt(o), J?~/..,), 1''*111I) ,niet nul,

zodanig dat:

1. de Hamiltoniaan als functie van ~(k) maximaal is:

(t (~YkJ,!!-Yk)!PYi<.p ~ (f (1}"(k~!!,) JfYh~ ('1.5")

Voor' ",JJL k= 0; ~ ..., ""'-1 e,., AIle ~ 6 tfG
2. de toegevoegde variabelen ~~(o), P':'l1~ ..... 'f'~(N)

de oplossing zijn van de differentievergelijking:

voor all€- k - 0 1· .... N-1
-- I' I
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3. de transversaliteitscondities zijn:

er bestaan reile getallen do' Of", •••• , al"" zodanig

dat

, WI a
p ""(N) =L O<i ~x. ff, (~JJ

- ,""='o - -a '=-!/-CN)

d" ~ cf
Halkin gebruikt hier dUB geen "imbedding" techniek,

hij maakt van de object~unctie niet een additionele toe­

stand$variabele. Als van de object£unctie een toeetands­

variabele wordt gemaakt, door bijvqorbeeld te stellen:

xn(k) =gc(~(k», dan geldt de eis van convexiteit vo~r het

met de object£unctie ui tgebreide steleel "Ian di£1'erentie­

vergelijkingen. Vaak is de object1'unctie een verre van

eenvoudige 1'unctie van de toestandsvariabelen, zodat de

toch al moeilijk te onderzoeken convexiteit van V(~) nog

moeilijker vast te stellen is.

Voordat dit globale discrete maximum principe toe­

gepast kan worden moet nagegaan worden 01' hEt systeem weI

aan aIle hierbo'Ven gegeven voorwaarden voldoet. De vraag

is echter 01' deze voorwaarden noodzakelijk or voldoende

zijn. Voor ons is in eerste instantie het vrije eindpunt

probleem van belang. Als we het hierboven beschreven

maximum principe modi£iceren voor het vrije eindpunt door

de transversaliteitscondities anders te schrijven dan is

de convexiteit van v(~) in elk geval een voldoende, maar

nog geen noodzakelijke ,·oorwaarde. Immers bij het overzicht

van de literatuur in paragraa£ l~.2 merkten we op dat er

een aantal voorbeelden zijn waarbij Vex) niet convex is,

terwijl toch het maximum principe toegepast kon worden

indien het eindpunt vrij was. Dat de convexit~it slechts

een voldoende voorwaarde is voIgt overigens ook uit h~t

£eit dat Holtzman een veel Minder strenge eis stelde, n.l.

richtings-convexiteit. Zel£s dit zou echter een voldoende

voorwaarde zijn getuige de in paragraa£ 4.2 aang~haalde

voorbeelden.



244/68

We zullen'het maximum principe volgens Halkin nu

opschrijvp.n voor het vrije eindpunt probleem, terwijl

go(~(k» = ~(k). SlechtR de transversaliteitscondities

veranderen.

wordt

Omdat gl(~)' g2(~) ••••• gn(~)

(4.7) nu:

1':lJ(N) =0(0 ~ (;, (~))~= ~-¥{N)

dan verdwijnen

Dus de transversaliteitscondities worden:

?/{N)=O

f:, +(N)::: 01.
(4.8)

Holtzman bekijkt een analoog systeem. De object­

functie, die geminimaliseerd moet worden is x (N). Den
vectorfunctie f(~,y) moet voldoen aan de reeds opgesomde

voorwaarden a, b, c en d. Verder wordt de voorwaarde ge­

steld dat !(~,~) onafhankelijk is van xn • Dit is een vaak

voorkomende situatieomdat de object£untie meestal ge­

schreven kan worden als:

x" (k+l) - ~"tk)= -I;, (~7{k), ··-I;)c,.,~.,{Je), f.t,(kJ, ··.,t-f.,,_,CkJ)

Tenslotte luidt de convexiteitsvoorwaarde (e) nu als voIgt:

de verzameling V(~) = {1'(~,~):~ € JG] is ge~loten en convex

in de richting van -e voor elke XC E ,waarbij e de een-
-n T - n -n

heidsvector (0,0, •••• 0,1) is. We merken op dat de richt-

ing -e dezel£de is als ae richting van -x , de te minima-
, -n , -n

liseren component van de toestandsvariabele.

De ~egrippen convexiteit en richtingsconvexiteit zijn

in fig. l~. 2 duidelijk gemaakt.

Holtzman gaat verder uit van de volgende einqvoor­

waarden:

x.(N)=S. i=
1. 1.

1, •••• 00<n

Dus ~en aantal componenten van de toestandsvariabele hebben

een vast eindpunt.

Hij komt tenslotte tot een analoog maximum principe als dat

van Halkin. Door zijn andere keuze vall de eindvoorwaarden,
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z~jn de transve~sal~te~t8cond~~~esechter:
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p,if.{",) =(>
L

p,,*{N) ~ C

i=oJn+f,J H'ri'Z, .... , n-f

Voor het ge,al van het vrije e~ndpunt krijgen ~e weer de

transversal~teitsconditiesvan (4.8) terug. We merken weer

op dat de r~cht~ngsconvex~te~tvan V(x) voor het vr~je eind­

punt probleem een voldoende, maar geen noodzakel~jke voor­

~aarde ~s om het max~mum pr~ncipe te kunnen toepassen.

De nadruk d~e hier wordt gelegd op d~ voorwaarden

waaronder het max~mum pr~ncipe ~s toe te passen ~s nood­

zakel~jk,omdat we ons moeten a£vragen of de twee modellen

d~e ~n de paragrafen 2.2 en 2.3 beschreven werden, geschikt

z~jn. In paragraa£ 2.2 werd een model beschreven waarb~j de

besl~ss~ngsvar~abele~ slechts d~screte waarden kon aan­

nemen: ° en 1. Het ~s du~del~jk dat in d~t geval

V(~) = {!(~,~):~ = 0, 1J ook twee punten ~n En voorstelt,

en dus noo~t convex kan z~jn. De kans dat V(~) convex is in

de juiste richt~ng is uiterst ger~ng.

We hebben gezien dat (r~cht~ngs)convexite~tgeen

noodzakel~jke voorwaarde voor het toepassen van het max~mum

pr~ncipe is. Wat zou nu ~n ons geval weI een noodzakel~jke

voorwaarde z~jn?

Om dit te onderzoeken 2ullen wehet bew~js van het

discrete maximum principe na moeten gaan om te woten te

komen wanneer en waar de (r~chtings)convexiteitbelangrijk

wordt. Offidat echter het bewijs voor een stelsel n~et-l~neaire

di££erentievergel~jk~ngennogal moelijk en u~tgebreid ~8

zullen we ons voorlopig beperken tot het l~neaire systeem.

We zullen achtereenvolgens behandelen een geometr~sch be­

wijs, dat duidel~jk inz~cht geeft in wat het maximum prin­

cipe eigenl~jk voorstelt, en een algebraIsch bew~js, dat

opvalt door zijn eenvoud.
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4.3. ~~~~2EE!~~~_~~~!J~_!!~_~~E_~!~~!~~~-~!!!~~_E!!~~!P!

voor een lineair systeem
---~~-------------------

We gaan uit van de lineaire differentievergelijking

in ~(k):

~(k.,.~) - ~(k)=~(k)~{k) +2 (!!:{k))

A:: to)::. ~

~ €: En L<. E,f( c E;:~ S2 is compact
K :: 0/ ~. "J N-1
A(k) is een nxn matrix. [~(!!) :!!l.~]iS begrensd.

Zoals reeds bekend, ie de toegestane strategie U

gedefinieerd als een rij van opeenvolgende beslis~inge!1:

!!(O), !!(1), ••• , ~(N-1) voor aIle !!(k)e~, k = O,1, ••• ,N-1.

De verzameling van aIle toegestane strategieen zullen we F

noemen.

~(k,U) is de toestandsvariabele ~ op het tijdstip k,

corresponderend met de oplossing van (4.9) voor de strategie

U.

De verzameling van aIle toestanden die behoren tot

ten minste een trajectorie X, die begint op ~(O) =~ en die

correspondeert met de differentievergelijking (4.9) voor

een toegestane strategie UEF noemen we de bcreikbare ver­

zameling of de verzameling van bereikbare toestanden. Deze

verzameling speelt een belangrijke rol in de theorie van de

"optimal contxol".

De bereikbare verzameling op het tijdstip k, W(k),

kunnen we dus schrijven als:

(4.10)

Aan de hand van een eenvoudig voorbeeld zullen we

dit nader toelichten.

St~l dat de differentievergelijkingen voor een twee­

dimensionale toestands- en besl1ssingsruimte zijn:

x 1(k+1) - x 1 (k) = u 1(k)

X 2 (k+1) - x
2

(k) = U 2 (k)

x,(O) = O,x2 (O) = 0
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We zien meteen dat: W(O) = ·0.

Uit: x 1 (1) = x 1(0) +"u 1(0) = u 1 (0)

x 2 (1) :: x 2 (0) + u 2 (0) = U2 (0)

vinden we dat:

W( 1) :: {~( 1 ): 0 ~ xl ~ 1. 0 ~ x 2 ~ 1}

Evenzo leiden we af voor k = 2:

W(2) ={:J2):0~xl~2. 0~x2~2}

In fig. 4.3 zijn voor dit voorbeeld W(O). W(l) en

W(2) getekend. Voor N = 2 ol5eldt dUb dat W(OH.JW(1)\)W(2) de.

bereikbare verzameling is.

Gevraagd wordt. uitgaande va~ (4.9) d~~r keuze van U

~e minimaliseren:

(4.11)

ofweI te maximaliseren:

(4.12)

waarbij £. EEn' £. 1=2
T

Als we aannemen dat £. = (0.0 •••• 0.1) dan voIgt uit (4.11)

en (4.12) dat x (N) maximaal ofweI -x (N) minimaal ge-n n
maakt moet worden. hetgeen overeenkomt met de in de vorige

paragraaf behandelde probleemstelling.

We merken nog op dat. aangezien er geen voorwaarden

voor de eindtoestand zijn gesteld. we hier met een vrij

eindpunt probleem te maken hebben.

Laten we aan de hand van fig. 4.4 eens nagaan wat

optimaliteit betekent.

AIle punten l£(N)tengevolge van een toegestane stra­

tegie U liggen in de bereikbare verzameling W(N):

De optimale strategie UK stuurt ~ zodanig dat
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maximaal is, ofweI zodanig dat:

(.f. J -:k. (N,U tt) ~ (c I~ (~ll~
voor aIle :x..{~IA.) 6: WiN)

~(N,U«) :igt dus zo ver mogelijk in de richting van £, en

aangezien {K.(~) :!!E.R.] begreusd, en de verzameling ~ compact

is, is dus de verzameling W(N) gesloten, zodat ~(N,U«) op

de rand bW(N) van de bereikbare verzameling W(N) ligt. We

nemen aan dat er een hypervlak bestaat dat in het punt

~(N,UA) raakt aan oW(N) en we noernen de naar buiten gerichte

normaal op dit hypervl~k in dit punt: ~(N,U~). We zien dan

dat ~(N,~) en £ dezelfde richting hebben.

Uit (4.13) volgt dat:

en dus geldt ook dat:

(4.14)

ofweI de hoek tussen de v€ctoren £(N,U"") el. ~(N,U)-~(N,U~)

is stomp. We gaan nu door volledig~ inductie bewijzen nat,.. .
voor een bepaalde keuze van £(k,U ) de relatie (4.14) ook

geldt op het tijdstip k:

(f(kJU")/~{J<;U)-~{k:U~) £:0
voor alle

Hiertoe nemen we aan dat relatie (4.15) geldt op het tijd­

stip k + 1. In fig. 4.5 is de situatie voor de overgang van

k naar k + 1 getekend. We veronderstellen dat ~(k + 1,U~)

een randpunt is van de bereikbare verzameling W(k +1). Dat

ook ~(k,U~) op de rand ligt van W(k) zullen we later zien.

De beslissingsvariabele die ~(k,U~) stuurt naar ~(k+1,U··)

is u~(k). Een willekeurig punt ~(k,U)EW(k) wordt eveneens

met u~(k) gestuurd naar ~(k+1,U)€W(k+1).

Uit de differentievergelijking (4.9) voIgt nu dat:

25: (k~~ U/tI) - ~ (1<. uJJ) ~ f){k)~ (k, U~) -+ ff (I.t~(k))

3. (J<'~"I; U ) - ~ (1<. tt) = f} tit) ~ (Ie; tt) -I- i'" ( k ~(k))
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ofweI:

~ (k+~ U·)::. {/l{k) ... 1:} ~ (k,IA..lJ)-+ ffli1/{k)) '-
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(4.16)

(4.17)

(4.18)

me+. I: de identiteitsmatrtx.

Zoals reeds gezegd veronderstellen we dat (4.15) geldt op

het tijdstip k+1:

(E{k+1. tt 1)~ (k+1# U) - ~ b(+of.,U wJ) £. 0

voor alle~ (k+1,,1,I.) E. W(k..,)

Met behulp van (4.16) en (4.17) kunnen we dit o~k als

voIgt schrijven:

ofweI:

(4.19)

Als we nu stellen dat:

dan wordt relatie (4.19):

(.?(~u 1/ ~ (k,u) -~ (k,tt*~ ~ 0

voor aIle ~ (k,ll) 6 W{I()

(4.20)

(4.21)

We hebben nu dUB bewezen dat, uitgaande van (4.18), ook

(4.21) geldt. Aangezien (4.18) juist is voor k+1 = N geldt

relatie (4.21) dUB voor k = O,l, •••• ,N, mits vold-a.an is

aan een bepaalde afhankelijkheid tUBsen ~(k,U«) en ~(k+1,~)

volgens (4.20), die ook als voIgt als differentievergelijking

kan worden geschreven:

(4.22)'
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Er is bij de afleiding van (4.21) en de geldigheid

daarvan voor k=Ot1t ••• N geen gebruik gemaakt van het feit

dat p(ktUK
) op de rand ligt van W(k). Dat dit wel het geva~

is blijkt uit een nadere beschouwing vun relatie (4.21).

Wil deze relatie kloppen voor vaste ~(k,U«)EV(k) en vaste

E(ktUK) maar voor aIle ~(ktU)EW(k) dan is de enige mogelijke

configuratie die van figuur It. 5. Indian ~re dus weer ver­

onderstellen dat er een hypervlak bestaat dat in het punt

.as(k,UK) raakt aan dl~(k) dan is ,2(k,U
K

) weer de naar buiten

gerichte normaal op dat vlak in het punt 2f(k,UIl
).

We zullen nu bewijzen dat de Hamiltoniaan langs de

optimale tra!ectorie op elk tijdstip Ie als functie van de

beslissingavariabele ~(k) maximaal is.

De Hamiltoniaan is gedefinieerd als:

(4.23)

Beachouw weer de overgang van W(k) naar W(k+l), zoals

in figuur 4.6 is getekend. De punten ~(k,UK) en ~(k+1,U·)

liggen weer op de optimale tracjectorie, met ala stuur­

variabele uK(k). Het punt .:(k+l t U)EW(k+l) is verkregen uit

~(k,UK) door te aturen met ~(k). Tot ~n met het tijdstip

k-l is de strategie U gelijk aan d~ strategie UK.

Voor deze situatie kunnen we de volgende differentie­

vergelijkingen opschrijven:

oX (k+~ U.iJ) - 3: (k; tt *) =/:J(k) 3. (k,u *) ~f (~*"(k))

?S: (k~1.tjJ - ~ (~UJ;:: /Jlk) ~ (~U~)+f(1:!: (k»)

(4.24)

(4.25)

Stel dat de Hamiltoniaan op het tijdstip k niet maximaal

wordt voar de optimale strategie, d.w.z. stel dat:

(.r(h t,U')) 3 (Jot, U» -!c (k, U')) ,{ VCk+."U» )?Jk+t, tt) - 3 (k, U.~
ofweI dat;
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(4.26)

Dit is echter in strijd met wat we hiervoor bewezen hebben,

n.l. dat de hoek tussen ~(k+1,UK) en ~(k+1,U) - ~(k+l,UK)

stomp (in het uiterste geval recht) is, zie relatie (4.21)

die geldig is voor k = a,l ••. N. Dys is de Hamiltoniaan weI

max.imaal.

We hebben nog niet gesproken over eventuele rand­

voorwaarden voor de differentievergelijking yoor £(k,U
A

)

volgens relatie (4.22).

Uit figuur 4.4 zien we dat op het eindtijdstip N geldt

dat ~(N,UK) =0<£ 0{ > o.
, «

Dat de vectoren ~(k,U ) niet nul mogen worden zal uit

het voorgaande duidelijk zijn.

Vat we hier bewezen hebben kan nu dus als voIgt

samengevat worden.

Uitgaande van de lineaire differentievergelijking in

x(k) :

~ (k~..,) - ~(k) =INk) ~(k) -+~ (b-{kJ) =! {~(k), ':!:. (Je-»

~ (oh= a. k= .?/~ .• , ", N-1

~ ~ Ell ~ t;. is?. Co E r

J2 is compact ~(k) is een nxn matrix

willen we maximaliseren:

Als de trajectorie ~A(O), ~~(l)' •••• 'AK(N) tengevolge van

de strategie ~«(o), ~«(l), ••••• ,~K(N_l) optimaal is, d.w.z.

<C/1f(N~ maximaliseert, dan bestaan er yectoren £K(O),

£A(l), •••• £A(N) zodanig dat

1 • p"'(k)-p~(k+1)-::= f}7/k)p~{k+~)
- -

k - C> 1 _ .. ' N- 1
- ,; J
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2. de Hamiltoniaan maximaal wordt:

(l{k.,) }H3;*tk ),!!"Ck' :PV"{kH )!£(~'M~»
voor aIle k =~ ~ ·····,,#-1 en voor aIle !:1- 6,Q

3. de transversaliteitscondities zijn:
p~(N):' ol. ~ 0(:>0

We kunnen de-bereikbare verzamelingen W(k) en W(k+l)

zien als zich uitbreidende golven op opeellvolgende tijdstip~

pen. De gol~fronten zijn dan dW(k) en bW(k+l) en de vectoren

~(k.) en £(k+l) zijn normalen op het go:ffront, die de

bewegingsrichting aangeven. De vector ~(k+1) - ~(k) is een

soort snelheidsvector voor het discrete systeem; in het

continue geval had hier x gestaan. Intultief kunnen we aan­

voelen dat langs een optimale trajectorie de projectie van

de ~nelheidsvector~(k+1) - ~(k) op de normaal op het golf­

front, E(k+l) maximaal mo~t zijn. Zoals uit het voorgaande

blijkt is dit precies de eis dat de Hamiltoniaan voor een

optim~le trajectorie maxi~aal is.

Bij het bewijs van dit maximum principe zijn we ervan

uitgegaan dat er raakvlakken bestaan aan de bereikbare ver­

zameling W(k). Halkin
1J) leidt hetzelf'de maximum principe

af voor het geval dat deze raakvlakken niet be~taan. In

plaats hiervan gaat hij uit van z.g. dragende hypervlakken

(supporting hyperplanes). E€n hypervlak L verdeelt de ruimte

waarin het zich bevindt in drie dalen: het hypervlak L zelf

en twee open halve ruimten die door het hypervlak gescheiden

worden: L+ en L- (zie figuur 4.7). We zeggen nu dat L een

dragend hypervlak is van de gesloten veTzameling A als A
+ -bevat is in L VL of in L UL. Uiteraard is een raakvlak een

bijzonder geval van een dragend hypervlak. Ale we de bereik­

bare verzameling W(N) weer bekijken voor het geval dat in

het optimale punt ~(N,UK) geen raakvlak, mhar weI een dragend

hypervlak bestaat dan geldt relatie 4.14 voor elk dragend

hypervlak van WeN) door het punt ~(N,U«)a

(2 (~u')I3<{N,U)- ~ {N,U"~ ~ 0

voor aIle a; (Iv; iI,) GW(/V)

(4.31)
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(4.32)

Figuur 4.8 brengt deze situatie .in beeld.

Bij de afleiding van het discrete maximum principe

voor lineaire differentievergelijkingen in ~ hebben we geen

convexiteitseisen behoeven te stellen. D~t is het gevolg

van het vrije eindpunt, waarvan we zijn uitgegaan. Halkin

bekijkt in13 ), ook voor lineaire differentievergelijkingen in

~, het probleem met een gebonden eindpunt. Het is eenvoudig

in te zien dat in dat geval de convexiteit van de bereik­

bare verzamelingen weI belangrijk wordt.
/

~aten we eens een vast eindpunt probleem bekijken

met £ = (0,0,0 ••••• 0,1), waarbij dus xn de te maximaliseren

toestandsvariabele is. Het eindpunt ~(N,U·) moet dan zover

mogelijk in de positieve richting van x komen te liggen op
" n

een lijn E evenwijdig aan de x -as. Immera, vanwege het vaste
n

eindpunt, zijn x 1(N), x2(N)1 ••••• xn_l(N) van te voren ge~

specificeerd. In figuur 4.9 is een situatie getekend voor

n=3, waarbij de bereikbare verzameling W(N) niet convex is.

Terwille van de duidelijkheid van de tekening is er een

vlak V aangebracht, waarin E en £(N,U*) liggen. De doorsnede

van W(N) met het vlak V laat zien dat W(N) niet convex is.

Het blijkt nu dat de hoek tussen £(N,U
K

) en ~(N,U) - ~(~,U*)

voor aIle ~(N,U) £W(N) scherp kan zijn, m.a.w. het is

mogelijk dat:

(.f{~tI"')/~ (k;«) -3 (~tt~) > 0

voor bepaalde ~ (~tt) € w{tv)

Het is duidelijk dat nu het discrete maximum principe niet

meer afgeleid kan worden. Immers relatie (4.32) is strijdig

met relatie (4.14). Halkin toont in13 ) aan dat, indien er

geeist wordt dat de verzameling ( ,g(,B) :,B£J?] (zie relatie

(4.27» convex is, ook ne bereikbare verzamelingen W(k),

k = O,l, ••••• ,N convexzijn.

Echter, met behulp van de geometrie ktinnen we inzien

dat convexiteit weI een voldoende, maar nog geen nodige

voorwaarde is voor de afleiding van het maximum principe.
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Ala in figuur 4.9 het'niet convexe gedeel ten in een andere

richting dan de xJ-a~ zou liggen ontstaan er geen moeilijk­

heden. Zo wordt als vanzelf het begrip "richti~gsconvex~

als noodzakelijke voorwaarde voor de afleiding van het

maximum principe geintroduceerd. Figuur 4.10 brengt een en

ander in beeld.

We leggen er nogmaals de nadruk op dat bij lineaire

.systemen alleen bij het vaste eindpunt de con­

vexiteit belangrijk wordt.

Evenals bij de beschouwing van een continu systeem

kan ook hier de vraag gest~ld worden naar het bestaan van

een optimale strategie. Voor het besproken lineaire geval is

dit vrij eenvoudig te onderzoeken. Omdat~compact is en

{,g,(};!):};! fJl.}begrensd, is de verzaJl1eling W(N)1l E compact. Ala

we veronderstellen dat er een strategie U£F beataat zodanig

dat ~(N,U) fE, dan is er dus ook een strategie U·CF zodat

~(N,U-) het punt van W(N)nE is dat het v~rst in de te

maximaliseren richt~ng ligt. Dus bestaat er dan een optimale

strategip. s

Het doel van deze paragraa1 was of aan de hand van

een onderzoek naar het maximum principe bij lineaire discrete

eystemen iets afgeleid zou kunnen worden over de toepasbaar­

heid van het maximum principe bij een discrete beslissings­

variabele volgens het model van paragraaf 2.2. Als voor het

lineaire geval een discrete beslissingsvariabele ontoelaat­

baar zou zijn. dan zeker voar het niet-lineaire systeem van

paragraaf 2.2.

Ee~ beslissingsvariabele die slechts discrete waarden

kan aannemen veroorzaakt een verzameling van cereikbare toe­

standen 0p een tijdstip k met ook slechts discrete punten

(zie figuur 4.11). We definierenZ(N) als kleinste continue

verzameling waarvoor geldt dat W(N)CZ(N). Analoog definieren

we de verzamelingen Z(k), k = 0,1, ••• ,N. Met behulp van

dragende hypervlakken vinden we dat op het tijdstip N voor

de optimale tracjectorie geldt:

(.f(Iv, Ii .) J 3 (A(. U ) - 3 (~tt ~)) ~ 0

voor alle 'X E Z(N)

dus ook voor alle 3 (~«) 6W(N)
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indien we tenminste met een vrij eindpunt te maken hebben.

Er is dus geen essentieel verschil tussen het lineaire

systeem met een continue varierende en met een discrete

beslissingsvariabele. Om de toelaatbaarheid van de discrete

beslissingsvariabele te onderzoeken zullen we dUB toch het

bewijs van het maximum principe voor een niet-lineair systeem

moeten nagaan. Dit zal in paragraaf 4.5 gebeuren.

Hoewel het doel van deze paragraaf dus niet hereikt

is, geeft deze geometrische behandeling van het maximum

principe toch een goed inzicht in wat het maximum prin­

cipe nu eigenlijk is.
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4.4. !!§~~!!!!~h_2!!~J!_!!2_~!~_2!!~~!~!_~~~!!~_2!!e~!2!
voor een lineair systeem------------------------

We gaan uit van d~zelfde lineaire di££erentie­

vergelijking in x(k) ale in paragraaf 4.3.:-
?!: (k+.,) - ! (k) =A(k) ~ (Ie) of' f" t.~ (k))

/(. toJ.:: (1- -
(4.33)

Deze vergelijking kan ook a~s voIgt geech1'even worde~:

(4.34)
met

"& (k-lol) =7j{k) ~ (k) +y (k)

73(k)= ;:I{k) ... I

X (k)::: ff (b (k)) ok: { V
Voorlopig veronderstellen we dat de nxn matrices B(k),

k=O, 1, ••• N-l regulier, ~n dus inverteerbaar zijn.

Gevraagd wordt ~(k) zo te kiezen dat

maximaal is

met
.f. £; E h C ::j: E.

Definieer de matrices P(k) ale volgt:

"P(o): r
l'(k+~) =~ (ki-r (k)

zodat voor k,7o geldt:

J>(k) = "B{k-.,)B(k-2) ..... '"BCO!

(4.36)

We zoeken nu een oplossing van de differentievergelijking

(4.34) van de vorm:

~(k)= "P(k)'j{k)

~ (0) ::: 1;1(0)- -
Als we dit invullen in (4.34) dan krijgen we

(4.37)

ofweI

(4.38)
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P(k) is inverteerbaar omdat B(k)

Uit (4.38) vo~gt da~
N-7

1 (N) = !2ft~) + L. (Y (k+-#) - '::J Ck)}
k"'o - -

N-l

= Ij{o)+ Z P-~+"*)~(k)
- Jr=::o

en dit ingevuld in (4.36) levert:
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~nverteerbaar is.

N-,
~ (N): P{N)Ij(o) + L Pf/v)p-1k./)y{k)

- .t.:l'O

zodat

(4.40)

(4.41)

Omdat ~ jP(N) '1 to)) niet van ~(k) a:fhangt wordt~ I~ Uv~
maximaal als alle termen van de 80m maximaal zijn, dUB

moet maximaal zijn voor k=O,1 ••• ,N-1

Met andere woorden:

~Jl'(N)p·'(k..)Y[k~ ~ <~ !PtN)P"'(ku)w)
voor alle kI ~ V

o:fwel

(4.42)

Dit is precies de maximalisatie van de Hamiltoniaan.

Als we n.l. stellen:

dan vinden we:

p(N)-= [p-1(N)]TpT(N)f
-1

= [pT(N)] pT(N)f
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terwijl we de volgende di~~erentievergelijkingkunnen

a£leiden uit (4.43):
p (k+.,) = [{:B{k)P{k)J-,]TpYN) f:

=[P·'(k) "B- 1(k )JT-rT(N) f.

=rB-#(k)JTfP_"(k)JT p7(N) f:

T=[13-#(*)J p (k)
zodat

(4.44)

Als we weer terug gaan naar de oorspronkelijke differen­

tievergelijking \4.33) dan kunnen we (4.44) schrijven a15:

? fk) ={fJ(k) + I}T, (k+..,)

o:fvel

p(k)- f(K-#1)= 19 7/k) r (Jt+ 1)
- - -

L_ () 1 .... AI- 7
K - ~, J

(4.45)

hetgeen we ook via het geometrische bewijs in de vorige

paragraaf hebben gevonden (zie(4.28».

( 4.42 )kan dus nu ~~.chreven worden aIlS:

voor aIle ~~V (4.46)

Dit is dezel£d<a uitdrukking als (4.29) omdat de Hamiltoniaan

voor de optiaale trajectorie maximaal is als functie van

~ respectievelijk ~ en A(k)~(k) is daar onafhankelijk

van.

Bij bet voorgaande bewij& hebben we aangenomen dat de

matrices B(k)= A(k)+I, k=O,l ••• N.l regu1ier zijn, iets

wat bij het geometrische bewijs niet is ge8ist. Het

bewijs kan ecbter ook geleverd worden zonder regula­

r'i tei t te eisen. We zullen hierbij gebruik maken van

de matrix P(N,k), die als voIgt is gedefinieerd:

(4.47)
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Relatie (4.37) 8chrijven uu nogmaals in een andere vorm

Opl

en dU8
l' (k+.,)[1(/(+1) -J (k1] =Y(k)

P{N)Plk.,)[ '1(10.,)- }I {kJ] = PflV)y(k)
- -

We kunnea dit a18 voIgt uitwerken:

o:fwel

-pIN)[ !J (I<+-t) - !:J{ltJ] <: 'B(AI-1)8(1V-2} ..... "B(k~.,)k (It)- -
=-P(~k)y(k)

Uit (4.38) en (4.40) voIgt dat
11I-,

c-(N) ="P(Iv) ~fo) + L P(N)[ ;(k+1)-!J(kJ]
- k:::ro - -

zodat, met gebruikmaking van (4.48):
,v-,

?:: (N) =PiN) !Ito) + I PiN, k)y (k)
- 1(8/J

Het maximaliseren van de Hamiltoniaan wordt au

(l'YIlt .I).: beo} ~ (l'T{lltkJE I'~)
voor a.lle ~ (; V

(4.48)

We stellen weer:

! (/O'of) = 1?(~k)f
De di:f:ferentieverge.lijking voor R(k) is nu als voIgt

t. berekenen:

BT(k) p (1<+1) = Bilk) pT/~k).E

:: BT (k)[13fN-1)B(N-Z)· .... afltoJ.,)jTf

= BTlk) B7(k~.,) .. ... :BrIN_~).f

: fSiN-,) B (N'-%) ...• B!kD T f

= ]>T(M k-.,) f

= ?(k)
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Du,~ ! (k) = ]37(Ie)!(h.,) , di t is dttzel1'de di1'1'erentie­

vergelijking ais (4.44).
Zo is het dus mogelijk zonder matrices te inverteren

het discrete maximum principe voor lineair~ systemen

a1' te leiden.

niet-lineaire systemen
-~--------------~-----

In paragraa1' 4.3. zijn we tot de conclueie gekomen

dat lineaire syetemen ons geen in1'ormatie verscha1'1'en

over de mogelijkheid van het gebruik van een discrete

beslissingsvariabele bij niet-lineaire systemen. We zullen

daarom nu het niet-lineaire systeem gaan onderzoeken.

Dit wordt gedaan aan de hand van een artikel van

Jordan en Polak 12) over het locale discrete maximum

principe. Hun bewijs is gemakkelijker en gee1't meer

inzicht in deze materie dan de topologisehe behandeling

'lan Ha~kin in 14).

Bij Jordan en Polak kunnen verschillende voor­

waarden aan het eindpunt worden opgelegd, zoals reeds in

paragraa1' 4.1 is opgemerkt. Uiteraard zijn wij aIleen

maar geinteresseerd in het vrije eindpunt probleem.

We beschouwen de niet-lineaire di1'1'erentiever­

gelijking:

(4.50)

k= 0.1:'" A/-7. ~ ~

.R, is een compacte verzameling en hee1't verder de eigen­

schap dat voor elke .!:! EaR, er tenminste ~en cr~ e E". t O!::!-:/:: 0

bestaat zodat (~+ £ .r~ )€ a voor aIle E met o~ f. ~ £, (f:s, J $'!:!:)

waarbij i., (':!:, (/6) > 0 ee:1 constante is.

De component-1'uncties 1'i ( ~ (k)J ~ 0<) ) t I. =7; 11 '''II?

zijn continu en hebben continue parti~le a1'geleiden van

de eerste orde naar ~ en .!:!.



- 71 - 244/68

II .
X de optimale tra-

optimale strategie

De te minimaliseren (o~ mar.imaliseren) toestands­

variabele is x , dua c=(O,O ••• O.-l} voor het geval dat
n -

x geminimaliseerd moet worden.
n

Weer wordt gevraagd naar die strategie U.u(o) ••••
. -

~(N-l) met de bijbehorende trajectorie X=~(o), ~(1), •••
x(N) zodanig da~ x (N) minimaal is.
- n

De procedure die nu gevolgd zal worden is analoog

aan die van paragraa~ 3.2 voor het continne geval. De

optimale trajectorie wordt verstoord door variaties

aan te brengen in de-optimale strategie.

De noodzakelijke voorwaarde voor een optimum wordt nu

verkregen door de eis dat elke toegestane variatie van

de strategie die aan de randvoorwaarden van (4.50) vol­

doet en een kleine (met de nadruk op kleine) verstoring

veroorzaakt van de optimale trajectorie geen hogere kos­

ten met zich mee mag brengen.

U· is de optimale strategie,

jectorie. De toegestane gevarieerde

is:

(4.51)

£>0 is klein, onaChankelijk van k.

De bijbehorende ver8toorde optimale trajectorie isz

omdat vanwege de randvoorwaarden o~/o)=o.

We zullen nu eerst ! ~ (tv) trachten ui t te drukken in

a~(k). k=o,~ .. "AI-1

Op het tijdstip k geldt:

g{k): ~·(k)-+ f.£~(k) (4.53)
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De di{Cerentievergelijking van de geatoorde trajectorie

ial

(4.55)

(4.56)

Met behulp van (4.53) en (4.54) kan deze uitdrukking

ook ale volgt geschreven worden I

3: fk+J - ~ (1I)e f (~~(k) -+ f~{k)J ~ -)ilk) -+ f tf~Jk))

De diCCerentievergelijking van de optimale trajectorie is:

(4.58)

Aftrekken van (4.55) en (4.57) levert, met gebruikmaking

van (4.53) op:

b~ (10.,) =: J~ (k) -+f I ~ ~/K) -+ '5 (k). !:!:'*(k) + t £~ (k) +

- / (A- ~(J<l k -lJ-!kJ)- - ~-

Deze ui tdrukkingzulleA we in het volgende verder ui t­

werken. We passen de Taylorreeksontwikkeling toe op de

laatste twe. termen van (4.58):

voor i.1,2, ••• ,n

waarbij

met

ErrJ: (o71c~ ~(C'}J .... ~ 0,,1£))1

lilh 0i,{s:.J
[~O T'" =0

de aCbreekCout is,

Ter vereenvoudiging noemen we

o! (~, y*lk)) J . - F(k)
2>~ ~=~~(k)

en

,.

(4.6o)

(4.61)
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Relatie (4.58) kan nu als voIgt geschreven worden:

o?!:(k.,.,) =63 (it) -+ F{it) £!! (it) -I- l. (;.{k) 5Y:, (k:) -/' g (e)
(4.62)

Door herhaald toepassen van deze differentievergelijking

krijgen we de volgende uitdrukking voor $?!:{k-+'1):

d~ (kH) = [I-+F(k)][X -+ F{k-"1)] .. , " [1 -+ F(o)] b~/o}f"

+ £ [1 + F{kf)[r -+ F(k-1)] [J +F6)] Co/D) £~ (0)'"

-+f [r., F(k)][T+ Ffk-t)] " [x .... P!f1J] (;.(1) [!1-/7)~

of . . • • • • • • • • • • - . . - . - ~

due

(4.66)

+ £ [I +F (k J] r;.(k-t) Olj 0<-.,) -+ £. (;(k) J"~ fk) -+ g(l:)

(4.6)
We noemen nu:

[r -+ F{kJ][I., F(k-"1)] ..... [r+F(j+7)]t(;)= H{j)
(4.64)

(;.{kL:: Nfi<)

Omdat 6~to):::: 0 kwmen we (4.6) nu ale vo1gt schrijven:

o':t. (k~ 1)=£ HID) i~ 10) -+ r .J/(7) to!} (.,) ~ .... ~ £ fI(k-.,)l".!:.c{k-.,) +
- + £ h'!k) cfl1: (k) --10 g(c)

k
i ~ (/0'1) = £ L. J.1 fJ) [ !!: (j) -to g (C)

J=o
Voor het eindstip N geldt dus:

N-f

t~(N)= £ L H!k)[!lk)+£!cJ
k~o

Ale we ,2.(£) verwaar10zen t dan ste1t dlt een conus voor met

ver~ex of top x~(N). We noemen een bepaalde verzame1ing

Keen conus lDet vertex Pals voor elk punt .!. E K a11e

punten op het bewijsetuk dat P en ~ verbindt, ook tot

K behoren.

De conus heeft x*(N) als top (vertex) omdat voor

~~(k)=o I k::~~ .... ,N-1 ge1dt dat [~(/V)=() ,zodat

~/III)== ~ ,\IfN) • Voor £~(k) to kan ~(N) niet verder

in de richting van de negatieve x -as liggen dan het
n
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punt x*(N) omdat we verondersteld hebben dat x*(N) het

eindpunt van de optimale trajectorie is. Dat (4.66)
werkelijk een conus definieert kunnen we zien door de

punten op het lijnstuk tussen ~~(N) en een punt
N-r

0""fIN ):= f., (~" 6~ ) I H(k) It:!: (k)
J(=,~

te bekijken. Voor de betekenis van [', (~,,[~) verwijzen we

naar de voorwaarde die aan de besturingsruimte J2 zijn

opgelegd in hat begin van deze paragraaf. Dus de punten
N-.,

&~~//V) = O<~!5!-/,f!1:);;D H{k)l!:!.fkJ OGO<~ 1

moeten binnen de door (4.66) gedefi~erde ruimte liggen.

Aangezien we hebben aangenomen dat f:::!. -+ £ 6~ e &2 voor

O~iGl,{~,['::!.) is dat het geval.

We denken nu het kleine getal £ te zijn opgenomen

en we noemen
11I-1

Y{Iv) = L H{k)[~{k)
- k=:o

De verzameling

(4.67)

(4.68)

is dan de "bereikbare conus", Pontryagin definieert voor

het continue systeem een soortgelijke conus (zie 5)

hoofdstuk 2 paragraaf 14 ).

In figu~r 4.12 is de b~reikbare conus voor het

drie-dimensionale geval getekend. We zien direct in dat

een noodzakelijke voorwaarde voor optimaliteit is dat voor

c~(O,O•••• ,-l) moet gelden dat

£.0
voor aIle

We gaan nu dezelfde procedure gebruiken ala bij het geo­

metrische bewijs voor het lineaire systeem: alleen op

het tijdstip j, o~J ~ N-1 brengen we een variatie aan in

de optimale strategie, dus:

'!:(kJ=: ~ ~/k) voor k='3 ~ .",j-1.,J+". · ... N-.,
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Hieruit volgt dat

.$~ (I<J =0 vo 0 r k ~ j
W6 voeren de vectoren ~(k), k=o,l ••• N weer in, gede~inieerd

door de volgende di~ferentievergelijking:

We zullen nu eens nader het product

gaan onderzoeken voer k ?j-+1

Later zullen we de randvoorwaarde speci~iceren.

(p{k) '1 (h))

Uit (4.62):
E>~{k+.,)=[ITP(k)]&~{k)+£.(;.lk){!1:Ck}-+ 12(£)

volgt dat we in het licht van de overgang van 6~(k) naar !irk)
kunnen schrijven

l;j{k.J-t)= [I-+ J=(k)]!J{Jc) -; ~{k)5~{k} (4.72)

Aangezien [~(k):;o voor k=J+1"J+~ .. , N-1 geldt dus

J(k+-f)-= [I -+ F(k)]~{k) (4.73)
voor k ~J+1

Met gebruikmaking van de relaties (4.71) en (4.73) zien

we nu dat:

(l'(kHi 1'1 [1(,,) = (1' (h.i/.J tki -t FM'J M)
=(J' (W4.)!.'?tk ) -> «TlkJ!'tkH ) I~tk)

= V{k4.,) I;tlk) ->(1'{kJ-./{k4,J /1 (k;)

=(f {I, il ~ (k~ voor k=j+"j ", .'.,IV.'( 4. 74)

Dus geldt ook:

Als we nu als randvoorwaarde voor de di~~erentievergelijking

(4.71) kiezen:

(4.76)
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en de vectoren ~(k) met (4.76) ale randvoorwaarde aangeven

met p*(k) dan kan de optima1iteit8voorwaarde (4.69)

ofwe1, met

geschreven worden ale:

(!-If(NJ/!t(NJ) ~ 0
behu1p van (4.75):

(f~tJ·~~)) !! (j-l~J) ~ 0

Ale we nu (4.72) opschrijven voor k~j,

dat J 3' (j ) =" 0 dan vinden WEl:

fj(J-I1) =r;{J)b~0')

(4.77)

daarbij bedenkend

, (4.78)

(4.80)

(4.81)

ofwe1, met gebruikmaking van (4.61):

) 01 (lorlj), ~) J
!i f;'.f"1 = ~ ~ =~~('.i) . ~~~)

zodat tens10tte de noodzake1ijke voorwaarde voor een

optimum (4.77) wordt:

<p.'f(j+"f) , 'Of (?: :.tv), ':! )J . o~~) \ ~ 0
I 2>~ ~~~ ~(I) /

Ale we de Hami1toniaan defini~ren ale:

H{j) = (p~/J+"1)} f (~.J;(j)) ~~0' J)
dan houdt (4.79) in dat de Hami1toniaan H(j) lokaa1

maximaa1 of etationair is a1s functie van ~~(j). Omdat

de keuze van j wi11ekeurig is, vo1gt hieruit dat, a1s

U~= Lc.1"~) L< '*(1) ••.. ~ t.< '*(11/-"1) een optima1e strategie
- I -" _

ie, dan is de Hamil'l'oniaan H(k), o~kGAI-f lokaa1 maximaa1

of stationair met be trekking tot ~(j). Hierbij is ~*(k)

gedefinieerd vo1gens:

J'~(k) - p~(/(.J"')::: F"T(k) p~(k+..,)
- - -
.f~(NJ r: f

We hebben ons nu bezig gehouden met het vrije

eindpunt. Enke1e opmerkingen over de op1ossing van het

prob1eem voor het gebonden eindpunt zijn zinvo1 omdat

dezelfde aanpak ook bij het bewijs van het continue

maximum principe terugkomt.
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'10#- r'! : ~ G r 7
7 =
T 7- {~: ~= -:c 6 T J

Beschouw het geval dat ~(N) moet liggen op een

(n-m) dimensionaal oppervlak 5, beschreven door:

5= {~: ff.i(-::t"';~.J .. _,~~_.,) =0 ,j j=~'f.... ~,Jp,E:"'-'1}

De cylinder S' definilren we ala voIgt:

5' = {?!.: (~TJ KI J '" ':t"." ) e- s }
ndus de cylindermantel van 5' is evenwijdig met de x -as,

zodat ~(N) op deze cylindermantel moet liggen. We veronder­

stellen dat er een {n-m+~dimensionaalhypervlak T' be­

staat dat de cylinder 51 raakt in het punt ~~(N). Het

(n-m) dimensionale'vlak dat S raakt in het punt

(J:. ~'lvJ .,,~/N) .... ~ .." IN) 0) noemen we T. Tenslotte constru-
1 (I J .. ,,-/ J

eren we nog een hypervlak C dat do~r ~~(N) gaat en lood-

recht staat op de x -as. In figuur 4.1J is
n

dit alles getekend voor n=J.

Het hypervlak C deelt T~ in twee halfvlakken:

2-" ~ -;t....JtI/VJj

2"" ~ ?fJt ~IN)}
met gemeenschappelijke grens:

T"·:::, C n 7 1

Evenzo deelt C de cylinder 51 in twee "halve" cylinders:

S 1~::: {'a : ~ € 5 ", -:cn ~ ;t#7 illN ) ]

.5 1- ::- {~: ~ Eo S ~J ~h ~ 2'... -l'(IV)J
met gemeenschappelijke grens:

5 70 = C 1\ 5 T

De afleiding van een noodzakelijke voorwaarde voor

een optimum wordt nu bereikt via een door Pontryagin

bewezen stelling (Lemma 10, hoofdstuk 2 in 5». Hierbij

wordt gebruik gemaakt van z.g. scheidende hypervlakken.

Laat K1 en K2 twee conussen zijn met gemeenschappelijke

top. We zeggen nu dat een hypervlak C de conussen K1
en K2 scheidt als K1 bevat is in een van de gesloten

halve ruimten die door C worden bepaald, terwijl K?...
is bevat in de andere halve ruimte. Met andere woorden:

C is een dragend hypervlak van zowel K1 als K2 , maar K1
en K2 liggen aan verschillende zijden van het hypervlak

(zte figuur 4.7).
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voor aIle c<.: 0 60< ~ 7

door c:f~ 7'(",) en 6 te llltJ

(4.67):

,We keren nu terugtot ~iguur 4. 13.KN en T'- zijn

conussen met gemeenschappelijke top i(N). De door

Pontryagin bewezen stelling zegt nu dat/&ls Kw en T1­

niet door een hypervlak gesoheiden kunnen worden dan be­

staat er een strategie U met een corresponderend. trajec­

torie X zodanig dat x(N), het eindpunt van X, 'ligt in-
5 1- maar niet op de rand S10, zodat ~(N) lagere kosten

met zich meebrengt dan ~*(N). Dus als U* een optimale

;-trajectorie strategie is met corresponderende~ dan moet er een hyper­

vlak C bestaan dat KN en T1- scheidt. Als de vector ~

loodrecht op het scheidend hypervlak staat, in de "richting"

van de conusT'-, dan kunnen we als elementaire voorwaarde

voor een optimum weer opschrijven:

(c 1'1 (IV) ) ~ " voor aIle ~ (IV) E kl'l
Dit kunnen we weer verder uitwerken tot het lokaal

maximaliseren van de Hamiltoniaan. Uiteraard zijn

de transversaliteitseondities (ofweI de randvoorwaarde

£(NV in dit geval anders dan bij het vrije eindpunt.

Voor het hier besproken probleem met het gebonden

eindpunt hebben we, evenals bij het lineaire systeem,

weer een convexiteits-eis. Ala we de conus ~ bekijken

dan is het duidelijk dat, ala KN niet convex is in de

richting van de negatieve xft-as, het scheidend hypervlak

niet kan bestaan. Figuur 4.14 laat dit zien voor het

drie-dimensionale geval.

Di t heeft consequenties voor de J~ die toegestaan Mogen

worden.

Beschouwen we 'lIN) en J I(N) veroorzaakt

voor k= q ~ ... , :N-1 dan geldt volgens
AI-f

'1' IN) = L H(k) £u'r!IcJ G kill
- Ir=o ­

"'-,
'j7.{A/):: L H!kJ d!1; Vic) GkN

k:~

De bereikbare conus is convex als:
,v-.,

O<_'d'VvJ of (1-~)!/l/vJ == L }f{k}[qI. ~~"Ik) -+ (i-cO 6!:!-"(k)] 6:. k",
k=»
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Dit betekent dat J~{k) in ean convexe verzameling moet

liggen. We ontmoeten dUB ook hier weer de situatie dat

con~exiteit pa~ ge~ist wordt voor een vast eindpunt

probleem.

We merken op dat de bereikbare conus KN voor

het niet-lineaire systeem niet een analogon is van de

bereikbare verzameling W(N) voor het lineaire systeem.

V(N) bestaat uit aIle eindpunten van trajectoriein

ten gevolge van toegestana strategie, tarwijl ~ aIleen

maar eindpunten van trajectorieUn bevat in de directe

omgeving van de veronderstelde optimale trajectorie.

We lineariseren deze omgeving door een Taylorreeksont­

wikkeling na de termen van de eerste orde af te breken.

Het doel van de in deze paragx'aaf gegeven be­

schouwing over het maximum principe voor niet-lineaire

discrete systemen was om te onderzoeken of er voorwaarden

bestaan waaraan de beslissingsvariabele ~ moet voldoen.

Bij het lineaire systeem vonden we dat het mogelijk ia

dat ~ slechta de waarden 0 en 1 heeft. (zie paragraaf

2.2 vQor het discrete model}. Als we met een niet-lineair

systeem te maken hebben moet de trajectorie X gevarieerd

worden in de omgeving van X~ , zodat de strategie U

gevarieerd moet worden om U *" • Di t betekent dater kleine

variaties ~~ +! 6"~ , o:f r ~ [', (t~1 !:!:-) mog.elijk

moeten zijn, zoals ook in het begin van deze paragraaf

is gezegd. Voor een beslissingsvariabele die slechts

de waarden 0 en 1 kan aannemen is dit onmogelijk. We

moeten dus concluderen dat voor het discrete model

het hier gegeven discrete maximum principe niet ge­

bruikt mag worden.

Toch behoeft het niet helemaal zinloos te zijn

om het maximum principe toe te passen bij het discrete

model. Als een discrete beslissingsvariabele voor een

lineair systeem weI mogelijk maar voor het niet-lineaire

systeem onmogelijk is, dan kunnen we ons voorstellen

dat er e~n bepaald overgangsgebied bestaat, zodat een

"kleine" niet-lineari'teit in de dif'f'erentievergelijkingen
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toch een discrete beslissingsva~iabele toelaat. Daarom

zullen in hoofdstuk 6 toch nog enkele modellen met

een discrete beslissingsvariabele worden onderzocht.

Als we de resultaten van deze paragraaf vergelijkingen

met die van het hoo£dstuk over het continue maximum

principe dan blijkt er een £undamenteel verechil te be­

staan. Bij het continue maximum principe wordt de

Hamiltoniean voor het optimum globaal maximaal, terwijl

bij het discrete maximum principe slechte een lokaal

maximum wordt bereikt. Dat kan als volgt verklaard worden.

~n het continue geval kan een kleine verstoring van de

trajectorie in de omgeving van het veronderstelde optimum

veroorzaakt wo~den door een zeer grote variatie van de

strategie, mits de tijd gedurende-welke deze variatie

plaats vindt zeer kort is. De gehele beeturingsruimte

kan due op elk moment onderzocht worden, zodat enerzijds

de Hamiltoniaan globaal maximaal wordt, terwijl anderzijds

ook stuksgewijs constante strateg~ntoegestaanzijn.

~ het discrete geval echter blijft een variatie van de

strategie gedurende een bepaalde periode voortduren,

zodat bier de strategie slechts weinig gevarieerd kan

worden ten einde de verstoring van de optimale

trajeotorie gering te laten zijn. Dus geldt voor het

discrete .ysteem in het algemeen een lokaal maximum

principe, terwijl een stuksgewijs constante strategie

niet 18 toegestaan.

4.6. Een voorbeeld-------------
~n paragraaf ).) werd aan de hand van een voor­

beeld het continue maximum principe af'geleid. Hierbij

gingen we uit van een systeem met een vrij eindpunt,

waarvan de dif'ferentiaalvergelijking ale volgt luidde:

terwijl

i:. t/;) =- ?c{i) + ""Lt)
;x. (0) = 7

T

t !/?c1/tJ +1,c 1il:))oU:
o

(4.82)
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geminimaliseerd ~oest worden door een jUiste keuze van

de strategie U. De optimale trajectorie werd numeriek

berekend voor het geval T=1.

In deze paragraa~ zullen we een discretisering

van dit systeem beschouwen. Voor een eenvoudig geval

zal de bereikbare verzameling W(N) bepaald worden en

hieruit volgt dan de optimale oplossing. Tevens zal

voor cit zel~de geval met bebulp van het discrete

maximWB principe (bet in paratSr'aa~ 4.2 beschreven prin­

cipe ~an Halkin voor het vrije eindpunt, waarbij de

kostenfunctie als een toestandsvariabele wordt opgevat)

de optima~e trajectorie worden bepaald. Tenslotte zal

nog een numerieke" oplossing worden gegeven voor een

analoog ge,·al als aan het slot 'Van paragraa~ J. J werd

behandeld, terwijl de resultaten zullen worden verge~eken.

Een dif~erentievergelijking,gebaseerd op de

di~~erentiaaIvergelijking(4.82) is;

(4.84)

(4.86)

In pIaats van de te minimaliseren integraal (4.83)
volgt nu de som;

IV-f

S(N) =t Z [-;t2(k) + u'lk)] dt
k=-o (4.85)

We voeren een nieuwe to~standsvariabele in, y(k), zodanig

dat y(N)=S(N). De di~ferentieyergelijking voor y(k)

moet dan als voIgt zijn:
k ~,

!:J (k-J .,) - ':J (k) = i J:.{:l' It) ) ~ k 7./J 84 t - t 1; [A: 20) + /,f lo(j)] 1.1 t
Jt;o J-o

= t [7c 'Ik ) -f /,( 7.(J< J] fl t:

met als beginvoorwaarde:

ylo)= 0

We bebben nu dus het volgende stelsel differentie­

vergelijkingen:

:Jc.1/o.,J--:t{kJ= -al! -;t(kJ +/11.",(1<)

':J (k ~ 1) - 'j (kJ:: f tlt 1t. '(k) + i LJ t t~"(k)

k=~~·· 'J N-1

(4.87)
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met als beginvoorwaarden:

.x(o)= 7'

!flo) =0

Door keuz,G van u(k), k c O t l, ••• ,N-l moet y(N) ge­

minimaliseerd worden.
~

We 7'·ullen eerst vaal' het geval dat .6t = z en l'h.2

de bereikbare verzamelingen W(O)t W(l) en W(2) bepalen.

De di~~erentievergelijkingen (4.86) en (4.87) kunnen

nu als voIgt geschreven worden:

:Jc(k+ 1 ) = ~i:>-)t{I<> -J>~5"u{k)

!1 (Io'f J= y(k) +C; ':'5" A:-'I.(k) +01.,14 Yk)
De verzamelingW(O) is:

(4.9 1 )

waarbij x= (;)
Voor x(l) vinden we, met behulp van (4.90) en

~ /t) = ()~- -I-Q~-tt.lo)
/ '"

!fir) =~Z~ +0 2 5' tt ¥OJ
Aangezien de besturingsruimten de gehele ruimte EJ is

vinden we dUB voor W(l):

IN(t) = {2-: - oc ~ A' <:: (>0~ '::J ~ ~ t 5'1
Om tenslotte W(2) te bepalen hebben we x(2) en

y(2) nodig:

A:.11)= 05" ;«1) -I-~5trl1) (4.9 4 )
~ .

~(f)= !fIt) +~'5"A'(~) -+~f~u&h) (4.95)

We zullen nu y(2) schrijven als een ~un~tie van x(2) en

u(1) •

Met behulp van (4.93) wordt (4.95):

!I(f) =~ 2"- +q 15" tt ¥OJ -+0" 2'5" K '(7) +'3 1 5"tr 2./.,)

Uit (4.92) voIgt:

u.to) = '.2';t(7)-1

en uit (4.94) voIgt:

x(.,)= ~'Adf)-l(.(.,)

zodat (4.97) als voIgt geschreven kan worden:

u/o)= ';~/z)-2h!T)-1
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in 4.96
Door invullen van (4.98) en (4.99)!Vinden we

~unctie van x(2) en u(l):

fl!t):: ~~&(r}-A,(~)[~H('f)+2]+~5"U2{~)+ttl?)-+05"

21~4/68

y(2) als

(4. 1CO)

Dit is een stelael parab~len met u(l) als parameter.

Voor enkele waarden van u(l) zal y(2) als ~tUlctie

van x(2) worden berekend (zie tabel 4.1 en f'iguur ~".15).

Figuur 4.15 suggeree~t dat de laagste kosten

(minimale y(2» corresponderen met het punt x(2)=O,2,

y(2)=0,J. Dit minimum kan ook algebralsch gevonden

worden.

Di££erentifren we" (4.100) naar x(2) en stellen

we di t mA dan volgt:

Tabel 4. 1

y(2) ala ~unctie van x(2) met u( 1) als parameter
-

minimum van y(2)
U(1) ~(x(2»

x(2) y(2)

... 2 y(2)~5x2(2)+8x(2)+4,5 -0,8 1 ,J
2

-1 y(2)=5x (2)+Jx(2)+1 -0,) 0,.55

2
0 y(2)=5x (2)-2x(2)+O,5 0,2 OtJ

1 y(2)=5x2 (2)-7x(2)+J 0,7 0,55

2 y(2)=5x
2

(2)-12x(2)+B,5 1 ,2 1 , J

Zodat:

0:J{1]- = -10 'A;!t}-'Su/-t)-2 = 0
1> ~(f.)

U/I)::; :2 :lit) -~ y
(4.101)

Als we dit invullen in (4.100) dan vinden we de vergelijking

voor de kromme die de min~ma van de parabolen verbindt:

~(~)= ~ ~Z.11) - ;t(t) r;{f:l(t)-~I;J-1-'1] +~5 [1~{~)-o.- 'I] ~
+ [12{'!l) -'3 '1J -+~?"

:: ~ 1(1.} -~ Sf Jc!1J +~.:J7

(4.102)

:w-
Het eindpunt van de optimale trajectorie ~ (2) is uiteraard

het minimum van deze kromme. Di~~erenti~ren van (4.102)
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(4.107)

(4.106)

~4. 103)
(4.104)

(4.108)

(4.105)

en

De optimale

te bepalen.

naar x(2) en dit nul stellen lev~rt:

x+l(t):: ~2

'j.lt(1) =03
trajectorie en strategie is nu gemakkelijk

Uit (4.101) voIgt nu:

It ~(')=O

Uit (4.99) laiden we af dat

fA- "'10)= -~~

en uit (4.98) dat

k~/1)=~Y

Tenelotte voIgt uit (4.93) dat

Y*(f)= ~26

In tabel 4.2 zijn de resultaten samengevat.

Tabel 4.2
optimale strategie en trajec-

torie

k
K Jl I!

U X Y

0 -0,2 1 0

1 0 0,4 0,26

2 0,2 0,30

We zullen nu met behulp van het discrete maximum

principe trachten de optimale oplossing te vinden.

De bereikbare verzamellng W(2) is, zoals we in

figuur 4.15 zien, tenm1nste convex in de negatieve y(2)­

richting. Verder voldoen de differentievergelijkingen

(4.86) en (4.37) aan aIle in paragraaf 4.2 geneemde voor­

waarden zodat het maximum principe gebruikt mag worden.

De toegevoegde variabelen moeten voldoen aan

de differentievergelijking (4.6). Toepassing hiervan op

(4.86) en (4.87) levert:
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:::0
(4.110)

(4.113)

(4.111)

(4.112)

(4.114)

(4.5),De Hamiltoniaan, gedeCinieerd volgens

is in dit geval:

H(le) = ?7(k.n). ~ --lop, (k~~) 12

== L1i P1(IO-?)[-k!k) ."tll;) +.atPrlk+ '1)[ t A~) ~ tk 'lkJ]

In verband met (4.114) wordt dit:

fI(if);:.tJ i:ft(k.J-t)j:A(k) +kf/tJ) -4 iD.J.:). Yk}~ th Y/rJ] (4.115)

De randvoorwaarden zijn:
p,(IV):= 0

PL(NJ=o<.<O
We kiezen a=-l zodat

Pz,(N) =-1

Uit (4J10) voIgt dan dat
#'::J /1 0

) -4 k::o -I ••• AI
/- I (K ;: -, .I J.J I

Als f'unetie van u(k) isdit een parabool met een maximum,

dat gevonden wordt door de aCgeleide van H(k) naar u

nul te stellen:

df./(kJj =4t ?, (k-l 1) -.6. t u./lc) =0

-Vk 1":u{kJ

Aangezien voor de optimale oploesing de Hamiltoniaan

maximaa~ moet zijn geldt due:

(4.116)

De dif'Cerentievergelijking (4.86) gaat met behulp van

(4.116) over in

7c.!k-l-1)-7c.!J<J= -4 -t 'A(k) -+ p'1{k• .,)tlt (4.117)

terwijl (4.109) m~t behulp van (4.113) overgaat in:
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p.,(Ic):: pek)
en vullen we dit in in (4.117) en (4.118) dan krijgen we

bet volgende stelsel vergelijkingen:

(4.120)

Oplos.ing van dit stelsel zal de optimale stra~~gie ~n

trajectorie moeten geven.

We zullen nn eerst uit (4.119) en (4.120) twee

afzonderlijke di££erentievergelijkingen vQor x(k) en p(k)

opstellen.

Uit (4.119) volgt:

~ (k+~) =- (1-41; ):t(k+~)+dt j>(kn} (4.121)

en:
J J-~~)

p(J(+~) == df 'A.(k+.,) - -:1T -:tlk

Uit (4.12~volgt:

I /) .1t
p(k.J,J= J~ pl-k+-t -t J-4-11 ")c.(Jo~)

Met bebulp van (4.122) gaat (4.12) over in:

p(k.J~)= f 7-1dt 1 } 7c.{kH) _ ..L 'A.tkJ
l~t{7-d~) dt

(4.121) kan nu als volgt gescbreven worden:

7C,{k-Hl): {2di z_2di +2} A.(k~~) _ A(k)
7-di .

Verder volgt uit (4.120):

~/kJ= :~dt?(k.u) - 4~ p{k)

(4.• 122)

(4.12)

(4.124)

(4.125)

(4.126)

en dUB ook:

2 (kH):: ~-(;.(J i p(k+~) - 41 plk,*,,) (4. 127)
in ('1.119)

Invul1en van (4.126) en (4.127)(levert de dif£erentie-

vergelijking voor p(k):

?(K+t) =- {~d~~~~4i: +2]?Ik.;of) -plk) (4.128)
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(4.125) en (4.128) vormen een stelsel 28 orde ditferentie­

verIJelijkingen met ale randvoorwaarden:

,( 4. 129)

(4.130)

We zullen nu de expliciete oplossing van dit steleel

bepalen.

Stell

A: ~(k):: ;:I. C k (4. 1) 1 )

Substitueren we (4.131) in (4.125) dan krijgen we:

f;. C. k.n:= %(1 ~ 2 - 2A-t -/0 2 L'l 1<0#1 /l Jr
'-4116 n. C - n. C

otwel, na deling door A.C. k :

c. ~- f~t2_1'd1! -/02 C 1
.L -+ =0

J-od"

Oplossen van deze vierkantsvergelijking in C geett:

x*(k) kan dus als volgt geschreven worden:

;;<.(k) = /J.,.C, k..,. fl".c; k (4. 1)4)

(4.135)

waarbij'A1 en A 2 nog bepaald moeten worden met behulp

van de randvoorwaarden (4.129) en(4.130).

Volgens (4.122) geldt:

f~(ItI);;: ..L 'A:,-l1(N) - J -cd t ~ ~(,v-,)
dt at

Omdat f;a.!III):o gaat dlt over in:

~ ~/1tI} - !7-4I:)2.JJ(N-?) =0

Substitutie van (4.134) hierin levert:
N N ( ). -¥-1 ( ) . -¥-,

I1,C, "£~%C2 - 1-odt t4,C, - "-dt )9z.e~ =0

Aangezien x(o)=l volgt uit (4.134):

III ;: 1-,4., ( 4. 1 36)

zodat (4.135) Yordt:
A/'-' _] I. ) A11-1 N

I}, [4 N_ c" AI _ (.,.tiI:Jt; -i(~-ai)C..N., =c,?-dt CJ -cl,
Hieruit volgt dat:

1}1 ;;:
(4.137)
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(4.138)

(4.140)

De oplossi.ng van de dif'ferentievergelijking voor

*p (k). (4.128). kan als voIgt geschreven worden:

p Yk);;: B.,. c? k + 6~ e
t

I( ( 4 • 139 )

waarbij C1 en C2 gegeven worden door (4.132) en (4.133)
terwijl B1 en B2 weer door de randvoorwaarden worden be­

paaid.

Uit (4.120) voIgt, voork=O:

Door 8~ub.titutie van (4.139) hierin krijgen we:

I ( ) 4t
'Bye., -+ 13Z-("1 ;;: 1-4t: 8).JoB,. + ~

Aangezien p~(N)=O voIgt uit (4.139):

75, = _ B7 C7 N

eN
2

DUB uit (4.140) is nu B1 op te lossen:

.IV
"B.,:: Ate.

e'., IV (.,.-1- Cz. LJ i -C1 ) --e% AlC;.,Ic; .:1 i _. e, )
en, via (4. 141 ) :

'R. _ -46C,N
VJ -

C, A/('1-# C1dt. -Cz.) -C" AI("1'"C1dt -e,)
Voor gegeven N en ~ t is nu dUB de oplossing van het

oorspronkelijke stelsel dif'f'erentievergeIijkingen

(4.11~) en (4.120) bekend, en daarmee de optimale

trajectorie. Voor N=2 en .a t=t moet deze geIijk zijn

aan de trajectorie die met behulp van de bereikbare

verzameling W(2) is bepaaid.

Ve vinden in dit geval voor de verschillende constanten:

ui t (4.132) en (4.133h
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c1 =-f+tlfj

Cz = t - t Vi

//, ;;: ( J) /.r-' )c7 C, - i" - C2 (. '-'2. - i'-,

A=, cy{C,- tJ
Crlc.,-t)-C" rc,,-tJ

Uit (4.142) en (4.143):

uit (4.137) en (4.138):

-Cz{C" - tJ

'"'iZ. _ - i C,'
Vt -

c; 2(7_ t c,.) - Cz, YT - i C7 )

De optimale trajectorie volgt uit (4.134):

A:.~(1):: A, C, + /1z. Ct.

= -c,(Cz-tJc, +C7 (C7 -t)CZ

c, (et -iJ - Cz. (C% - i)

en
2" -lIt1 ) =' ;:1, C? t +}11 Ci. l .::' ~ 2

De optimale strategie volgt uit (4.139) en uit (4.116):

en:

c; z (,- fez) -C,.,1.(7-/·C7 )

"" +17) = 1'~(2) =13.,. ~ 2 4~, Ct 2.=0

-0,,2

We zien dat deze resultaten volledig overeenkomen met

die van tabel 4.2.
Tot slot zullen we voor N. L1 t:=l de resul taten

van het discrete maximum principe en die van hat

continue maximW!1 pxincipe aan het einde van paragraaf' 3.3
met elkaar vergelijken.
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I
Stel Nz:10. At = iO

nan wordtIC, = ~ t 6° t.
Cf., = ~ 0'6/6

Evenals biJ het continue geval berekenen we x halver­

wege hat beschouwde interval, dus voor k~5.

Volgens (4.134), (4.137) en (4.1)8) geldt dan:

~ ~[s) "::.. 19, c, :1" -I- //1 Cz. 5"

_Cz.'t(C2 -~,) "C1 "(CI-~')= = o,~.912

C,' (0 -~!J) -c/J(~1.-q,,)

waarbij gebruik is gemaakt van het feit dat ~,C2=l,

hetgeen eenvoudig te verifii!ren is.

Volgens (3.49) is de overeenkomstige waarde bij het

continue systeem: x~(O,~O,5106.

Voor N=20, L1 t= i zal het verschil tUBsen beide ui tkom­

sten nog kleiner moeten worden.

In het laatste geval is: c1 =- t.,°75"Z
C2. =O,,j3 0 0

en:

w. zien dUs, zoals te verwachten vas, dat, naarmate t:1 t

kleiner wordt, het discrete maximum principe resultaten

geeft die hoe langer hoe meer overeenkomen met die

van het continue maximum principe.

In deze paragraat zal een korte samenvatting

worden gegeven van die zaken die van belang ziJn biJ de

toepassing van het discrete maximum principe en die in

het voorgaande uitgebreider aan de orde kw~en.

Ret bestaan van een optimale traJectorie is geen

vanzelfeprekende zaak. Onder bepaalde voorwaarden (con­

vexiteit, lineair .yeteem) hebben we in het continue

geval zekerheid over het bestaan van een optimum. Voor
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het discrete geva1 hebben we gevonden dat een 1ineair

systeem een optima1e op1ossing he.ft. Voor niet-1ineaire

syst.men zijn we hier niet verder op ingegaan.

Duide1ijk is we1 dat we zeer kriti~ch moeten staan

teg.nover het bestaan van een optima1e trajectorie van

.en door ons ontworp.n model van de werke1ijkheid.

Ten aanzien van de moge1ijkheid een discrete

be.1issngsvariabe1e toe te staan is het duide1ijk geworden

dat dit voor niet-1ineaire discrete systemen in het

a1ge.een niet moge1ijk is. Mis.chien dat er nog een k1asse

van ditterentieverge1ijkingen bestaat met slechte een

geringe niet-1inea:~riteit zodat een discrete bes1issinge­

variabe1e toch moge1ijk is. Daarom is het toepassen van

het discrete maximum pri~cipe op het discrete model

vah paragraat 2.2. toch het proberen waard. Voor het

continue model van paragraat 2.3. zijn vat dit betrett

geen moei1iJkheden te duchten.

Ditterenti~erbaarheidnaar ~ (bij Polak en Jordan

ook naar ~) van het rechter1id van de diCCerentieverge1ijking

is een vereiete. Bepaa1de discontinuite~tendie inherent

zijn aan het in hooCdstuk 1 geCormu1eerde prab1eem zu11en

due door ditterentiUerbare Cuncties benaderd moeten worden.

In het a1gemeen ge1dt voor een niet-1ineair dis­

creet systeem een lokaa1 maximum principe. In paragraat

4.2 zijn een aanta1 voorwaarden genoemd waarond~r een

globaa1 maximum principe ge1dt. Convexiteit is een van

de be1angrijkste condities. He1aas is het in de praktijk

moei1ijk vast te ste11en of een sys~eem convex is. Voor

een continu varierende bes1issingsvariabe1e zu11en we

een ste1se1 ditterentieverge1ijkingen at1eiden die be­

naderingen zijn van ditterentiaa1verge1ijkingen. In dit

geva1 kan volgens paragraa£ 4.2. een globaa1 maximum prin­

cipe toegepast worden. Voor het model met een discrete

beslissingsvariabe1e zu11en we er rekening mee moe ten

houden dat de Hami1toniaan slechts lokaa1 maximaa1 wordt

voor een optimum.
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We leggen er nogmaals de nadruk op dat het

maximum principe slechta noodzakelijke voorwaarden

g••ft ~oor een optimum. Ale de Hamiltoniaan maximaal is

voor .en bepaalde stra+egie U mogen we dus niet conclu­

deren da~ U ook de optimale strategie i ••

In het voorgaande hebben we geen restricties

opgelegd aan de toestandsvariabele. Bij het continue

model krijgen we hier weI mee te maken. Dit zullen we

dUB moeten oplo&8en met "penalty" functies.

In de volgende hoofdstukken zullen we verder in­

gaan op het discrete en het continue model. We zullen

het maximum principe volgens de formulering van Halkin

(paragraaf 4.2) voor het vrije eindpunt toepassen. Ook

zullen we de rekenkundige aspecten nader bezien.
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,. Het di~ete model

'.1. !~!!!2!~§

In het .oorgaande werd aangetoond dat d. toepas.

baarheid van het discrete maximum principe bij systemen

met een stuurvariabele die slechts discrete waarden

ka.n aannel8en o.a. af'hangt van de linear1t"it·· van het

'.yateem. nat we in oit hoof'dstuk toch het 8lasi.um

principe zullen g_bruiken bij de optim~le lastverdeling

in toen electrische centrale v:»lgens het discrete model

van paragraaf 2.2 heef't een aantal oorzaken. Ten eer~te

is het mogelijk dat bij een kleine niet-lineariteit

het maximum principe toch bl~ikbare oplo.singen geeft,

evenals bij lineaire systemen het geval is. Ten tweede

waren er, "vQordat ui t de theorie een duidelijk inzic,ht

kon worden verkregen in het toepassingsgebied van het

maximum principe, reeds een aantal discrete modellen

onderzocht. Weliswaar bleek dat het maximum principe

geen goede resultaten opleverde. toch heeft dit onder­

zoek veel bijgedragen tot de perf'ectionering van de

analytische beschrijving van het probleem, hetgeen later

bij het opstellen van het continue model van veel nut

is geweest.

De toepasbaarheid van het maximum princ~pe bij

een discreet model zal aan de hand van eenvoudige

voorbeelden met twee machines worden nagegaan. Dit be­

teken~ dat we minstens met een drie-dimensionale toe­

standsvariabele te maken hebben (n.l. inclusief de

kostenfunctie). De periode vaarover geoptimaliseerd

moet worden zal in het algemeen 4A t bedragen zodat

er dus vier beslissirigen ten aanzien van de bedrijf's­

voering moeten worden genomen. We hebben geen mogelijk­

heid om bij de verschillende modellen die in dit hoof'd­

stuk besproken zullen worden van te voren uitsluitsel

te geven of het maximum principe al dan niet gebruikt

kan worden. Voor deze eenvoudige voorbeelden kan echter

ook op andere wijze de optimale oplossing bepaald worden~
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zodat experimentee1 onderzocht kan worden of het

discrete maximum principe ge1dt, door te ond~rzoeken

of de Hami1toniaan a1s functie van de stuurvariabe1e

maximaa1 wordt. Ste1 dat de Hami1toniaan maAim~R1

wordt voor de van te voren berekende trajectorie dan

zu11en we eerst moeten nagaan of dit bij een andere

keuze van de parameters (brandstof- en opstartkosten,

het totaa1 te 1everen vermogen) ook het geva1 is.

Zo ja, dan mag de procedure uiteraard nog niet omgekeerd

worden. Immers, de Hami1toniaan kan meerdere maxima

bezitten. Dit kunnen we nagaan door het prob1eem met

behu1p van het maximum principe numeriek of a1gebralsch

op te lossen.

Bij het voorbee1d van paragraaf 4.6 was het

moge1ijk om 1angs a1gebraische weg een expliciete

uitdrukking te vinden voor de optima1e trajectorie.

In het a1gemeen 1ukt dit echter niet en zu11en we onze

toev1ucht moeten nemen tot iteratieve methoden die

hope1ijk naar de optima1e op1ossing convergeren. Hoewe1

het niet de bedoe1ing is uitgebreid in te gaan op de

numerieke procedures is het toch noodzake1ijk hier

enke1e opmerkingen over te maken.

Paragraaf '.2 is hieraan-gewijd.

In de daaropvo1gende paragrafen zu11en een aanta1

discrete mode11en besproken worden.

Het za1 zinvo1 zijn de be1angrijkste gegevens

van het op te lossen prob1eem nogmaa1s te herha1en (zie

hoofdstuk 1):

1. De brandstofkosten zijn bekend en zijn ean

functie van het opgewekte vermogen.

2. De opstartkosten zijn bekend en zijn afhanke1ijk

van de tijd die een machine buiten bedrijf

is geweest.

). E1ke machine heeft een gegeven te~hnische

minima1e en maxima1e capaciteit wat het op te

wekken vermogen betreft.

4. De snelheid van op- en afrege1en van vermogen

is aan restricties gebonden. Deze restricties

zijn eveneens bekend.
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Elk model vraagt een eigen behandeling van de

de tee tie van brandstof- en opstartkosten alamede van de

verschillende restricties waaraan de oplossing moet vol­

doen. De~e zaken zullen dan ook biJ de bespreking van

elk model weer aan de orde komen.

Op de z.g. draaiende reserve zullen we (voorlopig)

niet ingaan,

We gaan uit van de differentievergeliJking

k::. 0 1 .... N-7" ,

met als beginvoorwaarde

~(o)=~ (5.2)
Toepassing van het discrete maximUM principe

(zie paragraaf 4.2) levert d~ differentievergelijking

voor de toegevoegde variabele:

Als we aannemen dat x de to minimaliseren componentn .
van Je toestandsvariabele is, dan worden de randvoor-

waarden van (5.3):

p{N):O
L

P" (N) = -1

Omdat ~~(k), k=O,l, ••• ,N-l bepaald kan worden

door het (eventueel locaal) maximaliseren van de

Hamiltoniaan worden we geconfronteerd met oen tweepunts~

randwaarde-~robleem. veroorzaakt door het stelsel

differentievergelijkingen (5.1) en (5.3) met (5.2)
a18 begin- en (5.4) al. eindvoorwaarden. De oplossing
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If-van dit prob1eem kan de optima1e trajectorie X gaven.

Deze op10ssing kan op verschi11ende manieren

bepaa1d worden. Het principe is echter steeds hetze1fde:

via een geschatte grootheid moet iteratief de optima1e

trajectorie gevonden worden. Dit is het gevo1g van het

feit dat de randvoorwaarden van x aan het begin, en die

van ~ aan het eind van het beschouwde interval gegeven

zijn.

Het is moge1ijk te beginnen met het schatten van

de onbekende beginvoorwaarden £(0) of van de eveneens

onbekende eindvoorwaarden x(N). Ook kan eerst ean

schatting gemaakt worden van de strategie .!!(k) , k=O,1, ••• N-1

We willen hier nogmaa1s opmerken dat de nume:rieke

methoden die in dit hoofdstuk beschreven zijn enkel

tot doe1 hebben op sne11e en overzichte1ijke wijze te

onderzoeken of bij eenvoudige voorbeelden de Hamiltoniaan

maximaa1 is voor de optimale trajecto~ie. We zien due

af van a11e verfijningen die kunnen worden aangeb:racht

om bij grote prob1emen rekentijd en geheugenruimte

van de computer te reduceren.

Aanvanke1ijk zag de methode die uitgaat van de

schatting van ~(N) er het meest prettig uit. Het Bchatten

van de toestand van het systeem op het eindtijdstip

zal, vanwege de a priori informatie die we over het

proces hebben, gemakkelijker zijn dan het schatten van

de meer ongrijpbare toegevoegde variabe1e op het begin.­

tijdstip terwij1 het schatten van een gehele strategic

een wat a1 te grote sprong in het duister leek.

De a1gemene procedure is a1s vo1gt:

1. Schat een waarde voor ~(N):&(N)

2. Schat een waarde voor u(N-1):u'(N-1)~~- -
3. Bereken met behu1p van (5.1):

4. Berekan de Hami1toniaan:

H'tN-t) =. (t (3.'(N-1)/ ~'IN-~) J E' lN~

5. Neem een andere waarde voor .!!(N-1) :.!!" (N-1) b ~
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en herhaAl de stappen 3 en 4. Bepaal lange

d.z~ weg, eventueel met behulp van een heuvel­

klimmethode, het maximum van de Hamiltoniaan

als functie van ~(N-1). De bij dit maximum

behorende stuur- en toestandevariabelenzijn

~ (N-1) en x(N-1).

6. Bereken i(N-1) met behulp van (5.3):

7. Herhaal de stappen 2, 3, 4 en 5 voor het tijd­

stip N-2 dUB bepaal het maximum van de

Hamiltoniaan:

als functie van u(N-2)~~ • De bij dit maximum-
behorende stuur- en toestandsvariabelenzijn

u(N-2) en i(N-2)

8. Zet dit proces voort totdat u(o) en x(o) zijn- .-
gevonden.

9. Als x(o)~ ~ verander dan de initi~le schatting

van ~(N) en herhaal de stappen 2 tim 8. Een

nieuwe schatting kan verkregen worden met

behulp van de methoden van heuvelklimmen.

10. Als i(o)=~ dan hebben we de oplossing van het

twee-pUnts-randwaarde-probleem gevonden.

Uiteraard ie het mogelijk om meer gelijkwaardige

oplossingen te vinden.

11. Afhankelijk van het beschouwde probleem moet

het maximaliserer- van de Hamiltoniaan ver­

vangen wO:I'den door het locaal maximaliseren

ervan.

Onder de oplossingen die aldus verkregen worden

bevindt zich ook de optimale oplossing, mits er voor het

be.chouwd~ probleem een bestaat en aan de voorwaarden

voor bet toepassen van het maximum principe is voldaan.
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De hierboven vermelde procedure b~eek niet toe­

pasbaar op het discrete model zoals dat in parag~aa£

2.2. beschreven werd.

Voor dit model is de dif£erentievergelijking volgens

(2.1) voor de i e component van de toestand8variabele:

In stap 3 is nodig dat ~(k) als een £unctie van x(k+1)

en ~(k) geschreven wordt. Uit (5.5) volgt dan dat:

';t, Ck.,.,)
~i(k)= "'dk) -<:Jt voor l(i{k):j:ro

Aangezien ui(k)=O betekent dat de i e machine gestart

o£ in bedrij£ gelaten moet worden kan deze numerieke

procedure voor dit model niet gebruikt worden.

Het voorbeeld dat in paragraa£ 2.2 beschreven

wordt toont in figuur 2.1 duidelijk aan dat het onmoge­

lijk is om, gegeven de beslissing op het tijdstip k=4

en de hieruit ondubbelzinnig voortvloeiende toestand

voor k=5, te berekenen wat de toestand op het tijdstip

k=J geweest was.

Door, in plaats van met het schatten van ~(N),

te beginnen met het schatten van £(0) omzeilen we deze

moeilijkheid bij de toestandsvariabele, maar introduceren

we hem bij de toegevoegde variabele, die nu in voor­

waartse richting berekend moet worden.

Als we a$zien van een kosten£unctie, die het

probleemnietwezenlijk anders maakt, kan met behulp van

(5.3) de di£ferentievergelijking van de toegevoegde

variabele van het systeem, dat beschreven wordt door

(5.5) bepaald worden:

voor

Beginnen we met een schatting voor £(o) dan moet

Pi(k+1} berekehd worden uit Pi(k). Uit (5.6) voIgt
Pi. {)c)

t(i.{k)

dan:
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~odat deze procedure ook geen oplossing is voor de moei­

lijkheid.

Later zullen ook andere discrete modellen worden

be8chreven waarbij het niet-continue karakter van de

toestandsvariabele als ~unctie van de tijd, zoals

~iguur 2.1 dat te zien gee~t, niet meer voorkomt. Met

behulp van e-machten zullen dan de discontinulteiten

benaderd worden. De hier vermelde moeilijkheden treden

dan niet Ope Het blijkt echter dat nu een zeer kleine

variatie in de initi8le schatting van ~(N) of ,2,(0)
een zeer grote verandering in de oplossing veroorzaakt.

De conclusie zal dUB zijn dat deze numerieke methode

niet geschikt blijkt voor het doel, namelijk het snel

en eenvoudig onderzoeken van de resultaten van de

toepassing van het maximum principe.

Een andere, reeds terloops ter sprake gebrachte

methode om het twee-punts-randwaarde-probleein op te

lossen, begint met een schat~ing van de gehele strategie.

Gezien de vele ervaring waarover men beschikt op het punt

van het zo voordelig mogelijk produceren van elec~rische

energie zal in de praktijk een redelijke'schatting van

de gehele strategie zeer goad mogelijk zijn.

Deze numerieke procedure kan stapsgewijs a1s voIgt

worden beschrevenl

1. Schat een strategie ~'(o), ~'(l), ••• , ~'(N~l)

2. Bareken de trajectorie ~(1), ~J(2), ••• X/(N)-. -
met behulp van de differentievergelijking (5. 1 )

en ~e beginvoorwaarde (5.2).

3. Bereken de toegevoegde variabelen ,2,'(N~l),

£'(N-2), •••,2,'(1) met behulp van de di~ferentie­

vergelijking (5.3) en' de e~ndvoorwaarde (5.4)
4. Maximaliseer de Hamiltoniaan

-H 1(1<)= (1 (~'(/(), ~ (k))1r'(k+.,»
voor aIle k=O, 1, ••• N-l als :f'unctie van .!!(k) € t£
De strategie waarvoor H'(k) maximaal wordt is

de nieuwe schatting: ,!!"(o), .!!"(1) ••• E"(N-l).
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5. Herhaal de stappen 2, 3 en 4 totdat twee op­

eenvolgende schattingen gelijk zijn. We hebben

dan de oplossing van het probleem gevonden.

6. Ook hier geldt dat, a~ankelijk van het be­

schouwde proble~m, de Hamiltoniaan eventueel

locaal maximaal moet zijn.

Deze numerieke methode zal in het volgende

gebruikt worden om het, uit het toepassen van het

maximum principe ontstane, twee-punts-randwaarde-probleem

op te lossen.

5.3. Het diJcontinue discrete model met e-macht detectie
----------------------------~---~-------------~----

Onder het discontinue discrete model zullen we

verstaan het model zoals dat in paragraa£ 2.2 beschreven

is. De toestandsvariabele is een discontinue functie

van de tijd. Het model wordt reeds gebruikt om met

behulp van dyp.amisch prog'rammeren de optimale lastver­

deling te bepalen. 2)

Voor een con:figuratie met n machines (M1 , ••• ,14:n>

kan het systeem beschreven worden door de volgende

di:f:ferentievergelijking :

::tc: {D} = a. i i. :: 1" 1, " ',n

Hierbij is: xi(k): de tijd die Mi butten bedrijr is
geweest

ui(k):=O ale Mi gestart wordt o:f in bedrij:f
blij:ft

:=1 als Mi gestopt wordt o:f buiten
bedrijf' blij:ft.

5.3.2. ~!_~!~~~!~2!~2~~!~

De brandsto:fkosten FBR! van Mi zijn een :functi.t~

van het vermogen Vi(k) dat Hi op het tijdstip k produ-
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ceert. Om de totale brandstorkosten ten gevolge van

een besliseing u(k) te vinden moeten we sommeren

over aIle in bedrijf zijnde machines:

I?

F8It (y. (kH), ~ (k») = ? [1- k i {k lJ FsR;. {Vi. (k+/) (j t
,; '1

(5.8)

h

Min L [1-U.i.{k)JFsJli.(Vt:!k~/»)dt
V,"',," i::1

Uiteraard zijn daze brandstofkosten nog afhankelijk

van de verdeling van het totale te leveren vermogen

VT (k+1) over de in bedrijf zijnde machines. Welke ma­

chines dit zijn wordt door het maximaliseren van de

Hamiltoniaan en het oplossen van het uiteindelijke

twee-punts-randwaarde-problecm verkregen. Hoe VT (k+l)

verdeeld is over de draaiende machines kan door een

minimaliseringsprocedure worden bepaald (zie paragraaf

2.2):

FSK (~{k))=

met de restrictie:
h

L VL{k-lf) =. Vr (h1),=1
(5.10)

Deze minimalisering is aan een tweetal voor"raard~n

gebonden:

1. De minimale en maximale capaciteit, V. min en
J.max

Vi ,moaten in acht genomen worden.

2. Het op- en afregelen van vermogen per tijds­

eenheid moet liggen tussen bepaalde grenzen:

Vi (k.,.,) - VdJd ~ v/
V/. (k"t) - V~· be) ~ Vt'l

als

ale

Vi(k~~)">Vi.(k)

Vi (k-i.,) ~ Vi. {Ie}

De minimalisering moet due rekening houden met

het verleden.

Dit aan restricties gebonden proce~ van verdeling van

Vr (k+1) over de draaiende machines kan met een "trial

and error" methode op de computer uitgevoerd worden.

De opstartkosten van Mi op het tijdstip k zijn
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afhankelijk van de tijd die Mi buiten bedrij£ is geweeet:

Xi(k)~ In paragraa£ 2.2 werden de totale opstartkosten

tengevolge van een beslissing u(k) ale voIgt geschreven:

n

FST{fd.{k), ~(Jd):= ? Qi FST, (;tI.(kJ)
(,=7

(5.11)

vanQi is een £unctie van ui(k) en Xi(k) (0£

en u i (k-l» en is als voIgt gedef'inieerd:

Qi = O. als Mi niet wordt gestart

= 1 als Mi wordt gestart.

Een aldus gede£inieerde £unctie Qi kan hier

niet gebruikt worden omdat de opstartkosten. die straks

deel zullen uitmaken van een nieuwe toeetandsvariabele,

di££erentieerbaar moeten zijn naar ~ om de toegevoegde

variabelen te kunnen bepalen. Op een of' andere analy­

tische wijze zal de discontinufteit van Qi benaderd

moeten worden. Dit kan op verschillende manieren gebeuren.

Bij dit model zullen we gebruik maken van het f'eit dat

slechts bij een bepaalde combinatie van Xi(k) en Ui(k)

de machine gestalt wordt (zie tabel 5.1). Met behulp van

een e-macht kunnen we Qi dan ale voIgt benaderen:

-a. [1-t.tdk)]7rdk)
Qi.{u.dJc~ ?tiCk)~ ~ 1- e (5.1.3)

t:l>o

Naarmate a groter is zal Qi beter benaderd worden. Dit

brengt echter met zich mee dat ook de eerste af'geleide

naar x groot wordt. De toegevoegde variabelen kunnen- ,

dan zeer grote waarden aannemen. Hoe (5.1.3) zich gedraagt

voor a=5 en voor verschillende waarden van x.(k) en
. 1

Ui(k) toont tabel 5.2. We zien hieruit dat de benadering

voor relatie£ kleine waarden van a reeds goad is.

tabel 5.1

mogelijke combinaties van Xi(k) en tii (k)

Xi(k) Ui(k) operatie op Mi op tijd-
stip k

>0 1 blijf't buiten bedrij£

>0 ° start
"---:'1'.

0 1 stopt

'" n hl { H't· , n h~rlri ;1'



- 10J - 244/68

tabel 5.2

1_e-5[1-ui (k)]Xt lk) voor enkele waarden

~'an U
i

(k) en ui(k)

Xi(k) ui(k) operatie op Hi op tijd-
1-e- 5[l-Ui (k)] xi (k)stip k

0 0 blij:Ct in bedrijf' 0

1 0 start 0,99326

2 0 start 0,99995

0 1 stopt 0

1 1 blij:t't buiten bedrij:t' °
2 1 blij:ft buiten bedrijf' 0

We kuuulen de opstartkosten op het tijdstip k

mftt behulp vall (S.l1) en (5.13) nu dUB als voigt 8chrijvcn:

(5.14)

variabele---------
Voor de toepassing van het maximum pz'incipe is

het noodzakelijk ~m de kosten in de (n+1)e component

van de toestandsvariabele onder te brengen, zodat

de kosten in een di:ff'erentievergeliJking moe ten worden

uitgedrukt.

De kosten tengevolge van een beslissing ~(k)

zijn volgens (S.8) en (5.14):
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De totale kosten tengevolge van de besIi5singen

~(o), ~(1), ... ~(k-l) zullen FT(U,X,k) genoemd worden,

en deze zijn dus:

k-1
FT(U~XJ kJ =::..2. Fr (~{.PJ !Cj)

J"::Io)

(5.16)

zodat:

Ste1 nu dat:

(5.18)

dan wordt de differentievergelijking voor de kosten:

krijgt deze uit-

~h+1 (ku)-'Kh+,(k)= T=r{ ~(k~~{k))

Met behu1p van (5.15), (5.14) en (5.9)
drukking zijn uiteinde1ijke vorm:

We kwmen nu dus het stelsel dif'f'erentieverge1ij­

kingen voor de toestandsvariabe.1e in zijn geheel 9_15

voIgt op schrijven:

(5.20)

"x.""'f (ki-I)-~"", Ck):: Min L..[lt-ktf~)}FB~'{V,:th,».atJ +
v, .. ·v~ i DJ

. + i. [1- e-lA[I-U,(k)J -:ti0e1FST;, (:tJk))

met als beginvoorwaarden~lWY

::JC i to); Qi

X"", (0)=0

Het probleem is nu dus gereduceerd tot bet zoeken

van een strategie U zodanig dat x l(N) minimaal wordt.n+
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5.3.5. ~!_~!!!!~!~~!!!!~§!!!J~!~§!~_~~~~~!_~~!§!!~!§~!

variabele---------
Met behulp van (5.3) en (5.20) kunnen we de

di££erentievergelijkingen voor de toegevoegde variabele

bepalen. omdat immers geldtl

fc.(t{k~~(J())= -;".(/(0loi)- A',(/()

Deze vergelijkingen worden nu:

[] )
-4[,-Ui{JC»)?rdk)

f}, (k) - Pi (h.,):. u, Od -1 pJkH) +?".,., (h., . 4..[,- udltJ]F~TJ'ldk»~ +

( )[
-4.[1-udJcJ):t.lItH (}I.,FS"';{~{)J

+gHI k+1 1-e. J d;k. (5.22)
t :t, :::?i(k)

met ala eindvoorwaarden:

PI.' (1'1)=0

?,,-rl (IV) =- 1

i::1.2··· "J, ,

Uit (5.23) en (5.25) volgt dat:

voor k- 0 1 .... N
- ,J; i

zodat (5.22) geschreven kan worden alBl

- - -a.['-k,,(Jd)?ldlt)
Pi. (k) -,.,Jk.,..,) = [~~{Jd-aPi (h.,) -tll,-kj, {Ie>] FSTj, {?Ii (M) e -+

(5.27)

i.=1% -.. h;; ;

Met (5.24) als randvoorwaarde.
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De Hamiltoniaan is als voIgt gedefinieerd:

H{k) =(f (~;{Ic),!!:(k») 11'{k.,.-tJ) (5.28)

Met behulp van (5.20) en (5.26) kunnen we H(k) bepalen:

"
-Nih l [{,- Ifi.!kJ] F81(,("dk+~))~~] +-

V'·'·Vh ,=,
h [ -o..[7-Ud lt)]'1;,{ItJ}r 1- e. F)T, (~i(Jd)

( =/

5.3.7. Voorbeeld

In deze sec tie zal een voorbeeld worden besproken

waarvan de optimale scrategie op eenvoudige wijze te

bepalen is. Daarna zal getracht worden het discrete

maximum principe te verifi~ren.

We Ilemen aan dat we de beschikking hebben over

2 eenheden. M, en M2 • Het te .leveren vermogen VT is in

figuur 5.1 als functie van de tijd getekend. We beschou­

wen een tijdvak van 4 uur. 6t=1 uur. Er moeten dU3

4 beslissingen ten aanzien van de bedrijfsvoering

worden genomen.

We stellen: a=5.

De overige gegevens zijn:

brandstofkosten:

F&t,t",) =1 V1 -+ VO

F*l{V,),: qos Va t -+~ 5" &Iz. -!' '10

V 1 en V 2 in M.W.; FIN, en FBit2

Zie figuur 5.2

opstartkosten:

[ ..o,f7X.,]
F~T, (~'1) r:: 30 1- e

[ -~5'''&]
FflT'I, h:z.).: 'to 1-e

Zie figuur 5.3 en tabel 5.3.

in kosten/uur.

(5.32 )

(,5.33)
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technische maximale en minimale capaciteit:

v. RlIt _ V. ",i.
1 - 2. =

V mlill _ \/," ,. •
1 ~ Z. ::

beginvoorwaarden:

:Jt..,lo) '= 2

';t'1!O) =0

10 M.kI.

50/"/.W.

Er worden geen restricties opgelegd aan het op- o£

a£regelen van vermogen per tijdseenheid.

De optimale strategie voor dit voorbeeld is

betrekkelijk eenvoudig te berekenen.

tabel 5.3

opstartkosten

x 1 -0.5x
F S T-,(x 1 ) F-e

s'2 (x2)

1 0.39347 11,80 15.74

2 0.63212 18.96 25.28

3 0.77687 23.31 31.07

4 0.86466 25.94 34.59

We bepalen eerst de minimale brandsto£kosten

als beide machines in bedrij£ zijn:

l1ih [FtM, (11) + FBftz (Vz)]
v, v&

Onder de voorwaarde da t V., -+ VI = VT voor de gevraagde

vermogens Vr =20.40 en 80 MW. Zoals reeds in paragraa£

2.2 werd opgemerkt kunnen we de minimale brand5to~­

kosten in bepaalde gevallen vinden als de incrementele

kosten gelijk zijn:

cJ F~ Iv,)
I =

d'V.,
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Uit (5.30) en (5.31) vinden we dan datI

Vt. =15" H.W.
Met behulp van (5.34) en (5.35) kunnen we nu de toege­

stane la8tverdel~ng vinden die -zo mogelijk- corres­

pondeert met minimale kosten, o£wel met V~=15 MW (zie

tabel 5.4).
Vervolgens bepalen we voor alle to.ge.tane combi­

naties van M1 en M2 de (minimale) brandstorkosten. Uit

(5.3') volgt dat VT =80 MW slechts gelevard kan worden

als beide machines in bedrij£ zijn (zie tabel 5.5).

tabel 5.4

Minimale brandstorkosten
M1 'n M2 in bedrij£

Vr V, V& F9Rj (Vy) +FsNz. tv,.)

20 MW 10 MV 10 MW 110

~O MW 25 MW 15 MW 148,75
~O MW 50 MW 30 Mil 240

tabsl 5.5

Minimale brandsto£kosten
alle toegestane combinaties van M1 en M2

fit 1 in bedrij£ M2 in bedr. M1'n M2 in bedr.

VT FeR, (V7 ) FIJR'I.{v,J Felt, (~)+ hit,,!'liJ

20 MW 80 70 110
40 MW 120 140 148,75
80 MW - - 240

Door alle toegestane strategie~n te onderzoek~n en de

totale brandsto£- en op6tartk~sten te berekenen zullen

we nu de optimale strategie bepalen. Aa~lgezien in de

periode van k=2 tot k=J beida machi.nes in bedrijf

moeten zijn ligt ~(2) vast: U1 (2)=U2 (2) =0. Hieruit
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.volgt dat voor u(J) a1leen de brandstofkosten nog van-
belang zijn. Met behu1p van tabe1 5.5 kunnen we dan

concluderen dat gedurende de laatste periode. waarin

40 MY geleverd moet worden, al1een M1 in bedrijf moet

zijn. ~(o) en ~(1) kunnen nu nog vrij gekozen vorden.

Dit geeft 9 mogelijkheden die in tabe1 5.6 worden na­

gegaan. De brandstofkosten ten gevolge van de beslissing

u(2) en de brandstof-en opstartkosten tengevo1ge van-
~(3) behoeven niet in de beschouwing te worden opge-

nomen omdat deze voor al1e negen strategie¥n ge1ijk

zijn. Tabel 5.6 toont dat er "n optima1e strategie

bestaat, waarvoor de kosten 229,05 bedragen.,

tabel .5.6

Overzicht van toegestane strategie8n met bijbehorende kostell

FIJR (~Dc» = Fal«(kH) F,sr(~ tid; ~ (Jc» = F;T{kH)

totaa1
,,&/0) u,loJ 1At.(") F8,,{1) F,r!1) :K,M XlI.;) ",M IILM FM!I) FlIT{t.) z,f,.) ::rt.!&) Ft>r{~)

S:-,.,c + F:'T

0 0 0 110 18,96 0 0 0 0 148,7.5 - 0 0 - 277,71

0 0 0 110 18,96 0 0 0 1 120 - 0 1 1.5,74 264,70

0 0 0 110 18,96 0 0 1 0 140 - 1 0 11,80 280,76

0 1 0 70 - 3 0 0 0 148,7.5 23,31 0 0 - 242,06

0 1 0 70 - 3 0 0 1 120 23,31 0 1 1.5,74 229,05

0 1 0 70 - 3 0 1 0 140 - 4 0 2.5.94 23.5.94

0 0 1 80 18.96 0 1 0 0 148.7.5 1.5.74 0 0 - 263.45

0 0 1 80 18.96 0 1 0 1 120 - 0 2 25,28 244.24

0 0 1 80 18.96 0 1 1 0 140 1.5,74 1 0 11.80 266.50

In tabel 5.7 is deze optima1e atrategie en trajectorie

nogmaals veergegeven.

table 5.7

De optimal. op1ossing

k ~1:¥(k) u,"'{k) ':Ka.~(k) -w ..*lk)

c 2 1 0 0
1 3 0 0 1
2 0 0 1 0
~ 8 0 q 1
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Tenslotte zal onderzocht worden o~ de Hamiltoniaan

maximaal is voor de gevonden optimale oplo.sing.

De d~~£erentievergelijkingen voor de toestands­

variabele. (5.20). worden voor dit voorbeeld:

:7(7 (k+~) = 1I., (k)?~ (k) + U., (k) .

A'J (/(-I1) :;' '-tJ{k)"k,lJc)+ LitO')

met als beginvoorwaarden:

'Jf1 {o)=2 '21 /0)::0

De di£~erentievergelijkingen (5.27) voor de

toegevoegde variabele worden:

[
'[ -0, oS ;r.,(Jdj -5"[7-u,{k>] ?r.,{k)

P7(l)=U1 (Jc)p.,{k.,.1)-150 1-£t~OdJ 1-e. e +

-/5[1- e.-5[r-".,t/tJ)'k.,{k1 e. "0;5',{/CJ (5.40)

met ale eindvoorwaarden:

() /) (5.42)/'; y ~p~(~ =0

De Hamiltoniaan (5.29) krijgt ~e volgende vcrm:

H{k J= p~ (k+.,J[ (1l7(kJ -1 ]-;t.,{Jd +~ (k)] ~ fJ.(kH)[(w,{Ie)·.,}~~{k) -I-~,{k)] +

- 30f1-e. -5"[7-wd kJ)2,lit)][ 1-e-O,S~.,(k1-t (5.43)

_ ~o [1- e-5"[1-UJ,{/t)J~&Cic)][1_ e. -0;5" ~2{1t'] ...

- ~hh [(t-U.,{k)}FBIf.,{V,) + {t-u,fkJ}FM,{/li.J]
v,~
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Aangezien H(k) voor de optima1e trajectorie een maximum

moet bereiken ale ~unctie ~(k), kunnen de termen van

(5.43) die onafhanke1ijk zijn van ~(k) wegge1aten worden.

(5.43) gaat dan over in:

H '(k) = P1Ik+.,)".,{k)[~.,{k) of 1J +Pl (k.,..,)u:z (k)r"1'1 (kkJ] 04-

+30 e.-5 [1-47/kJ]';ty(Jt}r 1-e -~:J-';f'7tJtJ] +- (5.44)

h -5 r.,-4aiJcJ] 7lz {Jd[ -~5"k,(k)l
-+ 70 e .., - e. j 4

Uit de di~£ereptieverge1iJkingenvoor de toege­

voegde variabe1e (5.40) en (5.41) kunnen we, met behu1p

van de gevonden optimale strategie en trajectorie uit

tab.1 5.7 en de eindvoorwaarden(5.42)"«;'>,,,!'-4I(*2)J en f'.Ji(3)

berekenen. De gevonden waarden zijn in tabe1 5.8 opge-

nomen.

tabe1 5.8

de toegevoegde variabelen

k p/{k) p.*{k)

4 0 0

:3 0 0

2 0 -12.58

1 -3.35 ';'12.58

H1 (O) kan nUt met behu1p van (5.44) en de

tabe11en 5.7 en 5.8 ale vo1gt geschreven worden:
HY!o)= -l"JoStl.,{o) -/~ 5'11 "'s/o) +1t1;,~ e -/o[1-"y/o)] +

- Min [{1-u.,lo)JF~{~)~r'-k,/o)3 FNl(~)J
Vi V1.

De~e Hami1toniaan moet voor a11e toegestane ~(O) onder-

zocht worden. Dit is in tabe1 5.9 gedaan. De minima1e

brandsto£kosten zoeken we op in tabe1 5.5 voor V r =20 z.IW'.

We zien uit deze tabe1 dat de Hami1toniaan maximaal

is voor u 1(O)=1. u 2 (O)=O. Dit komt overeen met de eerder

gevonden optima1e strategie, zodat het maximum principe
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voor .b0 dus opgaat.

Vervolgens bepalen ~e H1(l) als ~unctie van ~(1)

op dezelfde wijze:
-.15 [7-~~ll)]

~r'(1h. -J~5'911tb) +1.3,31 e +

-11111 [ft-u"t.,)3FAlf;{v,).;. (t- N,./.,)] F.lfz{~)]
"l Vz 1

Weer rekenen we H (1) uit voor alle toegestane ~(1).

Gedurende daze periode is VT =40 MW. Ui t tabe.l 5.9 zien
1

we dat H (1) maximaal wordt voor u 1(l)=1 en U 2 (l)=0.

Dit is niet in overeenstemming met de optimale strategie

van tabel 5.7. zodat het maximum principe niet kldpt

voor kal. Dit is echter niet te verwonderen. In het

vorige hoo~dstuk hadden we deze verwachting immers al

u1tgesproken op grond v~n het feit dat de beslissings­

variabele slechts discrete waarden kan aannemen.

tabel 5.9

H
1

( 0) en H
1

~ 1 ~ ala ~unctie van respec-
t1evelijk u 0 en !!( 1)- ..

k,,(o) kIlo) H%} /,(,6) /41.(.,} }I '(7)

0 0 -110 0 0 -148,75

0 1 -92,58 0 1 -132,58

1 0 -61 ,09 1 0 -116,29

Bij het hier behandelde voorbeeld is de ver­

zameling JZ a~ankelijk van k, of'wel de toeget"tane

~(k) zijn een f'unctie yank•. Immers voork::O,l,3 zijn

er drie mogelijke beslissingen, terwijl voor k=2

91echts u(2)=0 toegestaan is. Dit kan echter geen in-- -, .
vloed hebben op het al dan niet maximaal worden van de

Hamiltoniaan voor de optimale oplossing. We kunnen

namelijk een zogenaamde penalty-functie invoeren zo­

danig dat een andere beslissing dan u(2)=0 met zeer- -
hoge brandstorkosten gepaard gaat. De optimale oplossing

zal zich dan uitsluitend bedienen van de beslissing

~(2) =,Q..
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Met behulp van de in paragraaf 5.2 behandelde

procedure kunnen we de trajectorie berekenell die de

Hamiltoniaan op elk tijdstip maximaliseert. Dit blijkt

de in tabel 5.10 gegeven oplossing te geven. Een

nadere beschouwing van het verloop van deze trajectorie

in tabel 5.6 roept de gedachte op dat het toepassen

van het maximum principe bij dit voorbeeld resulteert

in het nemen van die beslissingen die de momentane kos­

ten minimaliseren voor k~l en k=2. Dit zou inhouden

dat de toekomst, die via de toegevoegde variabele in

de Hamiltoniaan komt, niet voldoende gerepresenteerd\ wordt.

We zien ook uit tabel 5.8 dat de bijdrage van f~~)

in de Hamiltoniaan (5.44) relatief klein is.

tabel 5.10

De oplossing die de Hamiltoniaan maximaliseert

k x 7 {ld tA 1 (k) A. 2 (k) U,{k)

0 2 1 0 0

1 J 1 0 0

2 4 0 0 0

J 0 0 0 1

4 0 1

Met name het feit dat P, "'{z)=tJzou er de oorzaak van kunnen

zijn dat de toekomst in H1 (1) te weinig aan bod komt.

Het vele nul worden van p1k)kan worden opgeheven door

de opstartkosten voor k=O een bepaalde aanvangswaarde

te geven. Vanwege de term die voor de opstartkosten

staat:
~Q.r1-udl<>J'k;.{k)

1- e

is hier ui teraard in de prakt1.jk geen bezwaar tegen.

Voor de. toepassing van het maximum principe maakt dit

weI verschil omdat in de differentievel'gelijking voor

de toegevoegde variabele (5.27) ook de afgeleide van

deze term gebruikt moet worden.
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Stet dat de opstartko~ten zijn:

/ [- -o.5"~.,]
FST

1
£11',) = 30 1- e. -+]
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(5.46)

Als we verder uitgaan van dez.l~de gegevens dan verandert

de in tabel 5.7 gegeven optimale oplossing niet voor

dit enigezins gewijzigde probleem.

De di~~erentievergeliJkingen voor de toegevoegde varia­

belen veranderen well
- [ { -o..;r1l.,(Jd] ] -5{i-w,(k)] "A.,(k)

fl (k) = Lt., ( k ) p., (k +t) - S [ 1 - t,(., (k )] 30 1- ~ of., e. .....

(5.48)

In tabel 5.11 ataan de nieuwe vaarden voor J'~(k) die

met behulp van tabel 5.7 en de eindvoorwaarden (5.42)
gevonden worden.

Uiteraard ondergaat de Hamiltoniaan ook

enige wijzigingen:

1-/"(1<)= p.,{k+1)Lt.,(/CJ(1'.,(kJ+1] -+fl(k+-l)ul.(k)r~.{k)+.,J +

. -S"[1-U.,{Jc)] ~.,{J<J[ ( -~'5".f,{ItJj +.,] .-+e. 30 1-e. ...

-+ e -~ [1-If&(Jc)J '1'2{k)[~o (1-e -~~";ta(It)} +1]-+

- l1ih [ ('-".,Ik)] F~ (iii) y {f-uL (lcJ3FM,(Vzi] (5. 49)
~"t
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tabel .5.11

toegevoegde variabele~ voor het
gewijzigde voorbeeld

k Py ~(k) p~*{k)

4 0 0

3 -.5 0

2 -.5 -12.61

1 -3.3.5 -12.61
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tabel .5.12

H
1

(0)
1

van :2,(0) en !!( 1)en H (1) ale f'unctit voor
het gewijzigde voorbeeld

u,{o) lJz.(o) H110J {,(.,/rJ £(2./.,) H'f{r)

0 0 -110 0 0 -148.75

0 1 -92.61 0 1 -132.61

1 0 -60.09 1 0 -13.5.69

We berekenen nu weer, met behulp van de tabellen

.5.7 en .5.11. H
1

(O) en H
1(t) ale f'unctie van :!!.(O) en

:2,(1):

'I } / I J . -10[1-",.,/0))
I{'to = -/~oS t/1l0} -/~t:J7t(~/o) +/~10 t:. -+

- l1/h [ ( 1-"'.,1.,))F~ tv.,) oJ. ('''''''I/.,)] FSIr, (v,)]
\1 VI
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In tabe1 5.12 staan de waarden voor H
1

(O) en H
1
(l)

voor a11e toegestane ~(O) en ~(1). Uit deze tabe1

b1ijkt dat de Hami1toniaan maximaa1 wordt voor de­

ze1£de bes1issingen a1s in tabel 5.7, waarin de gevonden

optima1e strategie staat. Voor dit gewijzigde voorbee1d

gaat het maximum principe dus we1 Ope De toekomst heeCt

nu vo1doende ~nv1oed in de Hami1toniaan gekregen via de

toegevoegde variabe1en.

Het b1ijkt dat ook in andere geva11en deze1Cde

situatie a1s hierboven beschreven, optreedt.

Voor een prob1eem waarbij de brandstoCkosten

gegeven worden door:

Fatt,{v,) :: tV., +~o FN,(VJ:= 3 V, + 10

en de opstartkosten door:

F~T., (J',) 'C 30 [, - e. -q$'1',] F~T./Jll.) = '?o[1-e-~"$~1
dus deze1Cde opstartkosten a1s (5.32) en (5.33), zonder

aanvangswaarde voor ~=Q, b1ijkt de Hami1toniaan voor

k.O en k=l we1 maximaa1 te worden voorde optimale

strategie. Ean nadere beschouwing 1eert echter dat de

optima1e trajectorie in dit geva1 juist overeenkomt met

momentane minima1e kosten op de tijdstippen k=O en k=l,

zodat de toekomstige kosten niet meer be1angrijk zijn.

Met het vo1gende voorbee1d is dit niet het ge­

val. Ste1 de brandstoCkosten zijn dezelfde a1s (5.30)

en (5. 31):

terwij1 de opstartkosten zijn:

FST., (A'~) = 9:k,

H:I.er ge1dt dus weer dat FST,(o)= hT, (0) =0 • Het maxi-

mum principe b1ijkt hier niet op te gaan. Nemen we nu

de opstartkosten a1s vo1gt:

Fs Tz (';l. ) = 10 2't + 1
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dan is de Hamiltor-iaan weI maximaal voor de optimale

strategie. De reden is ~eer dat de gewijzigde variabelen

voor meer invloed zorgen in de Hamiltoniaan.

We hebben gezien dat in het algemeen het maximum
geer~.

principe bij dit model geen goede resultaten;-In de enkele

onderzochte voorbeelden hebben we enige systematiek- o

ondekt in het al dan niet opgaan van het maximum principe.

De verklaring hiervoor zullen we helaas schuldig blijven.
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5. 4. !!.!j;_2...!..!'.s.2.!!1!.t.!.1;!,~~j~£~_t~_n.!!>2.!J._!!..e..!._:S:~~~~~I1':.-:.

,S!2J;,2£.1l! _"!.a,.!1_22.~t.a.!'.:H~'L8 t..!!!

5.4.1. Inle~ding
., ...-_-----
Bij dit model gaan we voorlopig uit van dezel£de

toestands- en beslissingsvariabelen als in seetle 5.).1.
De di££erentieverg~lijkingenvoor de toestandsvariabele

zijn dus:

(5.50)

t.=~~ .... "Ii

In de vorige paragraa£ werd de discontinue

detectieiunctie Q, voor de opstartkosten continu ge-
1

maakt met behulp van een e-macht.Hier zal het discontinue

karak~er van Qi gehandhaa£d blijven door gebruik te

maken van beslissingen op twee opeenvolgende tijdstippen.
. e

De d1££erentievergelijkingen, die hierdoor van de 2 orde

worden, kunnen m~t behulp van een methode d~e door

Katz 8) aangegevon werd, teruggebracht worden tot ver-
egelijkingen van de 1 orde.

5.4.2. De opstartkosten-------_...,-------
Zoals in see tie 5.).). reeds ward besproken kunncn

de opstartkosten tengevolge van een beslissing ~(k)

als voIgt geschreven worden:
h

Fs r (I&-(k), ~(k)) :=.Fsr(h{k),~{k-1)) =~Q[. Fir, (Xi. (k))

waarbij Qi een £unctie is van ui(k) en xi(k) v£ van

ui(k) en Ui (k-l) en gedefinieerd is a1s:

Q. = 0 als M. niet gestart wordt
1 1

Qi = 1 als Mi gestart wordt.

De uitdrukking
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r~presenteert op juiste wijze de £unctie Qi. Het is

duidelijk dat de di££erentievergelijking voor de kosten

b1j gebruik van (5.51) een 2& orde karakter krijgt.

Dit kunnen wevermijden door n nieuwe variabelen in te

voeren, Yi , i=1,2, •••n, die als voIgt gede£inieerd zijn:

terwiji er tevens n nieuwe beslissingsva~iabelen,

ai' i= 1 ,2, ••• , n ingevoerd worde:a:

i::1% - .. n
I" I

Uit (5.52) en (5.5J) voIgt dat:

zodat de opstartkosten tengevolge van een beslissing

.!:!.(k) worden:
h

Gr (~{k)JiCkJ, y{k» =? Y,IJc)[1- &JJd-CjJIc~ Fsr~ (:tJk))
- t. '::1

5.4.3. De brandsto£kosten

In s&ctie 5.3.2. warden de brandsto£kosten door

(5.9) en (5.10) als vol~t voorgesteld:

'"
FBI( (f!:{k)) = l1ih L [t-u,{A-B FS/f, (V,(k.;..,J)/Jt

"j" VII i.=1

met de restrictic:

17

L Vi. [k+.,):. VT (k+1)
i =/

(5.,56)
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Nu we overgegaan zijn op nieuwe beslissingsvariabelen

en het aantal toestandsvariabelen hebben uitgebreid

zal de uitdrukking voor de brandsto£kost~n ook ver­

anderd moeten worden. Invullen van (5.54) in (5.56)
levert;

h

F81f (~(K), ':1 (k)) =Min ~ [1-Bi/k)-Yi(lc)]F.Jti (Vt(kH»)lli (5.58)
- "I"'V" L. '=1

5~4.4. ~!_2!!!!~!~~!!!!!§!!!J~!~p!~_Y22~_2!_~~!!~~~2~-
variabele.-.....-----
Met behulp van de betrekki~gel1 (5.52) en (5.53)

is het mogelijk de di££erentievergelijkingen voor de

y-variabelen ale volgt te sehrijven:

':1
i

(10.,) -Iji. Od 1: Wi (Jc) - Lei. (k-1)

=ai(k)

i='1f· .. n
I, "

Ook de totale kosten moaten weer in een di££ereu­

tievergelijking worden uitgedrukt. De a£leiding hiervan

gaat analoog aan die in seetie 5.3.4. Ale ~H~I(N) de

totale kosten zijn van k=o tot k=N dan wordt de differen­

tievergelijking:

(5.60)

met

Vergelijking (5.60) kan nader worden uitgewerkt met

behulp van (5.61). (5.58) en (5.55).
Ook de oorspronkelijke di£ferentievergelijkingen

(5.50) ondergaan natuurlijk een wijziging door het su~­

stitueren van (5.54) in (5.50).
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Als we nu stellen dat
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'1i = ~1h~i. i =".: ~ .", n+-1

dan wordt tenslotte het volledige stelael van dirreren-

tievergelijkingen voor de 20+1 componenten van de toe­

standsvariabele:

;x i. ( It+1) - ~i. (Je) :=. [9;. (k) + A:"H. ( k) - 1];l(i (k) +

+ [B,{k) +~JfH.{k»llt

'Xh+i..{Jeo+1) - A::;'.;i.{k) = 8i (k)

"
X-ZIIH (ki.,) - 'A:z,,#,(k) -= y.':..~ ~ [1-8lk)-~M.lkJ]FBI(i. (VJkH»)~i -t (5.63)

, ~ "
4l;.~h+i (le) [7-9,/lc) -;?Mi{JcU Fsr,J1',Lk))

met ala beginvoorwaarden ..-I

Zi.{o) =at.

"X.Me.(0) = bi.
-::rfl,.,., to) = 0

voor i=1,2, ••• ,n

Er bestaat een zekere relatie tussen a i en bi:

ala ai=o dan b i = 0

ala ai>o dan b i = 1.

5.4.5. De Hamiltoniaan----_.......- ..._---
Op dezelfde wijze als in paragraar 5.3.5. vinden

we ook hier da+. PZnt1 (/<J = -1 voar k= ~ "" -.. ~ N

De Hamiltoniaan, gede:finieerd volgEms (5.28), kunnen we

dan schrijven als:

If

H{k) = r. PL (kf-,)[{~.{Jc)+):nti. (k)-1] 'A,{k) ~ { 9i {k) ~';th+i.(kJj l1t] +
L~ (5.64)

h h

+7; P"'+i (ku)e,.{k) - Mi" z: [1-ei{k)-~"+i.{k)] Fe/(. (Vi!kHJ)lJ.i +
L-I ~'''Vh (.-J "

jfJ

- "? -:Kn+i. Od[1- 4,{k) -~"+i(k)JFSTi (),·(kJ)
£,=1
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5.4.6. ~!_~!!!!~!~~!!!!~I!!!J~!~I!~_!~2~_~!_~2!§!!2!§~!
variabele-.--------
Met behulp van (5.)} bepalen we de di~~erentie­

vergelijkingen voor de toegevoegde variabele:

Pi (k) - Pi. (kf1) ~Pt.{k+1) [B/k)-+2h+i.{kJ -1] 4-

dF. (S.6S)
_ ~n+.[k)[1-ei.{k)-';tn'fi.{ki] STi.{~JI

~ a ~i. "l~:::-;fi. (Ie)

We hebben in het voorgaande bij het di~~erenti~ren

steeds het voorwaartse di~~erentiequotientgenomen,

zoals eenvoudig te veri~i@ren is. Dit doen we ook om

de term

"7>: .{l'1ih ~ {1-~.{k)-;x.,,~J F.IJ ('1lk~~))tJt]
n1'~ v, ... Y.. J - 7 . ?(".,j, =':t,..,i.fk) ( S. 67)

te bepalen. We nemen als voorbeeld twee machines, M1 en

M2 , en we zullen het voorwaartse di~~erentiequotiUnt

naar x) berekenen voor,a t=l. Substitueren we voor x)

achtereenvolgens 1 en 0 (de enige waarden die x) kan

aannemen} in (S.67) en trekken we dit van elkaar a~,

dan vinden we:

l'1i" [- e,{~) Fart., tv, flu») + {,- ti(le) - ::r,,{kJ)FlIPt/\lz(ku))] -+
V, V&

(S .. 68)

6),t1') kan in principe de waarden -1, 0 en + 1 aamlerueu.

Vanwege de keuze voor xJ(k} is de enige zinvolle waarde

voor G>,(k) : B,(It)=0 , zodat (S.68) overgaat in:
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1'1/11 [ {f - 9 l fk) - ¥,(It)JFBIf.. tv, (lu))] -+
~vl.

-11/;, [Fall, (V,IK~f)) -+ (t- ~ (l) -~,{k)jFIItz ("(J-f-~))]
V, YL

244/68

Hoewe1 in de eerste term de minima1isering natuur1iJk

geen zin meer heeft veranderen we de schrijfwiJze toch

niet. Bij uitbreiding van het aanta1 machines moet er

we1 geminima1iseerd worden. Tevens worden we er aan

herinnerd wat de eigen1ijke betekenis is van deze term,

name1iJk de brandstofkosten van M2 a1s het gehe1e ge­

vraagde vermogen VT(h~) door M2 wordt ge1everd (indien

tenminste e,,(k) -+';tr{k)= 0 ) •

Zo betekent de tweede term van (5.69) de minima1isering

van de brandstofkosten ala M, en eventueel M2 in

beurijf zijn. (5.69) kan natuur1ijk worden uitgebreid

voor n machines, zodat in hat a1gemeen ge1dt dat:

b~•• i [ {!i:, t, {I - ~(k) - Ci'••) F""/'1 {k.,))JJt}•••• • :to., (kJ

v..~j/) V,• •• V, [ t {1-6J(k)-'it.,,~.{k)JF81?J.{\j{KU)~ +
1 ..-1' '+7 n J - I,

j*L .

- Min [F8N'(~'{ku» -+ i {1-9.{k)-k"~'(k)]F8I(.{v..(h.,))1 (5.70)
v: ...v;,' J=I· J r;/ J J J

I jF'
De eindvoorwaarden voor de toegevoegde variabelen zijn

natuur1iJk:

5.4.7. Voorbee1d---------
We zu1len nu aan ge hand van het voorbue1d van

paragraaf 5.3 gaan onderzoaken of het maximum principe

k1opt. Tabe1 5.7 toont de optima1e oplossing voor dit

voorbeeld. Met behu1p van (5.52) en (5.53), waarbij

lJi. {k):;: ?c1H, (Ie) kunnen we deze optima1e oplossing her­

leiden tot de in dit model gebruikte bes1issings- en

toestandsvariabe1en. Zoa1s in see tie 5.4.4. a1 opge~erkt

is vo1gt ui t de beginvoorwaarden ;r,/Q)=:J , -:1'1/0) =0 da t
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;;cst,,): 1 en ;t,,!oJ=o , ofweI dat I.I.,I-f)= 1 en U2{--I):D

In tabel 5.12 is de optimale oplossing gegeven.

tabel 5.12

De optimale oplossing

J< "7 ~(k) Ltl, ~(k) et(k) B,,"*{kJ ?71k) 1'% ~(Jc) '1'4 ~(k) ';l't..l'od
-1 1 0

0 1 0 0 0 2 0 1 0

1 0 1 -1 1 :3 0 1 0

2 0 0 a -1 0 1 0 1

:3 0 1 0 1 0 0 0 0

4 0 1 0 1

De di£ferentievergelijkingen voor de toegevoegde

variabele, (5.65) en (5.66), kunnen we voor dit voorbeeld

ala voIgt schrijven:

/) 1)[ .l l- -O~-:.t.lk)p"k =p7"k-J" 97 tJ<J+'.kJ [k)J -157rJ {k) 1-B7(kJ-.lJ (kJ]e. ~ 7

fa. (k): pI. (k~.,)[Ba [it) + 'I" (k)J -20 ::I'"lkJ[1- 9
l
(k)-~'r(k)) e. -'!,'$"~a.{k)

f'~ [Ie) =?J [k~.,) -# 1'1 (k~.,)[':I'7Ik )+.,] -/1/h r{1-t9a.{kJ -.l,,(k)] FIJitI. (1It)]-+
~v...

+ /1,." [ FBIf; tV;) -+ {I- 0, (Ic) -~"tJ)JFillf. (v,.J] -+ (5.71)
v,Yz.

3 [ / ) 11 - ... ~.,.. ~ tk]
- 0 1- 97 l.k -'J.KJ{khl"f-e

,,,(k): t+(/(~.,J+P,(k~f)[~I.{k)p.,] - M,,[(1- f?!kJ- 7r.Jlk)] FM (v.)] +
y,~ , ,

+ Jrt" [(,-~ tkJ -;t,{k)] Fl/,f tv.) + FtJt1l (y.J)J -+
&tv" .' I .l

[ J -9~ ~&tit1
-;'0 'T- BalkJ-2.:t"lk) '[7-e
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In deze vergelijkingen komen termen voor van de vorm:

HOt [ (f- B, (k) - Jt"f,;{k)} F~i. (I{.} i. =t; 2
Yt V"

Over de betekenis hiervan is reeds gesproken. Aangezien

echter \I, #1r(U ; \I, ~QJi = 50/?1AI. ia het niet mogelijk da t ~~n

machine 80 MW kan leveren. Dit probleem zullen we om­

zeilen door de brandsto£kosten in dit geval zaer hoog

te maken, biJvoorbeeld: FIJ~ tao) -= FIJIt.. (Po) -= 300

We kunnen nu met behulp van de tabellen 5.12 en 5.5 de

toegevoegde variabelen berekenen (zle tabel 5.13).

tabel 5.13

de toegevoegde variabelen

k ,p,'Yk) p, :'(k) 'J ~fkJ. f., 't1-J
4 0 0 ° °
J 0 0 120,00 28,75
2 ° -12,13 60,00 -31,25

1 -3,35 -12,13 180,00 -14,63

De Hamiltoniaan, (5.64), kan voor dit voorbeeld

ala voIgt geschreven worden: .

H{k) = P7{k+1)[rf),(k}~ k J(k)-1] ')?(k}.,. {~/k)7" :tJ(k)J]-+

+ f2 (kI1)!{(;zlk}"" 'I,,(k)-1)~, (it) ~ (t;,.!k) -/0 ~.,{it))] +

-f PJ{JO.,) By!") + f, tk~.,) BI-(It) +

- Mil [ {t- 97 (kJ- -:l3(JeJ] F8~ t~)+ (.,- ~(k) -",.,(It)] FSIf, (~)]+-
\1 Vi.

- ';1J (kJ["- 97 tk) -?oj (It)] ~r1 (J'7!k)) --:r'lfJ)[f- ~ /ld--I'"t'kJ] Fsr" b.flr))



- 126 - 244/68

Voor het maximaliseren van de Hamiltoniaan zijn aIleen

die termen van belang die afhankelijk zijn van §(kJ.
Noe.e. "'$ deze termen k~tJc) dan geldt, indien we tevens

de opBtartkosten (5.32) en (5.33) invullen:

H1(Jd= p.,(KU) 9 , (k)f'11(k)+ 1] ~?,fk+-")BJ(k)[~I{k)+',J ~ l'j(krt)e7 {1c)-+

[
-90S" ;r.,[ldl

+ p'I{k+.,) ()z (k) -+ 30 'Aj (k)e,{k) 1- e J 40

[
-'35 ~a.{k)]

+~o -:t,,{k)@,.{k) -r-e ....

- 11J" [ (1- B7 {IcJ - 'KJ{k)} FB"'(V)-# ("?- 9~[IcJ-~~(J~)J FI$fi'I{~)J
\1Y2, (5.72),,

H~D)kan nu als functie van st~met behulp van de tabel­

len 5.12 en 5.13 bepaald worden:

)-/'/0)= IO~'187/o) -t~ 'Ii Ba.taJ - /'1ln f- BJ/o.} F~ (v;) -+ ("?- €i/o;)FSIf•.lv,,)J
~Ya.

In tabel 5.14 is de waarde van H'lo} onderzocht voor aIle

toegestane ~~) • Hier kunnen slechts die ~to) toegestaan

worden die xl en x 2 niet negatief maken. De minimale

brandatofkosten worden uiteraard'weer gevonden in tabel

.5.5 voor Vr{t). 20 MW.

Voor J.l 1
{,} ala functie van /?h) vinden we op

dezel:fde wijze:

J{'IrJ =- d'~ 31 8,(1) - y~ 308,.(.,) -/1i), [-5>,(")Fe,,,{v;)-+{i- 0,.1.,)] FIJI(. (~)]
~va. ,

Voor aIle toegestane ~(,,) is .J.r,/,j weer onderzocht in

tabel 5.14. Het maximum van H~) blijkt overeen te komen

met e,toJ'C- 9" foJ-::o hetgeen klopt met de optimale oplossing

van tabel 5.12. Het maximum van J../"It) treedt eveneens op

voor 9, /,):: ~ (.,) =- 0 , en di t is in tegenstelling met de

tabel 5.14

H"!o) en 110) als :functie van respeo-
tievelijk ~/o) en ph)

G1/,;.J 61/,:)) 1(.7/0 } 1;,1,,) 8.1,,) If'!,)

-1 1 -295,67 -1 1 -246,69
-1 0 -298,91 -1 0 -232,06
0 0 - 70,00 0 0 -140,00
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optimal. strategie: B,'*f,);: -., ~ ~ ith)= 1 • Hetmaximum

principe'blijkt dus niet op te gaan.

Met dit mooel zijn een aantal moeilijkhedan

geintroduceerd die zonder twijfel mede oorzaak zijn

gewee.t van het falen van het maximum principe.

D. be~angrijkste moeilijkheid is wel dat de

toegestane ~i{*) niet alleen afhankelijk kunnen zijn van

de tijd (zoala in de vorige paragraaf met ui(k) het

geval was) maar ook van X,,+i.{Jc) • Er geldt immers dat

X"+i{Jc)= k,(k-.,)
zodat "X.IIH{/C) alleen de waarden 0 en 1 kan aannemen. Hier-

door wordt de toegestane 9 i {k) eveneens vastgelegd:

Indien bijvoorbeeld ?t"H' (k) =0 dan moet 9i(k)j-l. Hier­

uit volgt dat, a~gezien vap de discrete beslissings­

variabele, het maximum principe niet toegepast kan worden

orndat er bij de theorie steeds van uitgegaan werd dat

de toestandsvariabelen niet aan restricties gebonden mogen

zijn.

Een andere moeilijkheid, de berekening van (5.67),
zou .ventueel omzeild kunnen worden door de kostenf'unctie

zodanig te maken dat F~i{~=O , zodat de detectie

term voor de brandstoi~osten'kan verdwijnen.

5.5. Het discontinue discrete model met cumulatieve-..-..-'-.;:....--r---~~-.., .....-~...-~.......~----~-~-:---:~ ....-,-'-
~~!!or.~2.!~!.r.!

5.5.1. !~!!!~!~f

We gaan weer uit van dezel~de toestanas- en

beslissingsvariabelen als in sect!e 5.3.1., zodat de

differentievergelijking voor de toestandsvariabele

luidt:
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Bij de in de vorige paragra£en beschreven methoden

voor detectie van opstartkosten werden deze kosten pas

in rekening gebracht als de machine werkelijk startte.

Hier zullen deze opstartkosten cumulatie£ berekend worden.

Elke keer als u.(k)=1 worden de opstartkosten verhoogd
1

met een bedrag dat van x.(k) a£hangt.
1

Het verschil met voorgaande methoden blijkt dui-

delijk als we naar het laatste tijdstip, 'k=N f kijken.

Mochten er op dit tijdstip machines buiten bedrij£ zijn

dan worden bij dit model opstartkosten in rekening ge­

bracht die aangeven wat het eventuale starten op het

tijdstip N zou kosten. Bij de vorige modellen zouden de

eventueel nog te maken opstartkosten niet meegerekend

worden omdat het niet bekend is o£ er werkelijk opgestart

wordt. ~angezien een elektrische centrale continu

werkt. en we dus slechta over een beperkte tijd kunnen

optimaliseren. komt dit model meer overeen met de wer­

kelijkheid dan het voorgaande.

5.5.2. E!_2E!!~~!!2!!~~

De opstartkosten van Mi op het tijdstip k:

schrijven we op als di££erentievergelijking:

We kunnen voor bijvoorbeeld nemen:

waarbij 2 en r nog te kiezen constanten zijn

De di£rerentievergelijking voor de totale op­

startkosten van n machines luidt:

h

FsT (k.J.") - FSr[J<) =- Z. ~. (~.fIt~ tf,.(kJ) (5. 77)
i~1
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5.5.j. De brandsto£kosten
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Voor de brandsto£kosten gebruiken we weer de

uitdrukking (5.9):

h

F~JI( If!. (k))= t1/h L... [1-H;; {Ic)] FB~i (Vi. (k-f.,»)tJt
'1 ... v,. ,'=1

met de restrictie:
n

Z Vi. (k+1) = ~ (k~1)
i=1

(5.78 )

Noemen we de totals brandsto£kosten tengevolge van de

beslissingen ,g( 0) t ,g( 1 ) t ••• ,g(k-1 ): FSR(U,; k) dan geldt

dus dat:

k-1
FSR (U." k) =: L Fait (!1: lj))

j=o

we kunnen nu de volgende di££erentievergelijking voor

de kosten opschrijven:

(5.81)

Stellen we:

dan gaat (5.81) met behulp van '(S.78) over in:

h

FSIl (k'l1)- Fs,,(k) = l'1'iI L.. [,-u;.{ltJ] Filii. (lIt.(k+IJ)tJt
Vj... V;o i. 0:, '

(5.84)

5.5.4. !?!_~!!!!!'!~:!:!!!!!:'2!!!J~!!!§~!!_!~~!'_~!_~2!!:!:~~~~:
variabele

Uit (5.77) en (5.83) volgt dat de dif£erentie­

vergelijking voor de totale kosten wordt:
.,

Fr(kf.,) - Fr(k) =-r. ~ (:li!k~"'i.{k))-+
'=1
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Noemen we

dan volgt uit (5.73). (5.84) en (5.85) het stelsel

di~£erentievergelijkingenvoor de toestandsvariabele:

:::t, (k+1) - ;;l(kJ = [Lt.. {Ic) -.,] ~i (Jc) +w,[kJl1t
h

':t#loJ.i,·[k.J.') - 2111'1 [Ie):: L ~. (r::tt' {k~ ~.(k)) -+,.=,
h

f nih L. [1-lti{k)J FBiti (vJk+,))LJ t
~ ...~ '-1G-

i = ";.1.. '" '.. n k = ~ ~ .. 'J N- "1

met als beginvoorwa.arden:

(5.68)

i. ="'1.. 2.. ,., oJ n ~ "/

Hierbij geldt dat
ant-, = h.r(o)

en vanwege de cumulatieve beschr1jving van de opstart­

kosten zal in het geval dat 'en of meer a· >0 i..::: "- ~ , .. h, ~ ~." ~

gelden dat a.lloJ , > 0 •

5.5.5. ~!_~!!!!!!~!!!!!!~!!!J!!~~!~_!22!_~!_!2!1!!2!1~!

variabele---------
Passen we (5.3) toe op (5.86) dan kunnen de

differentievergelijkingen voor de toegevoegde variabele

worden bepaald. Het is eenvoudig te verifi~ren dat ook

hier weer geldt dat:

P11~ 1 {k)::: - 1 1<=-0"- ••. N
.... J (5.88)

zodat de vergelijkingen worden:·

{: ";1.. .. ·"n
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'.5.6. De Hamiltoniaan..-_.-------..---
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De Hamiltoniaan, gede~inieerd volgens (5.28),

wordt met behulp van (5.86) en (5.88):

h

J-I{k) = ~ Pi(k~")[{"i{Ic)-t}::ti.{k)-+lti.{JC>l!i]"" (5.90),::.,
h h

-.[~ ("l,{k),"ti{k») - f1/h 4 (-t-l-fi(kil FI3R,;(Vi.{h~})tJ.i;
'=1 v, ..· v., L-I

5.'.7. Voorbeeld

Het voorbeeld dat nu be~deld zal worden wijkt

wat de brandsto£- en opstartkosten betreft a~ van het

in de secties 5.).7 en 5.4.7. behandelde voorbeeld.

Voor de brandsto£kosten per uur nemen we:

terwijl de opstartkosten worden de beschreven door de

f'uncties:

I. /. /1.) / J'Y 23U'I Ilk). -~'S ~/(Ic)
7 r;,-,( IC J '-'., c,1t 'J = {A ....

De dif'f'erentievergelijkingen VOOr de opstartkosten luiden

dan:
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Figuur ,.4 toont het ver100p van de brandstoCokosten.

Figuur S.S en tabe1 5.15 1atea de opstartkosten zien

indien 4e machine. op een bepaald moment buiten bedrij£

geste1d worden.

tabe1 '.15

ne opstartkosten bij het stoppen van een machine
vo1gens (5.95) en (5.96) F~1..,/o) '=' Fs.,.~/o) :::"

k ~") ",{Ic ) 11l:r(k~lt(kl) Fsr,(Jr) .f" (~'k~"{k») ~TI{k)

0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2) 0 25 0
2 1 1 1),9.5 2) 1.5,16 25,00
) 2 1 8,46 )6,95 9,20 40,16
4 ) 1 5,1) 45,41 .5,58 .49,)6

5 4 1 ),11 50,54 .' ),)8 54,94

Van.ege de wijzigingen die aangebracht werden

in de opstart- en brandstofkosten moet voor dit voor­

beeld opnieuw een optimale op1ossing bepaa1d worden.

We doen dit op deze1fde wijze als in paragraa£ 4.).7.
Tabe1 5.16 gee£t de, zo moge1ijk, minimale brandstof­

kosten met de bijbehorende vermo~ens voor a1ie moge1ijke

combinaties van M, en M2 • Via het gelijk ste1len van de

incremente1e brandstoCokosten vinden we ook hier dat voor

YT =40 MW de minima1e bra~dsto~osten verkregen worden

a1s V1 =25 MW en "" = 15 MW. Indian V r =20 MW moet,
\ , mS" ,', ",liJ

vanwege het £ei t dat Yf = v'1 =ro hJtl, , gelden "iat,

indien beide machi~es in bedrij£ zijn, \I, =\Ia. = 70/'1.JJ.

Vr =80 MW kan slechts ge1everd worden a1s beida machines
HM)< .

in bedrij£ zijn, .en omdat V1 =.50 MW worden minima1e

brandstofltosten bereikt a1s \I, =.50 MW en V'l =30 MW.

Zonodig kunnen we ste11en dat het in bedrijf zijn van

slechts "n machine bij VT =80 MW gepaard gaat met zeer

hoge kosten.
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tabel 5.16

Minimale brandstof"kosten voor aIle toegestane com-
binaties van M1 en M2

, M1in bedrijf" M
2

in bedriji' M1
,.

M2 in bedrijf"en

VT FI3R,{V,) Fall.,[Va) V., VL F8~{~)'t" .)
FM.(V.

20 0 80 85 lOW 10MW 125,00

40 MW 120 155 25MW 150 16j,75
80 MW - - 50MW jOMW 25.5.00

We zullen nu aIle mogelijke strategie~n onder­

zoeken en de kosten, die een rol spelen bij het bepalen

van de optimale strategie berekenen.

Uit X,(o)=2. voIgt dat F)r,lo}=~~ (zie tabel 5.15).

Aangezien echter F57,/oJ - voor aIle mogelijke strategie~n

hetzeli'de is oef"ent FST,(o) dus geen invloed ui t bij de

keuze van de optimale oplossing.

We zagen reeds dat, vanwege de restricties voor

het te produceren vermogen per machine, voor dit voorbeeld

geldt dat U.,(2):ul.(2)=O .' Hieruit voIgt ten eerste

dat voor het bepalen van de optimale oplossing het

tijdvak vank=O tot ~4 in. twee delen kan worden ge­

splitat, ~(,) aan de ene kant en ~(o) en ~(1) aan de

andere kant hebben bij het opti~aliserenniets met elkaar

te maken. Ten tweede voIgt ~ieruit da t r.,(,.,IiJ,,,,,/~)) =I; (""2/J~",-/a)J::J()

terwijl FBC (lI)' =255 voor aIle mogelijke strategieJ!n

zodat deze grootheden voor het berekenen van de optimale

oplossing nie't meegenomen behoeven te worden. In tabel

.5.17 zijn de drie mogelijkheden voor 1:!(j) onderzocht

en in tabel 5.18 de negen mogelijkheden voor ~(o) en

~(1). Hieruit voIgt rechtstreeks de met minimale kosten

gepaard gaande strateg~e, zoals tabel 5.19 deze laat zien.
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tabel 5.17

Overzicht van de toegestane beslissingen u(3) met
bijbehorende kosten Ic.C7tJJtJ.kdJc)): lilk) -

~t/~) "'af') "'{~) Ut.{!J) I,I~J t.fJJ F8tf!;) .;;IJ) + ~ (~)

-ioPN(;)

0 0 0 0 0 0 163.75 163.75

0 0 0 1 0 25 120.00 14.5.00

0 0 1 0 23 0 1.5.5.00 178.00

tabel .5.18

Overzicht van de toegestane beslissingen ~(o) en ~(1) met bijbehorende
ko.ten 'i. (~'{k~ "ilk)) ::: !;'Ik)

I,to) FN/J) •'1',1.) Iz/ol u,lcJ u,/" 1,1.1 ~"'(,) '1''1/.,) ~,(.,) 11,17) JI,j.,j 1,1,) I,.!,) L [F_tJchl,(Jt).,.;
kay

2 0 0 0 0 0 12.5 0 0 0 0 0 0 163.7.5 288,75

2 0 0 0 0 0 12.5 0 0 0 1 q 2.5.00 120.00 270,00

2 0 0 0 0 0 125 0 0 1 0 23,00 0 15.5,00 303,00

2 0 1 0 8.4t 0 85 3 0 0 0 0 0 163.75 257,21

2 0 1 0 8,46 0 8.5 3 0 0 1 0 2.5.00 120.00 238,46

2 0 1 0 8.46 0 85 :3 ° 1 0 .5.13 0 1.5.5.00 253.59
.2 0 0 1 0 2.5 80 0 1 0 0 0 0 163,75 268.75

2 0 0 1 0 25 80 0 1 0 1 0 15.16 120,00 240,16

2 0 0 1 0 ~.5 80 0 1 1 0 23,00 0 155,00 283.00

tabel 5.19

De optimal. oploesing

k :;l'f *(kJ It, -IlkJ '1"J#(kJ "2~(kJ

0 2 1 0 0

1 3 0 0 1

2 0 0 1 0
f7

~ 0 0 0 1

4 0 1

tabel 5.20

de toegevaegde variabelen

k 1'., .IJ(k) p, ~(k)

4 0 0

3 0 12,5

2 0 0

1 0 12,.5



- 135 - 244/68

We zullen nu weer onderzoeken o€ de Hamiltoniaan

maximaal wordt voor de optimale oplossing.

De di€€erentievergelijkingen voor de toegevoegde

variabe~en kunnen met behulp van (5.93) en (5.94) als voIgt

geschreven worden:

Omdat de optimale oplossing bekend is (tabel 5.19)
kunnen we nu de toegevoegde variabelen berekenen (zie

tabel 5.20).

De Hamiltoniaan (5.90) wordt voor dit voorbeeld:

U{kJ =p., (k+.,) [(W.,lkJ-t J'7{kJ +u,{kJ] +Pl{k+r)[{""Ik) -1} ';talk} -+I.tzlkJ]
#11 I> /1_) -o.1'1?I/() _ /1.) -~~'2{k)

-10 II 1A1lK e. -2~ lf2-l ~ e +

~- \/1:.'h [ {1-u,{kJ] FIJ~ {v;J .,. {t-Ifa(k)) 1="1$11 (l1J]
Ais H tJcl aIleen die termen bevat van Hlk) die arhankelijk

ziJn van ~(k) dan is dus:

H1{Jd = f1{ku) u,{k){'), {k)+tl +/'I.(k+l)J41[kJ[:r,,/k) +1]

/1) -O;-11'r(Je) /J_) -D;'f"a.lk)
-23Llt LK e -25u2.£1( eo

-111" [{1-I.t.,{kJ}FIM,(l.;) -+ (f-il,,{kJ3 FM,fv.J]
V. Vt, •

Met behulp van de tabellen 5.19 en 5.20 kunnenwe nu HYoJ
als €unctie van u(o) bepalen.

HJo) = -tJ 'It u III} -~2 5" va/oj - 1'1Ji, [ ('-k.,/~JF~ 6;) -+ (t-HzIoJ] F"lt2 (Vall
, ., ~ \)~

J:n tabel 5.21 is H1o) berekend VQor aIle lDogelijke ~(o>.

~

I
TABEL 5.21_.

}lotloJ als- functie V&11

~(o)

lirlo) u"lo) H"/o)

0 0 .125,0

0 1 - 92.5
1 0 - 93.46
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Ui t tabel 5.21 voIgt da t 1-i10)maximaal wordt voor U.~(o)::;o

en UI~);1 • Dit is echter in tegenstelling met de

eerder gevonden optimale strategie uit tabel 5.19,
:?:odat het maximum principe ook in di t geval niot blijkt

op te gaan.

5.6. Het continue discrete model met lineaire_____~..-..111-:~--~-----"""-.-..---..--.:..-...--._-~-~-

W.!.!£!.ll.t.i..!'y'~~e lj...J!9:n~!.I!_~2!:_2!..~£.!.!.t~!!~~~!.£!.~~1~

5.6.1. !~!!!~!~§

De modellen die in de vorige paragra~en aan de

orde kwamen bleken geenvan aIle aan het maximum principe

te voldoen. Er werden hiervoor een aantal redenen genoemd

lolaarvan de belangrijkste nog steeds is dat de beslissings­

variabele 8lechts discrete lolaarden kan aannemen terwijl

het ste18el di~~erentievergelijkingenvoor de toestands­

variabele niet lineair is in de toestand (d.lol.z. van devor•

•~. (4.33) is). In deze paragraa~ zullen deze di~~eren­

tievergelijkingen met uitzondering van die van de kosten,

een lineair karakter krijgen. Dat zal tevens met zich

meebrengen dat de toestandsvariabele als ~unctie van de

tijd continu wordt, zodat de eerste numerieke oplossings­

methode van het twee-punts-randw~arde-probleemd:ie in

paragraa~ 5.2 werd besproken, in tegenstelling tot bij

het discontinue discrete,model, bij hat continue ciiscrete

model in principe weI toegepast kan worden. De procedure

om de di~~erentievergelijkingenlineair, c.q. de toe­

standsvariabele als £unctie van de tijd continu te maken

zal ook bij het continue model·ln hoo~dstuk 6 worden toe­

gepast.

De "geheugendetectie" van de opstartkosten van

paragraa~ 5.4 had, zoals we gezien hebben, belangrijke

bezwaren. De detectie met behulp van cumulatieve op­

startkosten bleek beter ~n eenvoudiger dan de detectie

met behulp van een e-macht, die in paragraa~ 5.3 werd

besproken. Daaro. zullen bij di t model de opstartkost.>en

cumulatie~ worden gebruikt, zoals dat 1n paragraa~ 5.5
is beschreven.
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5.6.2. ~~~__!!~!!~!!~!!~_!~~_~!_~!!!=r!~~!~Y~!~!!!J~!~~!~
van de toestandsvariabele

We b'aan uit van een in de tijd continu systeem

met een beslissingsvariabele zoals die o.a. in sectie 5.3.. 1.

gederinieerd is, maar met dit verschil dat u i nu een

runctie is van een continue tijdsvariabele t.

De toestandsvariabele zullen we als voIgt derini-

eren:

i=7.1··· n;; ~

Aan de hand van een eenvoudig voorbeeld kunnen we de

betekenis nagaan van deze toestandsvariabele.

Stel dat:

u·{t.)=o
"

Ui. (t) =1

(3= 1

We kunnen nu (5.99) schrijven ala:

/" -It -7;)
":J:i.{I:) = Ju,(r:)e dr.

I>

In tabel 5.22 is x.{t) berekend voor verschillende waarden
1 .

van t terwijl in riguur 5.6 een ander in beeld is gebracht.

tabel 5.22

De toestandsvariabele xi(t) volgens (5.100)
voor de aangenomen stra egie

t Xi. {tJ = 1/ -(t-7:)u,Jde dr:

0 0 = 0

1 1- e. -1 0,6321=
2 1- e.. -~ = 01 8647

J ~ _ e- 3 = 0,9502
4 1 - e -If = 0,9817

5 -of! _") 0,)611e -t-e =
6 e -2/1_ e -1;) = 0,1329
7 e.-~(,-e-'I) '= 0,0489
8 e.-Y(,-e..-'1) -+ ~_e-1 .- 0,6501
9 e.-~(1- e -'I) -I- 1-e.-2. = O,l:S713

10 b -b/of _ 4-"') -+ 1 _ t? -.3 ::0 0.9526 ,
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(5.102)

We zien dat door tcepassing van de integraal (5.100) de

discontinutte!ten' m de toeBtandsvariabel~ op het

moment dat een machine gestart wordt door arnemende

e-machten vervangen zijn.

Alvorens te beoordelen or deze b~schrijvinF. van

de toestand van het systeem eon redelijl(e benadering

van de werkelijkheid is zullen we weer terugkeren ,naar

het discrete geval en de differentievergelijking voor de

toestand bepalen.

Uit (5.9?) voIgt dat:

t+4t
-(I It. +4+.) f (& 1:

)(,(t+t:Jt)=. e jUi.{r)e etC
-0-

We nemen nu aan dat gedurende het korte tijdsinterval

van t tot t 1'-4e , u, Cr:) constant verondersteld kan worden,

en gelijk is aan ui(t).

We kunnen (5.101) dan als voIgt schrijven:
t-+4t

A: ·It+dt) .. .e. ~1:";tG·lt) -+ tt.. {t:) ~-p (f:-+
4i)J~f3r~

~ ~ t

-j3A{; I [-;'4tJ
=- e ~L·{t:) -+ i3 ki{io) 7-'e

Stellen we nu :

t:: kdi:

dan wordt (5.102):
)

(5.103)
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.1ierm'ge is de dif'f'erentiev"rgelijking voor de toestands­

variabele, die lineair is in.de toestand, verkregen.

Het is duidelijk dat xi(k) voor k=0,1,2, ••• volgens

(5.103) exact overeenkomt met xi(t) voor t=O)lit, 2 Ll t, •••

volgens (5.99) mits de beslissingsvariabele slechts

op de tijdstippen k ~ t kan veranderen.

Uit tabel 5.22 en f'iguur 5.6 kunnen we concluderen

dat, naarmate p kleiner wordt, de toestandsvariabele

een betere maat zal worden voor de tijd die de machine

buiten bedrij~ is, gedurende dis tijd dat de machine ook

werkeliJk bui ten bedrijf' is (in f'iguur .5.6 voor o~t.<l.t

en t:.~1). Een kleinem ,tJimpliceert echter ook dat de

toestandsvariabele ged~rende de periode dat de machine

in bedrijf' is (in f'iguur .5.6 voor 't~tL:..7 ) slechta

langzaam zal af'vallen. Omdat de toestand op een bepaald
-ACt. -t:)moment via de weegf'unctie e ,- af'hangt van aIle

vorige toestanden zal de invloed van het verI eden toe­

nemen naarmate f kleiner wordt, zodat de mate van re­

produceerbaarheid voor vergelijkbare toestanden geringer

wordt. Figuur .5.6 laat zien dat Xi(1)=-,0,6321 en

xi(8)=0,6.501 terwijl in beide gevallen de machine een

uur buiten bedrijf' is. Ten einde dit verschil op te

hef'f'en zou (h weer groter moeten worden, hetgeen echter

weer in strijd is met belangen die hierboven werden ge­

noemd.

Het is mogelijk deze vicieuze cirkel te doorbreken

door een dif'f'erentievergelijking te nemen die er als

voIgt uitziet:

(.5.104)

de

Ditzodat xi(k) voor ui(k)=O zeer anel naar nul gaat.

gaat echter weer ten koste van de linoariteit van

diff'erentievergelijking.

Daarom zullen we toch van verg~lijking (5.103) uitgaan.
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5.(,.3. ~~_~~~~~~~~~~~!~

Wat de opstartkosten betref't, deze zullen in de

praktijk niet lineair zijn in Xi(k).

Als dif'rerentievergelij~ngvoor de opstartkosten

nemen we:

Ais de machine in bedrij£ is oef'ent de toestandsvariabele

dus geen invloed meer uit op de grootte van de op3tart­

kosten. Uiteraard blijft het bezwaar van de geringe re­

produceerbaarheid bij kleine (!J bestaan omdat de toestand

op een bepaald moment via de weeg£unctie e-~tt-~) af'hanke­

lijk blijf't van aIle voorgaande toestanden.

Voor het voorbeeld van tabel 5.22 en voor

gi (xi (k»=50 e -1~i.{Jc) zijn de opstartkosten volgen (5.105)

in figuur 5.7 getekend.

Uit (5.105) voIgt dat we voor de totale opstart­

kosten voor n machines kunnen schrijven:
h

F~r (k+.,) - Fsr(k) = J wi. (k) ft.. (;(,.(k))
£=/

5.6.4. ~~_~!£!~!~~~!=~~!~~!!J~!~~~~_!~~!_~!_~~!!~!~~!:
variabele

V'Jor de brandstof'kosten gebruiken 'We de di.f.fex·en­

tievergelijking (5.83). Aangezien we weer stellen dat:

kunnen we met behulp van (5.8), (5.106) en (5.103)
het totale stelse! van dif'ferentievergelijkingen voor de

toestandsvariabele opschrijven:

/ -f'!"J/; ) / 1- ?M.)";t;i{k+1)--:f,,(kJ:. (e. -1 '2',(k)-I- ii ",·(k) 1-e
I)

'ZJI+,(k+1)-;(,II.,..,(kJ: l1ih 1[1-k,(kOF81f,(Vi.{Jo.,))lJi 4

v,··.v.. ,":/ "
+ i{ ul.{k)f,; 1~·lk))

,,":::. '12 ~" " k-o.1. ... /V-I
'oJ ~ -''J'

met ale beginvoorwaarden:
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5.6.5. E~_~!!!~~~~!!~!!!2!!!J~!~~!~_!~~!_~!_!2!'!!~!'2!
variabele--.._---- ..
Toepassing van (5.3) op (5.107) gee~t weer de

vergelijkingen voor de toegevoegde variabele:

i=1t···nI I J

omdat ook hier weer geldt dat

P"+1 0<1 = - 1 .J
k=o.., '" IV"" ~

De eindvoorwaarden voor (5.108) zijn, zoals gewoonlijk,

weer:
(5.110)

5.6.6. De Hamiltoniaan

De Hamiltoniaan, gedefinieerd volgens (5.28),
wordt met behulp van (5.107) en (5.109):

11

H[kJ:: ,?;., Pi. (k+~)[( e~4f:_., J~," (Jc) -I- ~ u,{k) (1-e.-P1J.i.)] ....
11 It

- M,'" l [1-""tk)JF~If,;(v".(k~.,))tjt -llii.{k)i;(;ki{kJ)
v,"'Y", ,,=/ '~I '"

Als kVk)alleen die termen van kQk)bevat die afhankelijk

zijn van ui(k) dan geldt dus:.. "
Uric) = 7h (1-e7

1J4t
) 1- p,;{J<+J/)u,·tk) -n"Z[..,-~,tk)JF~·(Vt!/O~»)lJt +

r t.=1 . ~",vJr' 1

It

- J ",'(k) 0: (~,{k)),=1 ~i.

5.6.7. Voorbeeld------..--
'Wat de brandstonosten en het te leveren vermogen

ale functie van de tijd betreft zullen we de gegevens

van sectie 5.5,7. gebruiken, evenale voor de minimale

en maximale capaciteit van een machine.

Voor de opstartkosten nemen we de volgevde

dif~erentieYergelijkingen:
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(,5.112)/k ) / ) - '1l (I< )
r!J7j (j +., = F57j.' Ie: + 30 "', (k) ~

- 'it., (Jc) / ) - :t.,,(k)
zodat dus: ;, ("Je,{Ie)) ': 15'e. en 1'1 (?t&(.Jc) = 3042.

Verder stellen we:

<:1/:. lC i uur

f = 1
'Jt,/o) Col-e.-2= 0, 0'6'11 (M 1 is dus 2 uur bui ten bedrijf)

-:t../o) = 0

Ook nu zullen we eerst de optimale oplossing be­

palen door alle mogelijke strategieln met de bijbehoren­

de kosten te onderzoeken. Uiteraard zijn alleen die kosten

van belang die verschillend zijn voor verschillende

strategie~n (zie de discussie hierover in sec tie ,5.,5.7.).

Vanwege het karakter van de toestandsvariabele

impliceert 2(2)=Q nu niet meer dat ~(3)=Q omdat elke

to••tand 'een ander verleden heeft gehad. In tabel

5.23, waar de relevante trajeetorieln zijn samengebracht,

zien we dan ook dat ~(3) steeds een andere waarde·hee~t.

Hieruit volgt dat er VOOT ~(4) 27 verschillende mogelijk­

heden onderzocht zouden moeten worden. Beperken we ons

voor het onderzoek naar de optimale beslissing u(3)

voorlopig tot de brandsto'f'kosten dan blijkt ui t tabel

5.16 dat alleen M1 in bedrij~ moet zijn, aangezien

Vr = 40 MW. De verhoging van de opstartkosten tengevolge

van deze beslissing zal dan, zoa1s uit (5.112) blijkt,

maximaal 30 zijn, zodat de tota·l e kosten maximaal

120+30= 150 zijn. Bij de beida andere beslissingen komen

al~een de brandstofkosten al hoger uit (155 en 163,75),

zodat u 1 (J)=0\ u 2 (3)=1 de optimale beslissing is voor

k.:::3.

Met behulp van tabel 5.23 vinden we nu de optimale

oplossing, die in tabel 5.24 nog eens opgeschreven is.



tabel 5.23

Overzieht van de mogelijke beslissingen ~(o) en ~(1) met bijbehorende kosten

I, (k) := It.,(k) G'., (~.,{k» ft (kh:. w~(Jd 1',. (k,.tk»)

';1:'/0) ~21o) tt.,/oJ /(1.(0) 1,1::1) I,. to) F~(,) 1'.,11) '1z(.,) ~~) ttzl.,) "It) 1'1.(") FIM(t}

0,8647 ° 0 ° 0 ° 125,00 0,3181 ° ° ° ° ° 163,75
0,8647 ° ° 0 ° ° 125,00 0,3181 ° ° 1 ° 30,00 120,00
0,8647 ° ° ° 0 ° 125,00 0,3181 ° 1 ° 10,91 0 15.5,00
0,8647 ° 1 ° 6,32 0 85,00 0,9502 ° ° ° ° 0 163,75
0,861~7 0 1 ° 6,32 0 85,00 0,9502 ° ° 1 ° 30,00 120,00
0,8647 0 1 ° 6,32 ° ," 85,00 0,9502 ° 1 ° 5,80 ° 1.55,00
0,8647 0 ° 1 ° 30,00 80,00 0,3181 0,6321 ° ° ° 0 163,75
0,8647 0 ° 1 ° 30,00 80,00 0,3181 0,6321 ° 1 ° 15,94 120,00
0,8647 ° 0 1 ° 30,00 80,00 0,3181 0,6321 1 ° 10,91 0 15.5,00

"K-,II.} ':t,,(t.) 1(.,6., "'/,) z,/}) ~1(~) ".,/~) ~"J) Isl~) 2;/'1) '2',,('1) Totale kosten

0,1170 ° ° ° 0,0431 ° ° 1 30,00 0,0159 0,6321 318 ,75
0,1170 0,6321 0 0 0,0431 0,2325 ° 1 23,77 0,0159 0,7176 298,77
0,74;)1 ° ° ° 0,2756 ° ° 1 30,00 0,1014 0,6321 320,91
0,3496 ° ° 0 0,1286 ° ° 1 30,00 0,0473 0,6321 285,07
0,3496 0,6321 ° ° 0,1286 0,2325 ° 1 23,77 0,0473 0,7176, 265,09
0,98 17 ° ° ° 0,3612 ° ° 1 30,00 0,1323 0,6321 282,12
0,1170 0,2325 0 ° 0,0431 0,0855 ° 1 27,53 0,0159 0,6636 301 ,28
0,1170 0,8647 ° ° 0,0431 0,3181 ° 1 21,83 0,0159 0,7491 267,77
0,7491 0,2325 ° ° 0,2756 0,085.5 ° 1 27,53 0,1014 0,6636 303,44
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tabel 5.24

De optimale oplossing

k 2, ~/k) tt7 ""Ik) 11',.1k) til.~(Jd

0 0,8647 1 0 0
1 0,9.502 0 0 1
2 0,3496 0 0,6321 0

3 0,1286 0 0,232.5 1
4 0,0473 0,7176

244/68

tabel 5.25

de 'toegeyaecd~ variabelen

k p.,*(k) P&~(k)

4 0 0

3 0 23,77
2 0 8,74
1 0 33,22

De di~£erentievergelijkingenvoor de toegevoegde

variabele, (5.108) zijn voor dit voorbeeld a18 volgt:

(5.114)

In tabel 5.25 ataan de.waarden die de toegevoegde

variabelen in het optimale geval aannemen, en die met

behulp van (.5.113), (.5.114) en tabel 5.24 berekend kunnen

worden.

De termen van d~Hamiltoniaan die a~ankelijk

zijn van Ui(k) zijn voor dit voorbeeldl

.,/.) ( 'f'}) 'f'l) 'J. -1(.,(k)Ht,'k = 1-~- ;f,{kf1 w,(k) -+(,-e-/jOJ(k.;'f' w,(k) -/5"It,(K)~ -+

Met behulp van de tabellen 5.24 en 5.2.5 kunnen we

hierui t 101%,) berekenen I
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Uit tabel 5.26 waar k1o}is berekend voor de 3 mogelijk0

beslissingen u(o), blijkt dat d~ Hamiltoniaan maximaal

wordt voor u 1(o)=0 en U2 (O)=1. Dit is echter in tegen­

spraak met de optimale beslissing g(o) uit tabel 5.24.

zodat ook hier het maximumprincipe geen goede resultaten

geef't.

tabel 5.26

k'!o) als f'unctie van
~(o)

u,Io) Ita 10) 11 1/o}

° ° -125.00

° 1 - 89.00
"

° ... 91, J-=:
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6. Het continue model

244/68

6.1. !~!~!2!~§,

In boo~dstuk 5 bleek dat, welke beschrijving we

ook gebruikten, het discrete model niet voldeed aan

het maximum prin=ipe. De redenen hiervan zijn al vele

malen aan de orde gekomen.

Omdat het niet gelukt is de di~~erentieverge­

lijkingen voor de toestand lineair in de toe stand te

maken (om het maximum principe toch te kunnen gebruiken)

moeten we onze toevlucht nemen tot een beslissings­

variabele die continu over een bepaald gebied kan

vari3ren. Het ligt dan min o~ mear voor de hand om

het vermogen dat een machine op een bepaald tijdstip

levert als toestandsvariabele te nemen, en de verande­

ring van dat vermogen ale beslissingsvariabele. De

di~~erentl.vergelijkingvoor een machine Mi wordt dan

(iie ook paragraa~ 2.3):

i. :: 7; 2, •. :.. n

(6.1)

De registratie van de tijd die een machine

buiten bedrij~ is geweest zal in paragraa~ 6.3 behandeld

worden. Dit zal gebeuren ·door de introductie van een

tweede toestandsvariabele per machine, die via een soort­

gelijke weging over de tijd a15 in eectie 5.6.2. ver­

kregen zal worden.

De detectie van de opstartkosten zal weer ge­

beuren met behulp van de methode van de cumulatieve

opstartkosten.

De brandeto~kost~n zullen in paragraaf 6.2 op

een andere wijze dan in hoo~qstuk ,5 beschreven worden.

De a~zonderlijke minimalisering is niet meer nodig

aangezien de beslissingsvariabele zowel het starten

o~ stoppen van een machine als de verdeling van het

vermogen over de inbedrij~ zijnde machines regelt.
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Dit brengt enerzijds een vereenvoudiging van de be­

schrijving van de brandstofkosten met zich mee.

Anderzijds zullen we zien dat er moeilijkheden ontstaan

bij het voldoen aan de restricties die aan het ver­

mogen per machine zijn gesteld.

Aangezien de verandering van het vermogen per

tijdseenheid een bepaald bedrag niet te boven mag

gaan moet het gebied JL , waarin E ligt, aangepast worden

aan deze eis.

Bij het continue model, zoals dat in dit hoofd­

stuk beschreven zal worden, zullen de differentiever­

gelijkingen voor de toestand benaderingen zijnvan

differentiaalverge~ijkingen.Alsverder voldaan wordt

aan de eisen a, b en c van paragraaf 4.2, dan zal

het maximum principe, als er tenminste een optimale

oplossing bestaat, goede resultaten moeten geven.

De paragrafen 6.4, 6.5 en 6.6 zullen het model

beschrijven op een, voor de toepaAsing van het maxi-

mum principe, noodzakelijke wijze. In paragraaf 6.7
zal een en ander weer met behulp van een voorbeeld

geillustreerd worden. Via de numerieke procedure van

paragraaf 5.2 zal onderzpcht worden of de geschatte

oplossing via een iteratief proces de oplossing zal geven

die de Hamiltoniaan maximaliseert.

6.2. De brandstofkosten
-~---~---'--~-

De brandstofkosten voor een stilstaande machine

Mi zijn uiteraard nul. Daarom kunnen de totale brandsto£­

kosten op het tijdstip k voor n machines ten gevolge

van een strategie u(o), ~(1), ••• ,~(k-1) als volgt

worden geschreven:

Hieruit kunnen we de differentievergelijking voor de

brandstofkosten opschrijven:

h

FI3K(J(+~) - FBR{/c) = L ((;(i.{k+.,»
1.'=1
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Zoals we reeds ecrder opgemerkt hebben kunnen

we geen restricties opleggen aan de toestandsvariabele.

We moeten dus op een of andere wijze ervoor zorgen dat:

In £iguur 6.1 is een gestyleerde brandstofkosten-
'"" nlQI<kromme getekend. Voor ~i>~i kunnen we zonder bezwaar

een z.g. penalty-£unctie invoeren. Voor Xi.4'::t/"i"is dit

echter niet mogelijk omdat hi(o)=O terwijl hi(x) twee­

maal continu di££erentieerbaar moet zijn naar x volgens

eis b van paragraa£ 4.2. Het invoeren van een penalty­

£unctie volgens de gestippelde lijn van figuur 6.1

zou dan als gevolg hebben dat de machine nooit gestopt

wordt maar steeds op een zeer laag vermogen kan blijven

staan tegen geringe kosten.

Deze moeilijkheid zal in de volgende paragraaf

min of meer worden opgelost door de opstartkosten niet

pas in rekening te brengen als de machine buiten bedrijf

gesteld wordt. maar reeds als Xi. ~ :t/",·h. Hierbij moet

er uiteraard wel voor gezorgd worden dat de brandstof-

kosten voor :Xi.~O mins~ens even groot zijn als voor

~~~o aangezien het te leverert vermogen niet negatief

mag worden.

6.3. ~.~-9~st.!!t~~t~

In sectie 5.6.2. werd de tijd die machine Mi
buiten bedrij£ is benaderd door de uitdrukking:

We zijn echter inmiddels overgegaan op een ander beslis­

singsvariab~le. De discrete u.(t) uit Rectie 5.6.2. kan
]. - -. 'Xi.l:I:)

hier evenwel vervangen worden door £ • waarbij

x.(t) gedefinieerd is in paragraaf 6.1. Dit geldt
].

echter niet meer voor ~i<O • Een betere benadering

van ui(t) in (6.3) is met behulp van een ar.etan-functie:

(6.4)
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Uit tabel 6.1 en f'iguur 6.2 zien we dat het "omklappunt"

vall (6.4) ligt bij xi=o zodat (6.4) bij het continue

model dus een vervanging is van ui(t) bij het discrete

model.

In de vorige paragraaf' hebben we erop gewezen

da t, in verbatld met de vermogensrestricties, er opstart-

ko stan berekend moeten worden zodra xi <: ?ci. ... '·11 • We

moeten dus zoeken naar een maat voor de tijd gedurende

welke de machine een vermogen produceert dat kleiner

is dan x;j'i1 • D:.Lt betekent dat het "omklappunt" dus

bij x.=x.~in moet liggen, hetgeen gerealiseerd kan worden
~ ~

met de volgende f'unctie:

waarbij a en b zo gekozen moeten worden dat:

(6.6)

Figuur 6.2 en tabel 6.1 geven een voorbeeld van de

(6) m;1lwerkingswijze van .5 voor xi =10 MW, a=10, b=99.

Een maat voor de tijd dat M een vermogen levert

kleiner dan x.ffl~ is dus blijkens het voorgaande:
~

t

'i, /0 = f [~ 5 -+ -Ii ayc,tfAh{-a. ?fj,LrJ -/0 bJ] e.-p It. -:h( 6.7)
-bP

De dif'f'ere"t;~"/vergelijking van yi(t) kan uit (6.7)

worden af'geleid en luidt:

fil{f:) +(3 ~.rl:) :: ~ s- + ~ o.rc.talf{-o. ','(/:) +b Y (6. if)
Uit (6.7) kunnen we op dezelf'de wijze als in seetie

5.6.2 een differentievergelijking voor y afleiden ;

- -p.tt -I-~t) 1[+4b I r JJ J'r
lJi (t +4 i) =e. _{., 0;5" + if a Ye;}4n -e>. '}(,' (t').~ b e t:k

t
.:. eo-(3{-h +~i)[ J[~5" -+ :;;aYGt4h{-Q ~Jl') -lob}] efT:oil: -+

-",.. tool-at (3" ]
+ J[~5 + :#.arcta,,{-a:t,Ic)oioblle ofr

t t

. =- e -($4'/;/ [~:) -I f,. Grctan (-Q =t,' b:) -+b J] e fI{i; -l:~l: -+-

-()D (t"4 6

. + e -p I: -fIJi)! [~~_ + arc tal't r-Q ~ (r) +b3Je pro«:

-f-'4t -(31t +'H:
t
) /.+4/; ] . (37:

=e. f;ft;ll:) + e )[0,5 -10 q,.-c.tan f-Q.?c:tc)-i>b3 e oil:
f-
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tabel 6.1

z1 (x) en z2(x) volgens (6.4) en (6.5) als f'unctie

van x voor a=10, b=99

X 0,5" + ; a~ctQl, (- 70~) A:: 0,5"-+i: ard.Qn (-7o':t+'9)

-4 0,992 -4 0,998

-2 0,984 ° 0,997

-1 0,968 1 0,996

° 0,500 4 0,995

1 0,032 6 0,992

2 0,016 8 0,983

4 0,008 9 0,965

10 0,003 10 0,250

20 0,002 12 0,015

We nemen weer aan dat gedurende het tijdsinterval van

t tot t+~ t x.(t) constant bliji't en gelijk is aan
J J..

?li.ti. +{J~) • (6.9) wordt nu:
1:+01.

( ) -j!tJt -~/t -+L1.-/;)r I r }llf ~7:'1.:. t -+12t = e. 'jJI:) -I- e- L q'5" -+ 7i arctan -(;I ~Jt+.1t)+hUJ e otr
t

(6.10)

= e. -('JtJtt:lt:) -+~ [~~- -+ ir arcta"r-A~,;{t+t1t)+h][r-e -j34t]

Met t:: ktJt I 'Ai (k12 t +llt)=':ti (k.~1) ~ y. (kof: h: ':Ji, (k)
I.

(6.10) over in:

, gaat

Voeren we nu y.(k) in als 2
e toestandsvariabele voor

J..

machine M. en stellen we
J..

':1i.lk)= 'A'11+&·{k),
dan kan (6.11) geschreven worden als dif'f'erentieverge-

(

lijking voor de toestandsvariabele ~~H(k)

Zll~i (k,.,) - ;J(/I.;.,.(k) =[ e -~4t:. 1]'1t".,.,!k) ?["'5" -+ ~Q,,;-IQIt{- (lJ'ltk)-'~"jk)+b}J[T- e:7'LJj
(6.12)



244/68

waarbij gebruik gemaakt is van de differentievergelijking

voor de toestandsvariabele x.(k) volgens (6.1).
~

Als differentievergelijking voor de opstart-

kosten nemen we nu:

(6.1)1

Aan de hand van een eenvoudig voorbeeld zullen

we nagaan of deze beschrijving van de opstartkosten

het gewenste resul taa t geeft. We stellen .1.3 = + 1 ,Itt,.., / .
a=10, b=99, Xi =10 MW, LJ.t =1 en

- 1'",+, {Ic} [ " r /) ]11l ('1- Ik ,.,) "'J. • Ik }) = 10 e 05' -+ 7i- arc-'/Q" -/0 ~'l'kH +99 'J
I. • (j J ""'''' (. J

Als beginvoorwaarden nemen we:

..... /) 0 ': /oj =60 /'f1,/J/f;,,+i. lO = ) .. /1
FS1. 10) = 0,

De beslissingen die gedurende een bepaalde tijd genomen

worden staan in tabel 6.2. De resultaten, d.w.z. ~~(k~

X".,.;.tk)~ ~('1ti.{koft)tl"~l(JtJ) en FSTi. (k) staan eveneens in tabel

6.2 en zijn getekend in figuur 6.3.

tabel 6.2

Voorbeeld van de berekening van de opstartkosten
volgens (6.13)

k "'dk) ~dl<J 1'''''i (k) ". ( J'J/(~.,J. '1;,.,." fir)) PST, (k)

0 .... 60 60 ° 9,968 °1 0 ° 0,630 5,309 9,968

2 ° ° 0,862 ll, 21O 15,277

3 0 0 0,947 3,867 19,1~87

l~ 20 0 0,350 0,014 23,3541

5 30 20 0,129 0,004 2),368

6 ° 50 0,048 0,005 23,372

7 50 2),377.-
We zien h~.eruit d~t voor '~n machine een redelijkc

bes0hrijving van de opstartkosten mogelijk is.

Er ontstaan als het ware 2 stabiele toestanden:
~,;" o<::.2' . .,(?{.h,,· ...Xi =0 en xi=xi ' ter\;djl het gebied t.. I.
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"'"hinstabiel is. Als X.=X. hebben we nog geen opstart-
1 1

kosten. Zodra x. < x.,",·n wordt er een· vast bedrag aan
1 1

opstartkosten in rekening gebracht, terwijl de brand-

stofkosten lager worden of gelijk blijven. Voor de

stabi9le toestand xi=O zijn er helemaal geen brandstof­

kosten meer; de opstartkosten hebben nog steeds dezelf­

de grootte.

Bij gezamenlijk bedrijf van meer machines ligt

de zaak echter anders. Als twee machines gezamenlijk

een bepaald vermogen moe ten leveren dan is het mogelijk

dat de minimale kosten bereikt worden in het gebied

waar O<:'1''''~11ft;"'' • Zouden we in een dergelijke situatie

M, uitschakelen dan zou M2 meer vermogen moeten leveren.

De lagere brandstofkosten van M, (die nu nul geworden

zijn) wegen echter niet op tegen de hogere brandstof­

kosten van M2 , zodatde totale kosten toch hoger zijn.
"'inEvenzo wegen, als we x,=x, maken, de lager brandstof-

kosten van M2 en het niet meer meetellen van de

opstartkosten niet op tegen de hogere brandstofkosten

van 1-1,.
De praktijk zal moeten leren of deze situatie

vaak zal voorkomen en of we de beslissing kunnen

nemen om, hetzij x.=O, hetzij x.=x.~(~ te nemen
1 1 1

zonder veel van de optimale oplossing af te wijken.

Indien het toch noodzakelijk zou zijn maatregelen

tegen een dergelijke situatie te treffen dan zullcn we 6f

de brandstorkosten, 6f de opstartkosten kunstmatig

moeten verhogen voor 0 <: ~c: ~ -:r/"";,
De ko sten voor xi ~ ° en :l, >"':f, ;";';, mogen ui teraard niet

veranderen, terwijl ook de differentieerbaarheid niet

uit het oog mag worden verloren.

De opstartkosten kunnen we bijvoorbeeld in het
"'litgebied 0 <: -:;to,' < 4-,' verhogen door de volgende flillctie

te nemen (n.l. de f. uit (6.'3):
:L

~·(~i.1 Jt."Ii,) =[p{~'S"+ :!rC4 rc:/'a" (-a.7fj. ..b)} + (6.'h)

- tt r~? + ~ arc.Jlfh, (- c: K,' ",01 )J] f.. {1:.nfJ,
b of.

I'ne.t p- '1 = 7 a.. ~?r i. JJt/h c ':::f 1
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In £iguur 6.4 is de £unctie

ei. (1'J:: 'Ir~ ~- + ~"-'via,, (-102-, ~,,)} -3r~~ .;. ~4'C';-(-lo~i -I!J)] (6. 15)

getekend als functie van xi.

6.4. ~.2j.~,r.~!l.t!.lL~.!'.K~I~~!f.!!lflE!.J!...Y22r_~_!2~~t~l2.<:!~-

variab~le
-...-~-......-_.-:.

De dif'f'erentievergelijkingen voor x. (k)
~

en x ,(k) kennen we reeds uit (6.1) en (6.12). De
n+

differentievergelijking voor de kosten voIgt uit (6.2)
en (6.13). De totale opstartkosten 'voor n machines

worden:
It

FST (k+ 1) = '-:5r(k) -+ l ~ (1,(1o"1).. 'An+j,{k))
,'= 1

Indian we nu stellen:

dan wordt de diff.erentievergelijking voor de kosten:

it "

~h-l1 (Jo~) - k th-i1 {k)::. .rhi.!?' (k•.,)) ...L I;, ('A'i, (ko/.,~ ~1H,.(k)),::, ,:::,
Het totale stelsel dif'ferentie~ergelijkingenvoor

de ~oestandsvariabele luid~ nu dus als voIgt:

i='1f .. , n
.. J ..

k::a., .,. )/-1
J ..

met als beginvoorwaarden:

t'~"2 " ·.~"+1.... .
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6.5. Q.~di..!f'~e,:r:Lt..!.!ye:£~~1..ti~!2.fl,~n_.Y22.!:..,j.e_!.~~~.:~~<1.~

variabele- .........------
Toepassing van (5.3) op (6.16) levert weer de

dif'f'erentievergelijkingen voor de toegevoegde variabele.

Ook hier geldt dat:

(6.17)

(6.18)

i :: t 1 ... h k- 0 1 ... #-1, 'J .; ., "J ,I

met als beginvoorwaarden:

(6.20)

6.6. De Hamiltoniaan
_.~_.~-~--_._-

De Hamiltoniaan. gedef'inieerd volgens (5.28)

kunnen we bepalen met behulp van (6.16) en (6.17):
~ n

J./{k):: ~ p~ (h.,)"Jk) ;. [ Pn';i.(J(1'1)-;t.,,~i. {kJ[e. ~4~ -~] ....
,=1 i.::,

n '

+~[1_e-fJ4ij1. P,,+,.{ht)[~1>- ~ -f..~y,./n,,{-a~i(k+.,J ~hJ]+ (6. 19)
lat

", h'

- {;, hi. (,,(/o~)) + l {(Ki.(k+~~ '".;~.(k))
Beperken we ons weer toT, de termen de af'hankelijk

zijn van u.(k) dan vinden we:
1.

H~Jc)= t P'.(h1)/,f.(k.) + 7T~ [1_e.-~/J,.t)i Pm.~·{k+"1)ayc,-IQ"(-~ ~~.(k+-t)+-b]+
(. =1 I. ~ I . "=1

" "-Ihi. (Aj,(k+.,J) - .r~ (~i.(k+t), '")".;,.(kJ)
£=1 ,=/
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We gaan ":tettr ui t van 2 aa chines, M1 en M2 , die gezamenlijk

het in f'iguur 6.5 geschetste vermo~en gedurende 4 uur moeten

lev9r(ln.

De karakteristieken van de machines zijn

brandstof'kosten (zie f'iguur 6.6) I

F8Jtr (k+.,) = FI3If~ (k) -+- t 1', t(ko#~)

minimale vermogen :
hll" Jp,l'h:l, :: '1'L ::: 10 ItfJtl

beginvoorwaarden .s

(6.21)

(6.22)

(6.2J)

(6.24)

(M1 staat dus ongeveer 2 uur

buiten bedrijf)

?c,,!o) =30 " 'A',,~)= 0

De overige gegevens *ijn I

f=7

De in (6.21) en (6.22) gegeven kwadratische brandstofkos­

ten geven uiteraard een veel te eenvoudig beeld van de werkelijk­

heid. Evenals de reeds ~ehandelde voorbeelden is ook dit voor­

beeldslechts bedoeld om te onderzoeken o~ de toepassing van het

maximum principe de optimale oplossing geef't.

De brandstof'koster. v~ldoen redelijk aan de verschillende

restricties:

- h.(o} = 0 (zie (6.2})
~

- h 1 (xi ) is groot voor grote Xi' dUB een soort penalty
~ t' > max
~unc ~e voor x. x.

~ ~

- hi(-x.} = h.(x.} zodat hoogstwaarschijnlijk de optimale
~ ~ ~

oplossing geen negatieve vermogens zal vragen.

De dif'f'erentievergelijkingen voor de toe.tand worden voor

dit voorbeeld (zie 6.16)} :
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.. :C7 (1<+.,) -::t, (I<) ="'7(k)

A:2 (10") -?r.,(k):: WI tic)

;r~ !k.,.,) - 'A'J fk) = (e -"(. .,)';k.J (k) ~[q so -+ ;. a".etal7{-?oi,!icJ -7";'7a) ~ ,9!JJ][7-e -~]

Xt{k-J~) - ';;,,(k) =Ie -t..,);;,,{/r) -+[~'S" + .,f.arctan (-70':Jz(le)-70"rtk) +.9t}3][,-e~j

X.5"(kf.,)-'7t,(k):: l{-:r,,(kJ+ It,(k)}
2

+ f.(-;f.,(k)-+Ul.lkJ}1. +

-'2.1'J (Jd[ I/"]
+30 e ~ 5' + iT are/a., 1 -ID~,(k) -~D ", /k).,J 9!)J -J.

-22't,(k)[ I r ]] (6 25)
"" ~o e. ~ ~- + q. a".e-itln ~ 70 ::t~(k) -70w~ (k) -+ 99 •

De differentievergeIijkingen voor de toegevoegde variabele

(6.18) zijn nu I

p (t) -p,(k.,..,) = - 70(7-e.-? ~(l(+.,) - ; {q.,{k) ... t,.,(/eJ) +
1 7r {-70",(k)-lo~,("J+99311-1

- z 7t'j (JcJ 1
+ .300 e . ------::-:---

7T (- '0 -;,[Ic)-70/,,(Ic)+9,J 2.+ 1

p,,(k)-pz (10"): _ lo(,-e-~) . r-(kH) _ ~{~~(k)+"'.a)] ....
7T (-7o~J.rIc)-10w,ti<J+JjJ'+f ;)

-2 ~,,(Jt.J
-l ~ooe. 1

7T (-7o':tz(k) -7o~Ik)+"J1.+'1

I 1) ) / -z;r~(JtJ[ I { ]1 1
,~ (k) - /,J (k -I.,) = Ie - -., ?J Ik'l1 -+ bo e ~ ~- -+ 7i arctan -10 ~a) -1o",(/(} -+" J

(6.26)

omda took hier weer geldt da t :

fso (J,J = - 1 k=~ ~ " '.. Iv'

Als ~et H1 (k) weer worden aangeduid die termen van de

Hamiltoniaan die afhankeIijk zijn van u 1 (k) en U2(k) dan voIgt

ui.t (6.25) :
1/.) / 1 ~-f

1-1 {k = f, ( k+f)~,!Ic) +(Jz (leI-f) Liz (Ic) ~ ~ ?J (k",.,) Q".cia" (-70,,4) -'0 J,;,(kJ ?!J~] oJ.

+ '1;e -~, (k"'f) O,.dQh (-7o';}z!Jr.) -7011, fie) ~-'5J -l tf', zlJ<) - f ?r" (1.)"" (It) +

I ./, 2 /. / 30 -Zl'J(kJ {/. }
- 5U.,'t!<} -i-walk)':I2/k}- 7je. arci4h -lo.".,/k)-1o"7(k)~-" +

~ -~ :?,,(kJ ( J
- 'iF e.. 4rctalt -?o'>t!kJ -7ol#z fit) -+39 (6.27 )

Aangezien :
;)(7 (k~.,)= 2"., (leJlo.,) -+ ~&(kl-")

= ';f'7(k) -+ ";1J.(k) -+w.,(k) +uJ.lk)
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kunnen we U2(k} schrijven als s
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(6.28)

Noemen we nu H2 (k) de termen 'ran H(k} die af'hankelijk zijn

van ~l(k} dan volgt uit (6.27) en (6.28) :

H2fk) = w, {k} [f, (k+1) -'pit (k+.,) - //;. 'A, (Ic) ~ J?lT (kH) - .:~~., Or)] 1-

f 1_e.-f I' ) 30 -!/,,{,,)] J (/, ]
~ -:;;:- ~Lk-l-~ - iie arcta" -?t:l2',{k)-7o"'7(k)y.~, +

1- 1_e-'f /j) to -2:t,,(kJl r /J 1(629}
+ ~ /,,,t'k.,.., - 7;: e Jarc,.,J,., -7o';tTlk.,.~+7o-:J'.,a)+1~"7/Jc)""JJ •

Stell.~n we nu :

c.,(kJ = -70:t)' (kj -;."

(6.Jl)

dan wordt de Hamiltoniaan :

J.tfkJ = w,{k) [a{k)- ~ 3667w7(kJ) -+ b,{k)a"t:ta,. CC~ (k) -~a"7(k)]

-4' /"7 (k)amtdr1l fCa ad+ 10 It.,(kJ]

Maximaliseren van H2 (k) als f'unctie van U 1 (k} voor k =
zou de optimale strategie moe ten geven.

Het langs algebratsche weg bepalen van het maximum van

H2 (k} zal het oplossen van een 6e-graads vergelijking betekenen.

Daarom is er een eenvoudig programma voor de Philips rekenmachine

P9202 geschreven dat via een zoekprocedure de Hamiltoniaan kan

maximaliseren.Tevens geef't dit programma voor bekende u(k},

k = 0,1,2,J de toestandavariabele"en de toegevoegde variabelea.

Omdat de convergentie van het rekenproces volge1l5 de 2e

methode van paragraaf' 5.2 zeel.' te wensen overliet werd een iets

andere methode gebruikt.

Uitgaande van de randvoorwaarden ~(O) en E(4} en van ee.

beginsc~atting voor de gebele strategie ~(o), ~(1), ~(2) en ~(J)

worden ~~1}, ~(2), ~(J), ~(4) en E(J}, E(2}, E(l} berek~nd volgens

(6.25) en (6.26). De betrekkingen (6.JO) tot (6.J4) geven ons nu
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a(3), bt(3) , b 2 (3), c 1 (3) en C 2 (3), zodat de Hamiltoniaan H2 (J)

bekend is. Via een zoekprocedure wordt het globale maximum van

H2 (J) bepaald als f'unctie van u 1 (3), zodat we een nieuwe schatting

voor ti1 (]) krijgen. De aanvankelijk geschatte strategie wordt fiU

aangepast met behulp van de verkregen u 1 (3) en de cyclus begint

W6er opnieuw. Nu wordt echter het maximum van H2 (2) bepaald en

hieruit resulteert cen nieuwe schatting voor u 1 (2).

Bij dit voorbeeld bleek dat, welke beginschatting ook werd

genomen, na canmaal op de bovenbeschreven wijze u 1 (3), u 1 (2),

U 1 (1) en u 1 (0) bepaald te hebben, de strategie ongewijzigd bleef

bij cen tweede "run". In tabel 6.3 is deze oplossing vermeld.

Uit deze tabel zien we dat op elk tijdstip beide machines

in bedrijf' moeten zi-jn, hetgeen -betekent dat de opstartkosten

tabel 6.3

De optimale oplossing

k X~(k) :r:-~ (k) X~(k) X~(k)

0 0 16 30 -16

1 16 6 14 4

2 22 22 18 18

3 44 -22 36 -18

4 22 18

geen rol van betekenis spelen. Hieruit volgt dat ~et probleem

ook statisch op te lossen moet zijn'met de incrementele kosten

methode. Inderdaad geef't dit dezelf'de strategie zodat, indien de

opstartkosten werkelijk onbelangrijk zijn in dit voorbeeld, het

maxi.um principe de goede oplossing geef't.

Nadere beschouwing van de gegeven brandstof'- en opstart­

kosten leert dat de opstartkosten niet opwegen tegen de verminderde

brandstof'kosten ten gevolge van het u~t bedriJf' nemen van een

machine. Wat de Hamiltoniaan betref't betekent dit dat de kwadra­

tische term

Lit!k) [ark) - o,3bbl"'7{k)]
veel belangrijker is dan de beide ar~tan-termen~ ..

In dit voorbeeld komt 4elaas het dynamische aspect

van het ~ptima~i8eren nauwelijks aan de orde. Ondanks alle wijzi­

gingen die in de loop van dit hoof'dstuk het oorspronkelijke model

moest ondergaan ten einde te voldoen aan de verschillende restric­

ties blijkt het maximum principebij dit voorbeeld toch de juiste

oplossing te, geven.
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Helaas ontbrak de tijd om de brandsto£- en opstartkosten
zodanig

in dit voorbeeldj,te wijz1gen dat het dynamische aspect van

het probleem duidelijk near voren zou komen.
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Ret discrete model (zieparagraaf 2.2 en hoofdstuk 5)

blijkt niet geschikt te zijn voor toepassing van het discrete

maxim~ principe ter bepaling van de optimale lastverdeling.

Dit is te wijten aan het feit dat de beslis~ingsvariabelebij

dit model slechts twee discrete waarden kan aannemen (zie ook

het slot van paragraaf 4.5).
De verwachting is dat het continue model wel geschikt is

voor toepassing van het maximum principe. Differentieerbaar­

heid is hierbij een belangrijke eis en de v~rschillende res­

tr.icties waaraan het model moet voldoen kunnen ~lechts met

veel moeite beschreven worden door differentieerbare functies.

De mogelijkheid bestaat dat hierdoor een te grot~ discrepantie

ontst£at tussen het model en de werkel1jkhe1d.

In dit verband verdient het aanbeveling methoden te onder­

zoeken waarbij wel restr±ctiesaan de toestandsvariabele kunnen

worden opgelegd, zoals bijvoorbeeld in 19}.

Bij verdubbeling van het aantal machines neemt de benodigde

geheugenruimte voor toestands- en toegevoegde variabelen

slechts met een factor 4 toe. Dit is belangrijk minder dan bij

dynamisch programmeren. Voor deze methode van optimale last­

verdeling wordt verwezen naar 2}.

Wat de rekentijd betreft, dit hangt in hoge mate af van

de convergentie van het rekenproces en daar is helaas nog

weinig over bekend.
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