
 Eindhoven University of Technology

MASTER

Kleinste kwadraten-schattingen volgens expliciete methode

Gaalman, G.J.C.

Award date:
1968

Link to publication

Disclaimer
This document contains a student thesis (bachelor's or master's), as authored by a student at Eindhoven University of Technology. Student
theses are made available in the TU/e repository upon obtaining the required degree. The grade received is not published on the document
as presented in the repository. The required complexity or quality of research of student theses may vary by program, and the required
minimum study period may vary in duration.

General rights
Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors and/or other copyright owners
and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the legal requirements associated with these rights.

            • Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study or research.
            • You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain

https://research.tue.nl/nl/studentTheses/d1c30cd0-a6a8-45c3-8363-92c641eef7f7


Technische Iwgeschool

Afdeling der Elektrotechniek"

Eindhoven

GROEP METEN EN REGELEN

\OQ~ b~e
ft ~,..~ ',. ft __"-<-:':-'";.~·'1

STUD I Eo~ i ;;.' '., ~'. ,; E" 1
Et EK 1R(; ;; '. \.. ' 't~,;-: 1L :...:

\ E - HOOG~;OU J
l~_~.ft~'"-" -----'-",.,_...._.

Kleinste kwadraten-schattingen volgenJ

expliciete methode.

G.J.C. Gaalman



VOORWOORD

Oit weralag tracht ean inzicht te geven in het a'atudeeronderzoeke dat

verr1cht 1. 1n de groep meten en Regelen van de Afde1ing Elektrotechniek
I

van de Techn1eche Hogeechool Eindhoven in da periode oktober 1967 t/.

Juni 1961.

liJn dank gaat u1t naar .1Jn a,.tudeerhooglaraa2 Prot. Dr. Ir. P. Eyckhotf

an mlJn begeleida2 12. A.J.W. van den 80a. voor hun ..ardevolle advi8zen an

kritleken tlJdena hat onderzaek.



INHOUO

1. InlaidinQ 1

2. Thaorie 2

2,1 Oa L.S. 8chatting 8

2.2 Oa II.V. schatting ,
2.3 Oa explic1ete an implic1eta .ethode" 12

3. Grenzen voer de covariantle matrix van de W.L.S.echattlng 14

... ..
4. Vergel1jking van COV~ L.S•••t COVflll.v. aan de hand van

ean praktlscha 8ltuatle 24

4.1 Het lngangsslgnaal 24

4.2 Oa lmpul.responsle van h.t proce8 24

4.3 Oa addltleve rul. 26

4.4. De tlollldlagrammen 34

4.5 VergallJklng van de L.S.8chattlng ..t II.V.8chattlng ..t

betrett het aantal be.erklngen 37

4.6 Resultaten van de 8imulatla an commentaar

5. 8epaling van de varlantle van de addltieve.rule

6. L.S. schattingen bil taruggekoppalde .yste.an

Appendice.

literatuurl1J.t

40

57

64

72

85



blad 1.

I. I I L I I D I I G

Indien men kennie omtrent bepaalde eigen.chappen Taft een d7namiech

Byllteem wil Terkrijgen uit obeerTatiee Tan ingange- en uitgangeeig­

naal. dan.komen Tele technieken in aanmerking.

Vaak echter wordt naaet de a priori onzekerheid wat betreft de te

bepalen eigenllchappen onzekerheid getntroduceerd door de rui.

(itoringen, die in het procee ontllte&n of die er van buitenat op

inwerken) en door de "voorgellchiedenill" van het procee.

TengeTolge van deze onzekerheid ie men genoodzaakt gebruik te maken

Tan etatilltillche technieken.

Enkele van deze technieken zijnl

"weighted leaat aquare elltimate", "maximua likelihood eatill&te","llini.

mUll riek elltimate". "continue model adjuatment", "interaitterend aode1

adjulltment", techniek gebruik makend Tan de "lIeneiTity" vergelijking.

Het gebruik van een Tan deze technieken sal o.a. afhangen Tan welke

eigenllchappen er bepaald moeten worden en de reedll aanwezige kennill

omtrent het procell. B.T. de "leallt IIquare elltimate" veronderetelt in

het algemene geval. dat er geen a priori kennill van het procea aan­

wezig ill. ne "minimum riek eetimate" daarentegen veronderlltelt kennia

omtrent sowel de ka.nlldichtheidlltunctie van de ruie ale van de te

IIchatten parameterllt

In dit aflltudeeronderzoek ie elecht. de "weighted leaat .quare eatiaate"

beschouwd en wel in het bijzonder de minimum variantie IIchatting otwel

de Markov .chatting.
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2. T H lOR I E

De '.L.Se (welghted least square) 8chattlng, die hieronder be8chouw4

wordt, schat punten van de impulsreaponale. Deze punten zljn voor t.

stellen in vector notati••

~T • (h(T~h(2T)'---jh(kT)},

~T is de getransponeerde van de vector ~, h('l'),----,h(k'l') elementen

van de vector, waarbij T op de tijdvertraging 8laat. ,

De '.L.S. 8chatting regelt een model van het PDce. met parametere

zodanig af, dat een kriterium R geminimaliseerd wordt.

Het krlterium R i8 het kwadraat van het gewogen verschil tus8en prooe8­

uitgang en modeluitgang.

W is een eymmetrische, niet negatief definiete weegmatrix. s

e is het verschil tussen beide uitgangen.

De besohrijvingswijze wordt in zijn g&heel discreet gehouden, aange­

zien er gebruik gemaakt gaat worden van de digitale rekenmachine.

Fig.l S7mboliseert de werking van de W.L.S. achattlng.

P...------, .!J ".j ~ 5
--'---=!~-+---1' .{ I 01 --IL..-- ---.I

11r-- -, e. ~ I

I A • 't--_w
_-_-0--'"__-+-1.1 VI 11---~-11 I 11-------.

"----II'.:' f , I I I

I-----j~

Fig.l.

• Een pod tiet defin!ete matrix J. i8 8en matrix met det. (J.. ) > 0r
voor r • 1,2,----,n

ll
~l.' ... ' 8~ \~

A • . '. .
-~ . .... .

. 8 ..... a
rl rr

Zie. P. Dowman. "Introduction to determinants and b1atrices".
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De proceluitgang l wordt nu geschreven in de ·vor. van 8en convolutie­

80m. Daarbij wordt verondereteid dat het syatee. in rust verkeerde.

m
;y(m1') • a x(n1') • h«m+l-n)T)

n-1

De convo1utiesom i8 eveneeDe in matrixYorm noteerbaars l. Xh

;yeT) x(1') 0--- - - - - 0
" "- I

;y(21') x(2 tP) x(1I)
"- I

"'-
..... I

..... ! h(T)" "" 'I
"

" 0 h(21')
"

:r(k1') x(kT) x('1')

•
:r(NT) x (N'l') (kT)

o _ - x(NT) ...
-- ...- ......

.....
"- ..................

y(N+k-1)1') 0 0 - - - .0 x(N'!)

Er 1s aangenomen, dat het prOC8S een e1ndige impu1srespone1e heeft.

Dus h(iT) • 0, voor 1> k

1'evene is verondersteid dat, x(iT) • 0, voor 1 , 0

en x(i1'). 0, yoor 1 ~ N

De laatste veronderste111ng geeft aan dat de "mee tdl1ur" eindig is.

Voor het model ge1dt. ! • X ~

Ret model kan gerea1iseerd worden door een vertragingslijn, een Bommater

en een aantal potentiometers waarvan de waarden bepaald worden door

Zie fig. 2.
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Pig.2.

!l i8 de eerste kolom van X

~2 is de tweede koloa van X enz.

D. kwadratische fouttunktie R dient n~ gea1n1ma118eerd te worden

! · ! - ! · ! - X(l
R • (Z - x'~ )T w<! - X ~ )

R • ~T W ~ _ !T " X~- ~T IT w ! + ~Tx'f i~x ~

Dtfterentieer naar

4.

R bereikt voor deze waarde van ~ eon abaoluut minimum.
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R. IIF :/1 2
- IIp(Jr! )11 2

er moet dan geldenl

,...
slechta aIleen yoor ~ • ~ bUDer8

T T· T IJ'\ T .1 T
2 ~ (X W ~ - X \V X~). 0 Yoor~. ~. (X ., X) X.!

• Een sYJlUII.etri.sche niet negatief definiete matrix is aItijd te

spliteen in deze vorme

Zies Forsythe G.E., Moler C.B. "Computer solutions of lineair

algebraic systems".
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....
Due R bereikt alleen een J!linil1um indien..ra. - ~

De W.L.S. Bchatt1ng h.att de volgende eigenschappenl

1. lineair, d.w.z. de 8chatting is een lineaire tunktie yoor h~t out­

putsignaal !

~ _ ~ ! met ~ _(XT " X)-l (If X)T

~ i (bi d) d E( g_) - ~ •". zu .,.r un ase , •w. z. !:

E(P-} - (xT'If x)-l (w X)T !

z-n+Xh.. - -

Indien E(n) _ 0, 8n ~ 1e,onafhanke11Jk van.. ..
E( p.., • (xT " x,-l(w x.,T x~ - ~

x dan g81dtl-
Bepaling van d. covariantie matriz .,an de W.L.S. Bchattingl
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De cOTariantieaatrix wordt bepaald door de cOTariantie Tan de rule

en het ingangssignaal.

Twee bijzondere W.L.S. schattingen zijn de L.S.(l.east square)

schatting en de M. V. (minimum Tariantie ofwel de Mat.kOT) schatting.
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2.1. De L.S. 8chatting

De least square 8chatting ontetaat wanneer W • I

(X'I) niet 8ingulier

cov ~ • (XTx)-l xT E(~ ~T) %(ITX)-l

Hoem N • Ei ~.~Tj

Indien de add1~1eYe ruis wit is dan geldtt

!l • <:j'2 I 1mmere,
n

J(n1
2) - E(nnDl'

... ,
E(n1n 2 ) " "-

"-

E{n.ni') • "-- - " "-
"- ,

E(n1nn) - E('l'\~'

bij witte ruis 1e E(nin j ) • 0 voor i t j

en E(n1n j ) • ~n2 voor i • j

De covariantie wordt dan:

cov~. vn2 (IT x)-l XT I X(xT 1)-1 • <:In2 (IT x)-l
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2.2. De K.V. schutting

..1De minimum variantie schatting ontstaat indien W• N dUB

T -1R • e N e.. ..

en

De minimum variantie schattingen hebben de eigenschap, dat de covariant1•.

matrix "kleiner" is dan al1e andere covariantie matrices, behorende tot

de categorie van de W.L~S. schatting.

'" '"D.w.z. COV ! W.L.S." COy ~ M.V. is niet negatief definiet.

Bewijsl Kies de matrices S en T

S • (m+l) x (n+l) t T • (m+l) x (n+l)

Veronderstel dat S ST niet singulier is, dan is

TT T _ TT ST(S sT)-l S T niet negatief definiet.

1mmers laat ! en t vectoren zijn met (m+1) componenten. Dan

geldt:

(~T S + ~T TT)(~T 5 + ~T TT)T ~ 0

aangezien dit de lengte in het kwadraat i8 y&n

de vector x • T t + STe..

TNoem A • S S , B S T C. TT T. ,

» Zies Grenander,U. and K. Rosenblatt "Statistical analysis at etat1onar,y
time series".
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C - BT A-1 B is niet negatief definiet

is niet negatief definiet

En vul ins

~ B~ - I(XT B-1 X)-l I is niet negatiet definiet

"'" ...
.. COy ~ W~L.S. - COy ~U.V. i8 niet negatiet definiet

Indien de additieve ruis n wit is, zijn de minimum varianti. 8chattiug-en "least square" 8chatting indentiek. Immeral

E(~ ~T) • B • ~2 I

z •-

Indien de additieve ruis een normale verdeling heert met E(ni ) • 0 en

var. (ni ). <::t is de minimum variantie achatting equivalent met de

maximum 1ikelLhood schatting.

Immers er geldt.
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voor a118 1.J

Conclusiel iedere zi heeit een normal. Terdeling

exp.

~waarnemingen hebben de volgende kansverdelinga

1

De maxiaua likelihood funktie van z is gedefinieerd als de logaritha.

van zijn kansdichtheidsfunktie&

1 n 1 1 • 1( ) - ( )~ \ ..~ - ( ).L - ( )L • lnP Zlt z2' -------zn • ~ln ZV Dr· ~ ~ .. l N ! .. l

De maximua likelihood schatting van een parameter vector h i8 nu die..
schatting die L maximaliseert met betrekk~ng tot h. Dit i8 echter..
equivalent met de procedure~

(z _ y)T B- 1 (z _ y) • (z - Xh)'r 11-1 (z - Xh)- ~ - - - - --
te minimalieer.en met betrekking tot ~ • Doch dit i8 identiek met de

minimum variantie schatting.
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2~3 De expliciete en impliciete methoden.

De tot hiertoe beschreven theorie (W.t.S. schatting) valt onder de zgn.

expliciete methode •

Immere er wordt gedurende een zekere tijd aan de ingang en de uitgang van

het proces gemeten en vervolgens inean8 de parameters van het proce8 ge­

Bchat.

..,
Het i8 echter ook mogelijk ~ ta berekenen na een iteratieve procedure.

Fysisch houdt dit in, dat het model in Btappen bijgeregeld wordt, totdat

na een aantal stappen een voldoende nauwkeurigheid is bereikt.

Deze impliciete methode wordt ook weI genoemd. "intermittent model ad­

justing technique".

Het algorithme dat vaak wordt gebruikt is.
"'" .... P
B ~ -:...!. (XT W1)-1 V E
~i+l - Li ·2 !

met E _ eT w! - (~ - X T) W(z - I )
•

(xT 'Ii x)-l fungesrt a18 ortho~81iserende faktor.

Pi moet aan bepaalde voorwaarden voldoen wil het proce. convergeren.

(zie. blad 96 van R. Deutsch. Estimation Theory.)

X wordt gevormd uit het aantal "samples" na de ide iteratie tot aan de

• 8te(~+l) iteratie.

T T T T T T'V E - -2 X 'I ! + 2 X W X f- i - -2 X W ! + 21 "! --

Elfr+l~ III ,Ef~ i~ + E!Pi (X
T

'Ii I)-lxTw( X(~ - (!i) + !)~.

:: Pi ~ + (1 - Pi)· EI~ i)

Indian x en n onafhankelijk en- -
Opmerkingl De gemiddelde waards van ~i+l is onathankelijk van de weeg­

matrix W.
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»e covariantie v&n ~ 1 ius
Fl.""

COy ~i+1 • E 1(~i+1 • E(~i+1») (1\+1 - I( ~i+1») TJ
• Et[~(l - Pi) - (1- Pi) E(~i) + Pi (X1' Wx; ..1 I 1' w( !!)J •

[f51 (1 - Pi) - (1 - Pi) E(~ i)+ Pi (Xi' Wx)",1 X'1' W ( ~)J'l'1
--,..... COY r'!i+l • ( 1 - 'i)2 COy ~i+ Pi2(1.'1 W X)":'1 X' W B .,'X(X·' WX)-l

Opmerking. Bij deze berekening .ordt X bekend veronderste1d, d.z ••eetbaar

zonder (meet)rui8.0e covarianti. b.rekening i8 in grote lijnen ana­
loog aan die argeleid door Ir. A.J.N. v.d. Boom.

Er zijn twee bijzondere geva11en van de impliciete schatting aan te geven,

n.l. W • I dwz. het foutkriterium .ordt niet ge.ogen. en W••-1

dwz. W • de inverse van de oovarianti. matrix van de ruis.

COy ~1+1 • (1 .Pi )2 COv~ i + Pi2(X' %)-1 XT I X(X' x)-l

-1 (1' -1 )-1 T -1
W • X I ~i+1 -r-i + Pi X 5 X % N !

COY B _ (1 _p )2 COy P. . + P 2(X1' 5-1 X)-l
l-i+1 i F·). i

In paragraat 2.2. i8 aangetoond, dat

Indien N. I ge1dt het ge1iJk teken.

Xu i8 onmidde11ijk te zien dati COy ~ i+l ~ COy ~i+1

w- .-1 W-I

Het afBtudeeronderzoek rioht ziohin de volgende hoofdstukken op de

parameterschatting volgens de expliciete methode.
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3. G R E N Z E H V 0 0 R DEC 0 V A R I A » ! I E V!! R I X V A •
D E W.L. s. S C HAT T I • G

De theorie die hier beschreven wordt is in grote Iijnen analoog .et

het artikel van '.A. Magnes and J.B. Mc. Guire, "Comparison ot least

square and minimu. variance estimates ot regression parameters". Annal_
ot Math.Stat. 33(1962), bIz. 462.

In het artikel wor~ de L.S. schatting en de M.V. schatting .et *lkaar

Yergeleken en grenzen Yan de bijbehorende covariantie's gegeven.

De theorie die hieronder voIgt vergeIijkt de W.L.S. schatting met de

M.V. schatting. Bet 18 niet noodzakelijk de additieve ruis stationair

te beechouwen.

I
I

....

"-----~~L.:I_!______llr------~---'~"II-+-~-__--J~

Pig. 3.

z. Xh+n- _ .. (1) X i8 een (n + }... 1 x k) matrix

~i8 een vector met de k componente~

~ M.V.· 0)

De bij deze Bchattingen behorende cov8riantie's zijnl
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(5)

B • cOYariantie van de additioYe rut ••

B • een(n+k-l x n+k-l) matrix
....

COY r-is een ( k x k) matrix

Oa nu de W.L.S. schatting te vergelijken .et de M.V••chatting sal

vergelijking (1) "gegemrm4iseerd tt worden

Stel • • p'r , P is een (n + k - 1 x n + k- 1) matrix

Vermenigvuldig Ygl. (1) met P

p z • P X h + P n- -
Boe. P ~ • ~ t P ! • ! • P X • 5

COY II • P COY n pT • F N pT .. JI

DUBI !. s ~ + ~ (I')

ST S • XT pT P 1: • XT W X

ST Sis' een s)"mDletrische lIatrix (k x k)

Er kan nu altijd e8n matrix B (k x k) geTonden worden, zodanig dat

1m-ers bij een s)"mmetrische lIatrix A, (t xi" bostaat er altijd

een orthogonale matrix H( det. H • 1) zodanig dati



Xi.8 L •

Xu ge1clt.

\ 0 . - - -0
f'1 '

o }~ .. ,.

,
, L • L

b1ad 16.

dU8 HL i8 .,n matrix zodanig dat (HL)~ 1(HL) • I

,
Vg1. (1 ) wordt nUl

· ...1 (1",! • 8 B J ~. ~ • 8 B I + ~ .1 I + ~

I is e.n (n + k - 1 x k) matrix

18 de "minimum variance" 8cbatting van f

(I~ M:1 I) aT )(-1 v-
(RT R)-1 RT Jl R(I' R)-l

(RT M-1 R)-l

~ .
V i8 4. "least 8tuar." schatting van IlY L • 8 •

-
tK.V.

; (RT 1)... 1 a' ! • I' !
0-- L. 8. •..
d:Jl.V. •

....

C.Ov. t L. 8. •..
(Ov. tJl. V...

(2-')

lu ge1dt.
... .,

JT enCOY~ W.L.8. • B COY [L.S.

.. ...
IT

COY ~ M.V. • I CO'1JM. V•



IlIlIlerel CO~.s, • B
T

ST P H p' S I •

B
T

XT .. n x I

-
COV¥M.V•• (I' sT (pT)-l .-lp-l S 1)·1 •

(IT xT .-1 X 1)-1 • 1-1(X' B~lX~lB')-l

blad 17.

IT s' S B • I

DUI. I COT iL.s. IT • (XT Wx)-l x'l • I W X(X' • 1;-1

En B COY iM. Y. IT • (XT 1-~)-1

I. De oovarianti~, gegeven in de tormu1e. (4') .n (5') alJn identlek.

indien en .lechte indien de deelruimte opge.pannen door k veotoren

van R sam.nvallen met de ruimte opgeepannen door k .igenvectoren van

M. Hierdoor worden teven8 de covariantie'. van tormule (4) en (5)
identiek.

De k eigenvectoren van M zijnl !il' ~i2------'~ik

De aatrix D i~ een (n + k - 1 x k) matrix, waarvan d. koloma.n

gevormd wordan door de eigenvectoren !ll'----'!lk

De deelruimte opgespannen door k vectoreD van R va1t. nu lamen met 4.

ruimte opgeBpannen door k eigeDV8ctoren van M. D.w.z••r bestaat eea

matrix C( k x k) zodanig dat D • R C (R is een 1in.aire combinati.

van D).

C is een orthogonale matrix wantl
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DT D • crt C

D' D • I omdat de eigenYectoren van een 17maetrilche aatrix orthogo­

naa1 lIijn.

Ste1 nu.l •§ • C I

tK
il de lohattin« VaD I •

Vg1. (1") wordt hier.ede.

{1' • .)

'/).i.1 \:.,
0 ... 0

... '-
... - ...

• ... 'I.0 . )~k 0
, )~;..

.. . " K

COY !t.S. • COy~)I. V.

~ .: H ~

COyti.s.· C COy Jt.s. C }

it If
COYt M. V. • C COy t M. V. C

COY.i~.L.S. • B COY I~.s. B't l
.., . h 'r j

COYJM. V. .• B COyI M. V. B

'"" , ...

COYfl •• t.s • • ·'co'l lI.V•
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Hiermede is de helft van bewering I aangstoond. Voor het resterende

bewijs wordt verwezen naar Appendix A.3.1.

II. Voor de covarianties eov i-L.S~ en eovJM.V. il een bO'Yen- en .en onder­
grens aan te geven.

)..MAX en).. MIN zijn resp. de maximale en minimal. eigenwaarden van de

covariantie matrix M van de additiev. ruis(na transformatie)

x
Ste1 waderom ~ • e i dan gsldta

eOVt)[ L.S. - CT R
T

M R C en eoi~)[ M. V'. _(crt aT )('1 It C)-l

C is so gakozen dat COV~ L.S. diagonaa1 is.

E is een (n + k - 1 x n + k - l)matrix, waarvan de kolomae.

(n+ k - 1) eigenveotoren van K bevatten. (E is sen orthogonala

matrix aangezien M symmetrisch is) ET E - r

Stel G - ET ME G is een (k x k)matrix

P is een (k x n+k-1)matrix

n+k-1
d.w.z. ~

j-1

2
p ij • 1 voor i-1 e---,k

A,
, 0

G - ,
0

A
n+k-l

n+l-l
(eov~ L.S.)i - j-l ~

r~
j

i • 'l,-----,k

M is 8en symmetrische, positie! definiete matrix. Van sen 8Ta­
. metri~che matrix zijn de eigenwaarden reell, van esn positief

definiete matrix zijn de eigenwaarden > O.
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n+k-l

~ P1j2 Aj ~ AllAXvoor1-l,---,k
j-l

leder element van de d1agonaal matrix i8 kle1ner ot gelijk aan
AMAX

"]I \.

COY t L.S. ~ ,f\ lU.X 1

.. T" • "covjL.S.· C COVt-L.S. C <AJUX I

"]I
Vervolgens wordt C zodanig gekozen dat COV~ M.V. diagonaal i8e

n+k-l

~
2

- 1 voor :1 - l,----,kP ij
j-l

'/)1 0...
...

G-1 _ ,
...

0
' )')..n+k-l

-1 TVoor ieder element van de diagonaal matrix P G . P geldt.

n+k-l

? 1
Xj voor i - l,-j--,k

j-l '

Voor (p G-l pT)-l geldtc
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i • 1,----,k

\ ... ~

A MIN I ~ COy t M.V •

..
A)lIN I ~ COV~ M. V.

\ ~..... "" l'
I\MIN B B ~ COY ~ M. V. ~ COY ~W.L.S. (~MAX B:It

A T 1 .... /' ..... \ T 1
MIN (X W X)· ~ COy ~ M.V.~ COY ~W.L.S. ~ I'JIAX (X wxre

..., ....
Indien ... I d.w.z. cova • COV/3 dan geldt./.: ... L.S. /- L.S.

AMIN COy~ L.S. ~ COyf. M. V. ~COVft L.S. ~~\lAX COYi L.S.
witte witte
ruis ruis

en \.aN )AMAX zijn resp. de minimum en maximum eigenveotoren

van )I • P N pT • I N I • N de covarie.ntiematrix van de additieve

ruts.

. ~

III. Voor de covtL.S. is naast de ondergrens covtu~V. ook nog e8ft

andere bovengrens aan te geven dan vermeld onder II. :
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Beschouw vergalijking (1") t ! a R § +!

kies Rl- '1

1'1'] • ~'1' R
T

R1

1 is een n+k.l vector met de eenheidslengte

- 1 - '2 is eveneens een vector met de eenheids­

lengte

~i8 een scalairt .~ heett dezelfde covariant1e matrix a18 a-
De covariantie van de L.S. en M.V. schatting van deze scalair zij~a

2 (T )-1 T (T ,-1 T .
<i L.S.· 21 "'l :!l 14~ ~:l - ~ M)-

2
<J ..

M.V.

l'l'(R
T

K R'l- f COyiL.S.1.

.....-1
("')rr M-l :2 ,-I _ (~T RT )('1 Ri )-1 .. (J 'l' .. COV!M.V~,-l

Er kan nu aangetoond worden data

waarbij ~MAX en ~MIN resp. de maximale en minimale eigenwaarden .i3n

van de covariantie matrix M.

Zie: 1. Katorovich L.V.(1948) "Functional analyse" and applied.

methematics(Russisch)

Usp~hi Math. Nauk 3. 89-185

2. Vergelijking 3.5 vall G.S. Watson "Serial Correlation in

Regression Analysis I.

Biometrika 42 (1955) 327



DUSI

blad 23.

110

En aangezien ( .tT COydM.v. -12 )-1~ ~ T COYi 'M.v.1

(zie bewijs Appendix A.3.2) ge1dt.

Deze onge1ijkheid geldt voor alle1 ---.

Vermenigvu1dig 1ink~ en rechts met resp. B en BT
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4. VER(EUJKlr.AG VAN cau ~ l.S. I'll£) COUF:m.V~ AAN DE HANO VAN (OJ PRAKTISCHE

SITUHU:"
____.._0<1,."".•__.........__....__'_....._..._.""'..._._' ..._, ....-_....

. Om experimentesl nm to gasn, in hDeverre de covariantie van de L.S. schatting

WgroterWil dan die van de M.V. schatting, worden beide in Ben prakti8che

aituatie berekend. Hiertoa wordt zo~al hat model als hat prOCS8 op de computer

gS8imulserd. Achtersenvolgens zullen diverse ondardal.n van daze ai.ulatie .

nader bseproksn worden:

. 1. het ingangssignaalJ

2. de impulsrespon8is

3. de additieve rub;

4. de flollldiagr8l1U1enJ

5. vergolijking van de

van hat process

l.S. schatting .et I.V••chatting \IIat betreft het aantal

z

bewerkingen;

6. re8ultaten van de simulatie en commentaar.
IU

4.1. Het ingang88ignaal.

Ala iog8ng••ign. \IIordt witte ruis gekozsn.

De reden van daze keuz8 18 dat in a8n induatrlBla 8ituatis de tluctuat188 ean

de ingang van hat to schattGn eysta•• a18 witte rui. opg8vat kunnen worden.

4.2. Oa impularesponsia van hat procea.

Hat procse i8 van de eerste orde. De impulsre8ponsi8 ial

h(t) • exp. ( 1 I t)-r

Er wordan viJt punten van daze i.pulsre8ponsie gsschatl
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h(O) .. 1

h( r ). -1 hOe

h(2 Z ). -2e h •

h(3'r ). -3e

b(4 t). ..4 b
4e

geleid hebben zijn de volg8nd••

wordt na

~. relatieve tout door dit afbr8ken wordt

.. "C e-4

)

4L 1
--t7:
e

o
1

~---. 0,02.4 _ I

t • 4 r voldoeade

dt .. r ( 1 _ .-4,­
8-4

•
• (1_e-4)

De overwegingen die tot deze 5 punten

- ...Lt
~o De impulsresponsie h(t) • 8 '

klein geacht en afgebroken.

): -+, dt. - C ~e-~
4~ ~~

Bet reste~ende gedeelte ie&

.!!,o Het probleelll is nu door hoeTeel "samples"

het reetarende gedeelte van de impulsresponeie (tuBsen 0 en 4r) ge­

representeerd moet worden.

Een lIlaat Voor het aantal "samples" kan in dit geval gevonden worden door

de fout te beachouwen, die ontetaat tUBsen hat oorspronkelijke gedeelt.

van de impuleresponsie ( 0 en 4~) en het oppervlakte dat ontstaat

door aen "hold" actie Tan de "sa.mples".

Indian de bemonsteringstijd Z; wordt gekozen. dan vallen 'er vijt IlsU1ples"

in het interval ( 0 ... 4~.

Het oppervlakte, dat ontstaat na een lineaire interpolatie (2de orde

"hold" actie) ,van de "samples" iss
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De relatisve tout bedraagtl

r(t + e-1 + e-2 + e- 3 + ie-4) _ (1_.-4)

(1_e-4) '"

Dit wordt als voldoende klein beschouwd.

0,13

Indien in het interval 4 "samples" gekozen worden, dan bedrsagt

Q8 relatieve tout 0,81.

De pool die behoort bij dit systeem (continu) i8 8 • - ~
Het discrete systeem heert een pool bij z • e-1 en een nu1punt voor

IS • 0 want 1

H(z) • i e-Il

o

-n't' z_~

z •
-1

z - e

4.3. De additiev6 ruis.----------------_.-------------------
Hat mag bekend verondersteld worden, dat indian witte ruis(stationair

en ergodiach) met een 8utocorrelatiefunktie III (tJ) • 'if 2 J((j)
T ww w

aan de ingang van een eerate orda systeem toegevoerd wordt, de auto­

correlatiefunktie van het signaal aan de uitgang de Yolgende iSI



'f; 1 VW 2 • ! 18/
nn (B) -2 Z; • ZO want •

~ ~w!i)
')

J{i] h) (t;J

WCS) r;~) ,.v'(.s)

bled 27.

g(t). ! 1.-t• w • G(e) • l_
~ (8+ t)

.~ ww(S) • <Jw2

r/.. (s.) = ~ (
i.nn to

2
1 1 ) 2 ~.L ( 1 ,+--1-)

...... .1 • 1 ¥;"UI •
.2 1;; . 1 1

a. - .+ i: -8.-. z; . ~ " 'Z;;

Terugtrenefar..t18 levert,

,U (-B).
f nn

1
2 z;,

-t Ie["/ 2
• ~ UI
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Hot 11gt in de bedG.ling d. addltieve rui. van het eyete•• de bovenstaand.

correlat1efunktie te gaven. Ooch aangezien het .yste•• op een digit.le

cDmputer ge81mulu8rd wordt, moet een discrete be.chrijvingawijze gegeven

worden. De computer 1s (via e8n subroutine programma) in staet -aemplea­

(getallen) te genereren met sen normaal verdeelde kenedichtheidsfunktie.

Deze ruis (-sample.-) is als wit te beachouwen omdat:

voor k +0 k • 1.2•••••

•et~.w (kT) de eutocorrelat1etunktie ven de i d• -.a.,l.-

De rui. 18 *tioneil', olldat 'Hi (kT). 't.j • (kT) • ~ 2,- , ..
Tevens ..g de ruis ergadisch b.schauwd warden.

( voor all. 1,J)

Deze -seaplee- worden toegevoerd aan een -hold cilquit- .et daaraeht.~ ge­

achakeld het eerste ordeprocee .et impulere.poneie.

g(t). !
Z;

1--t
• l"o Zis fig. _

I(~
JJ.

i
"I1laJ m(~)

~ /

((5)

Hat -hold oil'~uit· houdt d8 waard. van ••n -s..pls- 1I s.c. lang vast.
Hat s1gnaal na hat "hold circuit- doch voor het eerste ordeproee. heeft de

volgande gedaantez
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/4}11)

'T T 'T T -r- - - - - - -
6tlf'1

IVp)
1,/(.1)

- •
t

In hat intarval 0 ~ t (T 1. de uitgang net) van hat aarat_ ordaproc.. ala

vo1gt te be.chriJvena

z;. n"" (t) + n( t) II III (t) II .. (0) . U(t)

i -, ,1 '-'N(e)( a

N(.,) •

1 1
... 'r.)'" nCO) • z:

•

i .t .(0) + nCO)
1.+ -ZO

! .•(0)
•

net) II nCO)
1--te ZO

1
+ w(O)( 1- a - ~ t) VOOI" o ('t < T

net) II b1 nCO) + ( 1 - b,) w(O) o~t <T

n( 1 x T). b nCO) + ( 1 - b) III (0)

Met bahu1p va. volledig8 induct1. i••an te tonen data

T
. - ~.aarbiJ b II a

/:

gewo~d8n 18. 0 ~ b~ 1
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"11+1. b n. + (l-b) III.

De computer genBreert ru1&getallen lIet [, lI.l • 0,

met E t x ~ - ••ardt hier een ena••b1e gBlllidde1de bBdoB1d.

no • 0 due E ( nO} • 0

E 1"11+1 l • a

D. varianti_ van n wardt vervolgens berek.ndl

~.

I,

2/2+ 0 + (I-b) ~ ..
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2 b2 ...... 2 (1-b)2 2 ( 1-b)2( 1+b2) /.'2V 2,n· ..., l,n + v. • V III

I

2 I

tV 11+1,"

•
• (1-11)

2 <I' 2" f b
2 J •

j.O

" " 1· (b" ~ (1-b)1II )(b" 1 ~ (1-b)1I 1")..+ . ..- .-
2 2

• b ". " ...1 + (l-b) w. "_1 + (1-b)b ". 11. __1 ' + b(1-b) ". "..1

E llll. "II-If • E t1Il. 1Il...1 ( • 0

E(n. "..+1 t· b
2

E t". "...1 f + b(1-b) E I". 1Iln-1l

dual

E ~n2 n3~ .. b
J

(1_b)2<:1
2

1Il + b(1-b)2 ,,2••\,b(1_b)2(1+b2) <:1 2
•

,;
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[ 'n3 n4). b(1_b)2( 1.02 +b4) <J2.
I

.
[In. nm•1 l· ~.(l.o)2 b

...1

i
j=O

Op ge1ijke .iJze kan gevonden worden dati

n.+2 f .JII b2 (1-b)2
1_b2•

[ , n.
1-b2

E ~n. n••k { q-2 bk (1_b)2
1.02•

=
1.02• •

Uit de hie~ berekende ensemble ge.idde1den b1ijkt dat hat eignaa1 n a.n de
uitgang niet stationair is. Het inschake1verachiJnae1 ia hier debet aan.

Immera voor • groot genoeg (athanke1ijk van da grootte van b) ..g b2•• 0

veronderete1d lIorden.

De covarianti. matrix van n ~ordt nUl-
cov !!. E( !!. !!T )

n T ~s de gstransponeerde vector va. n- . -
[l nj2{ [/n1 "1+11

EJ nt+1' nil ~1~1{
COV n •-

~ -
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Indian 1voldoenda groot 18 dan geldtl

I'b -. 0 on dus

b
2 N

1 b . - - - - II

b 1 b

.y2 l-b b2 b 1
N • COV n- II l+b " .....

1 b
N N 1

b b .~ b 1

Oe ...pl. tijd T -eet geliJk ziJn aan de • .apl. tiJd T vermeld onder 4.2.
Hier.ee lIordt _ Y't;

b • •

Door ~ te varilren verandort de bandb~e.dte van hat ruiefilter. Hi.raee

ie .ogelijkheid geIntroduceerd om de aat. van -gekleurdheidw van de

additieve ruie n t. varilren.
- "-1De geInverteerd. covariantie matrix N, d1e nod1g ie bij d. ber.ken1ng

Or"k' ~',

van de covarianti. van de M.V. schatt1ng behoe't n1et m.~~v••en 8~brout1ne

matrix inversi. op de computer bBrBkend to worden. Het 1s Mogel1jk daze

matrix analyti8ch te berekanan.

1 -b o - - 0

'" I

-b
2

-b
,

b +1 I

" " f

~
,

Nil • l !:!:!!. 1 0 -b , " "- ,• I_b2 •w l-b I' "
,

" """-
'0

I " " " "-

" "
"- " 'I " ~\.

I " "-: ,,2+1 -6
I "- ")

'-, ""-
0- - - ~

0 -b 1

Hat optreden van de nu~~aq 1. t. w1Jten aan afhanke11jke:riJen waardoor·

de onderdeterminanten nul wordan.
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4.4. D. flowdiagrammen

Er ziJn twes computerprogramma'. geschrBven.

Hat aerata programma onderzoakt in h08varre da covariantie van de L.S ••chatting

"groter" 18 dan die van de M.V. 8chatUng als funkt1a van da • "gakleurd­

heid" van da additieve ruis n en b1J eenzelfde ingangareeka x met lengte ~- ---Door ro ta var16ren verandert de bandbreedte van hat rui.filter en daarmee

de mate van gekleurdheid van de additieve ruie.

~nee.t resp. de waarden 4.2.1. i, t. 0,15 an 0.1 aan.

~ =4 d.w.z. de bandbreedte van het rUisfilter is 4x zo groat ale de band­

braedte van hat te schatten systea. ~ De additieve ruis ie

biJ benadering "wit".
?:"J 1
/~ • 10 d.w.z.de bandbreedts van hat ruiafilter i. 0.1 meal dis van het te

schatten .yatee. ~ De ruis is stark gekleurd.

Om de invlDed van ds meatduur op de achatting na ta gaan wordt de langta van

da ingengsrseks van N • 6 tot N • 46 1n stappen van 10 geverleerd.

Het flowdiagram van dit programma is op bJz•. 35 gsschet.t.

Hat computerprogramma van dit flo.diagra. ia opQenoman in Appendix A.4.4.

In hst bovenstaande gavel is het niet mogaliJk die covarianties met alkaBr ta

vergelijken dia ontstaan ziJn biJ verschillende N aengezien de ~ dan niet de

zalfd. ia, Om dit tach mogeliJk te maken wordt gemiddeld nBar alla mogaliJk

voorkollende ~ • DUB ar wordt Ex I cav ~ L. S.} en Ex· ~ cau fi III. U.~ bepaBld

bij asn bllpaalde wearde N en d:ze vergeleken mat E: f cau ~ L.S.\ en Ex l cov ira.v. ~- -
b1j een andere waa~de van N. Het flowd1agram wordt gegevan op blz. 3~ •



I VERANDER N \

I VERANDER ~1

A-,-

IKIES DE LENGTE N VAN ~ I

I GENEREER ~ I

KIES DE MATE VAN GEKLEURDH(ID:~1

~

...
BEREKEN CDV /!L.S.

BEREKEN tOVI M.V. l

PRINT tOV.(3L.S.' cavI •.v. I

-
STOP

blade 35.,



START~

KIES DE lENGTE VAN HET
INGANG551GNAAL N

j

I
UERANDER %j KIES DE MATE UAN GE-

~l'"oKlEUROHEIO VAN DE RUISa

• GENEREER EEN INGANGS-
REEKS TER lENGlE N

....
aEPAAL: COUt a l.S. en

UERHOOG 1
MET 1. TOT :I

~

COUt j} II.U.

\

., "" ..
1cOUl I! l.S. • cOUl ! l.S. + cOVt_11J l.S.

cOUt If m.v. & cOV l f} M.V. + COU1_l !" m.u. I

PRINT: COV1;!l.S. / %

..
COU%,I.!m. u./~

STOP)

BlAD 36.



blad 37.

Voor het programma van dit flowdiagram wordt verwezen naar Appendix A.4.4.

In enkele gevallen ia de AMAX' ~mIN van de covariantia matrix N barekend.

Zie voor hat programma Appendix A.4.4.

Met behulp van de eigenwaarden z1jn de grenzen van de covariantis. berekend.

4.5. Vergel1jking van de L.S••chatting met da I.V••chatt1ng wat betreft hat

aantal computer bawerkingen.

De programma's die geschraven zijn ( zie A.4.4.) bisden de mogalijkhaid de

minimu.variantie Bchatting an de kle1nste kwadratenachatting te vargelijken

wat betreft het aantal computarbewerkingen. Bij deze vergelijking wardt oak

aen achatting volgans onderstaande instrumentais betrokken.
IJ

~,fDCfS

J( 1- ::J :r~ J-
J-'

,
f J-

4. 6
0

---~
1'1(J1J EL ..........-

,
Il ~'

~
.. - ~ .. R- ..- ,

\

T
• R .! a, DO ia ean -lower triangular-matrix.

Oa L.S••chatting volgen. deZ8 instrumentatia komt ovsreen met da m.V.achattino. ~'

t
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Varge1ijking van hat eantal computerbewerkingen indien .11aen~ berekend wordt •

...,1
~ M.V.· (0 X)T 0 X)-l (0 X)T 0 Z
/; 0 a a a -

011 z te berekenen is in a1ls gevallen evenveal "lIIerk'" veraiat.-
1.., ..,

L.S. ;1 M.V. ~ M.V.

BEPAAL A-X un )( BEPAAL A.X un I BEPAAL A.X UIT )(- -
" A1.!:J Aa

" B=AT A " CaAT N-1 " 'B=(A1)T A1

" B=C A

" B.B-1 " B.B-1 " B=B-1

" C=B AT " o. B C " C • B(A1)T

" z =0 z... ., - a -
!L.S. • C != Ill.V.

.0 z 1z /~ M.V. ,. C !- -

o••inilDulD variantie .chatting vereiet t.a.v. da "leaet" square" .chatting.

a. "n groep van bewarkingen lDeer, n.1. een ..atrix vermenigvu1diglng

b. kennis omtrent N-1 (hetgsen hier niet "vertaa1d"lIIordt in aen

aanta1 bswarkingen

c. meer gehaugenruimte n.1. de _atricas N-1 en 0
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De laatetgenoemde Eethode ver,i.t t.o.v. da L.S. achattings

a. t~ee "be~erkingen" meer n.l. een"triangular" ..trix-EatriX­

vsrmenigvuldiging en san "triangular" matrix-vector ver.enig­

vuldiging.

b. kenni. omtrent DO (hetgeen verkregen kan wordsnuit kennis van
-1N • en hier niet "vertaald" wordt in een aantal be~erkingen).

c. meer geheugenruimte dan de L.S. schatting (n.l. matrix Al en 0 )
a

an avenvae1 a1s de m.v. achatting want:
1A benodigt evenveel ale 0 .. en' Dobenodigt avenveel ala

N-1 ( waarbij N-l aymmetrisch veronderste1d i- II zodat elechta de

helft van N-l opga81agan bBhoeft te wordan).

Indien taven. da covarianti •• uitgerekend dienen te worden dan geldtl

.....
COu ~ L.S.

o • C NT
F" • 0 C....
COV! L.S. r . r

• I

"'"COV P-
I:: m.v.,

...
cov hm. V. • B

-'1
COV ~ m.v.

"1
cov~ I8.V. • B

...
De covarianUa. van de M.V. achatting zijn reeds uitgerekend. 0.. COV~L.S.

uit te rekenen zijn nogs

a. Ben tweeta1 "be~erkingen" nodig(hierbiJ i8 varonderate1d dat de

additieve ruie niet ~it is) n.1. twee matrix-matrix vermenig­

vu1digingen.

b. kennis omtrent N noodzakelijk i ••

c. geheugenruimt. nodig n.1. matrix 0 en F".

Concluaie. 1. Indien de additieve rui. nlet wit Ie en al1een da parametlr_
t

van het aystee. geschat worden'(du8 niet de covariantie.) dan

is de L.S. echatting wat betreft het aantal,computerbawerkingen

an gBhaugBnruimte verraweg nog het ge8chikt.te om toe te pBs8en.
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Teverla vereist de L.S••chatting gean keMia omtrent COV n •-
Oa~ewon." I.V. schatting za1 da voorkeur geniatan boven

de "andere" M.V. 8chatting, argezian van de aventuala nood-
-1zaak am aan aanta1"bawarkingen" am 00 uit N te verkriJgen.

Immers de "oewona" M.V••chatting vereist t.o.v. ~a L.S.

schatting een matrix-matrix vermenigvuldiging extra, hatgaan
kn.erkomt op 2 (N+k-1)(N+k) vermenigvuldigingen. cov ~ ia

symmetrisch verondarstald(etationariteit). k ie hlerbiJ hat

8antal te schatten parameters en N de ingangsreekslengte.

Oa M.V. echatting volgens de gewiJzigde opzet vereiat een

triangular matrix-aatrix vermenigvuldiging en aan triangu­

lar matrix-vector vermenigvuldiging extra t.o.v. da L.S.

schatting, hetgeen neerko.t op k;l (N+k-l)(N+k) vermenig­

vu1digingen.

Zoals reede veker opge.erkt, heart de I.V••chatting aan

"k1einere" covariantie matrix. In hoevarr. dlt vODrdee1

opweegt tegan meer geheugenruimta, ean groter aantal co..

puterbewarkingen, kenni. van N, zal .oaten bllJkan uit da

resultaten van da aimulatie.

Indion tevans bij aln schatting van de paraastara da ao­

variantia berekand moet worden dan verdient de M.V••chat­

ting de voorkBur wet batreft het .anta1 b••erkingan an d.

banodigde geheugenruimta. In dit geva1 i. voor de covariantl.

van de L.S. schatting oak kanni. van N veret.t.

2. Indian de additieva rui. wit is vallen a11a schattingen

8amen.

Dua
VI "l .... 1

COV~L.S. • CO~.V. • COV~ M.V.

4_6 Result,tan van da .imulatie en oommantaar.

Op blz. 43 tim blz. 49 ziJn da grafiaken ge8chat8t die inzicht gevan in da re8ul-..,
taten van het earst. computarprogra-m•• De COV~L.5. wordt ~.rgeleken Mat.de

~ .
COV~M.V. vDorverachillanda waarden van de gekleurdheid va~ de ruie bij aan-

zelfde ingangsreoka (lengta N). E:r worden slechta varianti~.' baschouwd (dit zijn

de dieQonaal elementen van de covariantie matrix). Aangezien hat verloop van d.
2 2diagonaa1 elementen V22 ,v33 vrijwel hetzllrde is (zie blz.43,44 en blz. 45)

wordt volstasn met hat schet.en van ~ .0. diagonsal alementen
II
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~42, ~552 wordan niat in baschouwing genomen vanwege hat feit dat daze in
.-- 2 2hat gaval van aen L.S. schetting hatzelfda zijn ela resp. ~22 • ~J. Dlt...

houdt in, dat COV~L.S. zowal links-ala rachts-symmetrisch is.

cov/fm.v. isniat links- an recht.-symmatrisch maar Ex ) cov~ m.v.} echter-wal.

Da grafiaken kunnan onderling nlat mat elkaar vergeleken wardan amdat de

ingangsraaka langta steads andars is.

Indian uit daze grafiakan raads vaorzichtig aen conclusle gatrokken wordt.
~ ~ ~

dan is het lIlBl daza I in hat gebled 1O > 2 vallen da COV p- L 5 en de COVa
.... 2 T 1 •• mv

naganoag samen. De COV gwlt =if n(X X)- ls aan goad. banadarlng voor • •

daze covariantias. Of, mat andera woordan, voar )flO) 2 lIagda 8ddit1eve

rule naganoag "wit- baschouwd worden, COV n !ll:" tf 2. I <p.v.. 2 1.
- w n

In het gab1ed 0 <)f;< 2 bagint covim V l8ngz8811 "kleiner- ta wordan dan
..., 2 • • 2

de COV~L 5 • De verhoudlng tussan <I, L S an <:f.. M.V. 1I0rdt hier n1et uit-• • ., •• '! .

garakend 88ngazien daza incldentale waarde nlat zo lntarassant ie.

Varechaldene gr.fiaken zljn ook voorzian van aen bovengrena AIAX~ll 2 wlt

en .en ondargrans ).IIIN V"11
2

wit. Zoels ta zlan is zijn de beide grenzen ·nogal

ruim, hetgaen niat ta varwonda.an is, aangazian,deze grenzan geldan vaal' .

alle lIogal!jke ingangsreaks8n due b.v. ook orthogonala regress!e polynomen.

Op blz.50 tIm blz.56 ziJn de grafieken gatekend volgen. hat twaeds co..

puterprogramma. Ex \
.....

L.sJ .. an, Ex ~ COV~ II. v.\ wordan mat elkaarCOV /? var--
galeken. Tavana is in ankale gavallen de bovangrsnB .i (~mAX + AMIN) x

V'\

(l/~ mAX + l"'.IIIN) x COV ~ M.V. gaschatat.
'",.,..,

Wat reeda near aan~aidlng van do aerste serla grafi.ken vermoed wordt, wordt

hie!' bawaarhaid I voor "%,.lvallen E~ \ COVj. m. V. fen E~ I tov fi L.S.\ nagenoao

Sllunen.

Voor 1 (2 gel.ideliJk -kleiner- dan E~ ~ cov~ L.S. {
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Z1-
2

C7;, L.~.IOO1snl I~ • 0.5 dan 1a 2 \::;1 1,6

V,/ m.v.

~ • 0,25 dan 18
c;t;2

11 L.S. <1'1 2 B
2 If"

Vll m.V e

~. 0,15 dan i.

2
~ll L.S.

~3,7

~11 M.V ••

~. 0,1 dan 18 ~ll L.S·~5,5
2

Vll m.v.

Bovendien valt op te .erken'dat deze verhoud1ng VOOI' kleinere lngang8rseka

kleiner i. dan voor groters ingangsreeke biJ e.nzelrd. ~ •

Naar eanl8tfing van de conclus1s8 in 4.5. kan nu gezegd worden dat voor %:> 2

de additeive ru1. al ·wit· beschouwd mag worden en derhalve het sanbe-

vel1ng verdient least square te schatten.

In het gebied 0 ( ~ < 2 zal het 0.8. van ds volgsnds taktoren athangen

welke 8chatt1ngswljze de voorkeur gaat genistenl

1. de overwegingen, goachatst ondsr de conclusies van 4.5.

(santal Itbewerkingen", hoevaelheid geheugenruillte, a

priori kennis)

2. de emslbandighoid van de add1teive rui8

3. de b8schikbare meetduur

4. walke "waards· wordt ar gehecht a8n 8en "iete batere~

schatting?
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s. B £ PAL I N G V AND E V A R I ANT I £ V AND ( ADO 1-

TIE V ( R U I S

Hot 1. mogellJk om naaat de linealre ·unbiased" schatting van de parametera

van het proces te gellJkettljd ean ·unbiased" .chatting te doen van da

varlantia van de addlt1ave ruls. Hierbij moet de addltieve rule aan de

volgende voorwaarden voldoen:

E( "i ) :I: 0 en COV n • ~2 I
- 1ft,

( de rule .oat _it z1jn doch zoall onder 4. geb10kan 1. "9 dit reads ver­

ondersteld worden ln hat daarbesproken geval voor ~.,. 2 )

P AI.
!J

,
~ /" - .,. ~-

+

11 ,
f.g ~ y

, -

Stel hat aantal te 8chatten parameters k.

Het .aten gadurende aen zekerB tlJd aan da 1ngang an ultgang van dit proc••

9aeft kann1s van ~( dlm N) en z ( dlm. N + k -1)- -
De 8chatting van da parameters 18 nUl

Hlermede kan domod.luitgang bareklnd wordanl,

Hot toutsignaa! a 18 nul
, 1

o • z - W 8 X h- - ~ -+ n -- ai, n _-



1
N - 1

! T! ia nu .an -Linbia.ad- .chatting van rvn2

blad 58.

•

Deza .chatting i8 zuiver .ant.

1

N - 1

• 1 J (N + k _1)<1 2 _ (XT X)-l XT!!)~
N- 1In,)

•

I " ,
"T

n A!!. (n 1 .!!""------, 'l4 +k-l)'

,
I

I
I

I

\t +k-l.

,
"

\ ,
,

~ f4.k-l.
\ t4.k-l,

TnAn •

n+k-l

Z
1

n+k-l

~
1

aij . ni . "J



E ( nT An> •- -
N+k-l
Z

1

blad 59.

voor i =1= J 2
E( ~i nJ> .' n voor 1 • J

N+k-l

~
1

x eo. van de d1agonaalelementen

van fAl

SOlI van de diagonaalelamentan van ~ AI. a_ van da diagonaalelemanten va n

X(xT X)-l XT

Nu galdt I SOlI van da diagonaalele.antan van IB!c,1 • 8011 van de diagonaal

alamentan van ) C t B{

dimenaiall k x k)

Som van de d1agonaalalementan van I C· B r• k

Dual
N 1

N - 1
1 { J 2 2N+k-l-k <f • <:f

,N- 1 n n

Ziel PLACKETT Regrea.ion Analysia

Door middal van aan eimulatia op da digitale rakenmachine 1a 1 (aT e)
N - 1 - -

i 1 'an val'. ,
N- 1

I
ayateall.

( !T ! )Jbarakend van het onder hootdstuk 4. genoemde

Hat tlowdiagram van dit co.putarprogramma ial



VERHOOG 1 IIET 1

TOT :r.

STAR~

KIES DE LENGTE N VAN
DE INGANGSREEKS

I GENEREER ~ 1 I

I GENEREER ~ 1 I

BtPAAL ! 1 • X h ~ ~

1 ...
BEREKEN ! 1 .. X~1

I

BEREKEN ! 1 • ! 1 - ! 1

It

BEREKEN~n Jz • ,~l (!T !) 1

1

BLAD 60.

BEPAAL

t

BEPAAL VAR

t

I

PRINT

M

E ~ ( ~ 2n ) 1 ? en VAR

-

STO~



BLAD til.

Oaze .imulat1. i. herhaald voor verschillend. waard.n van'N~ Zie voor het

computerprogra~maAppendix A.5.

Oe grafiek op blad 62. laat zien dat de 8chatting inderdaad zuiv.r i •• I...ra.

2 i 2 If Jv is 0,36 gakozen en E (v )
n n i

~ 0,36

Teven. i. in deze gratiek de .preiding ge8chetet. O••preiding ne••t at b1j

het groter worden van N.

Indien de addite1ve rui. niet helellaal"wit" 18 kan .la ••r.te var. van be­

nadering de covarianti. matrix van de additiev. ru1a ala volgt gedacht wordenl

1 d 0-··----- 0, " I

1
, ,

Jd ,,
I, , "-

,
0 ". , "- ' 0

• y2
"

"COU n I
, "" " _t- 1 ~ d ~tl- n , "- ,~

I ,
d., " , 1, ,

'"',0-- -':.: 0,- .:-:-.d 1

E (aT .)- -

J

Oe 8chatting van ~e varianti. i8 nu niet zuiver want. :)

...!­
N - 1

= 1 J ( N + i~ -1) <f 2n
N - 1 l

I

,

Noem A • X(XT,X)-l XT
I i

l,
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blad 63.

Il1tk-l

Z.
1

Ntk-l

aU n1
2

+ 2 2:
1

11

Ntk-l

~ ail • k is reeds aangetoond.

1

2"- r2
r-;""2 _ n
v n N - 1

1

Oez. schetting heeft dUB a8n -bias-.

Voor grote N kan een 1ndruk Qag8ven worden van deze Rb1as"'

VDor grota N en w1tte 1ngang.rula

• b voor N groot
\

r.

\
\

T

!a . a fE - -
!N- 1

• '1 2
; n - 2 d y2

n
N - 1

O.w.z. voor ~rota N mag da schatting ala zuiver be8chouw~ worden. Ook
i

indian hat 1ngangs81gne81 geen witte ru1s is, wordt de 8chetting voor grote. ,
N zUiver, doch dit 1s niat zo eenvoud1g ala bovan aan tatonan.
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6. L.S. achattingen biJ teruggekoppelda syste.an_

i9.
m--

~
~

~
!I r ~/-1' - - ,

- -I

In het tot nu toa b8schouwda gavel i8 etaeds varonderateld, dat de additiav8

rui. onafhankalijk ie van hat ingangsaignaal van het proeee. ~

Oaardoor kunnan da "weighted laast squara· .chattingen baatampeld worden

ale "unbiased" .chattingan.

Andera wordt het in hat gavsl van aan teruggekoppeld Iystae.

Zie f

Opa. Hat syetea. wordt volledig diac~e.t beschouwd.

Er wordt verondersteld dat da ruia .it ie en additie' warkt ap da 'Uitgang

van hat procse. Te.8.en .at de procsauitgan9 I wordt dsza rui_ valledig

tsruggekappeld near de ingang van hat procss.

Oe L.S. an M.V. schattlng van dit ayete8m verkregen door lowel x ale w te ...
. --

tenlchat niat punten van da i.pulsrasponsia van hat open loop syatasm,

maar punten van de impullrssponsie van hat teruggekoppelda syates. •

Hat eyeteam gaachetst in da bovsnst.ande flguur ias18 volgt t. herle1dana

r II If ~ III
- 5, ,1 -

r is (N+k-l) vector J N 18 het eantal "samplas·- ,
aan de in9ang J k het aantal ~ schetten param8ta~.

t
Da I - getransformaarda van r is a- r(z) • X(I)- w(z)

y(z) ~ H(z)( i(l) - .(z»



blad 65•

• ;(z) - n(z) • H(z) ( x(z)" (z»

Hez) 1
Hi8ruit vo1gtl II'(Z). l+H(z) ·)(:(z) + 1+H(z) n(z)

't1. (1.J

I

h'(z) -
I filiI.)-/.j. 1ItZ)

~I

X(z.) ~. ytzJ I1Z ~)
W(ZJJ.

~

X !I
~

HI...

( !1i!.> 1
Ho•• G z). l+H{z).n fez) • l+H{z) -
.(z) • G{z) X<z) + f(z) n(z) • G(z»)( (z) + ,.1 (z)

i • impulere8poneievector

o. witt. addit1.V8 ruie lIIordt gerUterd.

1 <

n (z) • f(z)n{z) ot Nl ~ r1 ,.
" .. - - -

.aarbij r1 e.,. ~low8t triangular" matrix iSI

"­

"

'I,',
f r "-• 2 , "-
I ,,; .....

,;' "" ,
I "

, '"I ' '-t .
H..k-l • - - - f 2

-- - - '0

I,
I
II, '0"1' ' -- t n

ziJn Puntan van d. impule­
rssponaie van dit filtar



blad 66.

Oe ..-l"at aquare- schatting van dit tal'uggekoppelde ayetae. t ••

Daze schatting is Juiver wanta

- • I

punt.n van d. i_pulerasponsie van hat

tel'uggakcppelde eyatee.

Dndanks het teit dat de additieve rui. n wit i. valt de l.S. schatting niet-eamen .at de I.V. schatting van dit taruggekoppalde ayete••• Immare de

additieva rui. n wordt nag getiltard (vanwage de tsrugkoppaling) door ,1.-Oa M.V. schatting i. niat uit te voaran, sangazien daze schatting kennie
1 1vel'aiat van r • Ooch am r te kennan i. intormatie van da impularaapon.ie

van het -opan
,1 • (I + H)-l

loop- eyete.. noodzak.liJk.
waarbiJ H .an -lowar triangular" matrix is bevattanda

punten van de impulere8ponaia van hat -opan loop- ayete••,

·0-- - -
..........

..........

..........

b2

\ " "I '<... .........

I ""-
I " .

"hN+k_l - - - - h2

- .,
I
I,
I
I

.......... !
""'- .... 0

~1

\

I.

{
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lIIoeatal lIIorden hk+l ' hk+2 , _VI. .-,hN+k_l voldolnde klein belchDulld dual

~IIR~+~.H!+~J

r • x - \I- - -
•• H(x - w) + n- -. -

... ! • (I + H)-l H~ + (I + H)-l ~ • I + ,1 ~

------_. ,1. (I + H)-l

Nu i doo~ g.achat ie kan hieruit efgele1d worden. 1a een .chatting van h-

-------"
! • R

l !!tevene galdt.

v II (I + 8)-1 8 x- .
! • XI- •r ~

1r .x-v--.- - -

I"HO/)£L. - - - -

! I + 4':' I A: 1 ->-1-:----

L _

Hieruit kan afgeleid worden. \l 8 ., ~(I _j1)-1

~ en 8 Zi~n ·lower tri.ngular· matriaea I

Inclien dua'l bekand 18 18 f bekend en derhalva B ~ ~
I/-- T '

Het krite~ium. min ~ ! is geminimaliaeerd vODr/~~. oit koat niet ove~
'- : ..

een met hat minimum van het kriteriull Voor f} .: Il '. .oe echatting
'"

van h i8 niet zuiver omdat in dit gaval da ruia niet onathankelijk van-
de ingan9 van hat procea iB. Wel kan opgemekrt worden dat de Bchatting,
van ~ a,ymptotisch zuiver zal zijn vanlllegB het 'eit +at de echatting

van 1. lh dit geval gel1jk ie aan i.(

oa bovenganoemda .ethoda kan ala bBwerkBlijk b8achouwd worden. Ean ..thada 0'
direct de impulsre.poneie van het ·open loop· ayetee. te bepalen ia de volgand••



blad 68.

Indien x en • gedurende een zekere tiJd ge.et.- worden dan ie ook r bekand n.l.- - -
I' • X - •- - -

-n-
~ ~ ,z; ~

!I' AI- ""... ..- I ~ I
I II II
I I
I
~

lIe&rl'~AI'r

0001' nu I' an • ta ·corr.leran· ia da i_pulere.ponaia van hat ·opan loop·- -
8Y8taa. diract te schatten.

'" T -1 TDe L.S••chatting i81~. (R R) R!

R i8 aan matrix opgebouwd u1t R-
De 8chatting i_ niet zuiverl

Met behulp van de CAYLEY - HAMILTON theor1a 1s

...Lr(RT R)k-l + a (RT R)k-2 + . __.. , _
ak l 1

k i8 hat aantal te schatt8n parameter_,

ak, ak_1, -----, al!.ziJn de coBffic1.nten van de karakt8ri.~iaka polynoa- van

". (RT R)

Aangezian o.a. En r( RT !!) F ....g aangeno..n worden dat .

E ( (RT R)-l RT !!)\ ~



blad 69.

Oat En ( Rl ~) j; 0 ken ala voIgt duide1ijk gell8akt wordent-
! • I + ~ • R ~ + ~ • H ~ + ~

r •-

.Barbij •

~l
I
I
I
I
I
aN+k-l

,,--------q
nl '---- --- l

........ --- II -- __--.........,
..............................,J

I -- a-I

I
J

De 8chatting i8 niet asymptctisch zu1var want

voor N nBar oneindig.

Ean 8chBtting die weI 8sy~ptoti8ch zuiver i8 en mindar bewerkel1jk dan de aller­

aerate methoda 18'

i . /xl R)-l Xl !

O••chatting i. n1et zuiver omdBtt

En l./(Xl R)-l Xl ~rf a-
WeI is daze schatt~ng 8symptoti8ch zU1ver omdat voor N__~
dat.(Xl R) :f 0 ~odat (Xl R)-l Xl ~_ D

I
I

date (Xl R) • dat.' [xl (I + H)-l X _ Xl (I + H)-In].../.. DN__ N-.-.. r

Xl.'n_o
•
\

gut en
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••In het gava1 det 81echt8 een parameter ge8chat wordt ken aangetoond lIIorden

dat met daze methode het kr1t.r1um min. r ~T !)gem1n1me11••ard wordt

voor
111

)t

! 41
IVfo ~- --

+,. It' ;', f + ~
\, --

• • • - v •- - - 1
~ • ~!: • j3 (~ - ~) - ! •

fJ
1+13

x-
.T •• (III _ v)T (III - v)- - - - - -

(. -- "-----x)
1 + j3 • •

T
III 11I-- - 2 /3

1 + 13 "
2

+ lIt r2 )(T)(

D1fferenti.ar near fi I

)(1 r. TA )(,111-- .'.-

2 (J,

:5
(1+j3, )

.i,
T T

( - ( l+~, ) ~ ! + f3/! !). 0
2



CONCLUSIESa Het blljkt blj geen van de d~1e genoemde .ethode••oge11jk .en

·zu1ve~e· schattlng van da pa~••ete~a ult te voeren.

Het bapalen van de ·d~a.pel· (we~ke11jk. waarde van da p.~a­

mete~a - En ( geschatte waarde» i8 nlet mogelljk, omdat de

mathamatische uitdrukking hlervan vrij complex i ••

Twee van de dr1e methodes ~ljn asymptot18ch ~uive~. Hoe·enella~·

de asymptot1sche waarde bereikt wordt des te balangrljkar de

twes methodes worden.

Door de terugkoppallng wordt aen bsschrljvlngsw1jze in hat

tijddoma1n bemoel11jkt, zo nlat onultvoarbear.(baschouw daartoe

Ben eystesm met Ban vertraging 1n de teru~gskoppelde katen).

met d. bovengeno8mda methode8 zljn m.l. de .ogelijkhedsn,om asn

leaet square schatting van de parameters te doen, uitgaput.

J,



APPENDIX

"'-
Ste1 dat COY J: L.S. •

~

COY dM. V. • Toon daar aan dat de dee1ru1mte op-

gespannen door k vectoren van R samenva1t met de ruimte opgespannen

door k eigenvectoren van K.

"-

COVd_L.S. is een symmetr1sche matrix. Er is nu een orthogona1e matrix

C te v1nden zodan1g dat :

""
C

T
COV J:.L.S. C d1agonaa1 is.

Ste1 t£)5 • C § De h1erbij behorende covar1ant1e is.

CO'1 j x • (Rli T )(-1 R .)-1 met RJ[ • R e
Q, M.V •

li

COV }li • COV ~ en d1agonaa1
(f- L.S. ()-- M.V.

(Rx )T MR •• «RK)T 11- 1 RK) .1

Besohouw nu 8en component van de covar1ant1e. Er moet gelden.

«R1
*)T •• R

1
X). «R·)T -1 R K)-l 11k- i I~ 1 vOor· , •••••• ,

met (R ~)T R.~ • 1 • venwege de d1agonaa1vorm van de matrices.
1 1)

.,

\
Ind1en R1

S een eigenvector van Jl 1s dan is voldaan san de vergel1jk1ng

«R x)T MfR ·) (R K)T loC 1 R )-1
1 i 1 • 1 1

de matr1x beetaande u1t k eigenveotoren
• ¥

R1 . 1 • 1 t •••• t k· 18 R --...
) I



b1ad -73.

Er ge1dt Rll
• R C ..

De dee1ruimte opgespannen door k vectoren van R va1t samen met de dee1­

ruimte opgespannen door k eigenveotoren van M.

l5Indien Ri geen eigenvector van If is dan is hetmoge1ijk de vo1gende

verge1ijking op te ste11en.

x·.I( Ri ·)i Ri + IL Ti ,Ti is een vector loodrecht op de vector R~

...-1 R it _1 R)[ .A' u-1 T
• i· Ai i-IT" i

1.-
~ i

-.
Dit is moge1ijk indien 1 ~. 0 :-RiI

\ is een eigenvector van )(

( K)'l -1g Ti loodrecht op R i )( doch dez~ =oge11jk-
o

heid geeft hetze1fde resu1taat a1s onder 1-
n .1. J 1 ' 1 R. ..e:. ,,-1 T

14 R
1

J[ ."Xi i -Ai ~ 1

TVermenigvu1dig met Ti I ,

T T 1(-1 R 11. '&., TT 141 '1\
i i - ..\ i i 1,

TiT )1-1 R
i
x • 0 t TiT U-1 Ti :f ~, Ai¢. 0 -.~ .0

Cono1usie. RiJ[ is een eigenvector van M. Zoa1s reeds eangetoond "a11en

de beids ruimten nu HameD.
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A. 3.2 •
.

Bewijs dat.( ~ T
~ -1 1 T ...

COY I M.v.i )- ~ 1 COy t M.v.E

Beschoulrl g :. '[d f~

0/. • scalair.)t is "unbiased" ruis met El~~-rl .. COV 'jo K.V.

De L.S. Bchatting vano(.heett de volgende oovariantie.

T &,.

~ COy 1. K. V. ~

De covariantie van de M.V. schatting bedraagt.

( 2T COV}-l ~)-l
- - M.V.-

De cO'Yariantie van de M.V. schatt1ng is IlU "k1einer" dan die van d.

L.S. sohatting. dU8.

T .... -1 )-1 ../ T "'"
([ COY J M.V• t 0 (? COV ~ M. v.l )
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A P P t N 0 I X

lot ..
Hat co.puterpragra~ op bIz. 76 t/. blz. 78 betekent COV~L.S. en COV~ I.V.
ale tunkt1e van 1fo (~~ ~ ('I ) biJ N • 16.

Het op de blz. 79, 80 en 81 gegevan computarprogramaa bar.kent

en

biJ N. 36

Ten.lotte i. op blz. 82 hat computerprogramma gegeven woor de berekening

van de eig.nwaarde van de matrix COV n biJ lngangareekalengte N • 6 an•. ~/ii f" It;, ,<'-I

i,
,

Op d. blz. 83, 84 ie het computerprogramma gegeven ter berekening van de
2 1

ge.iddelde waarde en de variantie van ~n in het gevalidat de ingengl.

reekelengt. N. 96.

i



DISK OPERATING SYSTE~/360 FORTRAN 360N-FO-451 21

DIMENSION HIS) ,W(10) ,X(46) ,RnO) ,AlSO,S) ,BIS,S),WVl5),WWl5),
IC ( 5, 50 ) ,CO VN 15 C, SO) ,0 15,50) ,F (S ,5) ,G l( 5 ,S ) ,I (50) , Bl l 50 ), GH I 5,5 )
Kl =15
DO 11 1=1,5

11 Hl I)=EXPl-l+l.)
WRITEl3,83)

83 FORMA T l' DE TE SCHATTEN GETA LlEN .)
WRITEl3,S2) lHU),I=1,5)

82 I FORMAT 1/5Fl1.8n
"t" DO 10 M~3,2,9

N=5*M+ 1
DO 60 1=1,5
DO 64 J=I,5
GLCI,J)=C.

64 GM I I , J ) =C.
60 CONTINUE

KKl=1234561
DO 22 1=I,N
CALL GAUSSIKKl,l.O,O.O,V)

22 Xl I ) =V
DO 23 K=I,N
DO 24 1=1,5
J= I+K-l

24 AlJ,I)=XlK)
23 CONTINUE

KN =N+4
K I =N+ 1
DO 25 K=KI,KN
K I I-=N+5-K
DO 5 1=1 ,K II
J = I +K- 1
J J = I +K-N
AIJ,I)=O.

5 Al I, J J ) =A l J , I )
25 CONTtNUE

DO 26 1=1,5
00 27 J =1, I
BlI,J)=C.
BIJ,I) = C.
DO 28 K= I, KN

28 Bl I,J)=Bl I,Jl+AIK,I)*AlK,J)
27 B(J,i)=BlI,J)
2f: CONTINUE

CAll MINVIB,5,Dl,WV,Wk)
WRITEl3,15Cl/

150 FORMAT l' LEAST SQUARE WIT I)
WRITEl3,t:3),IIBII,J),J=I,S),I=1,S)

.. DO 9 KK =1 , 5'
- E=EXP(-2 •• -lKK-3»

KN =N+24
DO 20 1=1, KN
CAll GAU5S lKl,O.6,O.0,V)

20 WlI)=V
Rll)=O.
DO 21 I=li,KN

21 Rl I+l)=E*RlI }+(l-E)*WU)
KN =N+4
DO 29 I =1,5



21/03/68 FORTMAIN
DO 30 J=l,KN
CC:O.
DO 31 K= 1,5

31 CC=CC+ACJ,K)eBCI,K}
30 C ( I, J ) =C C
29 CONTINUE

DO 68 1:= 1, KN
DO 32 J =1, I
COVN(I,J)=Eee(I-J)

32 COVN(J,I)=CO~NCI,J}

68 CONTINUE
DO 33 1=1,5
DO 34 J=I,KN
00=0.
DO 35 K=I.KN

35 DD=DD+C(I,K)eCO~N(K,J)

34 D( I,J )=00
33 CONTINLE

DO 36 1=1,5
DO 37 J=l, 5
FC I,J)=C.

DO 38 K=1,KN
38 F( I,J )=F( I ,JI+DCl,K)eC CJ,K)
31 CONTINUE
36 CONTINUE
7 DO 39 I=l,KN

ZZ=C.
DO 40 J =1,5

40 ZZ=ZZ+A(I,J)eHCJ)
ZZ=ZZ+RCI+20)

39 Z(I)=22
DO 41 1=1,5
BLL=C ..
00 42 K=l,KN

42 BLL=BLL+CCI,K)*ZCKl
41 BL( n=BLL

WRITEC3,611
61 FORMA T (. LEA 51 SQUARE • )

WR I1EC 3,62) (aUI) ,1=1,5) ,N,l<K,L
62 FORMAT C/5(IX,Fll.8},313J)

WR ITE( 3,t3} ((FCI ,Jl ,J=l ,5) ,1=1,5)
63 FORMAT (/IX,5CIX,Fll.8)J)
4 DO 43 l=l,KN

DO 44 J=l,KN
44 COVN(I,J)=C.
43 CONTINUE

P=I.-E*E
CO VN ( 1,1) =HIP
COVN(KN,KN~=CO~N(I,I)

K I =N+3 ,"
DO 58 I=I,KI
CO VN ( I, 1+1 ) =-E JP

58 COVN( 1+I,l')=-E/P
DO 59 1=2,KI
Q =E*E )

59 COVN(I,I)=(I.+Q)/P
DO 45 1= 1,5
DO 46 J=I,KN
CC=C.



21/03/68 FORTMAIN
DO 41 K=l,KN

41 CC=CC+A(K,I)*COVN(K,J)
46 C(I,J)=CC
45 CONTINUE

DO 48 1=1,5
DO 4c; J=I,5
BB=O.
DO 50 K= I,KN

50 BB=BB+C(I,K)*A(K,J)
49 GL ( I , J ) =B B
48 CONTINUE

CALL MIN~(GL,5,01,~V.hW)

13 DO 51 I = 1 , 5
DO 52 J=I,KN
00=0.
DO 53 K-=I,5

53 OO=OO+GL(I,K)*ClK,J)
5 2 0 ( I, J ) =00
51 CONTINUE

DO 54 I -= I, 5
BLL=O.
DO 55 K=l,KN

55 BLL=BLl+OCI,KJ*ZlK)
54 BL (I )=BLL

WR IT E (3, 10)
70 FORMAT (. MARKOV')

WRITE(3,l:2) (Bl(I),I=1.5) ,N,KK,l
WRITE(3,63) ((GlU,J),J=l,5),l=I,5)

9 CONTINlE
10 CONT INUE

STOP
END



DISK OPERA1ING S)STE~/360 "FCRTRAN 360N-FO-4S1 2

DIMENSION H(5) ,~(7C) ,X(46) ,RnO) ,A(SO,5) ,e,s,:» ,W\I(S),wW(5),
lC( 5,5C),COVN(5C,5C) ,0(5,50) ,F(S,S) ,Gll5,5) ,1(~O),EL(50),GM(5,5)

KKL"=lj
KL=12
DO 11 1 =1 , ~

11 H(I)=EXP(-I+l.)
WRITEl3,E3)

83 FORMAT l' DE IE SCHATIEN GEIALlE~ I)

WRITEl),E2) lH(I),1=1,5)
82 FORMAT l/5Fll.E/)

M=7
N=5*t-'+1
00 S KK= 1,5
E=EXPl-2.**(KK-3»
KN=N+24
DO 2 C 1=1 t KN
CALL GAL~S (KL,C.6,O.O,V)

20 W(I)="
Rl u=c.
DO 21 I =I, KN

21 R( l+l)=E*R(1 )+(I-E)*~lI)

DO 60 I =1,5
DO 64 J=I,5
GL l I, J ).: C•

64 GM l I, J )=C•
60 CONTINLE

LL=l
00 8 L= 1,5 C
00 22 I::: 1, N
CALL GAUSS(KKL,I.C,O.O,V)

22 XlI)=V
DO 23 K=1 ,N
00 24 1=1,5
J =HK-l

24 A(J,I)=XlK)
23 CONTINUE

KN=N+4
K I =N +1
00 25 K=K I, KN
KII=N+5-K
00 S 1= 1, KI I
J=I+K-l
JJ=I+K-N
A(J,I)=C.

5 AlI,JJ)=AlJ,I)
25 CONT INLE

DO 26 1= 1,5,
DO 2 7 J = 1 ,.l I
B( I,J )=C. :
B(J,I) = Co
DO 28 K= 1 ,KN

28 BlI,J)=&(I,J)+A'K,I)*A'K,J)
27 B'J,I)=B(I,J)
26 CONT INLE ,

CALL MIN~(B,5,Dl,~~,~~)

DO 2 c; I".: U, 5
DO 3C J= 1, KN
CC=C.



16/02/68 FORTMAIN
DO 31 K= 1 , 5

31 CC=CC+A(J,K)*B(l,K)
3C C(I,J)=CC
2g CONT INLE

DO 68 I=l,KN
DO 32 J =1, I
COVN(I,J)=E**(I-J)

32 COVN(J,I)=COVN(I,J)
68 CONTINLE

00 :n 1= 1,5
DO 34 J=l,KN
OO=C.
DO 35 K= 1, KN

35 OO=OO+C(I,K)*COVN(K,J)
34 O( I,J )=00
33 CONTINUE

00 3 t. 1= 1 ,5
DO 31 J= 1, 5
F( I,J )=C.

DO 38 K=1,KN
38 F( I,J)=F(I,J)+O(I,K)*C(J,K)

37 GL(I,J)=GL(I,J)+F(I,J)
36 CONT INLE

IF(L-LL) 4,7,4
7 DO 3 C; I =1 , KN

ZZ=C.
DO 4 C J:: 1 , 5

40 Zl=ZZ+A(I,J)*H(J)
ZZ=ZZ+R(I+2C)

3g Z(I)=Zl
DO 41 1= 1,5
BLL=C.
DO 42 K=l,KN

42 BLL=BLL+C(I,K)*Z(K)
41 BLfl)=BLL

WRITE(3,6l)
61 FORMAT (. LEAST SQUARE .)

WRITE(3,62) (BUI),!=I,S),N,I<l<,l
62 FORMAT l/5(IX,Fll.8) d13J)

WR IT E ( 3, t: 3) (f F ( I , J ) , J =1 ,5) • I =1 ,5)
t3 FORMAl (/IX,5(IX,f11.S)/)
4 DO 43 I:: 1 , KN

DO 44 J=l,KN
44 COVN(I,J)=C.
43 CONT INUE

P=I.-[*E
COVN( 1, 1 )=1./P
COVN(KN,KN)=CO~N(1,1)

K 1·=N+3
00 5 e 1= 1, K 1
COVNf 1,I+l).:-E/P

5e CO VN ( I'" 1 , I ) =-E IP
00 5 c; I.: 2 , KI
Q=E*E

59 COVN(I,I)=(1.+Q)/P
DO 45 1= 1 , 5
DO 4 C J= 1, KN
CC=C.
DO 47 K= 1, KN



16/02/68 FORTMAIN
41 CC=CC+AlK,I)*COvNlK,J)
itf: ClI,J)=CC
45 CONT INUE

DO 4 e 1= 1,5
DO 4C; J=I,5
BB=O.
00 5C K=l,KN

50 BB=BB+ClI,K)*AlK,J)
49 BlI,J)=BB
4S CONT INLE

CALL MINVlB,5,Dl,k~,hW)

DO 65 1= 1,5
DO 6f: J=1,5

66 GMlI,J)=GMll,J)+BtI.J)
65 CONTINLE

IFlL-LL) e,13,a
13 DO 5 1 I =1 , 5

DO 52 J= 1 t KN
OO=C.
DO 53 K= 1,5

53 OD=OD+BlI,K)*C(K,J)
52 DlI,J)=OD
51 CONTINLE

DO 5 it 1=1,5
BLL=C.
DO 55 K=1, KN

55 BLL=BLL+DlI,K)*ZlK)
54 BLlI)=BLL

WR ITE (3, 7C)
10 FORM~T l' MARKO\J ')

WRITEl3,{;2) lBL(I),I=l,S),N,KK,l
WRITE l3,(3) llBlI,J).J=l,S),I=l,S)

a CON T INlE
DO 5 c 1= 1,5
DO 57 J =1,5
GM l I , J )=GMl I , J ) /5 c.

51 GL l I , J ) =GL l I , J ) /5 C•
5f: CONTINUE

WRITEl3,73) N.KK
73 FORMATlI12I3)

WRITE l3,71)
11 FORMA l(' M -LEA 5 T SQUARE ')

WRITE (3,63) llGl(I,J),J=1,S),1=1,5J
WRITE(3,72)

12 FORMA T l '/ M-f.'ARKOV .)
WR IT E ( 3 , ~)3 ) l l G~ l I • J) ,J =1 .5) .1= 1 ,5 )

9 CONTINU~

STOP
END



CISK Of/EHA'rING SYSTEM/J60 POR'Il<AN J 60N-PO-4 51 21

D It1 E ~;~; I UNCOVH ( 10, 10) , A ( 5 '5)
M= 1
N=5*~Hl

31 FJ~Mr,l (11)
DJ 9 1:1\=1,5
G=EXF. (-2-** (KK-3»
\~ R IT E (3, J 0 ) F;

3 0 FJ nl A'T (F 1 1 It e)
KN =1'1 +4
KlHl=N" 3
DO 50 _J=l,KN

.sO :aVN(1,J)=E**(J-1)
DO 6£ l=l,KHN
DO 32 J=I,KNN

32 ;: 0 VN (1 .. 1 , J + 1) =C 0 VN (I , J)
68 CONTItlCE

WHITE(1,G1) N
:ALL n;:;'1[, (COVN,A,10,O,1)
CALL ;;~GEN (A,1',1C,1)
DO 90 I=l,KN
CALL Lec (r,l,lJ, 10, 10,1)

':J 0 CO VN (1 , I) =A( IJ)
B= 0 , 2 S* (C OV N (1 , 1 ) +COY N (1, K N) ) * (1 '/CO VN (1, 1 ) ... 1./C OV N ( 1, K N) )
WRITE (J,EC) (COVN(1 ,J) ,J=1,liN)

80 FDTlMA1 (;1C(lX,F11-8)/)
WRITE (.3,20) B,KK

20 FD?MA1 (;1:'11-8,13/)
'J CCN'IINUE

STet:
END



DISK OPERATING SYSTElV360 PORTRAN 360R-PO-IJS1 21

31
30
29

DIMEYS1:lN H(5) ,X(496) ,W(500),A (500,5) ,Z(SOO) ,B(S,S) ,WV(5),
1 iW (5) ,e (5,500) , DL (5), EZ (500)

WRITE (3,164)
164 ~JRMAT (I' BEREKENIH:i VAN DE VARIANTIE VANDE RUIS '/)

KK L= 1234567
KL=15
DO 11 1=1,5

11 i (1)=EXP(-1+1.)
L= 100
!=19
~ = S.M +1
EEZ=O.
OJ 200 LL=l,L
DO 22 1= 1, N
:ALL.GAOSS(KKL,l e O,OeO,V)

22 lC ( I) =V
00 23 K=l,N
00 2!J 1=1,5
J=I+ K-l

211 ~(J,I)=X(K)

23 :: 0 NT I NUE
OI=N+!J
~ I =N" 1
DJ 25 K=K1,KH
~ 11=N+5-K
DO 5 I=l,KII
J=I+K-l
JJ=I.K-N
A(J,II=O·

5 ~(I,JJ)=A(J,I)

25 ::ONTlNUE
DO 20 I=l,KN
::ALL GAUSS (KL,:>e6,O-O,')

20 W(I)~= V
7 DO 39 I=l,KH

ZZ:O.
DJ 40 J=1,5

40 ZZ=ZZ.A(I,J).H(J)
ZZ=ZZ+W (I)

39 Z(l)=ZZ
OJ 26 1=1,5
OJ 27 J=l,1
8(1,JI=0-
B (J,ll = 0­
DO 28 K= 1, KN ;

28 B (I, J) =B (I, Ji> +A (K, I) .A (K. J)
27 B (J,ll =B (1,.1)
26 :O~TINUE

:ALL MINV(B,5,D1,WV,WW)
DO 29 1=1,5
DO 30 J= 1, KN
:C=Oe
OJ 31 K=1,5
::=CCtA(J;K).B(I,K)
=(I,J)=CC:
:JNTINUE
OJ 41 1=1,5
Br.L=O.



03/05/59 FOnrHAIN
DO /I 2 K=l, KH

42 BLL=BLLtC (I, K) .Z (K)
41 BL(I)=BLL

EZ (LL) =0.
DO 150 I=1,KN
Zl =0.
OJ 151 J=1,5

151 ZZ=ZZtA(I,J).BL(J)
Z (I) =Z (I) -ZZ
Z(I) =Z(I) .Z(I)

150 El (LL) =EZ (L!:.) +Z (I)
EZ (!:.!:.) =EZ (LL) IN
EEZ=EEZ+EZ (!:.L)

200 :ONTINUE
BE Z=EEZ/L
WRI TE (3 , 162 ) EEZ

162 FORMAr (/' DE GEHIDDELDE NAARDE = 8,P11_8/)
V ARN=O.

DO 153 I=1,L
BZ(I) =EZ (I) -EEZ

EZ (I) =EZ (I) .EZ (I)
153 VARN=VARNtEZ(I)

VARN=VARN/(L-1.)
WRITE(3,163) VARN

163 FORMAT (II DE VARIANrI! = ',111-8/)
10 Sr OF

E~ D
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