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blad 1.

I.INLEIDING

Indien men kennis omtrent bepaalde eigenachappen van een dynamisch
systeem wil verkrijgen uit observaties van ingangs- en uitgangssig-

naal, dan. komen vele technieken in aanmerking.

Vask echter wordt naast de a priori onzekerheid wat betreft de te
bepalen eigenschappen onzekerheid geintroduceerd dcor de ruis
(storingen, die in het proces ontstaan of die er van buitenaf op
inwerken) en door de "voorgeschiedenis" van het proces.

Tengevolge van deze onzekerheid is men gencodzaakt éebruik te maken
van statistische technieken.

Enkele van deze technieken zijns

"weighted least square estimate”, "maximum likelihood estimate™,"mini.
mum risk estimate”, "continue model adjustment®, "intermitterend model
adjustment”, techniek gebruik makend van de "sensivity" vergelijking.
Het gebruik van een van dere technieken sal o.a. afhangen van welke
eigenschappen er bepaald moeten worden en de reeds asanwezige kennis
omtrent het proces. B.v, de "least sﬁuare estimate" veronderstelt in
het algemene geval, dat er geen & priori kennis van het proces aan-
wezig is. De "minimum risk estimate" daarentegen veronderstelt kennis
omtrent zowel de kansdichtheidsfunctie van de ruis als van de te

schatten parameters,

In dit afstudeeronderzoek is slechts de "weighted least square estimate”
beschouwd en wel in het bijzonder de minimum variantie schatting ofwel
de Markov schatting.



blad 2,

2, THEORTIE

De W.L.S. (weighted least square) schatting, die hieronder beechouwd
wordt, schat punten van de impulsresponasie. Deze punten zijn voor te
stellen in vector notaties

B = (n(T)n(21),---;n(kT)),

ET is de getransponeerde van de vector h , h(T),----,h(kT) elementen

van de vector, waarbij T op de tijdvertraging slaat..

De W.L.S. schatting regelt een model van het poces met parameters
zodanig af, dat een kriterium R geminimaliseerd wordt.

Het kriterium R is het kwadraat van het gewogen verschil tussen prooces-

nitgang en modeluitgang. 7
R-g 'g

W is een symmetrische, njiet negatief definiete weegmatrix. ®
e is het verschil tussen beide uitgangen.

De beschrijvingswijze wordt in zijn geheel discreet gehouden, aange-
zien er gebruik gemaakt gaat worden van de digitale rekemnmachine,

Fig.l symboliseert de werking van de W.L.S. schatting.

x>
A 4
EN

Fig.l.

% Een positief definiete matrix A is een matrix met det. (Ar)l> 0

voor r = 1’2'--—-’n

Zies ¥, Bowmans "Introduction to determinents and matrices™.
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Xy ¥» 0, ¥ en g zijn vectoren. B.v. ET - (x(T)x(2T),----,x(5T))
De procesuitgang Y wordt nu geschreven in de vorm van een convolutie-

som. Daarbij wordt verondersteld dat het systeem in rust verkeerde.
n
y(nT) = £ x(aT) . h((mel-n)T)

n=l

De convolutiesom is eveneens in matrixvorm noteerbaars y- Xh

y(T) x(T) 0-~==-~---0
N j
y(21) x(27) x(T) h N :
: NN [ (T)
‘ ¢ 4 \\ AN
° ”- ‘ . 0 n(21)
y(kT) x(kT) I (1) V| |
5 " ! | i :
y(NT) x(NT) ' | h(kT)
: 0 - _ - x(NTP) . :
[} \ -~ - \\? - |
y{Nek-1)T) 0o — - o . . _ 0 x(NT)

Er is sangenomen, dat het proces een eindige impulsresponsie heeft.
Dus h(iT) = 0, voor i>k
Tevens is verondersteld dats x(iT) = 0, voor £ £ O

en x(iP) = 0, voor 4 » N

De laatste veronderstelling geeft aan dat de "meetduur" eindig is.

Voor het model geldts LA X E

Het model kan gerealiseerd worden door een vertragingslijn, een sommater
en een aantal potentiometers waarvan de waarden bepaald worden door

Zie fig. 2.
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1
>
‘e
“+
+
N

Fig.2,

x5 i8 de eerste kolom van X

52 isa de tweede kolom vaﬁ X enz.

De kwadratische foutfunktie R dient nu geminimaliseerd te worden

=% - W= 2 ng

(z-x'E)Tw(g-X(g) |
U ERE LR B of PR S Sl Y

w =

Differentieer naar

Ce2xt Wz e 20 Wxfmo

—_— p = (xT v x)’l(w x)T g, (xT ¥ X ) niet singulier

R bereikt voor deze waarde van P een absolunut minimum,.



blad 5.

Splits W als volgts wWa-FP F X

Relr@-xp))? > yr 2| -lecep) ?

R = ||F _z_” 2. Irxp ]| 2 glechte alleen voorE-E immers
er moet dan geldens

Wg-z. WXP_- E_TXTW5+FTXT\VXQ;3TW3-FTXTWXp

T

—= 2§ X Vg2 X WX[
2(;_”(1(1' Wz -X WXp)- 0 voor p=fB= (XT wX) P xT W s

% Een symmetrische niet negatief definiete matrix is altijd te
splitsen in deze vorms "'
Zie:z Forsythe G.E., Moler C.B. "Computer solutions of lineair

algebraic systems",
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Dus R bereikt alleen een minimum indien ‘E_ - E

De W.L.S. echatting heeft de volgende eigenschappens

l. lineair, d.w.2., de schatting is een lineaire funktie voor het out-
putsignaal z

F_- ®z mt § -(xT wx)! (wxy?
2. suiver(unbissed), d.w.z. E(f) =1 ™
BE) - (X"w)t (vn)T g
Een+Xh
E(B) = (x> w 1) (Wx)T E(n + % n)
Indien E(g) = 0, 8n n is onafhankselijk van Xx dan geldts

E(f) = xTwx) ' wx)T xn = n

Bopailing van de covariantie matrix van de W.L.S. schattings

covfi- Et(ﬁ_- R ){(f- Eﬁ)rk

X B(T) = (B(Py)s B(P,)s === E(Py))
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covp -5 { (£ -8)(E- 07} 2@z - D@z - )7
- Qv ) -m(Q(xhen) - 1) T}« B (@)QR)Y -

«QE | 0 " QT «(x® wx)7Hw 0)T E(a a)(w x) (T wx)?

De covariantiematrix wordt bepaald door de covariantie van de ruis
en het ingangssignaal,

Twee bijzondere W.L.S. schattingen zijn de L.S.(least square)
schatting en de M.V.(minimum varisntie ofwel de Matkov) schatting.



2.1. De L.S. schatting

blad B.

De least square schatting ontstaat wanneer W= I

P
R-grg- :io 62

cov § = (x"x)"t xT B(n uT) x(xTx)?

Noem N = E| g.r_;rj

Indien de addi¢ieve ruis wit is dan geldts

N -G'lz1 I immers:

B(n? - - - - - — _ Enn)
) N ?
E(nyny) T '
' N )
E(n _r_zT) - ; A ~ I
N I
) N '
\E(nlnn) - = - E('nﬁ) }

bij witte ruis is E(ninj) =0 voor i 4§

en E(ninj) - <7'n2 voor i = J

De covariantie wordt dan:

[ " - - -
covfy - ¥n? @ )t o 1T x) aon? (F !

(xTX) niet singulier
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2.2¢ De M.V, schnutting

-1

De minimum variantie schatting ontstsat indien W = N due
R = gTN°1 e
w
@ - (XTN—I x)-l (N-l X)T Z
en
A T, -1 -1
cov § = (X'N7" x)

De minimum variantie schattingen hebben de eigenschap, dat de covariantie
matrix "kleiner" is dan alle andere covariantie matrices, behorende tot

de categorie van de W.L.S. schatting.
n L]
D.w.z. COV E w.L.S. = cov P M.V. is niet negatief definiet.

Bewijss Kies de matrices S5 en T *

S = (m+l) x (n+1) , T = (m+l) x (n+l)

Veronderstel dat S ST niet singulier is, dan ie

o ¢ - o7 5T(s sT)"! § 1 niet negatief definiet.

Immers laat s en t vectoren zijn met (m+l) componenten. Dan
geldts |

(a7 5+ tT YT 8 4 T YT > 0

aangegzien dit de lengte in het kwadraat is van
de vector x = T i+ S 8

sTe + 7277 £ > b

Noem A = S S, B=ST, €=T0 7

® Zies Grenander,U, and M, Rosenblatt "Statistical analysis of stationary
time series".
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T T ,-1

(T at s T maE et by T ) T, Y-8

B) £)0

kies 8 = -t° BT a~l

tT(c - 3" 2"t Bt 3 0

-1

C - BT A"l B is niet negatief definiet

duss T (s D)T(ssTYy ls T o of sTgssTylge

is niet negatief definiet

kies S =X N°E, 1 N%QT met Qe (X" W) (WX en@xa1

En vul ins

9 ¥¢ - 1(x" ¥ x)"! 1 1s niet negatief defintet

- COVEW'L s, = €OV Euv

is niet negatief definiet
Indien de additieve ruis n wit is, 2ijn de minimum variantie schatting

en "least square" schatting indentiek., Immerss

2

E(nn’) =N ac?I

n
M - -
cov , = (i)t - @? ('oy?

T

cov by o = (x0T wx (X' - @2t 0y

A “lpy-1 o7 -1
en QM.V -(x N °X) N~ 5-(xx)

EL.S. (=" x)

Indien de additieve ruis een normale verdeling heeft met E(ni) = 0 en

var.(ni)-<7 is de minimum variantie schatting equivalent met de

-1 T

-1 T

maximum likelivhood schatting.

Immers er geldts A S
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E(2;) = E (y; +ny) =y,
var. (zi) - E(a'.1 - yi)2 = E(niz) - Tn®
E(zi - yi)(zj - yjjw- E(ni nj) = N voor alle i,]

Conclusie: iedere z, heeft een normale verdeling

i

1 exp. =2 - v.)2

n

" waarnemingen hebben de volgende kansverdeling:

P(z) 2yy-==-yz, ) = (211')"/1%1«? exp. -k ( 2z - !)'r -l (2 - ¥)

De maximum likelihood funktie van z is gedefinieerd als de logarithme
van zijn kansdichtheidsfunktie:

1 L | T -1
L = InP( 2y, 2,y -----o- ) = 5-1n(27)? .\NF . F (-7 ¥ (-7)
De maximum likelihood echatting van een parameter vector h is nu die
schatting die L maximaliseert met betrekking tot B. Dit is echter
equivalent met de procedure:

(z-)" 8 (z-3) = (z-x)T ¥ (2 -xn)

t®s minimaliseren mat betrekking tot 13 e Doch dit is identiek met de

ninimum varisntie schatting.
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2.3 De expliciete en impliciete methoden.

De tot hiertoe beschreven theorie (W.,L.S. schatting) valt onder de zgn,
explicietes mefhode .

Immers er wordt gedurende een gzekere tijd aan de ingang en de uitgeng van
het proces gemeten en vervolgens ineens de parameters van het proces ge-

schat. .
[g--(xwa)"1 (wx)Tg

Het i8s echter ook mogelijk E_ te berekenen na een iteratieve procedure.
Fysisch houdt dit in, dat het model in stappen bijgeregeld wordt, totdat
na ean aantal stappen een voldoende nauwkeurigheid is bereikt,

Deze impliciete methode wordt ook wel éenoemdt "intermittent model ad-
Justing technique",

Het algorithme dat vaak wordt gebruikt iss

" - P i
By, = B (v VFE

met E = gT Ve =(z-X )T Wz - X )

T

(x> w x)'l fungeert als orthogmeliserende faktor.

Pi moet aan hepaalde voorwaarden voldoen wil het proces convergeren.

(zies blad 96 van R. Deutsch: Estimation Theory.)
X wordt gevormd uit het aantal "samples" na de ide iteratie tot aan de

ste

(1+1) iteratie,

T T T T

Tt T Ve Ve =-2x"We

VE=-2X" W z4+42X WXP =-2X

e~ By B+ Twx) A

Yoo B,(1 P )+, b 4P (XWX) "W (n)
BlR,,| - B4 + E{p, (X" W )" Ix"w( x(n -8,) : n)) -

=P h+ (1-P)ER,)

i
~l

Indien x en n on#?hankeliak en
E(n)= 0

Opmerkings De gemiddelde waarde van Ei+1 is onafhankelijk van de weeg-

matrix W.



blad 13,

De covariantie wvan E1+1 it

C°"f§1+1 - E i(@i*l - E(Ei+1’) ('@“1 - B( ﬂ_1+1)) Tj

- 2|[f0 - 2) - (-2 EE) + 20T w0 2T w(n)]

[A(x - #) - (1= 2y) B(Ry)e 2y (5" W) X" W ( E)]Tf
> covp,, = (1-2)%covpe p 2@t v ) 2T vy WTx(T W)t

Opmerkings Bij deze berekening wordt X bekend verondersteld, dwg. meetbaar

zonder (meet)ruis.De covariantie berekening is in grote lijnen ana-
loog aan die afgeleid door Ir, A.J.N. v.d, Boom,
Er zijn twee bijzondere gevallen van de impliciete schatting aan te geven,

Nele W= I dwz, het foutkriterium wordt niet gewogen, en W = N'l v

dwz. W = do inverse van de covariantie matrix van de ruis,
T -1, 7T
wW=1 sEi+1-Ei+Pi(x X)"X" e
2 2,,T -1 7 T -1
COVR,,, = (1 -P))° covB, « P “(x" X)™" x" ¥ x(x" X)

19

vt Pien P * P (x" 87 x)7 2t ¥
cov ﬁiﬂ = (2 'P1)2 COV[iin’i?(xT '

In paragraaf 2.2, is aangetoond, dat
Gt )l Tt x @ x)?

Indien N = I geldt het gelijk teken. .

Nu is onmiddellijk te zien dats cov {3“1 < covi, .y
v- x°1 ¥l

i

Het afstudeeronderzoek richt zich in de volgende hoofdstukken op de ,
parameterschatting volgens de expliciete methode.
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3, CRENZEN VOOR DE COVARIANTIE MATRIX VAN
DE W.L. S, SCHATTING '

De theorie die hier beschreven wordt is in grote lijnen analoog met

het artikel van T.A. Magnes and J.B. Mc, Guire, "Comparison of least
square and minimum variance estimates of regression parameters®. Annals
of Math.Stat. 33(1962), blz. 462.

In het artikel worden de L.S. schatting en de M.V, schatting met ¢lkaar
vergeleken en grenzen van de bijbehorende covariantie’s gegeven.

De theorie die hieronder volgt vergelijkt de W,L.S, schatting met de
M.V. schatting. Het ie niet noodzakelijk de additieve ruis stationair

te beschouwen. ”
K e A M-
4 >3
J
g2 o/ t e £
= :}v i——%—
Fig. 3.
z= Xh+n (1) X is een (n + 2= 1 x k) matrix

Ly
]§w LS. = (xT v x)'1 X w z  (2) [§13 een vector met de k componenten

SFRANICLIC It SEY

De bi) deze schattingen behorende coveriantie's zijn:
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o P -1 T P -
COV By 15 = (X w0 X" wwwxa® wx)? (4)

cov By y, = (T ¥ D) | (5)

N is covariantie van de additieve ruis.
N is een(n+k-1 x n+k-l) matrix

COVEie een ( k x k) matrix

Om nu de W.L.S., schatting te vergelijken met de M.V, schatting zal
vergelijking (1) "gegerormdiseerd" worden

Stel WP P Fis een (n +k =1 x n + k- 1) matrix

Vermenigvuldig vgl. (1) met F

F z = FXh+PFn

Noem Fn = n, ) 3 2 =Y, FX=35

COVmauPCOVAF =FNF =X

Dues v =Sh+m (1+)

sSTS eXxT PP PI-XT WX

st s is een symmetrische matrix ( k x k)

Er kan nu altijd een matrix B (k x k) gevonden worden, sodanig dat

BT ST SB =1

Immers bij een symmetrische matrix 4, ( 1 x i), bestaat exr altijd
een orthogonale matrix H( det. H = 1) zodanig dats

)




b OO
O M . u
TR
Fanel 0
o .- -o M\
Vi
l. O
Kies L = O/R“\ vL-Lr
“'l/r&
T, T
Nugeldt:s 1L  H AHL =1

dus HL is een matrix zodanig dat (HL)T A(HL) « X

Stel g =3B

-1 B

L
vgle (1 ) wordt nus

-1

’v-SBB h¢n-83§+n-ng+n

R dseen (n+k -1 x k) matrix

XI‘ g, 1 de "least square” schatting van g

(in v is de "minimum variance" achatting van §

L1.s.
(ﬁ‘u.v.

COV-(ZL.S.

CoV. J_n.v.

Nu geldts

- ) ey Ty

- @ wir)r"wty

= (RT B)" RT u R(RT R)} - R

1

« (2T ¥*! R)~1

" o
COVfy 15, =BCOV/ o B

COVByy, =3 COVJM.V. B

T

MR

en

(27)
(3*)
(4+)
(5*)

blad 16.
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T T

Inmers:  COVY «eBl sSTPNPT S B
‘.'

BExwuwx B

covi’u.v. - 8" 8T (Pt ylrlspyt.
27 2T ¥ x )Y . 3 (xT - AxY(aT)

B sTspaxr BB - (sTs)la(@xfwy)?

-1 12

Duss BCOV [, o BT - (xT ¥ Xx) YNVY x(xT | x)"1

En B COV Eu.v. B - (xTE YL

I. De covariantie's, gegeven in de formules (4') en (5') sijn identiek,
indien en slechte indien de deelruimte opgespannen door k vectoren
van R samenvallen met de ruimte opgespannen door k eigenvectoren van
M, Hierdoor worden tevens de covariantie's van formule (4) en (5)
identiek. ' ‘

De k eigenveoféron van M zijns 211, 912"""'d1k

De matrix D is een (n + Xk «1 x k) matrix, waarvan de kolommen

gevornd worden door de eigenvectoren 211,----,§1k j

De deelruimte opgespannen door k vectoren van R valt nu'aamen met de .
ruirte opgespannen door k eigenvactoren van M, D.w.Z. er bestaat een §
matrix C( k x k) zodanig dat D = R C (R is een lineaire combinatie

van D).

C is een orthogonale matrix want:
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T T T

PPpecRIRC-CIIC

pT b ¢’ ¢

DT D« I omdat de eigenvectoren ven een symmetrische matrix orthogo=

naal zijn.
X
Stel nu: g ¢ g

&“ is de schatting van g B

vgl, (1'') wordt hiermedes

*=RCg +m (1e001)
n X
covf, s = (e RS Re) urc((re) (Re)) T acTRTuRE
. )\i/‘ O
-DT MDD . |
O “Ma
. %
oVl yy. = (€T T wlreyta o wtp)? -
-—, )‘
1y, Ly
/)“\ O \\ O
O ik o .

P N ax
oV f; 5. = COV{ vy

Covf,g = € Covl, o ¢
i

COv 1.5, = f°'6f“n.v.

?

°°"Jzu.v. = C cov (f:l.v. ¢’

hd t

‘_WOLOSC -3 cov%l‘os. B

- L) - )
,,t' " % oV 2y 1.8, = SOVA v,
cov/s’ = B COV BT

Bm.v. fuv.

cov T | i
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Hiermede is de helft van bewering I aangetoond. Voor het resterende
bewijs wordt verwezen naar Appendix A.3.1l.

II. Voor da covarianties GOVJZL S; en (_)OVZM v is een boven-~ en een onder-

grens aan te geven.

My T€COVE 4 o < cOV L.s.id&mx I

XMAX en)\MIR zijn resp. de maximale en minimale eigenwaarden vean de

covariantie matrix M van de additieve ruis(na transformatie)

Stel wederom g = C g X dan geldts:

- X T LT o T T ~1 . -1
cov(}i Ls. "¢ R MRCen cov& wy. =(C" B W~ RC)

C is so gekozen dat comkf L.S diagonasl is.

Eis een (n+k -1xn+k - 1)natrix, waarvan de kolommen

(n+ k -~ 1) eigenvectoren van M bevatten. (E i8 een orthogonale
T

matrix aangezien M symmetrisch is) E* E =« T
Stel G = EL M E G is een (k x k)matrix
P = C® RE P is een (k x n+k-l)matrix
n+k-1

PP «CTRIEETRC =1, duwez.  § pzij = 1 voor 1al,--=,k

3=1

T LT T T

cov(};"Ls ~CTRT EET MEETRC = P ¢ P’ is daiagonaal

G = \
O \
n+kel i
n+l-1 ”
(COV&_ L s = j"l i p ij >J i= 1'-----’k

Mis ban symmetrische, positief definiete matrix. Van een sym-
metrische matrix zijn de eigenwaarden ree¥l, van een positief
definiete matrix zijn de eigenwaarden > O,

WL
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n+k~-1

f p132 >\J < )\mvoor i=l,---,k
J=1

Jeder element van de diagonael matrix is kleiner of gelijk aan
A MAX

e
Vi L5, € Mxl

- P
Covf o = € TCOVL, o € Dyl

Vervolgens wordt C zodanig gekozen dat COVEfu v diagonaal is.

cov}lm v - (CT RT M-l R c)-l - (CT RT E ETM'J' E ET R c)-l
- (P ¢! l?'r)'1 is diagoneal
Beschouw (P G~ PT) |
n+k-1
E Pid =1 VOOr i = l,e--a,k
J=1
L
/)n\ O
N
¢! - ..
°©
)h+k-1
Voor ieder element van de diagonaal matrix P G'1 PT geldt:
n+k-1
é p, 2 'r'l < r—‘l voor i = 1,-dee,k
1J 3 MIN . ;
J=1 " |
Voor (P ¢t PT)"! geldts




blad 21.

1 T
Akl = (COV ™y v, )4 1= Lyoemk

gar® Py /"J

>
5
=
W

ol
ury T > OOV [ v,

[ -
IgCovy, y, § ocovyy s, €Ay I

MAX

b\ ~ o P
>\MIN BB SCOVR 4y SCOVRL 1 s (Ayax BB

35 - (sT8) . " wn)?
— Ny PG cov B, S oov E'.L.s. e @ wxy?

Indien W = I d.w.z. COVEW L.S. = COV[;L s dan geldts

“ “ by -
M un SOV ys, € COVEy o ooV B L s, $Aux OVE L s,

witte witte
ruis ruis

°n}MIN;'xMMI zijn resp., de minimum en meximum eigenvectoren

van M =« F N FT « I NI « N de covariantiematrix van de additieve

ruis.,

I“ " ¥
III. Voor de COV&L g, 18 naast de ondergrens covljn%v. ook nog een

andere bovengrens aan te geven dan vermeld onder II, ;

. 1 A | “
°°V_3fm.v. N OV((L s.$ 7 (>‘ (5 e 5 ) COVY yov.”

>‘MAX NN
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Beschouw vergelijking (1'') ¢+ v = R g +m

kies R}-'q :Z is een n+k-l vector met de eenheidslengte
’QTW) - T RT R}_ = ]~ 7) is eveneens een vector met de eenheids-
B N lengte

Yoeng +m

‘£ 18 een scalair, EX heeft dezelfde covariantie matrix als n

-

De covariantie van de L.S. en M.V, schatting van deze scalair zijn:

qu.S. . (ILT"), )71 4T ”H(HT“'; )L T uh'_

-ET(RT MR)T = 2’ cov}hsj
V ; | w=/
< wv. ™ (“'lT "-?D )t - (ZT B S I (lT ‘-c°vh.v‘3)-l

Er kan nu aangetoond worden dats
2 1 1 1 2
7 us. €% (km + M) OSx5S Ly,

waarbij )MAX en XMIN resp, de maximasle en minimale eigenwaarden gijn

van de covariantie matrix M.

Ziet 1. Katorovich L.V.(1948) "Functional analyses and applied
methematics (Russisch)
Uspehi Math. Nauk 3. 89-185

2, Vergelijking 3.5 van G.S, Watson "Serial Corrdlation in
Regression Analysis I. 3
Biometrika 42 (195%5) 327

’{7\&(‘1 o

¢

H
o b
A



blad 23,

Dus:

T OOV 5.7 < HON jux ) (5 ;“ *)llun)( ET cov&-qu.v )

En aangezien ( ?T COV(i M.V.-lz )-1\< §T COV(EM.V.E

—

(zie bewijs Appendix A.3.2) geldt:

. " 1 1\ Panv b
;OO0 s} S Pypx + “IN)(>TAJ: *GN)}-COV& ”-VE

—

Deze ongelijkheid geldt voor alle? —_—

COVL.S. CH Ay + XMI“)( X;lux : )ulun) cov;{".v'

Vermenigvuldig links en rechts met reasp. B en BT

- 1l ‘ , “ .
°°v/3w.L.s. $ & Oy * Ny Ny >\1MIN) VR v,

R .
4',1,,,& e



bled 24,

e ey
4, VERCELIJKING VAN CDV[%L 5 weEY CDVEM AARN DE HAMD VAN Eril PRAKTISCHE

SITUATIE.

———_ e

Vs

. Om experimentesl na te gaan, in hueverre de covariantie ven de L.S. schatting
¥groter® is den die van de M,V. schatting, worden bside in een praktische
situatie berekend, Hiertoe wordt zowel het model als het proces op de computer
gesimuleerd. Achtereenveolgens zullen diverse onderdelen van deze simulatie -

nader besproken worden:

-1, het ingangssignaalj

2, de impulsresponsie van het procesj

3. de additieve ruisj

4, de flowdiagrammens

5. vergeli jking van da L.S. schatting met M.V, schatting wat betreft het aantal
bewerkingen;

6., resultaten van de simulatie en Epmmsntaar.

4,1, Het ingangssignaal,

Alas ingangssign, wordt witte ruis gekozen,
De reden van doze keuze is dat in sen industrille situatie de fluctuatiss aan
de ingang van het te schatten systeem als witte ruis opgevaet kunnen worden,

4,2, De impulsresponsie ven het procea.

w
3

Het proces is van de earste orde., De impulsrecsponsias isi

h(t) = exps ( :-!'Z—.r-t)

Er worden vijf punten van deze impulsresponsie gaschats { s

il
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-

&
-1l -2t .
e ¢ dte ~C de ' e e
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h(0) = 2 _
h(Z Y= el }:0
h(2 Z )= o2 h - :
h(B.Z—)- 0-3 }l
h(47 )= et 4

overwegingen die tot deze 5 punten geleid hebben zijn de volgendes
-t

De impulsresponsie h(t) = e ¢ wordt na t « 47 voldoende
klein geacht en afgebroken.
&

bz

Yz L2 4 -_1_
= .
Het resterende gedeelte iss e dt = Z( 1 - e 4)
g -
De relatieve fout door dit afbreken wordt s (1_9-4) ® I "V

Het probleem is nu door hoeveel "“esampleg”

het resterende gedeelte van de impulsresponsie (tussen O en 47 ) ge-
repregenteerd moet worden,

Een maat ¥Yoor het aantal “samples" kan in dit geval gevonden worden door
de fout te beschouwen, die ontstaat tussen het oorspronkelijke gedeelte
van de impulsresponsie ( O en 4Z ) en het oppervlakte dat ontstaat

door een "hold" actie van de "samples™.
Indien de bemonsteringstijd z wordt gekozen, dan vallen er vijf "samples"

in het interval( 0 = 42j.
Het oppervlakte, dat ontstaat na een lineaire interpolatie (2de orde

"hold" actie) van de “samples" ist

A\

(% + el 4+ e %ol + 0'4).
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De relatieve fout bedraagti

(& + el v o el ie-4) - (1-0'4)
(1-e™hH T

¥ 0,13

Dit wordt als voldoende klein beschouwd.

Indien in het interval 4 "samples" gekozen worden, dan bedrsagt
de relatieve fout 0,87.

De pool die behoort bij dit systeem (continu) is s = -%—
Het discrete systeem heeft een pool bij 2z = o"l en een nulpunt voor

z » 0 want:

H(z) = bfh(nT)z'nT - f R N B

123}

Fa

NN

4¢3, De additieve ruis.

Het mag bekend verondersteld worden, dat indien witte ruis(stationair
en ergodisch) met een autocorrelatiefunktie v/w'(ﬂj - 7‘2 G

aan de ingang van een eerste orde systecem toegevoerd wordt, de auto-

correlatiefunktie van het signaal aan de uitgang de volgende is:
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1
%‘lm (6) =3 ;.; sz " ZE/G/ wants
*—’. -
wié) ’
76 (e
W) CE 20,
g(t) = i O.%t s G(8) = !
% % (se "é')
N(8) = G(s) W(s)
WO G(-a) G(s) B, (s)
2 .
g‘ww(a) = (W
o 2
) = = ( 1 ° 4 2 d L 4 1
#,nn(s) '2}2 "*z% 8+ i ) v—‘-Ill 27 ( gt % *-86—-)
4 ° G

Terugtransformatie leverts

e

1 o'%le

——t————

2 g

T

\\%;ﬂ(_e )‘

H \tm
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Het ligl in de bedseling de additieve ruis van het eystesm de bovenstaands
correlatiefunktie te geven, Doch aangezien het systesm op een digitale
computer gesimuleaerd vordt, moet sen discrete beschrijvingswi jze gegeven
uorden. De computer is (vis sen subroutine programma) in staat “gsamplas®
(getallen) te genereren met een normaal verdselde kansdichtheidsfunktie,
Deze ruis (“samples") is als wit te beschouwen omdat:

\]Vi’m (kT)-}(mi}? voor k=0

\.l/i (kT) = 0 voor Kk * (o] K & 1o200000
oW

not\k;m (kT) de sutocorrelatiefunktie van de 19° "sample®

De ruis is sationair, omdat Yi'“ (kT) = Vj'. (kT) .<7' 2 ( voor alle i,J)

Tevens mag de ruis ergodisch beschouwd worden,

Deze “"samplee" worden toegevoerd aan een "hold cirquit" met daarachter go~
schakeld het eerste ordepraces met impulsresponsie.

l .
g(t) = % ot Zie fig. .
w@ o)
J_ - -1_J HOLO _ e .
uav Ry — *[::::::::::: Mn2) m
& /
-$7 -
L ges)
lran

Het "hold eircuit® houdt de waarde van ssn "sample® T sec, lang vast,
Het signaal na het "hold circuit® doch voor het eerste ordeproces heeft de

volgende gedaante:

- E’l‘:iu




. W(o)
W)
- — — — 47 Tl Z{T|T —
vy
wa) 7
¢
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In het interval 0 ¢ t <T is de uitgang n(t) van het eerate ordeproces als

volgt te beschrijvani

5
G(B\) = 1 '\ 11
Z; 8+ i

Z,h" (t) + n(t) =u(t) =w(0)- u(t)

boo 0 Me)(s e g)en(0) = 22 (o)
1 1
< <= w0) + n(0
Ne) = 2 éw(i -
dn;o
-!'-t - .‘Lt
n(t) s n(0) e &% + w(0)( 1= @ % ") voor
1
B- -t:ta bl

n(t) = by n(0) ¢« (1= bt) w(0) 0St <T

n(1xT)=z= bn(0) ¢« (1=0)w(D) uaarl;ijbae

O¢t ¢ T

. o=

gewofden 1s. 0 (b1

fMet behulp vam volledigs inductis is ean te tonen dat:
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n(aT)z b n ((a=1)T) + ( 1=b) w ((w=1)T)

ofwel: n = bn_ ¢ (1-b) w g

mel

De computer genereert ruisgstallen met E ! U.! s 0, 2 iu.. 2} = Q,UZ

Mot E{ xf s & wordt hier esen ensemble gemiddelde bedoald,
€ f"ml‘ s bE f n.[ +(1-b)£! u‘.{

E{n = b E{nmf

mel '

“0'6 due c{noj.o

Elnm»l? =0

De variantis van n wordt vervolgens berekends

L
[ -

E;nzde- 3 Ib Ny * (1=b) .
b? € | e fe 2 (1b) E (ngw, )+ (1-0)% €, 2(

2 2 2 22
T mel,n*® Tmn v 0 (1-0) (u

i

gy

o
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2 2 2 2 2 2 2
ln ® 00 g0 (1077 e (e

Fan = 02G% e 103G e (1) P10ty P

. L]
« )g?, 5 b2,

2
. v mel,n
J=0
2(mel) -6 . A
2 2 l-b 2(m+l)
1-b = 1-b
T« () 1-b2 Vz'ub ¢ )
Ny Mool ® (b n, ¢ (l-b)lll.)(b Ny * (1—b)w._l.)
- b? Ny Py * (l.n)2 g Yeey * (1-b)b 0, Yoy ¢ b(1-=b) “wn,
€ ?'- "m-l.{ =& i'n .I-lt =0
E{n. "mlf" b € { ny n._1¥ + b(lb) E |n, 'n-l’
“nel M™m ® b el Upel * (1=b) '2 m=]

E;"‘mq nJ. (1-0) < 2,
dus: E}n. "mll -bZE(n. n._liob(l-b)z 42.

E !"1 n27 n b(l-b)zcl’zu“

E {r‘.z ny ! b (1022, bO0)? 5P, .“r;bu-u)z(x.bz) 72
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E fny n,f 2 b(1-0)%( 1e0% %) G2

) ) -1 , 1_b2n
2
Efn, nml{ = ¢y (1-0)° b JZaD ¥ & (1-0)2 b .2

Op gelijke wijze kan gevonden worden dat:

2 .2 2 1-"
£ [n. “-42{ ag, b (1-b) o2
2m
l-h
2 .k 2
E ;"n nlok{ =G b (!"b) 1-b2

Uit de hier berekende ensamble gemiddelden bli jkt dat het signaal n asn de

uitgang niet stationair is, Het inschakelverschijnsel is hier debet aan,

2m
t

Immers voor m groot genoeg (afhankelijk van de grootte van b) mag b 0

verondersteld worden,
De covariantie matrix van n wordt nus

cov Q-E(g, ET)

met QT s ("1’ Rlel **ovees nr’m)

n T is de getransponeerde vector van n

Ef{nf{ Efnl "141‘ - - - . E}ni "fo.t*/;’}
SLURE "i{ ['1"'131{ !
covn = Coy N ‘

!
'
)

E?"LN "fw*"/’ -~ = = 7 E’"im MaN
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Indien Z voldoends groot is dan geldt:

[

b —» 0 an dus

N
1 b B2 - - -~
b 1 b
2
b b 1
N=COVn Vzwﬁ «, N
~N
! 1 b
N N_
b p L b 1

be sampls tijd T moet gelijk zijn aan de sample tijd T wvermeld onder 4,2,
Hiermes wordt _EZ;

bsgs
Door 7; te vari¥ren verandert de bandbreedte van hat ruisfilter., Hisrmee
is mogeli jkhaid geYIntroduceerd om de mate van "gekleurdheid® van de
additieve ruis n te varifren.
De gefnvertserde covariantie matrix “71 die nodig is bij de berekening
van de covariantie van de M,V. schatting behoeft niat‘;;ilv. sen aubroutine
matrix inversie op de computer berekend te worden., Het is mogeli jk dasze
matrix analytisch te berekenen,

1 =b 0\-— - = — -0
]
- b1 - N |
I N SN |
-1 /é‘ L, 1, . TN N~
AL RA T i NN DY N T
. ~N N N ~
| \ N \\ \(‘V‘
D ~ \\3\ b2l -4
) ~
) ~ M.
0- - — — _ -0 =1

Het optreden van de nullan is te wijten san afhankalijkairijen waardoor’

de onderdaterminanten nul worden,
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444, D8 flowdiagrammen

Er zijn twes computerprogramma's geschreven,

Het eerste programma onderzoekt in hoeverre de covariantie van de L.S. schatting
"groter" is dan die van de M.V, schatting als funktie van de . “gekleurd-
heid" van de additisve ruis n en bij eenzelfde ingangsresks X met langte N

Door 7, te varifren verandert de bandbreedte van het ruisfilter en daarmee

de mate van gekleurdheid van de additieve ruis,

Z,
/Zc',neent resp. de waarden 4, 2, 1, %, $, 0,15 en 0,1 aan,

EZ& = 4 d.weZ. de bandbreedte van het ruisfilter is 4x zo groot als de band=
breedte van het te schatten syateem —= De additieve ruis is
bij benadering “wit®.

T
A& = %b d.w.2,de bandbreedtes van het ruisfilter is 0,1 maal die van hat te

schatten systeem —% De ruis is sterk gekleurd.

Om de invloed van de mestduur op de schatting na te gaan wordt de lengte van
de ingangsreseks van N = 6 tot N = 46 in stappen van 10 gevarieerd.
Het flowdiagram van dit programma is op blz,.35 geschetst,

Het computerprogramma van dit flowdiagram is opgenomen in Appendix A.4,.4,

In het bovenstaande geval is het niet mogeli jk die covarianties met elkaar te
vergeli jken die ontsteen zijn bij verschillende N aangezien dae x den niet de

z61fde is, Om dit toch mogelijk te maken wordt gemiddeld naar alle mogell jk

- . -
voorkomends X . Dus er wordt E5 * COVEL.S.] an E5 g COV/@M.V. bepaald

—y

bij sen bepaalde waarde N en deze vergeleken met Ex g CO\IﬁL.S.z en E5 { cov ﬁm.".

bij een andere waarde van N. Het flowdiagram wordt gegeven op blz. 36 .

i

&
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START

KIES DE LENGTE N VAN x

VERANDER N

GENEREER x

!

KIES DE MATE VAN GEKLEURDHEIDJE

VERANDER

BEREKEN COV /é'L 5

}

BEREKEN COV f"m v

I

PRINT COV /3, . 4 COV F.y
sdo '~ sveo

STOP

&ﬁ*



START

v

KIES DE LENGTE VAN HET
INGANGSSIGNAAL N

y

|
" VERANDER 7%

i

KIES DE MATE VAN GE- >
KLEURDHEID VAN DE RUISS /25

VERHOOG §

MET 1 TOT X |

A

GENEREER EEN INGANGS=
REEKS TER LENGTE N

+

%Y
BEPAAL: C:D\I1 /_3 LoSe en

(%)
cov, 5B .y,

\

7 - =
cov, B |5, 2 COV Bis, * 00V B s,

— >
€OV, B oy, = S0 By, ¢ COV) £ .y,

V

_—
PRINT: CDUI/?L.S. /1

COVs B v /¥

BLAD 36,

RS W
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Voor het programma van dit flowdiagram wordt verwezen naar Appendix A.4.4,

In enkele gevallen ias de )\ MAX? )\ MIN van de covariantie matrix W borokehd.

Zie voor het programma Appendix A.4.4,

Met behulp van de eigenwaarden zijn de grenzen van de covariantiss berekend,

4,5, Vergelijking van de L.S. schatting met de M.V, schatting wat betreft het

aantal computer bswerkingen,

De programma‘'s die geschreven zijn ( zie A.4,4,) bieden de mogeli jkheid de
minimumvariantie schatting en de kleinste kwadratenschatting te vergeli jken
wvat betreft het aantal computerbewerkingen., Bij deze vergeli jking wordt ook
een schatting volgens onderstaande instrumentaie betrokken,

I w

-

PROCES

I
o~
Teg
*
"
e

/700 £L

2 .
—> \ >—— R >

L

L,

R

T -1 T
waarbij O o - 0p* N s R=90 "8, D, is een “louwsr tiisngular"matrix.

De L.S. schatting volgens deze instrumentatie komt ovsreen met de m.v.anhatting.f,
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Vergeli jking van het santal computerbewerkingen indien alleon/é? berekend wordt.

ul

t T 1\~ T
fLs. (x> x)" x" 2
"

Tl =1 T -1
/? noy. = (X’ N X) "X N 2

= T -1 T
m.v. = (0, X)" B X)"" (O X) oz

-

Cm 2 te berskensn is in alle gevallen evenvesl "werk"™ vereist,

1
Snv. S mv,

I—,
ﬁ L.S.
BEPAAL A=X UIT X BEPAAL A=X UIT X BEPAAL A=X UIT X
1l
hd A”= bo A
" BaA A “« cxAT N1 v g=(A})T al
- B=C A
" B:B-l " B-B-l " B:B-l
" C:BAT * p=BC " l:-B(A]')t
" =0 _ z
“ s 1 z 0 =
Rs.=cz 2 my, =02 /2 my, = C2

De minimum variantie schatting vereist t.o.v. de “"least" square™ schatting:

b.

Co

één groep van besuwerkingen meer, n.l, een matrix vermenigvuldiging

kennis omtrent N1 (hetgeen hier niet "vertaald“wordt in een

santal bewerkingen

meer gehsugenruimte n.l. de matrices N-l en 0O
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De laatstgencemde methoda vereist t.o.v. de L.S. schatting:

a. twse “"bewsrkingen®™ meer n.l. een”triangular” matrix-matrixe
vermenigvuldiging en esn "triangular® matrix-vector vermenige
vuldiging.

b. kennis omtrsnt Do (hetgeen verkregen kan worden uit kennis van

N"1 » ©0 hier nist “vertasld" wordt in een aantal bewsrkingen),

c. meer geheugenruimte dan de L.S. schatting (n,l. matrix Al en Do)
en evenvesl als de M.V. schatting want:
Al benodigt evenveel als D -em D  benodigt evenveel als
N'l'( waarbi j N'l symmetrisch verondersteld is , zodat slechts de
helft van N‘l opgeslagen behgeft te worden),

Indien tevens de covarianties uitgesrekend disnen te worden dan geldt:

L [a) . —cl
cov ’é L.S. Ccov F_’m.v., cov E m.v.
- ”1
D=C N.r CUV/?m.v. = B COVK M.V, = B
F=sDC
Y r
COV_ L.5. = F!

De covarianties van de M.V, schatting zijn reeds uitgsrekend. Om CDV,%L 5

uit te rekenen zijn nog:

a. sen twestal “"bewerkingen® nodig(hierbij is verondersteld dat de
additieve ruis niet wit is) n.l, twee matrix-matrix vermenig-
vuldigingen,

b, kennis omtrent N noodzakelijk is,

ce. gehsugenruimte nodig n.l. matrix D en F,

Conclusies l¢ Indien de additieve ruis niet wit is en alleen de paramesters
~van het systeem geschat worden‘(dus niet de covarianties) dan
' is de L.S. schatting wat betreft het aantal computerbswerkingen fi

en gehsugsnruimte verrewseg nog het geschikt&te om toe te passen,
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Tevarns verelst de L.5. schatting geen kennis omtrent COV n.
De '‘gawone® M.V, schatting zal de voorkeur genisten boven

de "andere® M.V, schatting, afgezien van de eventusle nood=
zsak om een zantal"bewerkingen® om Do uit N.l te verkri jgen,
Immers de “gewone™ M.V, schatting vereist t.o.v. de L.S.
schatting een matrix-matrix vermenigvuldiging extra, hetgeen
neerkomt op %-(N+k-1)(~+k) vermanigvuldigingen, COV n is
symmetrisch verondersteld(atationariteit), k is hierbij het
aantal te schatten paramsters en N de ingangsreekslsngte,

De M.V, schatting volgens de gewi jzigde opzet vereist een
triangular matrix-mstrix vermenigvuldiging en een triangue
lar matrix=-vector vermenigvuldiging extra t.o.v, de L.S,
schatting, hetgeen nserkomt op 531 (N+k=1) (N+k) vermenige
vuldigingen,

Zoals reeds veker opgemerkt, heeft de M,V. schatting een
"kleinere* covariantie matrix. In hosverre dit voordeel
opweegt tegen meser gshsugenruimte, sen groter aantal com=
puterbewarkingen, kennis van N, zal mosten blijken uit de
resultaten van de simulatie,

Indien tevens bij een schatting van de parameters de co-
variantie berekend moet worden dan verdient de M.V. schate
ting de voorkeur wat betreft het aantal bewerkingen en de
benodigde geheugenruimte. In dit geval is voor de coveriantie
van de L.S. schatting ook kennis van N versist.

2, Indien de additieve ruis wit is vallen alle schattingen

samen,

%] L) -1
Dus CUy%?L.S. a Cogé&.v. s COV/é?m.V’

446 Resultaten vin de simulatie en commentaar,

Op blz, 43 t/m blz. 49 zijn de grafieken gaschotst dis 1nzicht geven in de resule
taten van het eerate computerprogramema, De COV/§L 5. wordtwvergeleken met de
CDV/Bh v, veor verschillende waarden van de geklsurdheid van de ruis bij een= @
zelfde ingangsresks (lsngte N), Er worden slechts variantiaa beschouwd (dit zijn
de diagonaal elementen van de covariantis matrix). Aangezien het verloop van de
diagonaal alementen ng '7§3 vrijuo{/;etzelfda is (zie blz.43,44 en blz, 45)

wordt volstaan met het schatsen van V” +.De diagonaal elementen
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V;az,'vssz worden niet in beschouwing genomen vanwege het feit dat deze in
het geval wvan een L.S. schatting hetzelfde zijn als resp.‘U;éz, q;f. Dit

(=]
houdt in, dat COV/QL S zowel links-als rechts-symmetrisch is,

COV,@M‘U. is niet links= en rechts=symmetrisch maar Ex 3 CDVE? m.v.§ echter

wel,

De grafieken kunnen onderling niet met slksar vergeleksn worden omdat de
ingangsreeke lengte stseds anders is,

Indien uit deze grafieken reeds voorzichtig een conclusie getrokken wordt,
dan is het wel dezes in het gsbied §63'> 2 vallen de COVZ?L g, ©on de COV/§.
nagenosg samen. De COV,@Lit = q’zn(xT X)-l is een goede benade;igg voor Ve
dexze covarianties, Of, met andere woorden, voor r/1372 mag de additieve

ruis nagenoeg “wit® beschouwd wordeny COV n u 6;2- 1 56;2 1.

In het gebied O <f?25<2 begint COV£§m.v. langzaeam "kleiner"™ te worden dan

de covﬁ{ g, De verhouding tussen & | o en<7ﬁ m.y., wordt hier nist uit-

gerekend aanqgezisn deze incidentele waarde niet 20 interessant is.

Verscheidene grafisken zijn ook voorzien van sen bovengrens >‘IAX§711 2 wit

2
en een ondergrons,)m1N<7ll wit® Zoals te zien is 21ijn de beide grenzen nogal
ruim, hetgeen nist te verwonderen is, aangezish deze grenzen gelden vaor
alle mogeli jke ingangsreeksen dus b.,v. ook orthogonale rsgressises polyncmen,

Op blz,50 t/m blz.56 zijn de grafieken getekend volgens het tweede come

puterprogremma. E { o 3 % i
x cov /} L.5.] _en Ex COV/;’: m.vﬁ worden met elkaar ver=
geleken. Tevens is in enkele gevallen de bovengrens % (A>MAX Y MIN) X

(/% max * Y miw) * €OV Em.v. geschetst,

Wat reeds naar aanleiding van de eerste serie grafisken vermoed wordt, wordt

i
r

‘ T, ol _ [
hier bewaarheid: voor /é,)lvallon 55 ‘ cov/gm‘v. fan E.’.‘.é CO\I/éL.s.%nagnoeg

i

by :‘; %] ! b}
Voor ,éé(’Z wordg Ex g CDV/é m.V.é geleidelijk “kleiner® dan E! é cov/é L.S.{i

4
foul

e
£

#i
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2
z ¢
indiens /é s 0,5 dan is "2 L.3. v 1,6.
6;/‘ m.v.

2
z 2
/é% = 0,25 dan is 1 L.s. .,

; 2 2,8
v 11 m.v,
Z, Vz
Z; = 0,15 dan s —ibleSe 5.

Vzll N.V,.

; .
/z; = 0,1 dan is ——1-%—"-'3'% 5,5
Y11 mv.

Bovendisn valt op te merken dat deze verhouding voor kleinere ingangersake

. Ly
- kleinar is dan voor grotera ingangsreeks bij esesnzelfde /4% o

Naar esanletiing van de conclusies in 4.5, kan nu gezsqd worden dat voor'ls%é:> 2
de additeive ruis al ®wit® beschouwd mag worden en derhalve het sanbe=

veling verdient least square te schatten,

In het gebied 0 ( 33% < 2 zal het o.a8. van de volgende fektoren afhangen

welke schattingswijze de voorksur gaat genigten:

1, de overwegingsn, gagchetat onder de conclusies van 4,5,
(santal "bewserkingen", hosveelhaid geheugenruimte, a
priori kennis)

2, de smalbandigheid van de additeive ruis

3. de beachikbare meatduur

4. welke "waarde® wordt er gehecht asn een "iets betere" i

I

schatting? i
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S5e BEPALING VAN DE VARIANTIE VAN ODE ADD I-
TIEVE RUIS

Het is mogeli jk om naast de lineaire “unbiased® schatting van de parameters
van het proces te geli jkertijd esn “unbiased® schatting te doen van da
variantie van de additisve ruis, Hierbij most de additieve ruis asn de
volgende voorwsarden voldoen:

E(n, ) =0 en counavzl

i - m

( de ruie moet wit zijn doch zoals onder 4, gableken ia mag dit reeds ver=
ondersteld worden in hat daarbesproken geval voor ‘A%7»2 )

P

m
X R é, ;5‘*
7
B w

Stel het santal te schatten parametars k.
Het maeten gedursnde een zekere tijd aan de ingang en uitgang van dit proces
geeft kennis van X( dim N) en z ( dim. N ¢+ k =1)

De schatting van de paramsters is nui

é_: (x

Hiermade kan de modnluitgang barekend wordeni

| :
T ﬁ)-l XT z [

!1=x*é‘-x{(x )~ x T(xu+n)j-xn+x(x )™ x" n

L

T,
BE N

Het foutaignaai e is nus

1

€=2z-u th.\_-rE-XE-XIl—X(XTX) =1 T

1T n - x(xTx)



—_—T- s 8 is nu een "‘u‘nbiasod' schatting van ¢ A

2
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Deze schatting is zuiver wantt

N=-1 N=1

= --1-_{ (N+k-1)€n2 -E(XTX)-IXTQ)K

N=1
Beschouws f:(nT )((J(T x)"l xT n)
Noems x(xXT)" L xT2a , A=A’
by §
N
' N\
\
}
T \
2 “2'("1’, .'hfk-l) \ .
| b .
i' t :
| ' \
f "Ok"l'
Nek=1 n+k=1
ET A nas g 2 aij nl “J

t Nk=1

—_— f{gTS}.——l—f [(n n)-g(n x(x x)"l T )k

"Nm-ﬁ}
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E(aTan)e 20 S e k(nmy
) ) 1 ’ZI 4 td

E(".I. nJ) =0 voor 1 # § E( n, nJ) .,20 voor i = §
Nek=1

E( gT A n) -Vzn 2 o, -gzn x som van de diagonaalelementen
1 van fA(

Som van de diagonaalelementen van ?A { = som van de diagonaalelementen van

x(xT x)~t xT

Noem B = X(X' X)™! enc s X'

Nu geldt: Som van de diagonaalelementen van {B:c,f = som van de diagonaal

elementen van )C » Bf
c8 =X X(x* X)7la 1 dimensies(k x k)

Som van de diagoneaalelementen van [C-Bf s k

2
n

N1 E,gT_._}- 1 { Nek=1=k ngn = g

Dus: N-1 Ne 1

Zie: PLACKETT Ragresaion Analysis

Ooor middel van een simulatie op de digitale reskenmachine is 1 (:T o)
N -1
en var.é ( :T g) j berekend van het onder hoofds‘tuk 4. gencemde
N- 1 i

| ‘
systeem, h\

Het flowdiagram van dit computsrprogramma isg



START

KIES DE LENGTE N VAN
DE INGANGSREEKS

{

VERHOOG 1 MET 1
T0TX

GENEREER

1x

GENEREER n

4

BEPAAL £i=thg

4

BEREKEN B=(X' X)™0 X' 2z

{
BEREKEN w , "= X B

BEREKEN ] L s 2 1 - w i

BLAD 60,

»
R Y §
Baacxsukln }C =—=(e" 9

i

y

L

" X e |
BEPAAL  E(S7) -:}- 5 (< 24
g i-l

! - .
; " - * ]
JBEPAAL VAR (<§ ) = i_lf_l Z ((6,2,)0.-, E !(62,,); 01
! {=l N

1 :

" )

PRINT E ?( <2n ) 4 f en VAR  (( ‘72:\ ) )




8LAD 61,

Deze simulatie is herhaald voor verschillende waarden van-N, Zie voor het

computerprogramma Appendix A5,

De qrafiek op blad 62, laat zien dat de schatting inderdaad zuiver is, Immers:

Vzn is 0,36 gekozen en E {( (zn ) f A 0,36

i

Tevens is in deze grafiek de spreiding geschetst, De spraiding nesmt af bij

het groter worden van N,

Indien de additeive ruis niet helemaal "wit' is kan sls eerste vorm van be-
nadering de covariantie matrix van de additieve ruis als volgt gedacht worden:

mot = 1 & d (4

De schatting van do variantie is nu niet zuiver uwant:

i oty
. . £ (:T !) 8%!-__. { £( ET n ) - E(nT X(XT x)-l };l n )& ¢
N =1 b -1 & ) '

!

t

: -1 \
- —i—i(nwk-l)q’zn ~gfn" x (x"x)  x'n] g o
N -1 .

H
)

SmEDE

Noem A = X(x' x)~} xT A =T
i
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Hekel Nekel Nek=l
T T \v=1 T T 2
n X (x X) "X n=n Ans= Zf 8, N e 2 EZ Z: &N nJ
1 i J
Nek=l Nekel
T 2
E(n A")'Vzn Z au+2d/Vn Z a
31 1.}
1 1

Nekel

Z '11 = k 18 reeds aangetoond.

Nek=)

272; 2 Zdrzn . f
EIN=T! * Vn=" w=1 8, iel

Deze schatting heseft dus een "bias"®,

Voor grote N kan esn indruk gegesven worden wven deze ®“bias"i

Foel Ty XX -
A= X(x' X)™*x' & — voor grote N en witte ingangsruia
vi‘
Nek=d "
k 5 orX,, |
Z a 2 ——fee. 2 o A wvoor N groot \
1’1*1 % N Vz . b
1 ' X
T ; 1
& .8 4 !
f=—={ vy - 2d7] -va
Ne= 1 4 Nel ' !

i
D.weZ, vVoor grote N mag de schatting als zuiver beschouw.a worden, Ook
indien het ingangssignaal geen witte ruis is, wordt de aéhatting vaor grote

N zuiver, doch dit is niet zo eenvoudig als boven san te tonen,
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6, L.S. achattingen bij teruggekoppslde systemsn,

In het tot nu toe baschouwde geval is steeds verondersteld, dat de additieve
ruis onafhankeli jk is van het ingengsaignaal van hset proces, A
Daardoor kunnen de “weighted least square"™ achattingen bestempeld worden

als "unbiased™ schattingen,

Andere wordt hat in het geval van sen teruggekoppsld systaem

Zie fig.

«

e
+*~

&

~®

Opm, Het systesm wordt volledig diascrest beschouwd,

Er wordt verondersteld dat de ruies wit is en sdditief werkt op de uitgang
van het proces, Tesamen met de procesuitgang Y wordt dsze ruis vollaedig
teruggekoppeld naar de ingang van het proces,

Ds L.S. en M.V, schatting van dit eyateem verkregen door zowsel X als v te mo~
ten schat nist punten van de impulsresponsis van het open loop systeem,

maar punten van de impulsresponsie van het teruggekoppelde systeem .

Het systeem geschetst in da bovenstaande figuur {8 Bls volgt te herleidens

LR AR r is (Nek=1) vector ; N is het asntel “samples" !

aan de ingang 3} k het santal t} schatten patametlroy
, g 1
De 2 = getransformeerds ven ¢ 18 3 r(z) = x(z)= w(z) ;

y(2) = H(2) ( x(z) = w(2))
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®.(z) = n(z) = H(z)( x(z)-u(z))

H(z) 1
Hieruit volgt: w(z) s 1+H(2) *x(z) + 1+H(Z) n(2)
o

/
Az) //;/74;
/¢ A2) ,
@) [F d ﬁl’”‘z’ Wz
X g - W
H(z) 1
Noem G(z) = TeH(z) *" F(z) = 13H(z)

w(z) = 6(z) x(z) + F(2) n(z) = 6(z)x (z) + n (2)

9" impulsresponsiesvector

De witte sdditieve ruis wordt gefilterd.

nl(z) = F(z) n(z) of _P{l - L n

waarbij f 1 sen "lowe? triangular"” matrix isi

"0~ — - - — -~ - 9
o 3 '
f AN AN ‘
| 1 N ~ |
N N -~
Pl ~ ! N0 Npp—
;2 : ~ ~ A . ~ ' o'’ n
N A “le zijn punten van de impule-
{ \\ N A ~ rosponsie van dit filter
~ i
"f“ .. . N

Nek=d - ——- f, N ~fo

/
'
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De ."ldast square“ schatting van dit teruggekoppelde aysteem is:

[P

AP CAR i

Dezs achatting is zuiver wants

e (f) =e [OT0 M Tel age ™ aTe |t o

e(nl)ee (F! n)s Fle(n)s 0
sn met QT s ( Qg? 9y =w==——== gk) puntsn van de impulsresponsie van hst
teruggekoppelde syatsem

Ondanks het feit dat de additieve ruis n uit is valt de L.5, schatting niet

samen met de M.V, schatting van dit teruggekoppalde systeem, Immers ds

additieve ruis n wordt nog gefilterd (vanwege de tsrugkoppeling) door Fl.

De M.V, schatting is niet uit te voeren, asangezien deze schatting kennis

veraist van Fl. Doch om Fl te kennen is informatie van de impulsresponeis

van het “open loop" systeem noodzakelijk,

F1 s (I + H)'1 waarbij H een “lower triangular®” matrix is bevattende

punten van de impulsresponsie van hat "open loop* systeem;
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I!Iaeetall worden hk+1 ’ hk’z, --------------.hmk._1 voldoende klein beschouwd duss

w=sRhensHTEEen
- - - - -

W s H(x =w) +n
Iex-u

Nu g door geschat is kan hieruit efgeleid wordent is een schatting van h

p— —— — — — ——— — — — — — o—

I MOLEL b
AR _ /| /
- " |
I I |
L — - - - _—_—__ _
vsX/ -/"5 tevens geldts vs Rl/_? = B 5“
_115-!—5 !:(I#B)-lﬂﬁ Duss /18(108)-1

Hieruit kan afgeleid wordens ' B =, /’(! -/ )-1

/" en B z.t,jn “lower triangular® matrices g
Indien dus l bekend is is /7 bekend en derhalve 8 -~ /3

Het kriterium: min oT ] is geminirnauoeord voor/ [ Dit komt niet over—
esn met het minimum ven het kriterium voor /3= /_3 «De schatting
van h is niet zuiver omdat in dit geval de ruis n.i.aé onafhankeld jk van
de inganb van het proces is, Wel kan opgemekrt worden dat de schatting
van h aaymptotiach zuiver zal zijn vanwege haet feit &at de schatting

van l in dit geval galijk is asan g . f

Be bovengenoemde methode kan als bewerkeli jk beschouwd worden, Een methade on
direct de impularesponsie van het “open loop” syateem te bepalon; is de volgends:

b TN

s

o 43
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Indien x en w gedurends esn zekers tijd gemeten worden dan is ook L bekend n.le

T 2 X =W
- - -

n
A Fo. &
- L3 l
! |
! |
|
- [
| [
v Y au
PErpunNT

VEETPUNT

Door nu r an v te “corrsleren® is de impulsresponsie ven hst "open loop"
systesm direct te schatten.

De L.S. schatting 1s: A= (RT R)™ R
R is sen matrix opgebouwd uit ®

De schatting is niet zuiver:

£ (5 ) £, f(aT R AT w (- phe @R AT n

-1 T

Met bshulp van de CAYLEY = HAMILTON theoris 1is (RT R) " R n te schrijven als:

R R)LR ns - -.-l-[(nr Rt o a (RT B2,
k

T T
—— A (R" R) « LY I}R n

k is het aantal te achattsn parameters;
8o B 10 =y all,f.zijn de colifficisnten van des karakteristiske polynocom van

" (RY R)

k*

Aangezien o.a, En 1( RT 5> # o mag aangenomen worden dat ;

{
i

€ ((RT R)™L RY 2)* o



blad 69,

Dat E_ ( T n) #0 kan als volgt duideli jk gemaskt wordent

=y+nas= R g +Nns H r+n

= (1+H)™Hx - n)

"

o

s (I H)-l(x 1N )

waarbij =

n Py ——— 9

' nl ~ ~ }

- ~ \\‘\\ )

m _ ‘ ' - T
| | ™ =a
"1

!

.I )

Prokel  MNeke2 ——— — — — Prek

£, (R n) -+En(nT(I+HT)-"g). Z o

De schatting is niet asymptctiasch zuiver want (RT ﬂ)"1 RT n geat niet naar 5

voor N naar oneindig.

Een schatting die wel maaymptotisch zuiver is en minder bewerkelijk den de aller-
esrsta methode ist

n o+ -
ﬁ.(xTR)leu
De schatting is niet zuivor omdats

[(x A7 xTnfeo

Wel is deze schatting asymptotiach zuiver omdat voor N—e XT f—-o0 gaat en

dete(XT R) # o zodt Tt xT o I

dote (xTR) = dej: [x (et x-xT(1e H)"‘n]# °
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In het gsval dat slechts een parameter geachat wordt kan sangetoond worden

dat met deze methode het kriterium min, ’ 2T s|gaminimalisesrd wordt
voor
s
X
d > ! é/ Y L‘)
’ 'l /3‘ P P t‘\*g
Y]

esw-yv , vV=AEL -/3(x-v)—_..v- 1+ 7 x

Vel T Vil
(w e %) (e T -
T 2 T, 2 T
! !- 1*/3 ! - *(14./3 -

Differentissr naar /3 i

-_2_.7 L ;z_f‘__a. T xs0
(143) - (1+8)

j

; &
2 3 (T-(1+/3,)xT!+ lng)-O
(1+53) }
(~xTwepxna0 Ax Eaxly

petip e i



blad 71.

CONCLUSIESs Het blijkt bij geen van de drie ganoemde methodes mogelijk sen
"zuivere® schatting van de parameters uit te voeren,
Het bepalen van de “drempel® (werkelijke waarde van de para-
meters = E_ ( geschatte waarde)) is niet mogeli jk, omdat de
mathematische uitdrukking hiervan vrij complex is.
Twee van de drie methodes zijn asymptotisch zuiver, Hoe"eneller*®
de asymptotische waarde bereikt wordt des te belangri jker de
twee mathodes worden,
Door des terugkoppeling wordt een beschri jvingswi jze in het
tijddomein bemoeili jkt, zo niet onuitvoerbear.(bsschouw daartoe
een systeam met esn vertraging in de teruggekoppelde ketan) .
Met de bovengencemde méthodes z2ijn m.i, de mogell jkhedsn,om ean
least square schatting van de parameters te doen, uitgeput,
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APPENDIX

A. 5.1 [ ]

[ n
Stel dat COV&,L.S - covd¢u y. * Toon daer aan dat de deelruimte op-

gespannen door k vectoren van R samenvalt met de ruimte opgespannen
door k eigenvectoren van M.

w
COVJ;L g 18 een symmetrische matrix. Er is nu een orthogonale matrix
C te vinden godanig dat ;

- .
C* COV {, o C diagonsal is.
" Stel €* = C g De hierbij behorende covariantie iss L

T % % T x
COVd; L.S. ™ R MR

Tl X T -1 o %=1 x
cor&m.v.-(n M*R"7) met R* =« R C

o .

T

c

cov@hs' c-cleovf, , ¢ —s

Ve

x
cov 4f L.S. "~ cov &_ .y, °° diagonaal

(RK )T M R xX - ((RI)T n"l RI) vl
Beschouw nu een component van de covariantie. Er moet geldéns
((Ri*)T u Rix) o ((Ri‘ )%-1 Ri x)-l voor 1 - l'co-o.o.k

met (Rix)T Ri? = 1 , vanwegs de disgonzalvorm van de matrices,

i
t

Indien Rix een eigenvector van M is dan is voldaan aan de vergelijking

£ \T , - ® o3 S R |
(g )" ur™ - 2 9Tl ) i

; z
De matrix bestaande uit k eigenvectoren R ‘j ia= i.....,k; is R —»

i
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Er geldt R* = R C ——=

De deelruimte opgespannen door k vectoren van R valt samen met de deel-

r

ruimte opgespannen door k eigenvectoren van M,

Indien Rix geen eigenvector van M is dan ie het mogelijk de volgende

vergelijking op te stellen.

x x
MR -)i R, +a Ty

i s T4 is een vector loodrecht op de vector Ri‘
]

(Rii)T MR mhy +plRy ) Ty = (COVACHL.S.) 12Xy

-1 = x -1 % -1
Mt uRr Fa o RTAAMURoepNT T,

&

x L

-1
Ry" = v By - 57

)| Ti

T -1 1 -1
(R,™)" X Ri"-;—i- -Ji"’ (B, Xy WoT,

- kA
(R Tyl Ri")‘1 -2 (1 -p(rT yT w1 ri )t - (cov txu.v.)i

Nu moet gelden dat (COV JQ!u.v.)i - (COVJ: ‘L.S.)i ')‘:I. voor alle iui,‘;...k

Duss A (1 - (R%))T u? IO N P

is een eigenvector van M
1

Dit is mogelijk indien 1 4= 0 —R*,

T, loodrecht op (R‘i)T M

heid geeft hetzelfde resultaat als onder 1

nolol ’ 1 ¥ 3 -1
M‘lni‘ R 'ﬁ“ Ty

Vermenigvuldig met TiT g

| , JO0 SRR SR B
R LA

n

dooch dezg mogclijk-

g
£

T wlR*a0, T

71 '

i

Conclusies R, * is een eigenvector van M. Zoals reeds sangetoond vallen

i
de beide ruimten nu samen.
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APPENDIX

A. 302 .

~

Bewijs dats ( 3 COV 2 M:;j )¢ ?T cov(z V.S

-

Beschouws 0= Z L /-/é“

.r (%3
oL = acalair./aia "unbjased" ruis met E!/_o/_«/ - cov/ R

De L.S, schatting vancheeft de volgende covarianties

3 cov Zn.v. ¢

De covariantie van de M.V, schatting bedraagts

(37 covl'; g)'l

~

De covariantie van de M.V, schatting is nu "kleiner" dan die van de
LeS. schatting, duss

(ZT cov-[ M. S )< ?T °°VZ u.v.?)

— —

o
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APPENDIX

A. 40‘0

Het computerprogramma op blz. 76 t/m blz, 78 bo:okont COV/BL g, on COQAfm v
als funktie van A (7 </{‘7’ ) bij N = 16, )

Het op de blz, 79, 80 en 81 gegaven computerprogramma barekent

€, l cuqéL.s.i on E, f cuv/§ "u.i bij N = 36

FaN

en ( ; €Y )

Tenslotte ia op blz, 82 het computerprogramma gegeven voor de berekening
van de eigenwaarde van de matrix COV n bij ingangsreskslangte N = 6 en

g <% <4

Ao ‘.50

;

Op de blz, 83, 84 is het computorprogranma gegeven ter Uarakantug van de
gemiddelde waarda en de variantie van qf 1n het geval‘dat de ingangs=

reekslengte N = 96.

f




11
83

82

64
60

22

24
23

28
21
2¢€

150

20

21

o

DISK OPERATING SYSTEM/360 FCRTRAN 360N-FO-451 21

DIMENSION H(5) ¢4 W(70) e X(46) sRITO) JA15045) yB(5,5)WVI5),WNWI5),
1CES5,5C)sCOVNISCe5C) ¢D(5450) yF 15 45) sGL(5,5),2150),BLIS50),GM(5,5)
KL =15

DO 11 1=1,45

H(T)SEXP(-1+1,)

WRITE(3,83)

FORMAT (' DE TE SCHATTEN GETALLEN ')
WRITE(3,82) (HII) I=1,5)

FORMAT (/5F11.8/7)

DO 10 M=3,2,9

N=5#M+1

DD &C I=1,5

D0 64 J=1,5

GLII,J)=C,

GM(I'J)=C.

CONTINUE

KKL=1234567

D0 22 I=14N

CALL GAUSS(KKL41.030a0,V)

X(I1)=v

D0 23 K=1,N

DD 24 1=1,5

J=I+K-1

AlJdyI)=X(K)

CONTINUE

KN=N+4

KI=N+1

DO 25 K=KI KN

KII=N+5-K

D0 5 I=1,KII

J=1+K-1

JJ=1+4K-N

A{J,I)=C.

A(l,dd)=A(Jd,1)

CONTINUE

DD 26 I=1,5

DO 27 J=1,1

BlI,J)=C,

B(Jyl) = C.

DO 28 K=1,KN

BlIsJdI=B(leJ)+A(K I)®A({K,J)
B(Jy1)=B(1,J)

CONTINUE

CALL MINV(B 54Dl ¢WVokh)
WRITE(3,15C)

FORMAT (°* LEAST SQUARE KIT )
WRITE(3,€63) ((B(I5Jd)¢J=145)1I=1,5)
+ DD S KK=1,5

- E=EXP(=2.8%(KK~3))

KN=N+24

DO 2C I=1,4KN

Will=V ' :
R(1)=C0.

DO 21 I=1/{KN

R{I+1)=E«R(I)+{1-E)#W(I)

KN=N+4

DO 29 1=1,5




21/03/68

31
30
28

32
68

35
34
33

38
37
36

40

39

42
41

61

62

44
43

58

59

FORTMAIN
DO 30 J=1,KN

CC=0.

DO 31 K=1,5
CC=CC+A(J,K)=#B (I ,K)
ClI,Jd)=CC

CONTINUE

DO 68 I=1,KN

DO 32 J=1,!1
COVN(I,J)=Exs{]-J)
COVN{Js1)=COVN(I 4J)
CONTINUE

DO 33 I=1,5

DO 34 J=1,KN

DD=0.

D0 35 K=1,.,KN
DD=DD+C(1,K)#COVN(K,J)
D(1,J)=DD

CONTINLE

DO 36 I=1,5

DO 37 J=1,5

F( I,J)=C.

DO 38 K=1,KN
FII43J)=F{TI9J)+4D(Y oK} nC {J4K)
CONTINLE
CONTINUE
DO 39 1=1,KN
2Z2=0.

DO 4C J=1,5
22=27+A(14,J)eH{J)
22=22+R(1+2C)

Z(1)=22

DO 41 1=1,5

BLL=C.

DO 42 K=1,KN
BLL=BLL+C(I,K)=Z(K)
BL(I)=BLL

WRITE(3,€1)

FORMAT (? LEAST SQUARE *)
WRITE(3,62) (BL(I)1=1,5)3N,KK,L
FORMAT (/5(1X,F11.8),313/)
WRITE(3,€3) ((F(YJd)4J=1,5),1I=1,5)
FORMAT (/1X,5(1%X4F11.8)7)
DO 43 I=1,KN

DO 44 J=1,KN

COVN(I,J)=C.

CONTINUE

P=11-E.’E
COVN(l,1)=1L/P
COVNIKNyKN)=COVN(L,1)
KI=N+3 !

DO 58 1I=1,KI
CAVN(1¢1+1)=-E /P
COVN({I+]1,l)=—E/P

DO 56 [=24KI

Q=E=E |
COVNI(I,I)=(1.+Q) /P

DO 45 I=1,5

DO 46 J=1,KN

CC=C.

.



21/03/68 FORTMAIN
DO 47 K=1,KN

47 CC=CC+A{K,I)eCOVN(K,J)

46 ClI,4)=CC

45  CONTINLE
DD 48 I=1,5
DO 49 J=1,5
8B=0.

DO 5C K=1,KN

50 BB=BB+C(I,K)®A(K,J)

49 GL(I,J)=BB

48 CONTINUE
CALL MINV(GL 35,01 shVshk)

13 DO 51 I=1,5
DO 52 J=14KN
pPD=0.

DO 53 K=1,5

53  DD=DD+GL(I,K)#C{Kgd)

52 D(1,J)=DD

51 CONTINUE
DD 54 1=1,5
BLL=0C.

DO 55 K=1,KN |

55 BLL=BLL+D{I,K)eZ(K)

54 BLI(I)=BLL
WRITE (3,70)

70 FORMAT (* MARKOV %)
WRITE(3,62) (BL(I),I=1,5),N,KK,L
WRITE(3,63) ((GLUIJ) 9d=145),1=1,5)

9 CONTINLE

10 CONTINUE
STOP
END



11

83

82

20

21

é4
&C

22

24
23

28
21
26

DISK OPERATING SYSTENM/360 FCRYRAN

360N-F0-451 2

DIMENSION H{S)»h(7C) 4 X(46) sR(T0) +A(50,55)4B(5+5) 4WVI5)shh(5),
1C(5,5C),COVNISC,5C)D(5,5C) ,F(545),4,GL(5,5),2(50),EL(50),CM(5,5)

KKL=15
KL=12

DO 11 I=1,°5
H{T)=EXP(-1+1.)
WRITE(2,83)

FORMAT (' DE TE SCHATTEN GETALLEM
WRITE(32,€2) (H(I),I=1,5)
FORMAT (/5F11.87)

M=1

N=SeM+1

DO S KK=1,5
E=EXP(-2.a%(KK=-3))
KN=N+24

DO 2C I=1,KN

CALL GAUSS (KLyCe640.0,V)
W(I)=V :
R(1)=C.

DO 21 I=1,KN
ROI+1)=E«R(I)+(1-E)=h(I)
DO 6C I=1,5

DO €4 J=1,5

GL I,J)=C.

GM(I,J)=C.

CONTINLE

LL=1

DO 8 L=1,5C

DO 22 I=1,4N

CALL GAUSS(KKL314Cy0.0,V).
X(I)=v

DO 23 K=1,4N

DO 24 I=1,%5

J=1+K-1

AlJ,1)=X(K)

CONTINUE

KN=N+4

KI=N+1

DO 25 K=KIsKN

KII=N+5-K

DO 5 I=1,KII

J=1+K-1

JJI=T+K-N

AlJ,1)=C.

AlT,3d)=A(J,1)

CONTINLE

DO 2& I=1,%

DO 27 J=1,1

B(I,J)=C.

B(J,I) = Ca

DO 28 K=1,KN
BlIoJ)=B(I,J)+A(K,1)2A(Kyd)
B(JyI)=6(1,J)

CONTINLE

CALL MINVI(B,5,D19hWVenk)
DO 25 I=1,5

DO 3C J=14KN

cC=C.

')

Hi
TR
2
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31
3C
29

32
€8

35
24
33

38
37
3¢

40

39

42
41

€l

S¢e

59

DO 31 K=1,5
CC=CC+A(J,K)=B({1,K)
C(1,J4)=CC

CONTINLE

DO 68 I=1,KN

DO 32 J=1,1
COVN(T,J)=Ess(1I-J)
COUN(J,sI1)=COVNI(I,J)
CONTINLE

DO 23 [=1,°£

DD 34 J=1,KN

DO 35 K=1,KN
DD=DD+C(I1,K)=#COVN(K,J)
D(1,J)=DD

CONTINUE

DO 3¢ 1=1,°¢

DO 37 J=1,5
FtI,J)=C.

DO 38 K=1,KN
FII,J)=F(T1,J)+4D(1,4K)#C(JyK)
GLIT4J)=GL(T4J)+F(1,J)
CONTINLUE
IF(L-LL) 4,7,4
DO 3¢ I=1,KN
22=C.

DO 4C J=1,5
2L=212+A(1,Jd)2H(J)
22=22+R(1+2C)

2(1)=22

DO 41 I=1,5

BLL=C.

DO 42 K=1,KN
BLL=BLL+C(I,K)#Z(K)
BL{I)=BLL

WRITE(3,¢€1)

FORMAT (?* LEAST SQUARE 1)
WRITE(3,62) (BLI{I),3I=1,5) ,NyKK,yl
FORMAT (/5(1X,F11.8),3137/)
WRITE{29€32) ((FUI3Jd)39J=135),1=1,5)
FORMAT (/1X,5(1X,F11.8)/)
DO 42 I=1,KN

DO 44 J=1,KN

COVN(I,J)=C.

CONTINLE

P=1.~-L+#E

COVN(1l,1)=1./P
COVN(KN,KN)=COWNI(1,1)
KI=N+3

DO 58 1=1,KI
COVN{IL,I+1)=—E/P
COVN(I+Ll,1)=-E/P

DO 56 1=2,KI

Q=E=E

COVN(I,1)=(1.4Q) /P

DO 45 I=1,5

DO 4¢ J=1,KN

CC=C.

DO 471 K=1,KN




16/02/68 FORTMAIN

47
4€
45

50
49
48

€
€5

13

53
52
51

g
-

54

10

13

71

12

CC=CC+A(K, I )=COVNI(K,J)
Clil,J)=CC

CONTINUE

DD 48 I=1,%

DO 4S5 J=1,5

8e=C.

DO 5C K=1,4KN
BB=BB+C(T1sK)®A(Kyd)

Bl I,J)=0BB

CONTINUE

CALL MINVIB259D1lswVohn)

DO 65 I=1,5

DO €€ J=1,5
GM{I,J)=GM(I4J)+B(I,J)

CONT INUE

IF(L-LL) &,13,8

DD 51 1=1,5

DO 52 J=1:KN

pp=C.

DO 53 K=1,5
DD=CD+B(I,K)%C(K,J)

D(I,J)=0D

CONTINLE

DO 54 I=1,°

BLL=C.

DO 55 K=1,KN
BLL=BLL#D(I,K)#Z(K)

BL({I)=BLL

WRITE {(2,7C)

FORMAT (* MARKOV ')
WRITE(3,€2) (BL{I),I=1,5)3sNyKK,L
WRITE (3,€63) ((B(I4Jd)3d=145),4I=1,5)
CONTINLE

DO 5€ I=1,5

DO 57 J=145
GM(I,J)=GM(TI,J)/5C.
GL(I,J)=CL(I,J)/5C.

CONT INUE

WRITE(2,73) NsKK
FORMAT(//213)

WRITE (2,71)

FORMAT(* M —LEAST SQUARE ')
WRITE (32,£63) ((GL{I4d)sd=145),41=1,5]
WRITE(2,72)

FORMAT (’f M=-MARKQV %)
WRITE(3,62) {(GM(I4J)1J=145) 51=1,5)
CONTINUE

STOP '

END
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CISK OPERATING SYSTEM/3€60 TORTKAN

DIMENSICN COVH (10, 10),A(59)
M=1

N=5x%M+1

FORMAT (I1)

DO 9 YK=1,5

B=LXF(-Zex%x (KK-3))

WRITE (3,30) ®

FORMAT (F11e8)

KN=N+4

KNN=N+3

DO S0 J'=1,KN

COVN (1,Jd) =Bxx% {J-1)

DO 6& I=1,KuN

DC 32 J=I1,KuN .
COVN(L+1,3+1)=COVN(I,J)
CCNTINUE

AKITE(3,81) N

CALL HZIIP(COVN,A,10,0,1)
CALL niGEN (A,n,1C,1)

DO 90 I=1,KN

CALL LCC(L,i,1d,10,10,1)
cova(1,I)=Aa(1J)

360N-TO-451 21

B=0® 25+ (COVH (1, 1) +COVN (1,K¥) )% (18/COVN (1,1)+1s/COVN(1,KN))

WRITE (3,€C) (COVN(1,Jd),d=1,KRN)

FORMAT {(,1C(1%,F 1128) /)
WRITE (3,2C) B,KK

FORMAT (/F11e8,13,)
CCONTINUE

STCE

END



S

DISK OPERATING SYSTEM/360 PORTRAN 3J60N-FO-451 21

DIMENSION H(5),X(496),¥%(500) ,A (500,5) ,2(500) ,B(5,5) .8V (5),
1WW (5) ,C (5,500) ,BL (5) , EZ (500)
WRITE (3,164)
164 FORMAT (/' BEREKENING VAN DE VARIANTIE VAN DE RUIS ?/)
KKL=1234567
KL=15
DO 11 I=1,5
11 1 (L)=EXP(~-I+1e)
L=100
1=19
V=5xM+1
EEZ=0»
D) 200 LL=1,L
DO 22 I=1,N
SALL .GAUSS (KKL, 190,0e0,V)
22 X(I) =V
DO 23 K=1,K
DO 2% 1I=1,5
J=I+K-1
24 A(J,I)=X{(X)
23 CONTINUE

{N=N+i§

{I=N+1

D) 25 K=KI,KN
{II=N+5-K

DO 5 I=1,KIIL
J=I+K-1
JJI=I+K-N
A(J,I)=0e

5 A(I,7])=A(J,I)
25 CONTINUE
DO 20 I=1,KN
SALL 5AUSS (KL,06,0e0,V)

20 W(I)=V
7 po 39 I=1,KN
27=00

DD 40 J3=1,5
40 22=2%Z+A (I,J) «H (J)
2Z=22+W (1)
39 Z2(I1)=22
DD 26 I=1,
D) 27 J=1
B(I,J)=0e
B(J,I) = Oe
DO 28 K=1,KN,
28 B(I,J)=B(I,J)+A(K,I)«A(K,J)
27 B{(J,I)=B(I,J)
26 ZONTINUE (
SALL MINV(B,5,D1,WV,WW)
po 29 1=1,5
DO 30 J=1,KN

CC=00

5
'I

pd 31 K=1,5 §e
31 =2=CC+A{(J,K)*B(I,K) , ' T
30 > (I,J3)=CC: %
29  CZONTINUE ,

D2 41 I=1,5

BLL=0e

U



03/05/518 FORT MAIN
DO 42 K=1,KH
42 BLL=BLL¢C(I,K) %Z (K)
41 BL (I) =BLL
EZ (LL) =0»
DO 150 I=1,KN
ZZ=0e
D> 151 J=1,5
151 2Z=2Z+A (I,J)«BL(J)
Z2(I)=2(1I)-22
Z{I)=%2(1I) %Z (1)
150 EZ {(LL) =EZ (LL) +Z (I)
EZ (LL) =EZ (LL) /N
EEZ=BEZ+EZ {LL)
200 CONTINUE
EEZ=EEZ/L
WRITE (3,162) EEZ
162 FORMAT (/* DE GEMIDDELDE WAARDE = ?,Fl1e8/)
VARN=0e :
po 153 I=1,L
BEZ(I)=E2{I)-EE2
BZ (I)=EZ(I) *EZ (I)
153 VARN=VARN+EZ ({I)
VARN=VARN/ (L=19)
WRITE(3,163) VARN
163 FORMAT (/' DE VARIANTIE = ' ,F11e8))
10 STCP
END

T e
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