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Samenvatting

Met de realisatie van Bose-Einstein condensatie (BEC) in de zomer van 1995 treedt het
vakgebied dat zich bezighoudt met het wandvrij opsluiten en afkoelen van atomaire gas-
sen een nieuw tijdperk binnen. Om BEC te kunnen waarnemen sluit men atomen op in
een magnetische valkuil en koelt de atomen tot zeer lage temperaturen (in de orde van
nanoKelvins). Er zijn een aantal voorwaarden waaraan voldaan moet worden wil zich een
(stabiel) Bose condensaat kunnen vormen. Eén van de voorwaarden waaraan voldaan moet
worden is dat de zogenaamde verstrooiingslengte, een parameter waarmee men elastische
twee-deeltjes botsingen in het lage temperatuur gebied kan beschrijven, positief moet zijn.
Dit afstudeerwerk, verricht binnen de werkgroep Atoomfysica en Quantumelektronica van
de vakgroep Theoretische Natuurkunde, heeft betrekking op het gedrag van botsende ultra-
koude **K atomen in een statische magnetische trap. We hebben met name gekeken naar
de bovenste toestand van het onderste hyperfijn manifold (de f =1, my = —1 toestand).
Dit omdat deze toestand experimenteel zeer geschikt is voor BEC experimenten. In het
verleden is in onze groep aangetoond dat de verstrooiingslengte van deze toestand voor
een willekeurig alkali-atoom als functie van het magneetveld resonantiegedrag vertoont.
Deze resonanties worden Feshbach resonanties genoemd. Dit biedt de mogelijkheid om de
waarde van de verstrooiingslengte te variéren en zelfs van teken te laten veranderen, en
daardoor de eigenschappen van het Bose condensaat fundamenteel te wijzigen. Om de
posities van deze resonanties te kunnen voorspellen moet men beschikken over voldoende
nauwkeurige potentialen. Uit experimentele gegevens hebben we de potentialen voor 3°K
geconstrueerd. Met deze potentialen hebben we onder andere via gekoppelde kanalen be-
‘rekeningen de lokaties en de breedten van de verschillende resonanties weten te bepalen.
Door de grote onzekerheden in de potentialen hebben we geen nauwkeurige uitspraak kun-
nen doen over de preciese lokaties van de resonanties. We kunnen echter wel met zekerheid
zeggen dat de verstrooiingslengte van de beschouwde hyperfijn toestand groot en positief is
en dat er zich geen resonanties bevinden in het laagveld zoekende gedeelte van de bovenste
toestand van het onderste hyperfijn manifold.
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Hoofdstuk 1

Inleiding

Dit verslag betreft een afstudeeronderzoek verricht bij de vakgroep Theoretische Natuur-
kunde, binnen de werkgroep Atoomfysica en Quantumelektronica. Deze werkgroep verricht
fundamenteel onderzoek op het gebied van koude atomen. Het doel van dit afstudeerwerk
is eigenschappen te voorspellen van de botsingen van ultrakoude 3°K atomen in een sta-
tische magnetische trap. In dit eerste hoofdstuk worden eerst enkele algemene aspecten
genoemd met betrekking tot de fysica van koude atomen.

1.1 Koude atomen

De laatste twee decennia heeft er een snelle ontwikkeling plaatsgevonden op het gebied
van het wandvrij opsluiten en het koelen van neutrale atomaire gassen m.b.v. lasers.
De temperaturen die nu gerealiseerd kunnen worden liggen in het micro-Kelvingebied of
daaronder.

Een belangrijk doel dat de koude-atoomfysici zich vanaf het begin hebben gesteld is het
realiseren van Bose-Einstein condensatie (BEC). Men spreekt van BEC als er sprake is van
een macroscopische populatie van de grondtoetand bij een eindige temperatuur T', d.w.z.
een temperatuur waarbij kg7 niet te verwaarlozen is ten opzichte van het energieverschil
tussen de laagste twee 1-deeltjes-eigentoestanden van het systeem. Een voorbeeld van een
gebied in de natuurkunde waarbij BEC een belangrijke rol speelt is superfluide helium dat
volgens de theorie een Bose-Einstein-condensaat is. De sterke wisselwerking in vloeibaar
helium maakte een dergelijk systeem ongeschikt voor het bestuderen van BEC, dit in
tegenstelling tot een gaswolk van koude atomen waarin de interactie tussen de deeltjes
zwak is. Verder onderzoek naar de eigenschappen van een dergelijk condensaat biedt
wellicht de mogelijkheid voor een beter begrip van supergeleiding en superfluiditeit van
complexere systemen.

Voor het bereiken van BEC in een zwak wisselend gas van atomen met massa m moet



de thermische de Broglie-golflengte

orh?
Ap = gl —— (1.1)

dezelfde orde van grootte hebben als de gemiddelde afstand tussen de atomen. Dit bete-
kend dat er niet alleen een lage temperatuur nodig is maar ook een hoge dichtheid. Deze
combinatie bleek moeilijk realiseerbaar, maar afgelopen jaar heeft men BEC kunnen obser-
veren in gassen van 8’Rb [1], “Li [2] en 2*Na atomen [3]. Deze successen zijn het gevolg van
een nieuwe koeltechniek namelijk rf geinduceerde afdampkoeling [4] waarmee veel lagere
temperaturen bereikt kunnen worden.

De in dit verslag beschreven theorie heeft betrekking op dergelijke experimenten waar-
bij in een magneetveld getrapte en gekoelde atomen bij zeer lage temperaturen (uK gebied
en lager) bestudeerd worden. Het is daarom mogelijk botsingen te bestuderen waarbij Ap
groter is dan de dracht van de interatomaire interactie. Hierbij spelen quantummechani-
sche effecten een belangrijke rol.

Een belangrijke parameter bij botsingen tussen ultra koude atomen is de verstrooi-
ingslengte a. Deze dient positief te zijn voor het verkrijgen van een stabiel Bose-Einstein
condensaat. Het blijkt dat zich voor bepaalde waarden van het magneetveld resonanties
voordoen in de verstrooiingslengte. Dit biedt de mogelijkheid het teken van de verstrooi-
ingslengte te veranderen en tevens groot en positief te maken, een conditie voor efficiénte
afdampkoeling. Tevens zijn de resonanties interessant omdat ze zeer lokaal de structuur
van de twee-atoom correlatiefunctie kunnen veranderen met totaal verschillende eigentoe-
standen als gevolg,.

1.2 De verstrooiingslengte

Op de tijdschaal van twee deeltjes botsingen kunnen alle eigenschappen van een verdund
ultra koud gas uitgedrukt worden in één enkele (continue) grootheid, de verstrooiingslengte
a, een karakteristieke parameter voor de interactie tussen twee atomen bij lage botsings
energie. Zowel in 3D als in 2D verstrooiings situaties, kan a gedefinieerd worden als de door
de potentiaal veroorzaakte radiale verplaatsing van de radiale botsings golffunctie buiten
het gebied van interactie. Dit is schematisch weergegeven in figuur 1.1.

De verstrooiingslengte kan op verschillende manieren bepaald worden. Wanneer de in-
teractie potentiaal nauwkeurig genoeg bekend is uit ab-initio berekeningen zoals voor H,
kan deze bepaald worden uit een lage energie continuiim golffunctie, in de vorm van een
radiale integraal of uit de asymptotische faseverschuiving (zie figuur 1.1). Voor zwaar-
dere atomen dan H is de potentiaal in het algemeen niet zo nauwkeurig bekend. Het is
echter noodzakelijk de potentiaal zo goed mogelijk te bepalen daar de verstrooiingslengte
extreem gevoelig is voor kleine details in de potentiaal. Kleine variaties in de potentiaal
kunnen de verstrooiingslengte over de hele re€le as laten variéren. Door uit experimentele
gebonden-toestands spectra bepaalde grootheden te extrapoleren tot het continuiim, kan
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Figuur 1.1: Lage energie verstrooiings toestanden voor de "Li en 2*Na triplet
interactie. De verstrooiingslengte kan gevonden worden door de golfuncties
voor grote afstand te extrapoleren naar de r-as of door de golfunctie voor grote
afstand te vergelijken met de situatie zonder interactie (V =0).

de verstrooiingslengte redelijk nauwkeurig worden bepaald. Dit is in onze groep met succes
gedaan voor "Li en 2*Na [5]. Hierbij werd gebruik gemaakt van de energie afstanden tussen
de hoogste aangeslagen twee-deeltjes toestanden.

Voor zwaardere atomen wordt het ontbreken van informatie over de potentialen te be-
langrijk. Er bestaat echter een andere methode, fotoassociatie [6], waarbij men de grond-
toestands golffunctie bepaalt uit de absorptie waarschijnlijkheid van laserlicht. Een laatste
methode voor het bepalen van a maakt gebruik van de observatie van verschuivingen in
de Bohrfrequenties voor hyperfijnovergangen. Deze methode is voorgesteld en toegepast in
het geval van de atomaire Cs fontein [7]. Deze verschuivingen geven indirecte informatie
over de potentiaal en kunnen gebruikt worden om grootheden belangrijk voor ultra koude
botsingen zoals de verstrooiingslengte af te leiden. Hoe de potentialen voor ons geval van
39K zijn bepaald staat beschreven in hoofdstuk 3.

1.3 De statische magnetische trap

Het bereiken van BEC in alkali gassen is mede te danken aan het wandvrij opsluiten van de
gassen in een magnetische trap. Het principe van de magnetische trap ligt in het creéren



31‘

8 M-
-

L o

® <@

o> &>

f=
34a,

543,
25 ’ ;
v
o
vY
A
“ X
‘ A v
) R S EE H 1 i ‘:
0.0 0.01 * 0.02 0.03 0.04 0.05

Figuur 1.2: Hyperfijn en Zeeman opsplitsing voor de 45, /,-grondtoestand van
3K als functie van het magneetveld. Energie in miliKelvin, magneetveld in
Tesla. De grote bollen geven de kern weer en de kleine bolletjes het buitenste
elektron.

van een lokale potentiaal put door de energie onder invloed van een inhomogeen mag-
neetveld te verplaatsen. Dit principe wordt geillustreerd aan de hand van het hyperfijn
diagram van *?K in de grondtoestand, weergegeven in figuur 1.2. Onder invloed van de
hyperfijn interactie splitst de elektronische grondtoestand (451 /2 VOOTr K) in twee niveaus,

met f =i+ 3 L. overeenkomend met de totale spinvector f =1+ 3, met i de nucleaire en §
de elektronspln We gebruiken in het vervolg gewone letters voor één-atoom quantumge-
tallen en hoofdletters voor twee-atoom quantumgetallen. De Zeeman interactie zorgt voor
verdere opsplitsing in toestanden die voor een willekeurige veldsterkte weergegeven worden
door |f,my). Er bestaan twee soorten toestanden: toestanden met afnemende energie en
toestanden met toenemende energie voor toenemend magnetisch veld. Dit worden hoog-
veld zoekende respectievelijk laagveld zoekende toestanden genoemd.

In principe geeft opslag in een trap van de laagste toestand de voorkeur omdat alle
processen die overgangen veroorzaken endotherm zijn. Het probleem is echter dat er in de



vrije ruimte geen maximum bestaat in een statisch magneetveld zodat het onmogelijk is
deze toestand te gebruiken om atomen te trappen. De enige toestanden die in aanmerking
komen voor het trappen van atomen zijn de bovenste van beide hyperfijn manifolds. De
andere toestanden hebben, tengevolge van zogenaamde interatomaire exchange interactie,
een relatief korte levensduur en zijn daardoor niet te gebruiken voor trapping. Merk op dat
de exchange interactie, welke evenredig is met het verschil Vs — Vr van de singlet (S = 0)
en triplet (S = 1) interacties, de totale Mg behoudt.

Er bestaat een verschil tussen de bovengenoemde twee hoogste toestanden. De hoogste
toestand van het bovenste manifold wordt de dubbel gepolariseerde toestand genoemd;
dit omdat de nuclaire en elektronspin maximaal dezelfde kant opwijzen (zie figuur). Dit
heeft tot gevolg dat de spinstructuur niet verandert onder invloed van het magneetveld.
Dit is zeker niet het geval bij de hoogste toestand van het onderste manifold. Het zijn
deze veranderingen van de spinstructuur die, voor bepaalde waarden van het magneetveld,
resonantiegedrag kunnen veroorzaken tijdens botsingen van atomen.



Hoofdstuk 2

Feshbach theorie

Koude botsingen worden doorgaans beschreven met behulp van de gekoppelde kanalen
methode [8, 9]. De effectieve totale Hamiltoniaan van het systeem wordt daarbij geschreven
als de som van een deel Hp, met eigentoestanden |{a8}) (de zogenaamde kanalen) welke
asymptotisch overgaan in een produkt van gesymmetriseerde één-atoom interne toestanden
|a) en |B), en een interactie deel V dat de kanalen koppelt. Door de totale verstrooiings
toestand ¥ te ontwikkelen in deze basis met ~afhankelijke coéfficiénten:

V=) dpsP{eh})
{aB}

en deze te substitueren in de Schrédinger vergelijking, vinden we een set van gekoppelde dif-
ferentiaal vergelijkingen voor de relatieve bewegings golffuncties t,4(7), een gekoppelde-
kanalen probleem. De extreem lage snelheden, karakteristiek voor koude botsingen, maken
het mogelijk om ons te beperken tot die set van gekoppelde kanalen die betrekking heb-
ben op de elektronische grondtoestand, terwijl de relatieve beweging beperkt blijft tot de
partiéle golven met de laagste /.

Wanneer van de totale energie E de beschikbare asymptotische relatieve kinetische ener-
gie in een kanaal positief is, noemt men dit kanaal open. Als dit niet het geval is noemt
men het kanaal gesloten. Men noemt E de drempel energie wanneer er bij die waarde een
bepaald kanaal geopend wordt. De koppeling tussen de open en gesloten subruimten in de
Hilbert ruimte is essentieel voor het bestaan van Feshbach resonanties. In het vervolg zijn
we geinteresseerd in het gedrag van Feshbach resonanties bij koude botsingen.



2.1 Resonanties

Een interessant aspect van een systeem van getrapte botsende atomen is de lokatie van
resonanties, gebieden in het spectrum waar de verstrooiings cross-sectie snel varieért (als
functie van de kinetische energie of, zoals hier, als functie van het magneetveld). Twee
soorten resonanties spelen een belangrijke rol bij botsingen: vorm of potentiaal resonanties
en Feshbach resonanties. De eerste soort ontstaat wanneer een potentiaal barriére een quasi
gebonden toestand creéert in het continuiim die na verloop van tijd vervalt in een vrije
toestand. Een Feshbach resonantie, de belangrijkste voor dit verslag, ontstaat wanneer de
energie van gebonden toestanden behorende bij een gesloten kanalen-subruimte overeen-
komt met de energie van een open kanaal en er een koppeling ontstaat tussen beide zodat
tijdelijke overgangen mogelijk zijn tijdens de botsing.

Een verstrooiingstoestand, als resultaat van een botsing tussen twee atomen in een
gegeven kanaal 7, kan asymptotisch geschreven worden als:

U=y, + ZS]','\I’]'

met ¥; de inkomende golf en U; de resulterende uitgaande golf in kanaal j. De Feshbach
theorie van de resonanties beschrijft een manier om het S-matrix element S;; te berekenen
voor de overgang van een open kanaal ¢ naar een ander open kanaal j in de buurt van een
resonantie.

De totale Hilbert ruimte, die de plaats en spin vrijheidsgraden beschrijft, wordt in de
Feshbach theorie verdeeld in een gesloten kanalen deelruimte Q, die de gesloten kanalen
bevat, en een open kanalen deelruimte P, die de open kanalen bevat. Feshbach resonanties
ontstaan wanneer er tijdens de botsing overgangen plaatsvinden van P naar Q en weer"
terug naar P. We introduceren de projectie operatoren P en @), welke de totale golffunctie
U op de P respectievelijk de @ ruimte projecteren:

PY = VUp,

QY = Tq,
zodat voor de totale golffunctie geldt:
U=Up+ Vg,

Definiéren we verder Hpp = PHP en Hgq = QHQ als die delen van de total Hamiltoniaan
die alleen binnen de P respectievelijk de Q ruimte werken en Hpg = PHQ en Hop = QHP
als de koppelingen tussen de ruimten dan splitst de totale Schrodinger vergelijking van het
systeem, (H — E)¥ = 0, in twee gekoppelde vergelijkingen:

(E — Hpp)Up = HpqVyq, (2.1)

(E — Hqq)¥q = Hop¥p. (2.2)

10



Vergehjkmg 2.2 wordt formeel opgelost door gebruik te maken van de Greense operator

E_H_QQ 1
Uy = E_—HQqHQp\Ilp. (2.3)
Substitueren we ‘dit in 2.1 dan krijgen we
(E~ Hes)Up =0, | (2.4
met . .
Hepr = Hpp + HmeHQp. (2.5)

De tweede term in de effectieve Hamiltoniaan kan geinterpreteerd worden als een tijdelijke
overgang van de P naar de Q ruimte, propagatie in Q ruimte en terugval naar de P ruimte.
Merk op dat door de keuze van de gesloten-kanalen ruimte Q de energie F gelegen is in
het discrete spectrum gebied van Hgg.

De volgende stap is het ontwikkelen van de Greense operator in discrete eigentoestanden
en (energie genormeerde) continue eigentoestanden van Hgg:

! |¢m (¢m]
E - HQQ »m — €m + /d (26)

waarin de gebonden toestand |¢,,) genormeerd is op 1 en de continuum toestand |¢(e))
“energie-genormeerd” is, d.w.z. (¢(€')|P(¢)) = é(¢’ — €). Wanneer de totale energie E dicht
genoeg bij de energie ¢y van een discreet gebonden toestand ligt kunnen we de overige
termen verwaarlozen en reduceert 2.4 tot

(E — Hpp)¥p = HPQ|¢B)(¢B|HQP|‘I’P).

ol (2.7)

Wanneer we het rechterlid beschouwen als inhomogene term vinden we als algemene op-
lossing:

1 Hpglés)(¢8|Hor|¥P)
E+ - H PP E - € ’

met |¥U}) de energie-genormeerde eigentoestand bij energie E van Hpp met een inkomende
golf in kanaal :. De index bij E* = E + in (n | 0) is nodig omdat E samenvalt met een
continue eigenwaarde van Hpp. Als we op (E* — H pp)—1 op dezelfde manier de volledig-
heids relatie toepassen als in 2.6 moeten we afspreken langs welke kant van de pool de
integratie moet lopen.

We kunnen |¥p) vinden door 2.8 te vermenigvuldigen met (¢g|Hgp:

1 HoplUp!
(¢5|Hor|¥p) = (¢8|Hop|¥T) + (¢8| Hoppr— = Hra |¢B)<Q;§‘|— Z,Pl P}

Wp) = |TF) + (2.8)

zodat

11



(pB|Hor|¥p) _ (¢B|Hop|TT)

E—e¢«  E-—e—(¢8lHopgr—gzHralén)
Substitutie van de laatste uitdrukking in 2.8 levert:
1 (¢8| Hop| V)
Up) = U+ ——+~—H : . (2.9
! P) I ) E+_HPP PQ|¢B)E—CO—<¢BIHQPET_%;HPQ|¢B) ( )

Vermenigvuldigen we de tweede term in 2.9 met de impuls eigentoestand (p’|, dan vinden
we (met gebruikmaking van (p’ |ﬁ—;; = (¥7|) een uitdrukking van de vorm:

(97 |Hpolpp){¢B|Hor|¥])
E — e — (¢B|Hop gr=mz Hpolés)

Hierin herkennen we de uitdrukking voor de T-matrix welke volgens de volgende relatie
aan de S-matrix gerelateerd is [10]:

(7'|S|p) = 8(p" — p) — 2mi8(Ey ~ E,)TS(5" ~ F).

Gebruikmakend van deze laatste uitdrukking vinden we uiteidelijk voor de amplitude S}
voor de overgang naar kanaal j

(U5 |Hpqlds)(#8|Hop|¥})

S;i = 8% —2mi .
ro E - e~ (¢p|Hoppr=g= HroldB)

(2.10)

We zien dat de amplitude van een uitgaande golf in kanaal j naast een directe term S
ten gevolge van koppeling binnen de ruimte P, een term bevat die volgt uit de koppeling
tussen de inkomende golf in kanaal ¢ en een gebonden toestand in de ruimte Q, gevolgd
door koppeling van deze toestand met kanaal j.

Het matrixelement in de noemer van de laatste uitdrukking schrijven we als volgt:

1

N=A_l
mHPQ|¢B)—A I,

(¢B|Hop 5

met I' de breedte van de resonantie en A de verschuiving van de resonantie energie ten
opzichte van de energie van de gebonden toestand in het gesloten kanaal. Voor de Greense
operator geldt:

—L——llmZ/d e
E'*'—pr_nio E-I-ZT]-—CO,

~ waarin a de quantumgetallen voorstellen die naast € nodig zijn om de toestand te beschrij-
ven. We vinden zo:

i (¢8|Hop| Ve ) (Yl Hrolds)
A 2[‘_17%120;/616& E+1n—e¢,

12



En met behulp van de relatie [11]:

1 P
i = _.(SE_aa
lv%%E—l—in-—ea E —¢, imd( €e)

waarin P aangeeft dat de hoofdwaarde van de integraal genomen moet worden, vinden we
zo:

A %:P/dea <¢BIHQPIQ%)—<lf}lHPQ|¢B>’ (2.11)
[ = 2r{¢s| Hpo|UE)[". (2.12)

Wanneer we maar één open kanaal 7 hebben vinden we uiteindelijk voor 2.10 de volgende
uitdrukking:

o T
Si =55 (1 o jp— %F), (2.13)
met [' = 2r|(¢p|H po|UH)|* de breedte van de resonantie. Merk op dat de uitdrukking
(2.11) voor de niveau verschuiving lijkt op een uitdrukking voor de tweede-orde energie
verschuiving in tijdonafhankelijke storingsrekening en de uitdrukking (2.12) voor de niveau
breedte op een eerste-orde uitdrukking voor een overgangs waarschijnlijkheid in tijdafhan-
kelijke storingsrekening.

2.2 Gemodificeerde Feshbach theorie

In het geval van ultra koude botsingen tussen alkali atomen in de grondtoestand bepalen de
één-atoom hyperfijn en Zeeman interactie de drempel energie van de verschillende kanalen
bij een bepaald magneetveld en daarmee dus de open en gesloten kanalen subruimten. De
Coulomb interactie, in het bijzonder het exchange gedeelte daarvan gelijk aan het verschil
tussen de singlet en triplet interactie, bepaalt de koppelingen Hpg en Hgp tussen de open
kanalen en een quasi gebonden gesloten kanalen toestand. Figuur 2.1 geeft schematisch de
energie relatie weer tussen de P en Q ruimten in geval van Feshbach resonantie.

In het voorgaande hebben we de formele versie van de Feshbach theorie laten zien
waarbij de P en Q subruimten worden gedefinieerd in termen van sommen van de interne
atomaire Hamiltonianen. Als gevolg hiervan bevat de koppelingsterm Hpg geen Zeeman
of hyperfijn gedeelte maar is evenredig met Vs — V. We hoeven daarom niet te verwachten
dat Hpg een kleine storing voorstelt. In de sterke B-veld limiet, een goede benadering in
de later te bekijken situaties, kan een alternatieve versie van de Feshbach theorie gefor-
muleerd worden waarin Hpg een andere betekenis heeft. In deze gemodificeerde Feshbach
theorie wordt Hpg effectief gelijkgesteld aan het (8] —$3)- (11 —4;) gedeelte van de hyperfijn
interactie, genoteerd als V/ (zie hoofdstuk 3, formule 3.6).

We merken op dat voor sterke velden V*/ te verwaarlozen is voor grote atomaire afstan-

den, S, Mg, I, My zijn dan bij benadering de goede quantumgetallen. V2 speelt echter een
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V(i) ——

Figuur 2.1: Koppeling tussen een verstrooiings toestand en een gebonden toe-

~stand in een gesloten kanaal. De atomen naderen elkaar met totale energie E op
de potentiaal curve V(r) van het open kanaal. Bij bepaalde kinetische energie
komt de totale energie overeen met die van een gebonden toestand (dikke lijn)
in de gesloten kanaal potentiaal (stippel lijn).

belangrijke rol in het radiale gebied waar het exchange gedeelte van de Coulomb interactie
van dezelfde orde van grootte is als de hyperfijn interactie. We kunnen V*/ verwaarlozen
voorbij een bepaalde straal rq [12]. In dat geval hebben de spin toestanden in een kanaal
vaste S, Mg, I, M1 en commuteren de projectie operatoren P en @) met het Coulomb ge-
deelte van de interatomaire interactie zodat Hpg effectief gelijk is aan V* in plaats van
gelijk aan 1(Vs — V¢)(Ps — Pr). Dit heeft als voordeel dat Hpg gezien kan worden als een
kleine storing, met als gevolg dat de verschuiving van de resonantie A klein verondersteld
kan worden zodat de positie van de resonanties dicht bij de eigenwaarde van |$g) in de
geisoleerde Q ruimte zal liggen. Hieruit volgt verder dat de uitdrukking voor de breedte
van de resonanties reduceert tot

I = 27| (¢o| VM |U})|? (2.14)

waarin hetzij |¢o) een zuivere singlet toestand is en |U}) een zuivere triplet toestand, of
omgekeerd. Merk op dat V*/ antisymmetrisch is in de elektronspin operatoren van de
atomen en dus S = 0 met S =1 koppelt.
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2.3 De verstrooiingslengte als functie van het
magneetveld

We passen nu het voorgaande toe op ultra lage botsings energieén. De situatie met één
open kanaal (formule 2.13), drempel energie E, en botsings energie E; = E — Ey;, is
het meest interessant. Bij lage E; is het overgebleven s-golf gedeelte van U} evenredig
met & ~ E* in het beperkte r gebied van de exchange interactie [10]. Als gevolg
daarvan reduceert formule 2.13, met de achtergrond amplitude uitgedrukt in termen van
de verstrooiingslengte ag, S5 = e~%ki%_ tot

. 21Ck; :
S,',' = 6_2zkia0 (1 - tc';——) ) (215)

ki — €res

met C > 0 en €. = € + A(E; = 0) — Eun(B) de relatieve positie van de resonantie
t.o.v. de drempel. Schrijven we de rechterkant als e~%* dan vinden we voor de totale
verstrooiingslengte a(B) inclusief de resonantie

a(B) = ag — ¢ , | (2.16)

67‘68

waarin ag en C nauwelijks van B afhangen. In de praktijk draagt het resonantie gedeelte

aan a(B) alleen bij voor B waarden dichtbij de waarde By waar de resonantie de drempel

passeert. Daarom is het nodig de B afhankelijkheid van ¢,.s in beschouwing te nemen.
Via de relatie voor de energie van een magnetische dipool in een magneetveld, £ =

—

—{i - B, vinden we voor ¢,.;(B) in eerste orde:

¢res(B) = [214i(Bo) — po(Bo)l(B — Bo), (2.17)

met p;(B) het magnetisch moment voor de ingangs hyperfijn toestand van één atoom
en po(B) het magnetisch moment van de resonantie toestand van de twee atomen. We
vinden zo uiteindelijk de volgende relatie voor de verstrooiingslengte als functie van het
magneetveld:

C 1
2pi(Bo) — po(Bo) B — By’
Figuur 2.2 illustreert het verloop van a als functie van het B-veld voor een positief respec-
tievelijk negatief verschil tussen de magnetische momenten.

a(B) = ao (2.18)
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a—>

B—> B—

Figuur 2.2: De twee bovenste figuren geven de energie van de twee-atoom reso-
nantie toestand en de drempel als functie van het B veld weer: de linker figuur
in het geval van een negatief magnetisch moment van de gebonden toestand en
een positief één-atoom magnetisch moment van de ingangs hyperfijn toestand
(getrokken respectievelijk gestippelde lijn); de rechter figuur vice versa. In de
onderste figuren staat het overeenkomende gedrag van de verstrooiingslengte
als functie van het magneetveld weergegeven. De eerste situatie komt over-
een met atomen in de hoogste toestand van het onderste hyperfijn manifold
voor sterke magneetvelden (> ays/up). De tweede situatie verwijst naar ato-
men in de hoogste toestand van het onderste hyperfijn manifold voor een laag
magneetveld.
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Hoofdstuk 3

De Hamiltoniaan van het
verstrooiingsprobleem

De effectieve Hamiltoniaan van een twee-deeltjes systeem is van de vorm:

H=§—+ZHW+VC+V”Z (3.1)

=1

waarin H!™ de interne energie van de afzonderlijke atomen weergeeft, V° de centrale (Cou-
lomb) interactie en V¢ de magnetische dipool interactie. Effectief betekent hier dat wij de
beschrijving niet geven met een exacte uitdrukking, maar met een uitdrukking waarvan
gebleken is [13] dat hij voor ons doel voldoende nauwkeurige uitkomsten geeft.

De centrale interactie hangt alleen van |F| af en behoudt daardoor het baammpuls—
moment [ en de totale spin F' ( = §+ I, met § de totale elektronspm en I de totale
kernspin), alsmede hun projecties m; en Mp. V¢ behoudt ook Sen Tl afzonderlijk en kan
uitgeschreven worden in een singlet en een triplet term:

V¢ = PsVs + PrVry, (3.2)

met Vs en Vr de singlet en triplet potentialen en Ps en Pr de projectie operatoren op de
singlet en triplet twee-deeltjes ruimte.

De dipool interactie is echter niet invariant onder onafhankelijke rotaties van ruimtelijke
en spinvrijheidsgraden omdat V¢ afhankelijk is van de relatieve oriéntatie van ruimtelijke
baan- en spinvrijheidsgraden en kan daardoor [, m;, F' en Mg veranderen. Omdat de dipool
interactie veel zwakker is dan' de centrale interactie en omdat we hier niet geinteresseerd
zijn in dipoolverval zullen we deze term in het vervolg verwaarlozen.
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3.1 De interne Hamiltoniaan

De interne Hamiltoniaan van een enkel atoom is gelijk aan de som van de hyperfijn en

Zeeman interactie: . ths . »

Hmt = 7{75 1+ ('7e32 - 7niZ)BZ7 / (33)
met aps de hyperfijnconstante, 5’ de elektronspin en 7 de kernspin. Waarden van de hyper-
fijnconstante en de gyromagnetische verhoudingen . en <, worden voor *K in appendix
A gegeven.

De eerste term van de interne Hamiltoniaan is een inprodukt en als zodanig invariant
onder gelijktijdige rotatie van §en 7. De totale spin f = 5+ van het atoom blijft dus be-
houden. Dit komt overeen met de quantumgetallen f en m;. De Zeeman term is invariant
onder afzonderlijke rotaties van elektron- en kernspin om de richting van het magneetveld
zodat de projectie van f op de z-as behouden blijft. Voor de interne Hamiltoniaan is
my = ms + m; dus een goed quantumgetal.

Voor K met kernspin ¢ = % zullen we de eigentoestanden van de interne Hamiltoniaan
uitrekenen in de {|smsim;)}-basis wat we afkorten tot {|m,m;)}. Gerangschikt naar m;
geeft dat:

(my=2 |3}
my=1|33), |33
mp=0 |33), I33) (3.4)
my=-1 |33) |33

[ my=~2 [3-3)

De symmetrie eigenschappen zorgen er voor dat het 8-dimensionale eigenwaarden probleem

opgesplitst kan worden in drie 2-dimensionale en twee 1-dimensionale problemen. Voor de

berekening van de eigenwaarden en eigentoestanden verwijzen we naar appendix B.
Genummerd naar oplopende energie zijn de energie-eigenwaarden:
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Quantumgetallen voor B — 0

f my energie-eigenwaarden rIB -0
2 2 Eg = ‘Z‘ahf + %—Bi('ye —3v) ;?;-ahf
2 1 Er = —%—WhBJré-‘is’;—fn—‘% %ah,
2.0 Be= ="+ 55 %a”f
2 -1 E5=—g—zi+7NhB+§§ih—nf—;/0i %‘ahf
2 -2 Es= Zahf - %ﬁ(% - 37v) ?Iahf
1 0 E, = —%—f— - _s_i-ZhQ_fHQ —Zahf

met de menghoeken (0 < 6 < Z) gegeven door:

anV/3

tan20, =
e ang +hB(ve + Yn)
2ahf
tan20y = ——m—
e hB(7e + 7N)
' tan20_; = ahf\/g
- —ans +hB(ve + V)

De energieniveaus van de acht hyperﬁjntoestanden zijn als functie van het magneetveld
weergegeven in figuur 1.2.

Zoals de symmetrie beschouwing al aangaf zijn voor B = 0 de vectoren |f,m;) de ei-
gentoestanden van H'™. Voor zeer sterke magneetvelden is de hyperfijn energie als kleine
storing op de Zeeman energie te zien. Het resultaat is dat de eigentoestanden convergeren
naar |m,m;). In dit verband is een magneetveld sterk te noemen wanneer B > %%f
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In het vervolg zijn we geinteresseerd in de gebonden en verstrooiings toestanden van een
39K-39K systeem. Voor de laatst genoemde toestanden kan de centrale interactie asymp-
totisch verwaarloosd worden zodat het twee-deeltjes systeem beschreven kan worden door
de eigentoestanden van de atomen afzonderlijk. De verstrooiings toestanden (de kana-
len) worden daardoor asymptotisch weergegeven als: |{fimy,, famy,}*), met een + voor
een symmetrische en een — voor een anti-symmetrische spintoestand, afthankelijk van de
waarde van het baanimpulsmoment [ en het soort atomen (bosonen of fermionen). Voor
kleine r waarden is het gebruikelijk een basis te kiezen die rekening houdt met het feit dat
voor kleine r de centrale interactie veel sterker is dan de hyperfijn of Zeeman interactie.
Afhankelijk van de sterkte van het magneetveld kiezen we |(SI)FMF) of |SMsIMj) als
basis om de energie van de hoogste gebonden toestanden te berekenen.

3.2 Energieniveaus van een K-%K systeem

We gaan nu de energie van de hoogste gebonden singlet (S = 0) en triplet (S = 1)
grondtoestanden berekenen. We verwaarlozen in de totale Hamiltoniaan de zwakke dipool
interactie en voor de hyperfijn en Zeeman interactie vinden we: -

2

. a - 7 - 7
Y HM = _—h"j (317 + 5 - i2) + (765. — w1.) B.. (3.5)
i=1 l '

Verwaarlozen we het mengen van de verschillende (S7) combinaties gegeven door het
(81 — 82) - (31 — 12) gedeelte van de totale hyperfijn interactie:

a - 7 - 7 a - - s <
'h—zf (31'l1+52'22) = LJ;(31+32). (21+22)
h 2h
a - - - -
# (31 - 82) ’ (21 - 22)
= VM4V, (3.6)

dan worden de toestanden in de B = 0 limiet gekarakteriseerd door de totale spin en spin-
projectie quantumgetallen F' en Mp; we noteren de toestanden als |[vl(SI)F MFp). Deze
benadering is juist behalve voor erg dicht bij elkaar liggende singlet en triplet toestanden
(afstand van de orde ass). Merk op dat §; — 53 de symmetrische (triplet) en antisymme-
trische (singlet) elektronische spintoestanden koppelt. _

Wanneer er een magneetveld aangelegd wordt zullen de gebonden toestanden, tenge-
volge van het verschil in de elektronische en nucleaire gyromagnetische verhouding, meng-
sels zijn van verschillende |(ST)F M) toestanden met verschillende F'. Voor sterke mag-
neetvelden gaat iedere eigentoestand over in een toestand die gedefinieerd is door de totale
elektronspin (S en Ms) en de totale kernspin (I en Mj), zodat dit in de limiet goede
quantumgetallen zijn. De gebonden' toestanden worden daarom in de sterke-veld limiet
genoteerd als |vISMgsIMj).
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We illustreren het bovenstaande door te kijken naar twee %K atomen in de |f = 1,m; =
—1) toestand. We hebben in dit geval twee bosonen in dezelfde spin toestand wat vereist
dat [ even moet zijn om een symmetrische totale golffunctie te krijgen. In alle gevallen
vereisen symmetrie overwegingen dat de som [+ I+ S even is. Dit geldt zowel voor bosonen
als voor fermionen. Dit is als volgt in te zien. De permutatie symmetrie van de elektroni-
sche spintoestanden wordt gegeven door (—1)'~5 die van de nucleaire spintoestanden door
(—1)2i‘1 en die van de baantoestand door (—1)’. Deeisisdusdat [+ S+ 71— (2i+1) even
moet zijn voor bosonen (i = halftallig) en oneven voor fermionen (i = heeltallig). Uit de
bovenstaande eis van even [ volgt dus dat voor **K S + I even moet zijn. We hebben met
(behouden) totale spin-projectie Mg = —2, dus F > 2, de volgende mogelijk heden:

S=0 — I=2 - F=2,

S-1 o I=1 - F=2,
- 123 — F=2,3,4.

We kunnen de structuur van deze vier triplet en enkele singlet toestand, zowel in de zwakke-
als sterke-veld limiet, gemakkelijk afleiden wanneer we de eerder genoemde benadering wat
betreft de hyperfijn interactie maken: V*/ = Vhf 1’%5’ I Kennelijk behoudt deze
term S, I, F, Mp. Omdat hetzelfde geldt voor het Coulomb gedeelte van de interatomaire
interactie, betekent dit dat dit de juiste set quantumgetallen is in de zwakke-veld limiet.
Zoals boven vermeld behoudt het magneetveld F' niet. Wel echter S, Ms, I, M;. Dit is dus
de juiste set quantumgetallen in de sterke-veld limiet. We concluderen dus dat we de twee-
deeltjes toestandén in de S.-T benadering kunnen vinden in termen van ontkoppelde baan-
en spintoestanden. Het baanprobleem leidt tot een set van eigentoestanden in een pure
singlet of triplet potentiaal. Voor het spinprobleem vinden we voor de extreme veldsterkte
limieten de volgende eigentoestanden:

Zwak B veld Sterk B veld

|(ST)F M) |SMsI M)
1(02)2 — 2) - 1002 — 2)
[(11)2 — 2) - I1-11-1)
1(13)2 — 2) I1-13 1)
{ 1(13)3 — 2) — { 103 — 2)
1(13)4 — 2) 113 — 3)

Voor tussenliggende veldsterkten zijn de eigentoestanden superposxtles Zie figuur 5.1 voor
een concreet voorbeeld.
We kunnen de hyperfijn term V+ schrijven als:

hf_ ORGP Ok ( _i_ )
Vi TR S T FP-1"-3 (3.7)
zodat we voor de singlet eigenwaarden vinden:

((02)2 — 2|H™|(02)2 — 2) = 2ynhB. (3.8)
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Voor de niet gekoppelde triplet toestand vinden we:

&4 _ (4, — yw)kB.

((11)2 — 2|H™|(11)2 — 2) = :

(3.9)

Voor de drie gekoppelde triplet toestanden schrijven we de interne Hamiltoniaan in de
|(SI)F MF) basis als: |

Hint =
- h—:?(z% + 8vn) — 2a5y \/E:g(% +n)hB 0 -
Dt mhB (=9~ zay  |[psletmhB | (310)
_ 0 -2-95(% +whB —%E(% —3) + gahf |

Diagonalisatie van deze matrix geeft de energieniveaus van de subruimte gevormd door
de drie gekoppelde triplet toestanden. Voor elke baaneigentoestand ontstaat er dus een
multiplet van spin niveaus. Om de baaneigentoestanden te vinden moeten we de eigentoe-
standen van het Coulomb gedeelte van de totale Hamiltoniaan bepalen. Hiervoor hebben

we de singlet en triplet potentialen nodig. Hoe deze bepaald zijn staat beschreven in hoofd-
stuk 4.
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Hoofdstuk 4

Bepaling van de singlet en triplet
potentialen

De singlet en triplet potentialen die we in onze berekeningen gebruiken zijn combina-
ties van analytische uitdrukkingen voor kleine en grote afstanden en experimentele data
voor de tussen liggende punten. De experimentele potentialen zijn uit spectroscopisch be-
paalde rotatie-vibratie niveaus berekend volgens de Rydberg-Klein-Rees (RKR)-methode
[14]. Voor de singlet potentiaal hebben we de experimentele data van Amiot et al. [15, 16]
gebruikt, voor de triplet potentiaal die van Li et al. [17] en Zemke et al. [18].

Daar we geinteresseerd zijn in het resonantie gedrag van botsende atomen is het van
belang de potentialen voor grote atomaire afstanden nauwkeurig te kennen. We zagen
reeds in hoofdstuk 2 dat het hyperfijn gedeelte van de totale Hamiltoniaan van belang is
bij resonanties. Het is dus noodzakelijk een goede beschrijving van de potentialen te heb-
ben in het gebied waar het verschil tussen de singlet en triplet potentialen van de orde van
de hyperfijnopsplitsing is. In dit hoofdstuk wordt beschreven hoe we een zo nauwkeurig
mogelijke uitdrukkingen gevonden hebben voor de singlet en triplet potentialen.

4.1 De interatomaire potentialen

Uit spectroscopisch bepaalde gegevens van energie niveaus wordt in de literatuur via de
RKR-methode een potentiaal bepaald. Deze potentiaal is dan beperkt tot het radiale
gebied tussen de klassieke omkeerpunten van het hoogste meegenomen rotatie-vibratie ni-
veau. Voor de karakteristieken van de singlet en triplet RKR-potentialen van 3°K wordt
verwezen naar appendix C.

De RKR-potentialen op zich zijn nog niet voldoende voor onze berekeningen omdat ze
maar een beperkt radieel gebied omvatten. We hebben voor onze berekeningen in principe
potentialen nodig vanaf r = 0 tot in het oneindige. De RKR-potentialen moeten dus, zo-
wel voor kleine als voor grote atoom afstanden, op een geschikte manier worden uitgebreid.
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4.1.1 Uitbreiding voor kleine atoom afstanden

We hebben zowel van de singlet als de triplet RKR-potentiaal de binnenste omkeerpunten
gefit met een exponentiéle functie van de vorm:

Be™, 4

Hiermee hebben we de potentialen voor kleine atoom afstanden geéxtrapoleerd tot boven
de drempel van het continuiim.

De precieze vorm van de extrapolatie functies waarmee we de potentialen voor kleine
atoom afstanden uitbreiden is niet belangrijk omdat de atomen elkaar niet dicht zullen
naderen bij de lage temperaturen die wij beschouwen. Met andere woorden de golffunctie
heeft voor kleine atoomafstanden een kleine waarde. Veel belangrijker is de extrapolatie
voor grote atoom afstanden omdat de waarde van de golffunctie voor grote atoom afstan-
den, m.a.w. de kans om de atomen daar te vinden, wel groot is.

4.1.2 Uitbreiding voor grote atoom afstanden

De grondtoestand van K, dissocieert in twee grondtoestands 45/, atomen. Voor grote
atoom afstanden kan de potentiéle energie geschreven worden als de som van een Coulomb
(of dispersie) gedeelte V°(r) en een exchange gedeelte V°(r):

Vs(r) = Ve(r) = (=1)°V*(r), - (42

met S = 0 voor de singlet en S = 1 voor de triplet potentiaal.
Het Coulomb gedeelte schrijven we als een ontwikkeling in geinduceerde multipool
wisselwerkingen:

(4.3)

Het exchange gedeelte V¢, veroorzaakt door overlap van de elektronenwolken voor kleinere
atoom afstanden, wordt geschreven als:

Ve(r) = Ae™. (4.4)

Volgens Zemke et al. [18] mogen we de singlet potentiaal vanaf r = 19 ao en de triplet
potentiaal vanaf r = 20 ag benaderen door deze analytische uitdrukkingen. De RKR-
singlet potentiaal gegeven door Amiot et al. [15, 16] loopt door tot 29.1 ag. We schrijven
daarom de staart van de singlet potentiaal vanaf 30 ag als:

Vir)= -8 28 _0_ Ae~. (4.5)

De RKR-triplet potentiaal gegeven door Li et al. en Zemke et al. [17, 18] loopt door tot
19.9 ag. We schrijven daarom de staart van de triplet potentiaal vanaf 20 aq als:

Vi) = ~Ce _ 8 _ G0 4 ymar (4.6)

76 r8 10
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Merk op dat V,(r) en V;(r) uitdrukkingen zijn ten op zichte van het continuiim.

Voor de dispersie coéfficiénten Cg, Cs en Cio en de coéfficiénten A en a nemen we de
waarden gegeven door Amiot et al. [16]. Dit omdat Amiot et al. de K, singlet grondtoe-
stands potentiaal tot ver in de analytische staart hebben weten te bepalen. Hierbij dient
opgemerkt te worden dat de waarden van de dispersie coéfficiénten gegeven door Amiot
sterk afwijken van die van Marinescu et al. [19]: de waarde van Cg gegeven door Amiot ligt
bijvoorbeeld 5% lager dan die gegeven door Marinescu. Ook Zemke et al. [18] adviseren in
hun artikel de waarden van Marinescu. We hebben echter toch de waarden van Amiot et al.
genomen omdat we ook de experimenteel bepaalde RKR-curve gegeven door Amiot et al.
gebruikt hebben. Amiot et al. geven de volgende waarden voor de dispersie coéfficiénten:

Ce = 3617.6376 a.u. a$
Cs = 5154238 a.u. a5
CIO = 4.8626 x 107 a.u. a(1)0

Voor de coéfficiénten A en a geven Amiot et al.:

= 22.1665 a.u.
a = 0.794375 ag*

De singlet en triplet potentiaal van 9K zijn nu als volgt geconstrueerd.

Voor de singlet potentiaal hebben we een spline fit getrokken door de RKR-potentiaal ge-
geven door Amiot et al. [15, 16]. Deze RKR-potentiaal hebben we voor kleine r-waarden
geéxtrapoleerd met een exponentieéle fit van de vorm gegeven door 4.1. Vanaf 30 a¢ heb-
ben we de potentiaal analytisch voortgezet met een uitdrukking van de vorm 4.5. Daarbij
hebben we de coéfficiénten gegeven door Amiot et al. [16] gebruikt.

Voor de triplet potentiaal hebben we een spline fit getrokken door de RKR-potentiaal
gegeven in [17, 18]. Deze hebben we voor kleine r-waarden geéxtrapoleerd met een expo-
nentieéle fit van de vorm gegeven door 4.1. Voor grote r-waarden, vanaf 20 ap hebben we
de RKR-potentiaal aangesloten op een analytische uitdrukking van de vorm 4.6. In figuur
4.1 zijn de singlet én triplet potentialen weergegeven.

 Voor de singlet potentiaal waren er voldoende meetwaarden om het binnengebied van
de potentiaal te verbeteren met behulp van Inverse Storingsrekening. Hoe dit is gedaan
staat beschreven in de volgende paragraaf.

4.2 Inverse Storingsrekening Analyses

Om het middenstuk van de potentialen nauwkeuriger te bepalen kan gebruik gemaakt
worden van de zogenaamde IPA (Inverse Perturbation Analysis) methode [20]. Hieronder
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Figuur 4.1: K, singlet (S = 0) en triplet (S = 1) grondtoestands potentialen.

wordt deze methode geschetst die gebruikt is om het binnengebied van de *°K singlet po-
tentiaal te verbeteren.

In het ideale geval is de potentiaal, V(r), exact bekend en geeft de Schrédinger verge-
lijking,
p’ ‘
— Uy = EgVy, T
(2 ot V(T)) ! 1V (4.7)

de exacte rotatie-vibratie eigenfuncties ¥,; en (experimentele) eigenwaarden E,;. In de
niet-ideale situatie beschikken we over een potentiaal V°(r) en vinden

=2
(gﬁ s v°<r>) W0, = EOU, (45)

Deze start-potentiaal VO(r) heeft een r-afhankelijke correctie AV(r) nodig om de juiste
eigentoestanden en eigenwaarden te vinden. Wanneer we deze correctie schrijven als een
som van geschikt gekozen basis functies fi(r),

AV(r) = cifilr), (4.9)

1
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en eerste orde storingsrekening toepassen, dan vinden we AE,; = (V%|AV|¥0) en komen
we uit op een lineair kleinste kwadraten probleem met

Tl

(4.10)

vl

waarin AE, = E, — E%. Met de correcties die als oplossing uit het kleinste kwadraten
probleem volgen wordt een nieuwe potentiaal V!(r) = V°(r) + AV(r) geconstrueerd en de
hele procedure wordt herhaald totdat deze convergeert.

In de praktijk worden verschillende basis functies gekozen. Kosman en Hinze gebruikten
een set van Legendre polynomen P;(z) [20], waarin z lineair loopt van —1 tot +1 in het
radiale interval waar men de potentiaal wil verbeteren. Dit heeft als nadeel dat er grote
oscillaties ontstaan buiten het r-gebied waar men de potentiaal wil corrigeren. Een betere
keuze is die van Vidal en Scheingraber [21]:

AV(r) = ZciPi(x)e_zzn, | (4.11)

met z een geschaalde straal en n tussen 1 en 5: 1 <n <5.

Het is belangrijk hoe z van r afhangt. Wanneer we z lineair als functie van r kiezen,
zodat £ = —1 voor r = T, en T = 1 VOOr T = Ty,.,, Met 7y, €N T, het binnenste
respectievelijk het buitenste omkeerpunt van de hoogste gemeten gebonder toestand, wordt
er teveel gecorrigeerd in het buitengebied van de potentiaal omdat daar de onzekerheden
in de potentiaal veel kleiner zijn. Vidal en Scheingraber verbeterden dit door de volgende
relatie tussen r en  te kiezen: '

(T' _ re)(rmaz - rmi'n)

T = (4.12)

(rma.z + "'min)(re + 7') - 2rmaxrmin - 2""67"

waarin 7. de afstand is waar de potentiaal het diepst is (de evenwichts-afstand).

We kunnen de hierboven beschreven IPA methode niet toepassen in een r-interval waar
de analytische uitdrukking van de staart geldig is daar de gekozen correctie functies de
uitdrukking voor de staart drastisch kunnen wijzigen. We moeten r,,,, dus zo kiezen dat
deze dicht tegen of net in het gebied ligt waar de staart geldig is.

De energie niveaus van de 3°K grondtoestands singlet potentiaal zijn bepaald tot vi-
bratie quantumgetal v = 81 wat correspondeert met een buitenste omkeer punt dat ligt
bij r = 29.1 ap. Dit punt ligt ver in de “analytische staart” van de singlet potentiaal.
Er is IPA toegepast op het binnengebied van de singlet potentiaal tussen r,;, = 3 ag en
Tmer = 22 ag. Daarbij is gewerkt met nog een ander type basisfuncties:

AV(r) = ZciP,-(a:)e_o‘zz, (4.13)

- met a tussen 10 < a < 15 om te voorkomen dat er in r = r,,,, een sprong optreedt in de
potentiaal. In figuur 4.2 is het effect van de hierboven beschreven IPA methode te zien.
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Figuur 4.2: Verschil tussen experimentele en theoretische energie eigenwaarden
voor de *K grondtoestands singlet potentiaal, voor IPA (gestippelde lijn) en
na IPA (getrokken lijn). Hier is AEy, = (Ey — Eog)" — (Ey — Eog)™.

In de figuur staan de verschillen tussen de experimenteel en theoretisch bepaalde energie
eigenwaarden als functie van het vibratie quantumgetal v uit. Merk op dat het laagste
gemeten rotatie-vibratie niveau (v = 0,/ = 9) als referentie genomen is.

We zien dat we het binnengebied van de potentiaal met behulp van de IPA methode
drastisch kunnen verbeteren. Het r-gebied waarop we IPA toegepast hebben is voor ons
doel echter minder interessant daar pas vanaf 25 ao de hyperfijn interactie van belang
wordt. We zouden eigenlijk een methode moeten toepassen waarmee we de experimenteel
bepaalde punten die in de staart van de singlet potentiaal liggen kunnen fitten zonder de
analytische uitdrukking drastisch te veranderen. We zullen in de volgende paragraaf eerst
de onzekerheden in de potentialen bepalen en kijken wat het effect van die onzekerheden
is op de verstrooiingslengte. Hierbij is wel de potentiaal in het binnengebied van belang
voorzover we daarmee de afgeleiden van de fase ¢ naar E en [(! + 1) kunnen vastleggen.

4.3 Onzekerheden in de potentialen

We kunnen de grondtoestands golffunctie in de WKB-benadering schrijven als:

U(r) = AWTZM’ (4.14)
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met A een normerings constante, k = k(r) = \/ %ﬁi[E -V(r) - E%"u—17,)7ﬁ—2] het lokale golfgetal
en ¢(r) = [ k(r)dr, de geaccumuleerde fase bij interatomaire afstand r. Deze WKB-
benadering is geldig in het radiale gebied waar de potentiaal weinig varieert over de lokale
golflengte van de grondtoestands golffunctie. De geaccumuleerde fase kan berekend worden
uit de waarde van de golffunctie en zijn afgeleide naar r:
s U1 K ,

¢ = ‘-2- - arctan(—‘i— . 7{,‘- -+ ﬁ) (415)

Deze formule kan gebruikt worden om de afthankelijkheid van de fase van het rotatie quan-

tumgetal | en de energie E te bepalen. Een goede benadering voor de afhankelijkheid van
de fase van [ en F is [22]:

$(B,1) = $(0,0) + (L + )¢} + Ed, (4.16)

met ¢} = (5uatmy)|E=0 en ¢ = (55)li=o-

Het idee van deze fase-methode is dat we aannemen dat er een zodanig punt r = rg
is te vinden dat de potentiaal voor r > ro (het zogenaamde buitengebied) redelijk goed
bekend is in termen van de dispersie coéfficiénten Cg, Csg, ..., terwijl we de potentiaal links
van ro (het binnengebied) niet hoeven te kennen als in ry nog maar de WKB benadering
geldt. We kunnen dan de keuze voor ¢ in rg als randvoorwaarde beschouwen. De bedoe-
ling van deze fase-aanpak is dat we de keuze voor de fase ¢ in het meest “rechtse” punt
waar de WKB benadering nog geldig is, als randvoorwaarde beschouwen voor de radiale
Schrédinger-vergelijking voor r > rq. We hoeven ons dan geen zorgen te maken over de
afwijkingen van de potentiaal in het binnengebied. In het kleine £ en [ gebied dat voor
koude botsingen en voor de beschouwde discrete niveaus van belang is zou men de lineaire
termen in 4.16 kunnen verwaarlozen. :

Een andere in de praktijk succesvolle aanpak is de lineaire termen mee te nemen, maar
ze wel te laten volgen uit de potentiaal in het binnengebied. Ze hangen namelijk minder
gevoelig van die potentiaal af dan de fase zelf [5]. Het is daarbij toch wel van belang om
voor de berekening van ¢] en ¢j; de best mogelijke potentiaal links van rq te kiezen. We
kiezen in feite de in het voorgaande via de IPA-methode verkregen potentiaal. Nog een
andere mogelijkheid is om de coéfficiénten van de lineaire termen net als ¢(0,0) zelf te
 fitten aan de gemeten energie niveaus. Door de Schrédinger vergelijking voor r > rg op te
lossen met de fase ¢(FE,!) als randvoorwaarde berekenen we theoretische energie niveaus.
De precieze straal waar de fase-veranderingen A¢s en A¢r feitelijk worden aangebracht,
doet er niet toe, zolang het maar in het WKB gebied gebeurt. In de praktijk gebeurt het
in het diepste punt van de singlet- respectievelijk de triplet potentiaal. Wel is belangrijk
dat er een punt ro bestaat dat aan de bovenstaande condities voldoet.

Volgens de WKB benadering (4.14) heeft een fase-verandering die in een willekeurig
punt in het WKB gebied wordt aangebracht, hetzelfde effect als eenzelfde fase-verandering
in ro. Om een idee te krijgen van de afwijkingen in de potentialen kijken we naar de afwij-
king in de fase ¢(0,0) die nodig is om het verschil tussen de afstanden van opeenvolgende
experimenteel en theoretisch bepaalde energie niveaus nul te maken.
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Figuur 4.3: Verschil tussen experimentele en theoretische energie verschillen
voor de *K singlet potentiaal als functie van A¢. De (v+1,1)—(v,l) combina-
ties zijn van boven naar beneden bij A¢ = 0.5: (76,34)-(75,34), (78,18)-(77,18),
(77,18)-(76,18), (77,14)-(76,14), (77,6)-(76,6), (75,34)-(74,34), (76,14)-(75,14),
(75,14)-(74,14), (79,18)-(78,18), (80,18)-(79,18) en (81,18)-(80,18).

In figuur 4.3 en 4.4 zien we het verschil tussen de experimentele en theoretische energie-
verschillen voor de hoogste gemeten rotatie-vibratie niveaus, voor respectievelijk de singlet
en de triplet potentiaal. Uit deze figuren vinden we voor de singlet- en tripletfasecorrecties
de volgende intervallen (in radialen):

—0.15 < Ads=p < 0.21, —0.15 < Adg=; < 0.37

Duidelijk is te zien dat het singlet interval klein is ten opzichte van w. Het triplet interval
is iets groter maar toch nog steeds een redelijk kleine fractie van m. Een vergelijking met 7
ligt voor de hand omdat A¢ = 7 overeenkomt met een extra knoop in de radiale golffunctie,
dat wil zeggen dat karakteriseert de maximale onzekerheid, ook in de verstrooiingslengte.

Zoals boven opgemerkt kunnen we de gevonden A¢s en A¢r meteen extrapoleren naar
de lage positieve energieén van koude botsingen. Dit op basis van de overweging dat het
atomaire systeem voor r < r¢ nog niet weet of het gebonden is of niet. Door het oplossen
van de Schrodinger vergelijking voor lage £ > 0 en [ = 0 vinden we voor grote r een radiale
golffunctie van de vorm [11, 5]

Ri—o(r) = Asin(kr + d1=0) (4.17)

met

Simo(k) ~ —ka

k—0

(4.18)
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Figuur 4.4: Verschil tussen experimentele en theoretische energie verschillen
voor de 3K triplet potentiaal als functie van A¢. De (v + 1,1) — (v,l) combi-
naties zijn van boven naar beneden bij A¢ = 0.5 :(17,30)-(16,30), (17,32)-
(16:32), (17,34-1634) (1530)-(1430), (1630)-(1530), (1534)-(14,34) ex
(16,34)-(15,34).

waarin a de verstrooiingslengte voorstelt. We hebben in paragraaf 1.2 reeds gezien dat
dit een cruciale grootheid is voor koude botsingen. We vinden, overeenkomend met de
intervallen A¢s en A¢r, de volgende intervallen voor de singlet respectievelijk de triplet
- verstrooiingslengte:

+202 < as < +1613 ap, +65 < ar < +101 ap

In figuur 4.5 is de relatie tussen de triplet verstrooiingslengte en de extra fasecorrecties
A¢ weergegeven. In hoofdstuk 5 zullen we zien wat de invloed van de onzekerheden in de
potentialen is op de ligging van de resonanties.
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Figuur 4.5: Waarde van de verstrooiingslengte a als functie van A¢ voor de
3K, triplet toestand. Waar de verstrooiingslengte plotseling van —oco naar oo
gaat raakt er een extra toestand gebonden.
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Hoofdstuk 5

Bepaling van de plaats van de
resonanties

We zijn geinteresseerd in de resonantie gedrag van ultrakoude kalium atomen. We zijn met
name benieuwd of er zich resonanties voordoen in het laagveld zoekende gedeelte van de
bovenste toestand van het onderste manifold in het hyperfijn diagram van 3°K. We kunnen
de lokaties van de resonanties op twee manieren bepalen. Enerzijds door een gebonden
toestands diagram als functie van het magneetveld te construeren en aan de hand van het
gedrag van de toestanden uitspraken te doen over de lokaties van eventuele resonanties.
Anderzijds kunnen we de lokatie van de resonanties direct bepalen door het gekoppelde

kanalen botsings probleem numeriek op te lossen. De resultaten van beide methoden
worden in dit hoofdstuk behandeld.

5.1 Verwachte resonanties

Voor de twee hoogste | = 0 triplet toestanden (v = 25 en v = 26) en de hoogste | = 0
singlet toestand (v = 84) zijn de gebonden niveaus berekend als functie van B op de ma-
nier aangegeven in hoofdstuk 3. Het resultaat staat in figuur 5.1. In de figuur is ook de
drempel energie van het |1 —1,1—1) botsings kanaal weergegeven (stippellijn): de som van
de energieén van de twee betrokken één-atoom hyperfijn niveaus (zie figuur 1.2). De triplet
v = 26 toestanden en de singlet v = 84 toestand zijn zowel in de |(SI)F MF) als in de
|S MsIMj)-basis aangegeven, die van toepassing zijn respectievelijk voor kleine B en grote
B. Voor velden daartussen in zijn de feitelijke toestanden te schrijven als superposities
van de ene basis of als superposities van de andere basis. Er dient opgemerkt te worden
dat het toestandsdiagram van de eerste orde is dat wil zeggen dat de koppeling tussen de
verschillende toestanden verwaarloosd is.

We verwachten resonanties waar de gebonden toestanden de drempel energie van het
|1 — 1,1 — 1) botsings kanaal passeren. Dit is in figuur 5.1 niet duidelijk te zien. Voor de
duidelijkheid zijn in figuur 5.2 de triplet toestanden die resonanties kunnen veroorzaken
apart weergegeven met hun onzekerheden tengevolge van de onzekerheid in de triplet po-
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Figuur 5.1: Energie van de singlet (S = 0) v = 84, | = 0 en triplet (S = 1)
v = 25, 26, | = 0 gebonden toestanden als functie van het magneetveld. Bij
B = 0 is de triplet toestand ten gevolge van de hyperfijn interactie ontaard.
De gestippelde lijn stelt de drempel energie van het |1 — 1,1 — 1) botsings
kanaal voor. Een resonantie doet zich voor wanneer deze lijn een gebonden
toestandslijn doorsnijdt.

tentiaal. In figuur 5.1 zien we dat de v = 26 triplet toestand |(13)2—2) de drempel energie
zou moeten passeren. Deze toestand zal echter voordat hij de drempel passeert koppelen
met de v = 26 |(11)2 — 2) en v = 84 |(02)2 — 2) toestand en de drempel vermoedelijk niet
passeren.

In figuur 5.2 zien we dat we ruwweg resonanties kunnen verwachten bij de volgende
magneetvelden:

[(11)2—-2): 0.027 T< Bres <0.077T
(13)4—2): 0.041 T < Bres <0.056T
|(13)3 —2): 0.073 T< Bres <0.101 T

In figuur 5.3 is de v = 84 singlet toestand apart weergegeven met de onzekerheden ten-
gevolge van de onzekerheid in de singlet potentiaal. In deze figuur zien we dat we in het
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Figuur 5.2: De minimale en maximale energieén van del = 0, v.= 25,26 triplet
toestanden. De stippellijn geeft de drempel energie weer van het |1 — 1,1 — 1)
botsings kanaal.

volgende B-veld interval een singlet resonantie kunnen verwachten:
[(02)2—2): 0.035 T< Bres <0049 T

We zien dat de onzekerheden in de singlet en triplet potentiaal aanzienlijke onzekerheden
geven in de lokaties van de resonanties. In de volgende paragraaf zullen we de lokaties
vergelijken met een gekoppelde kanalen berekening.

5.2 Vergelijking van de lokaties met gekoppelde
kanalen berekeningen

Een resolute manier om de exacte lokatie van de resonanties te vinden is de gekoppelde
kanalen vergelijking numeriek op te lossen. Het resultaat hiervan wordt weergegeven in
de vorm van S-matrix elementen. Snelle variaties in een S-matrix element wijzen op een
resonantie. Met één enkel kanaal open kan het S-matrix element, zoals we in hoofdstuk 2
zagen, voor lage energie geschreven worden als e~%**, met a de verstrooiingslengte. Figuur
5.4 laat de waarde van de verstrooiingslengte zien voor de botsing van twee 3°K atomen
in de |f = 1,my = —1) toestand die volgt uit een gekoppelde kanalen berekening. We
zien in deze figuur vier resonanties. De vraag is met welke toestanden weergegeven in
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Figuur 5.3: De minimale en maximale energie van de | = 0, v = 84 singlet
toestand. De stippellijn geeft de drempel energie weer van het |1 — 1,1 — 1)
botsings kanaal.

figuur 5.1 de resonanties overeen komen. Eerder is al opgemerkt dat de toestands diagram-
men weergegeven in de vorige paragraaf van de eerste orde zijn. Dat wil zeggen dat niet
meegenomen is dat wanneer de toestanden elkaar dicht naderen ze elkaar via de hyperfijn
interactie kunnen gaan beinvloeden, m.a.w. dat de toestanden elkaar kunnen “afstoten”.
Het is daarom niet makkelijk te zeggen met welke toestanden de resonanties in figuur 5.4
overeen komen.

Wanneer we de onzekerheden in de singlet en triplet potentialen meenemen dan zullen
tegenvolge van het verschuiven van de gebonden toestands energieén de resonanties ver-
schuiven. Dit zien we in de figuren 5.5 en 5.6. Figuur 5.5 toont de verstrooiingslengte als
functie van het magneetveld wanneer voor de singlet gebonden toestands energie de maxi-
male waarde en voor de triplet gebonden toestands energie de minimale waarde genomen
wordt. Figuur 5.6 toont de verstrooiingslengte als functie van het magneetveld wanneer
zowel voor de singlet als voor de triplet gebonden toestands energie de minimale waarde
genomen wordt.

In figuur 5.5 zien we weer vier resonanties waarvan de eerste twee elkaar gedeeltelijk
overlappen. Wanneer we nu de ligging van de singlet toestand veranderen door voor de
singlet gebonden toestands energie i.p.v. de minimale waarde de maximale waarde te ne-
men, dan verwachte we dat de singlet resonantie naar rechts zal schuiven. Dit leiden we af
uit figuur 5.3 waarin we zien dat de singlet toestand bij de minimale energie de drempel
energie bij een hoger B-veld snijdt dan bij de maximale energie. We zien dit ook in figuur
5.6: de tweede resonantie is naar rechts geschoven. De andere resonanties blijven nagenoeg
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Figuur 5.4: Waarde van de verstrooiingslengte voor de f = 1, my = —1

toestand als functie van het magneetveld.

op hun plaats. We kunnen hieruit concluderen dat de tweede resonantie afkomstig is van
de singlet toestand, de overige drie van de triplet toestanden.

Wanneer we de energie van de singlet toestand veranderen zien we ook dat de twee
triplet resonanties die het dichtst bij de singlet resonantie liggen iets verschuiven. Dit
wordt veroorzaakt doordat de singlet toestand via de hyperfijn interactie aan de triplet
toestanden gekoppeld is. Deze koppeling is, zoals eerder opgemerkt, voor kleine onder-
linge energie-afstanden niet te verwaarlozen. De derde triplet resonantie (bij B ~ 0.1 T)
verschuift niet wanneer we de singlet energie variéren doordat de triplet toestand die deze
resonantie veroorzaakt, [v = 25(13)3 — 2), te ver van de singlet toestand af ligt.

We kunnen ook uit iets de vorm van de resonanties afleiden. We zien namelijk dat de
eerste resonantie een afwijkende vorm heeft: de verstrooiingslengte wordt eerst groot nega-
tief en daarna groot positief in tegenstelling tot de andere resonanties. We kunnen hieruit
concluderen dat de eerste resonantie afkomstig is van een toestand die gebonden raakt bij
toenemende B (zie uitleg bij figuur 2.2 in hoofdstuk 2), dus van de |v = 26(11)2 — 2)
~toestand. '

Via de gekoppelde kanalen berekeningen kunnen we de lokaties van de resonanties niet
nauwkeurig bepalen omdat de onzekerheden in de triplet en singlet potentialen te groot
zijn. In de figuren 5.7 en 5.8 zien we namelijk wanneer we voor de triplet gebonden toe-
stands energie de maximale waarde nemen, dat de resonanties elkaar gaan overlappen.
We kunnen daarom geen nauwkeurige uitspraak doen over de lokaties van de resonanties.
Wel kunnen we met zekerheid zeggen dat er zich geen resonanties bevinden in het laagveld
zoekende gedeelte van de één-atoom |f = —1,m; = —1) toestand.
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Figuur 5.5: Waarde van de Verstrooiingslengte als functie van het magneetveld
met voor de singlet gebonden toestands energie de maximale waarde en voor
de triplet gebonden toestands energie de minimale waarde.
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Figuur 5.6: Waarde van de verstrooiingslengte als functie van het magneetveld
met voor zowel de singlet gebonden toestands energie als de triplet gebonden
toestands energie de minimale waarde.
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Figuur 5.7: Waarde van de verstrooiingslengte als functie van het magneetveld

met zowel voor de triplet als voor de singlet gebonden toestands energie de
maximale waarde.
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Figuur 5.8: Waarde van de verstrooiingslengte als functie van het magneetveld
met voor de triplet gebonden toestands energie de maximale waarde en voor
de singlet gebonden toestands energie de minimale waarde.
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Hoofdstuk 6

Resonantie breedte

In het vorige hoofdstuk hebben we de lokatie van de singlet en triplet resonanties bepaald
met de onzekerheid daarin. We gaan ons in dit hoofdstuk bezig houden met hun breedten.
We willen de breedten van de resonanties in de sterke-veld limiet verklaren. Dit kan omdat
alle resonanties zich in de sterke veld limiet bevinden. In deze limiet kunnen we de in
paragraaf 2.2 behandelde Gemodificeerde Feshbach theorie toepassen.

6.1 Breedte van de ¥K singlet resonantie

We vonden met behulp van de Gemodificeerde Feshbach theorie in paragraaf 2.2 een uit-
drukking (2.14) voor de breedte van de resonanties. Omdat we weten dat de gesloten ka-
nalen gebonden toestand |@p) puur singlet of triplet is, kunnen we zijn golffunctie vinden
door numerieke integratie van de Schrodinger vergelijking. Om met behulp van uitdrukking
(2.14) de breedte van de resonanties te bepalen moeten we eerst een uitdrukking vinden
voor de verstrooiings toestand |¥7) in het geval van lage-energie verstrooiing tussen de
grondtoestands atomen.

De energie beschikbaar voor twee botsende *°K atomen kan simpel gevonden worden
door de twee één-atoom interne energieén op te tellen. De acht één-atoom toestanden wor-
den, zoals weergegeven in hoofdstuk 3, genummerd naar oplopende energie |1), |2)..., |8).
Asymptotisch kunnen we de interatomaire interactie termen verwaarlozen en wordt het sys-
teem alleen beschreven door de interne toestanden van de twee atomen. Concentreren we
ons op een twee-atoom totale spin projectie Mp, dan kunnen we de kanalen beschouwen
die daarmee overeenkomen. We schrijven de ge(anti)symmetriseerde twee-atoom hyperfijn

basis als volgt:
|2)18) + (~1)'8)le)
2(1 4 bap)

Omdat **K een boson is en we s-golf interacties beschouwen vinden we alleen symmetrische
spin golffuncties. '
We gaan eerst kijken naar de breedte van de singlet resonantie van **K in de |f =

{aB}E) =

(6.1)
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1,my; = —1) toestand. De twee-atoom combinaties die een totaal magnetisch quantumge-
tal My = —2 geven vormen een vijf-dimensionale spin subruimte. Deze combinaties zijn
33), [{24}*), |{46}T), |{35}*) en |55). Deze toestanden kunnnen uitgedrukt worden in
de meer toegankelijke |S MsIMj)-basis, zie appendix D. :

De |33) toestand beschrijft de twee atomen in de bovenste toestand van het onderste
hyperfijn manifold, spin-gepolariseerd met Mp = —2. Het mengsel van |SMgsIM;) toe-
standen in het ingangs kanaal dat overeenkomt met spintoestand |33) = |f = 1,m; =
-1, f=1,my=-1) is:

33) = ﬂ311113—3>+\/§a31|1—13—1)—\/ga2_1|1—11—1>+ |
(6.2)

—01_1,8_1“.03 - 2) + a_1,8_1|002 - 2),

met

{ o_; =cosf_; 1 anV3

0_, = iarctan

By =sinf_, | —ans +AB(ve +n)

We kunnen de uitdrukking voor de menghoek 6_; analoog aan B.41 en B.42 voor sterke
magneetvelden ontwikkelen. Voor de coéfficiénten a_; en §_; vinden we zo de volgende
uitdrukkingen:

a_y = cosf_; ~ cos [%e\/g(l + e)] )

B-1 =sinf_, ~ sin [%e\/g(l + e)] ,

met

apf
hB(7e + 7N).

Voor sterke magneetvelden vinden we dat a—; — 1 en 8_; — 0. Voor 6.2 vinden we zo de
volgende asymptotische uitdrukking:

133, = \/§|1—13—1)—@|1 —11-1) (6.3)

We zien dus dat de [33) toestand voor sterke magneetvelden een mengsel is van uitsluitend
triplet toestanden. Dit bevestigt de aanname van zuivere triplet of singlet spin-kanaal
toestanden in de Gemodificeerde Feshbach theorie (zie paragraaf 2.2).

We concentreren ons nu op de v = 84 singlet gebonden toestand van het 3°K-39K
systeem bij B & 0.045 T. De resonantie die deze toestand veroorzaakt zagen we reeds in

€=
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figuur 5.6. We bekijken de singlet resonantie met voor zowel de singlet gebonden toestands
energie als voor de triplet gebonden toestands energie de minimale waarde (figuur 5.6). Dit
omdat de singlet resonantie dan min of meer geisoleerd is van de twee triplet resonanties
(de resonanties overlappen elkaar niet).
Alleen V™ koppelt de bovengenoemde triplet toestanden aan de singlet toestand. We
vinden daarom de volgende uitdrukking voor de breedte van de singlet resonantie:
h 2
[ = 2r|{¢s=ol V2/ [WE)I, (6.4)
met ¢s—o de singlet gebonden toestand en \Ilgle‘ de triplet verstrooiings toestand. Werken
we het spin matrix element uit, zie appendix E; dan vinden we voor de breedte van de
Mg = —2 singlet resonantie:
3a3; . . 2
r= WT( / dr¢s=0(r)\p5=1(f‘)) , (6.5)
met ¢s=o(7) en ¥s=(7) het ruimtelijke deel van de gebonden en verstrooiings golffunctie.
Numerieke berekening van de integraal in 6.5 levert de breedte van de resonantie bij de
verschillende energieén. In de tabel hieronder worden de op deze manier berekende breed-
ten vergeleken met de breedten gevonden uit gekoppelde kanalen berekeningen.

Energie (¢K) | I“**(mT) | I'**(mT)
10 0.2519 0.1851

1 0.08020 | 0.05869

0.1 0.02538 | 0.01880

In figuur 6.1 zien we de breedte-van de resonantie als functie van de energie. -

We zien in de tabel dat er een systematische afwijking is tussen de breedten berekend
met behulp van de Gemodificeerde Feshbach theorie (I'**") en de breedten gevonden
met gekoppelde kanalen berekeningen (I'*). De breedte gevonden met behulp van de
Gemodificeerde Feshbach theorie is systematisch groter dan de breedten gevonden met de
gekoppelde kanalen methode.

De energie afhankelijkheid in beide gevallen is van de vorm E? en wordt veroorzaakt
door de verstrooiings golffunctie ¥. Dit kan afgeleid worden uit het lage-energie gedrag
van de vrije gedeelte van de radiale golffunctie [10]

1 (kr)*

VErg(kr) = WACESIIE

(6.6)

Dus de breedte neemt toe met E/3 en omdat we s-golf interacties beschouwen, [ = 0,
neemt de breedte in ons geval toe met V/E.
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Figuur 6.1: Breedte van de singlet resonantie als functie van de energie van het
inkomende kanaal. De stippellijn geeft de resonantie aan bij een inkomende
energie van 10 uK de gestreepte lijn bij een mkomende energie van 1 uK en de
getrokken lijn bij een energie van 0.1 pK.

We moeten nog een verklaring vinden voor het verschil in breedten gevonden met de
Gemodificeerde Feshbach theorie en met de gekoppelde kanalen methode. Een verklaring
is in principe al gevonden in het vorige hoofdstuk. De beschouwde singlet toestand is op
het punt waar deze de drempel energie passeert geen zuivere singlet toestand maar een
mengsel van de singlet toestand en de dichtst bijgelegen triplet toestanden. Dit verklaart
waarom de breedte van de resonantie gevonden met behulp van de Gemodificeerde Fesh-
bach systematisch groter is. We berekenen met de twee methoden namelijk niet hetzelfde.
Met behulp van de gekoppelde kanalen methode berekenen we de breedte van de resonantie
die overeenkomt met de feitelijke toestand die de drempel passeert. Deze toestand bestaat
voor een fractie uit de singlet toestand en voor een fractie uit triplet toestanden. Aan-
gezien triplet resonanties veel smaller zijn dan singlet resonanties, zie volgende paragraaf,
vinden we met de gekoppelde kanalen methode een smallere resonantie. Met de Gemodifi-
ceerde Feshbach theorie berekenen we alleen de breedte van het singlet deel. Om de beide
methoden te kunnen vergelijken zouden we de verhouding singlet/triplet in de toestand
die de resonantie veroorzaakt moeten weten. Daarnaast zouden we ook de breedte van
de triplet resonanties apart moeten kunnen berekenen. In de volgende paragraaf komen
enkele opmerkingen hierover aan de orde.
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6.2 Breedte van de overige resonanties

We zagen in figuur 5.6 naast de singlet resonantie ook nog drie triplet resonanties. We
zien dat er een behoorlijk breedte verschil is tussen de verschillende resonanties. Smalle
resonanties zijn het gevolg van inefficiénte koppeling tussen het ingangs kanaal en een quasi
gebonden toestand. Omdat de V*/-term alleen triplet toestanden met singlet toestanden
koppelt en het botsings kanaal in de sterke veld limiet zuiver triplet is, verwachten we voor
triplet gebonden toestanden smalle resonanties.

De eerste triplet resonantie, bij B & 0.020 T, is veel breder dan de twee andere triplet
resonanties bij B = 0.056 T en B = 0.101 T respectievelijk. De eerste triplet resonantie
is vermoedelijk zo breed omdat de toestand die de resonantie veroorzaakt, |(11)2 — 2), de
drempel energie onder een kleine hoek snijdt. Daardoor vindt er over een groot B-interval
koppeling plaats. Met andere woorden de koppeling tussen het ingangs kanaal en de triplet
toestand is efficiénter dan bij de andere twee triplet toestanden. De andere twee triplet
resonanties zijn dus veel smaller doordat de koppeling tussen de open en gesloten kanalen
minder efficiént is.

Wat ook een rol speelt is het feit dat de toestanden die de resonanties veroorzaken geen
zuivere triplet toestanden zijn. De toestanden bevatten een fractie van de singlet toestand.
De grootte van die fractie is afhankelijk van de afstand tussen de verschillende toestanden.
Die kunnen we zien in figuur 5.1. We zien dat de afstand van de onderste triplet toestand
tot de singlet toestand veel groter is dan de afstand van de andere triplet toestanden
tot de singlet toestand. We verwachten daarom dat de fractie van de singlet toestand
in de onderste triplet toestand veel kleiner zal zijn dan bij de andere triplet toestanden.
Met andere woorden we verwachten dat de resonantie die deze onderste triplet toestand
veroorzaakt smaller zal zijn dan de andere triplet resonanties. Dit zien we ook in figuur
5.6, de resonantie bij B = 0.101 T is veel smaller dan die bij B =~ 0.056 T.

Om kwantitatief iets meer over de breedte van de resonanties te kunnen zeggen zouden
we de fracties waaruit de toestanden bestaan wanneer ze de drempel passeren moeten
bepalen. Dit zou men kunnen doen door een hogere orde toestands diagram te construeren
waarin ook de koppeling tussen de singlet en triplet toestande meegenomen wordt.
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Hoofdstuk 7

Conclusies

We hebben gekeken naar het gedrag van resonanties in een ultrakoud gas van grond toe-
stands 3°K in een magnetische trap. We hebben met name gekeken naar de (Mp = —2)
twee-atoom toestand gevormd door twee atomen in het bovenste niveau van het onderste
hyperfijn manifold. Door de open kanaal energie te vergelijken met de energie van de ge-
bonden gesloten kanaal toestanden, is geprobeerd de magneetveld sterkten te voorspellen
waar zich resonanties voordoen. De gevonden lokaties vertonen ten gevolge van de grote
onzekerheden in de interatomaire potentialen grote onzekerheden. We kunnen daardoor
geen nauwkeurige uitspraak doen over de lokaties van de resonanties. Wel kunnen we met
zekerheid zeggen dat er zich geen resonanties bevinden in het laagveld zoekende gedeelte
van de bovenste toestand van het onderste hyperfijn manifold.

Door de uitgevoerde gekoppelde kanalen berekeningen te vergelijken met de eerste orde
gebonden toestands diagrammen zijn we tot een duidelijk beeld gekomen van het gedrag
van de toestanden en de resonanties die de toestanden veroorzaken. We hebben gezien dat
hyperfijn menging in het geval van afwezigheid van een magneetveld geen rol speelt. Bij
het aanleggen van een magneetveld echter dient wel degelijk rekening gehouden te worden
met de koppelingen tussen de verschillende toestanden. We hebben echter alleen gekeken
naar eerste orde toestands diagrammen. Daarom hebben we de behandelde Gemodificeerde
Feshbach theorie niet kwantitatief kunnen vergelijken met gekoppelde kanalen berekenin-
gen. Het wordt daarom aanbevolen de koppeling tussen de verschillende toestanden in
hogere orde te bekijken, met andere woorden voor magneetvelden ongelijk aan nul ook de
hyperfijn menging tussen singlet en triplet toestanden in beschouwing te nemen.

Verder dienen, om een nauwkeurigere uitspraak te doen over de lokatie van de resonan-
ties, de singlet en triplet potentiaal nauwkeuriger bepaald te worden. Een methode om dat
te doen is beschreven in hoofdstuk 4.
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Appendix A

Belangrijke constanten voor ?K

Atoom massa M=38.963707 u
Hyperfijn constante ap;=11.0795 mK
Kernspin ¢ = g’-

Gyromagnetische verhouding van de atomaire elektronen toestand:

ge = 2.00229421

e = Ehﬁ . g. = 1.76087163 x 10! T~1s~!

Gyromagnetische verhouding van de kern:

gn = —0.00014193489

W = ”_ké - gn = 1.248189350 x 107 T~'s™!

Grondtoestands elektronenconfiguratie (3s)?(3p)®(4s)!
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Appendix B

De hyperfijn eigentoestanden

B.1 Het 2x2 eigenwaarden probleem

We berekenen de eigentoestanden |1) en |2) van de hermitische operator H door de toe-
standen uit te drukken in een andere basis {|a), |b)} waarin H makkelijk is uit te rekenen.
De eigenschappen van de eigentoestanden zijn:

(1H1) = Ay
(2[H|2) = A, (B.1)

en H is diagonaal in de basis van eigenvectoren:
(11H]2) = (lH[1) =0 52

) = (2)=1

Diagonalisatie is te verwezelijken door een unitaire basis transformatie toe te passen op de
basis {|a), |b)} waarin we H uitrekenen: ' '

(B)=(a% =) (1) w3

met 0 < 6 < 7. We vinden zo gebruikmakend van H = H t en B.2:
Hab

1
)‘1 - <1|Hl1> - §(Haa + be) + sin 20 (B4)
/\2 = (2IH|2) = }'(Haa + be) - Ha.b (B5)
2 sin 20
2Hab
t = —— .
an 20 T — fn (B.6)
B.2 De interne eigentoestanden
De interne Hamiltoniaan 3.3 herschrijven we als:
H™ = 2550 4 (1.5: - wSD)B, (B.7)
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met S¢ en SV de elektron- respectievelijk de kernspin. We schrijven deze Hamiltoniaan
eerst om naar sferische componenten 53 4, van de spin operatoren:

p—p

H = (7.5 — wSY) B+“"f Z 1)45e SN (B.8)

pu=-1
De sferische componenten zijn als volgt gerelateerd aan de spin ladderoperatoren S

; Si
D41 =:F7§

en geven werkend op een impulsmoment eigentoestand |sm;) het volgende resultaat:

(B.9)

Siilsms) = ZF%\/2[5(3 +1) — mg(ms £ 1)}|sm, + 1)

(B.10)
Silsms) = mshlsmy)
Voor de Zeeman term in H werkend op een eigentoestand |sm,) vinden we:
%S, Blsm,) = hyimg|sm,) (B.11)

We kunnen nu H*™ in de {|m,mn)}-basis uitrekenen en diagonaliseren. Dit doen we hier-
onder voor de verschillende waarden van my.

ms=—-—2en mg =2
Voor my = —2 en my = 2 treedt er geen koppeling op zodat de eigentoestanden met
bijbehorende eigenwaarden Ef.,, meteen bekend zijn:

mr=2 |33} Ep=3an + 2B(y. — 3n)

(B.12)
my=—2 |%%> Ey.2 = ahf - ﬁ( Ye — 3IN)
We gaan nu per m; waarde het 2-dimensionale eigenwaarden probleem oplossen.
my = 1
De basistoestanden bij m; =1 zijn:
1 e 139 .19
In deze basis is H"*:
Lans + 2B (ve — ) 1V3any
o (B.14)
1V3an —2ans — B2 (e + 3w) |
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We voeren nu de volgende basis transformatie uit:

M) = cosy]33) +sinb; -33)
(B.15)

|A2) = —siné, %%) + cos 01'%%)
Gebruik makend van de relaties B.4 en B.5 vinden we zo voor de eigenwaarden E), en Ej,:

ansV'3

a

Ey = - Zf ~hByn + 2sin 26, (B.16)
= O _ _ ang V3

By, = =5 —hByy - 5o (B.17)

Voor de bijbehorende menghoek 6; vinden we m.b.v. B.6 de volgende relatie:

tan20, = ans V3 (B.18)

ang + hB(ve + N)

mye = 0
De basistoestanden bij my = 0 zijn:

D) e 14y (319
In deze basis is H™:

( -2ans + 2B (7 + ) ahf )

ang Lans — BB (v, + )

(B.20)

We voeren de volgende basis transformatie uit:

A1) = cosﬂd%-%) +sin 6o|-33)
(B.21)

|A2) = —sinbo|3-3) +cosbo|-31)

Met behulp van de relaties B.4 en B.5 vinden we zo voor de eigenwaarden E), en E),:

_ Oy Ghf

Ey, = v + 5 200 (B.22)
_ _ %y Qns

B = 4  sin26, (B.23)

Voor de bijbehorende menghoek 6y vinden we m.b.v. B.6 de volgende relatie:

2ahf
tan26y = —— B.24
e hB('Ye + 7N) ( )
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mys = -1
De basistoestanden bij my = —1 zijn:

5D e 14D (B.25)

In deze basis is H'™:

Bans + (7. + 3w) 5V3ans |
, (B.26)
3V3ans fans = "2 (e — ) ’
We voeren de volgende basis transformatie uit:
A1) = cosf_1]3-2) +sinf_,|-1-1)
: (B.27)
|A2) = —sinf_1]3-3) +cosb_y|-1-1)

Met behulp van de relaties B.4 en B.5 vinden we zo voor de eigenwaarden E), en £ ,\,‘,f

ang ansV/3
Ey,, = —-—L+hB —_— B.
M 4 RN+ 2sin20_, (B.28)
_ o _ V3
By = 4 +hBw 2sin20_, (B.29)
Voor de bijbehorende menghoek 8_; vinden we m.b.v. B.6 de volgende relatie:
ansV'3
tan 260_ : B.30
1 —ans + EB(ve + ) (B-30)
Limieten voor B—0
mys = 1
Via V3
tan 20, = AV (B.31)

ans +hB(¥e + IN)

vinden we voor B — 0: tan20; — /3 zodat 8; — %. Hiermee worden de uitdrukkingen
B.16 en B.17 voor de eigenwaarden:

Ey = -janytay = gay = |fimg) =[2,1)
(B.32)

Ex, = -an;—ans fans = fmy) =1L1)
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mf=0

Via Sans
hB(% + ')’N)
vinden we voor B — 0: tan2fy — oo zodat fp — 7. Hiermee worden de uitdrukkingen
B.22 en B.23 voor de eigenwaarden:

tan 26y = (B.33)

E\, = 'iahf‘l'ahf = %ahf - lf’m.f>=l2’0) :
(B.34)

Ey, = -jons —ans qans = |fymp) =11,0)

ansV3
—aps + hB(ve + v

)
vinden we voor B — 0: tan26_; — —v/3 zodat 6_; — 2 (0 <0< 7). Hiermee worden de
uitdrukkingen B.28 en B.29 voor de eigenwaarden:

tan20_; = (B.35)

By = -jany—any = -any = |f,mg) =11,-1)
(B.36)
E,, = -iahf +any = %ahf = |fymg) =12,-1)
Limieten voor B— ¢
We kunnen deze limieten op twee manieren uitwerken:
Storingsrekening in de hyperfijn-interactie term
De interne Hamiltoniaan schrijven we als:
Hint = 2L Ge SN 4 (4.8° — ywSM\B = H, + Hy  (B.37)

=2
In de limiet voor B — oo is H; een kleine storing op Hy zodat we storingsrekening kunnen
toepassen. Als voorbeeld nemen we de eigenwaarden van H'™ bij m; = 1. De eigentoe-

standen van Ho zijn: |33) en |-13). In eerste orde storingsrekening worden de eigenwaarden
gelijk aan:

Ey = (3HH™LLY = lay +2B(y.— )
| (B.38)
Ey ~ (-13|H™|-12) = la,; + 2B(y, — qw)

We zien dat voor B — oo de hyperfijn energieén gelijk worden aan de diagonaal elementen
van H™.
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De limiet nemen van de energie-uitdrukking

We kunnen ook de limiet van de energie-uitdrukking evalueren, dat wil zeggen:

_Ohs _ M
]}gn E), = hm ( 1 Byn + 5 201) (B.39)
met voor de menghoek de relatie:
_ ansV'3
tan 26, = ——ahf "B (B.40)

waarbij we de afkorting ¥ = 4. + yn~ hebben ingevoerd. Voor sterke magneetvelden is
€ = anps/hB7y een erg klein getal. De uitdrukking voor de menghoek kunnen we dan

schrijven als:
ansV'3 ahf\/_( g
hBvy(e+1)  hBy

= eV3(1 - e)v (B.41)

tan 201 =
hetgeen neerkomt op :
20, = eV/3(1 —¢) | (B.42)
De derde term in B.39 levert dan:

angV3 . anpV/3 )
25sin 26, 2¢v/3(1 —¢)

~ 1+e
_ 1 Apf
= 2hB'y—I- 5 (B.43)
zodat B.39 overgaat in:
= _ % | Onf
a hB
- %+T(%"’N) (B4
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Samengevat kunnen we de eigentoestanden nummeren naar oplopende energie:

o) = |f,my)

8) = 143) | 2,2)

)= cosfi|il) +siny|-12) B0 [2,1)

6)=  cosboli-d) 4sinbolLl) B0 [2,0)

5) = cosf_1|3-2) +sinb_4|-2-2) B0 [2,-1) (B.45)
|4) = -3-3) 12, -2)

13) = —sinf_y|3-2) + cosf_4|-3-3) B—=0 |1,-1)

2) =  —sin6oli-1) + cosbol-11) B —0 |L,0)

|'1)= —sin6|31) +cosby]-32) B—0 |1,1)

met de bijbehorende energie eigenwaarden:
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Er

Eq

Es

E,

Es

E,

Ey

en de menghoeken: (0 < 6 < 7):

3a 4 hB( 37x) 3
4 hf 2 Ye YN 4ahf
ahf ahf\/§ 3
_h B4 RV, 2
g TONRE oo 4
_ahf Qpf g)_a
4 sin 26, 4
St £%-1 (B.46)
3 hB 3
20k~ —2"(%_— 37v) 70h!
_an _ayv3 5
g T 2sin 20_, 4
_Ohf __Ohf _3,
4  sin20, 4 h
YN S Yo B
3 N 9 sin 20, 1M
tan26;, = ahf\/g
ans +hB(ve + n)
2ahf
tan2p = ——m8m8m8——
an 26, FB (e + ) (B.47)
tan20_, = ahf\/g
—apf + hB(ve +N)
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Appendix C
De RKR-potentialen

C.1 De RKR-singlet potentiaal

Gebruikt:
v=0,...,73 niveaus uit [15]
v =177,...,81 niveaus uit [16]

42 Dunham coéfficiénten
Omkeerpunten hoogst gelegen nog gemeten niveau:
r1 = 5.42 ag (linker omkeerpunt v = 73)
ro = 28.78 ao (rechter omkeerpunt v = 81)
Diepte en positie van het minimum:

D, = 4450.711 cm™! = 6403.5 K
re = 7.416 ag

C.2 De RKR-triplet potentiaal

Gebruikt: v =0...13 niveaus uit [17]
v =14...17 niveaus uit [17, 18]

7 Dunham coéfficiénten
Omkeerpunten hoogst gelegen nog gemeten niveau:
ry = 9.116 ao (linker omkeerpunt v = 17)
r2 = 19.871 ag (rechter omkeerpunt v = 17)
Diepte en positie van het minimum:

D, =2529 cm™! =363.9 K
re = 10.908 ag

39



Appendix D

Twee-atoom basis transformatie

We schrijven de ge(anti)symmetriseerde twee-atoom hyperfijn basis als volgt:

oty - [218) + (-1)8)]a)
[{aB}*) = NoTEm (D.1)

Om de twee-atoom toestanden te vinden herschrijven we de één-atoom toestanden gevon-
den in appendix B in de volgende vorm:

lo) = [fmy) = almm + clmsmi),
W= hy = A+l
2) = 110) = —Bolj3)+eol-53)
3) = I1-1) = —B.l}-D)+anl3-d)
4) = 2-2) = 43)

5) = 12=1) = aual}-H+6al4d)
6) = 1200 = aoly3)+Aol-4h)
o= ) = el Al

8 =12 =

met

oy =cosly, ag=cosby a_, =cosb_,
,81 = sin 01 ,80 = sin 00 ,8_1 = sin 0"‘1;

waarin de menghoeken 8;, 0y en 0_; gegeven worden door de relaties B.18, B.24 en B.30.
Een twee-atoom toestand van de vorm |a8) kan gevonden worden door het direct produkt
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van twee één-atoom toestanden te nemen:

|aﬁ> = (cxllmsmi>a:l + cz2|msmi>a:2) ® (Cyllmsmi>y1 + cy?lmsmi)y2)

Kijken we naar een toestand waarvoor geldt dat My = —2, bijvoorbeeld |35) dan vinden
we:
| 1 3 1 1 1 3 1 1
) = (-Balz-+eal-3-3) 8 (enlz -5 +6al-5-3)
3 3
= - ﬁ—la—lls-_—l,MS—_—].)@lmﬂ=—§,m’i2-_—_§)+
- Gy L(1IS=1,Ms =0)+|S=0,Ms =0)) ® |m,~1=—§ mn:——l)+
V2 2’ 2
+ 22:l(IS—l Msg=0)-|S=0,Ms=0))Q|m; _ -1 Mmig = 3)+
\/§ — LyMs = — YV, Mg = i1 = 9 2 = 5
1 1
+ a_164|S=1,Ms = —1) ® |mi = ——2—,mz—2 = —5)

3 2
= - CY_1,B_1I1].3 - 3) + \/;a_lﬁ_ﬂl —-13 - 1) — \/;Ol._lﬁ_lll -11 - 1)

+ (2 ﬁ2>|102 2)+(°‘;‘1 ﬁ2)|103 2)+

_ (a;-I 52>|002 2) — (2 ﬂ2)|003 2)

in de |SMsIMj)-basis. Op dezelfde manier vinden we:

) = (el 34oi- - ) o (k- D eni- 5 )

| 3 [2
= - a_l,B_1[113 - 3) + \/;a_lﬂ_lll -13 - 1) - ga-lﬁ_ﬂl -11 - 1)
2 2 2 92
_ [ -1 _ &1 P —
( 3 + 5 )]102 2) + ( 5 5 )|103 -2)+

o, B2 B2,
_ (T -~ T) 002 — 2) + (T + —) 003 — 2).
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Via D.1 vinden we met [ = 0:

|(35}) fﬁ (135) + [53)) =

6 4
= - \/5&-1,8-1'113 - 3) + \/;01_1,8_1“. - 13- 1) - \/;a_l,@_dl —11 - ].)

1 1

t 7 (o2, - 82,) 1103 - 2) - % (o2, — £%,) 1002 - 2)
We zien dat inderdaad door Bose-symmetrie de termen met [ + .5 + I =oneven weggevallen
zijn. Transformeren we op deze manier alle twee-atoom toestanden waarvoor Mp = —2
naar de |SMgIMj)-basis, dan vinden we:
[ 133) ] [ |113 —3)
{24} ) |1 -13-1)

[{46}*) | =A-| |[1-11-1)

{35}7) 103 - 2)

| 55) | |002 —2)

met voor de transformatie matrix A: -

[ 2 3, 2,
B2, ga-l - '5‘0‘—1 —a_1f-y a1

0 \ﬁa \/ga _b _b
5" 5" V2 V2
2 3 Q «
A= 2 2 =0 -0
6 4 1 2 2 1 2
—\/504-15-1 \/ga—lﬂ—l —\/g 184 ﬁ (a—1 - /3-1) _ﬁ (0‘2-1 - ﬂ_l)

0‘2—1 \/gﬂzl _\/gﬁzl a—lﬁ—lk —o_18-4
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Appendix E

Spin matrix elementen

Voor het uitrekenen van de spin matrix elementen van de exacte hyperfijn interactie V4 =
%’;ﬁ (5’1 ‘11 + Sy - iz) is de |SMsIM;)-basis niet geschikt. We stappen daarom over op een
nieuwe basis: |mgm;mgmi2), waarin de toestanden waarin we geinteresseerd zijn er als

volgt uit zien:

1 1 3
TS ET NS EYS S RIS

2 3 3
L-11-1) = —\S5550 +\ gl 3330+ gl 5353)
1 1 1 1
002-2) = Zl3333) — 5l aed) —gliiea) t3liaad)

In het Mp = —2 spin matrix element (002 ——2|V"f(\/§|1 —-13-1)— \/gll —11~1)) werken
de spin-operatoren met index 1 alleen op de quantumgetallen ms en m;; en de index 2
operatoren alleen op de quantumgetallen mg; en m;;. Werken we dit uit dan krijgen we

uiteindelijk: -
(002 — 2|vhf|(@|1 -13-1) - \/gu —11-1)) = _éah,« (E.1)
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