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INLEIDING

Deze scriptie is geschreven naar aanleiding van een stage bij het bedrijf ORTEC Consultants B.V. in
Gouda. In de periode van oktober 2000 tot juli 2001 heb ik mij op de afdeling Arbeidstijdmanagement
van dat bedrijff in het kader van een afstudeerproject bezig gehouden met het
werkplekplanningsprobleem binnen grote ziekenhuizen.

Het onderwerp kwam naar voren bij een opdracht van het Academisch Ziekenhuis Rotterdam. Het
Academisch Ziekenhuis Rotterdam was toe aan vernieuwing van de dienstroostersoftware en Koos
voor het door ORTEC ontwikkelde HARMONY. Met HARMONY was het mogelijk, om rekening
houdend met de geldende regels, zowel handmatig als automatisch de diensten van het personeel in te
roosteren. Binnen verschillende afdelingen van het Academisch Ziekenhuis Rotterdam was er echter
ook behoefte aan een planautomaat voor de werkplekplanning. Een dergelijke planautomaat maakte
nog geen deel uit van HARMONY. Mijn opdracht was het ontwikkelen van deze planautomaat die de
binnen een afdeling beschikbare werknemers op efficiénte wijze aan de te bezetten werkplekken moest
toewijzen. De ontwikkelde planautomaat zal deel uit gaan maken van HARMONY.

De behoefte aan een planautomaat voor de werkplekplanning was er vooral binnen de
apotheekafdeling van het Academisch Ziekenhuis Rotterdam. In overleg met de planners van de
apotheek is men gekomen tot een eerste omschrijving van het werkplekplanningsprobleem. Het
probleem is vervolgens wat ruimer gedefinieerd om de planautomaat ook van toepassing te laten zijn
op andere afdelingen.

De indeling van deze scriptie is als volgt. In hoofdstuk 1 wordt een omschrijving gegeven van het
werkplekplanningsprobleem. Vervolgens wordt in hoofdstuk 2 een formele wiskundige omschrijving
van het probleem gegeven, waarna in hoofdstuk 3 de complexiteit van het probleem aan bod komt. In
hoofdstuk 4 wordt de theorie beschreven waarvan gebruik gemaakt is bij het ontwikkelen van het
algoritme. In hoofdstuk 5 wordt een algoritme voor het oplossen van het werkplekplanningsprobleem
bij de apotheekafdeling gegeven. Dit algoritme wordt vervolgens in hoofdstuk 6 aangepast om het ook
van toepassing te laten zijn op afdelingen waar sprake is van kamers waarbinnen werkplekken
gelijktijdig bezet moeten worden. In hoofdstuk 7 wordt aangegeven op welke manier het algoritme
kan worden aangepast aan eventuele wensen die aan een werkplekplanning gesteld kunnen worden,
waarna in hoofdstuk 8 iets zal worden gezegd over de iekentijd van het algoritme. Tenslotte worden in
hoofdstuk 9 enkele conclusies en suggesties voor verder onderzoek gegeven worden.




1. PROBLEEMOMSCHRIJVING

Binnen het Academisch Ziekenhuis Rotterdam is er binnen enkele afdelingen behoefte aan een
planautomaat voor de werkplekplanning. Deze planautomaat moet in staat zijn om voor een
willekeurige periode de beschikbare werknemers op een zo goed mogelijke manier toe te wijzen aan
de verschillende werkplekken binnen de afdeling. In dit hoofdstuk zal dat probleem preciezer
beschreven worden. Allereerst zullen in paragraaf 1.1 enkele definities gegeven worden van begrippen
die gebruikt worden bij de beschrijving van het probleem. Vervoigens zal in paragraaf 1.2 het
probleem beschreven worden.

1.1. DEFINITIES

In deze paragraaf worden enkele begrippen gedefinieerd die een belangrijke rol spelen in deze scriptie.
Het betreft de begrippen werkplek, kamer, bezettingseis, werkplektoewijzing, toegelaten
werkplektoewijzing, werkplekplanning en toegelaten werkplekplanning.

* Een werkplek is een verzameling activiteiten waaraan op elk moment door hoogstens één
werknemer gewerkt kan worden.

* Een kamer is een verzameling van werkplekken, bestaande uit een aantal vereiste werkplekken en
een aantal niet-vereiste werkplekken. Voor elke werkplek binnen een kamer geldt dat deze
uitsluitend bezet mag worden wanneer alle vereiste werkplekken binnen de kamer bezet worden.

* Een bezettingseis is een vraag naar de bezetting van een werkplek of een kamer binnen een
bepaald interval en voor een bepaalde benodigde tijdsduur. Aan elke bezettingseis is een prioriteit
gekoppeld, die aangeeft hoe belangrijk deze bezettingseis is in vergelijking met de andere
bezettingseisen.

* Een werkplektoewijzing is de toewijzing van een werknemer voor een tijdsinterval aan een
werkplek met als doel hierdoor gedeeltelijk of geheel aan een bepaalde bezettingseis te voldoen.

* Een toegelaten werkplektoewijzing is een werkplektoewijzing waarvoor geldt dat de werknemer de
gehele duur van het interval beschikbaar is en bovendien beschikt over de voor de werkplek
vereiste kwalificaties en het vereiste minimum ervaringsniveau bij elk van deze kwalificaties.

* Een werkplekplanning is een verzameling van toegelaten werkplektoewijzingen voor een
planningsperiode.

* Een toegelaten werkplekplanning is een werkplekplanning waarbij voor ieder tijdstip in de
planningsperiode geldt dat elke werknemer hoogstens aan €€n werkplek is toegewezen en dat aan
elke werkplek hoogstens één werknemer is toegewezen.




1.2 PROBLEEMFORMULERING

Er moet een planautomaat komen die het werkplekplanningsprobleem voor een door de gebruiker op
te geven planningsperiode exact oplost. Het werkplekplanningsprobleem voor een planningsperiode
kan als volgt beschreven worden. Gegeven is een verzameling werknemers, waarbij voor elke
werknemer bekend is wanneer hij binnen de planningsperiode beschikbaar is. Ook is voor elke
werknemer bekend welke kwalificaties hij bezit en over welk ervaringsniveau hij bij elk van deze
kwalificaties beschikt. Verder is gegeven een verzameling werkplekken, waarbij voor elke werkplek
bekend is over welke kwalificaties en bijbehorend ervaringsniveau een werknemer minimaal moet
beschikken om deze werkplek te bezetten. Tenslotte is een verzameling bezettingseisen gegeven,
welke zowel bezettingseisen voor afzonderlijke werkplekken als bezettingseisen voor kamers kan
bevatten. De uitvoer van de planautomaat zal moeten bestaan uit de optimale toegelaten
werkplekplanning. Een toegelaten werkplekplanning is optimaal wanneer er zo mogelijk aan alle
bezettingseisen of anders aan een zo goed mogelijke selectie uit deze bezettingseisen volledig voldaan
wordt. Een selectie is beter naarmate deze meer bezettingseisen bevat en naarmate deze
bezettingseisen een hogere prioriteit hebben. De manier waarop de afweging tussen deze twee criteria
precies plaats moet vinden, is niet nader gespecificeerd.



2. WISKUNDIGE PROBLEEMFORMULERING

In dit hoofdstuk zal een wiskundige formulering van het werkplekplanningsprobleem gegeven worden.
Allereerst wordt in paragraaf 2.1 aangeven welke parameters als input voor het probleem verwacht
worden. Daarna wordt in paragraaf 2.2 aangegeven hoe de output van het probleem er uit zal zien. In
paragraaf 2.2.1. wordt aangegeven hoe de output gerepresenteerd kan worden en het gekozen
optimaliteitscriterium wordt in paragraaf 2.2.2. toegelicht. Tenslotte wordt in paragraaf 2.3 een stricte
definitie van het werkplekplanningsprobleem gegeven.

2.1 DE INPUT VAN HET PROBLEEM

Gegeven is de planningsperiode p = [0 , p) waarvoor een werkplekplanningsprobleem moet worden
opgelost en laat p € N het aantal tijdseenheden zijn waaruit deze planningsperiode bestaat. Laat verder
{0, ..., 8}, met & = [1,i+] ) CRvoori€ {0, ..., p-1}, de verzameling van een eenheidsintervallen
zijn waarin de planningsperiode is opgedeeld.

Gegeven is een verzameling W van werknemers (bijvoorbeeld een roostergroep of een afdeling)
waarvoor de werkplekplanning plaats moet vinden. Voor elke werknemer w € W is bekend gedurende
welke intervallen B(w, p) € {0y, ..., 6,..} binnen de planningsperiode hij beschikbaar is voor het
bezetten van werkplekken. Laat K de verzameling van alle verschillende kwalificaties zijn. Voor elke
werknemer is bekend over welke kwalificatie(s) K(w) € K hij beschikt. Bovendien is voor elke

combinatie van een werknemer w en een kwalificatie & € K(w) een ervaringsniveau x(k,w) € N
bekend.

Gegeven is verder een verzameling werkplekken S. Voor elke werkplek s € § is bekend over welke
kwalificatie(s) K(s) € K een werknemer moet beschikken om de werkplek te mogen bezetten. Ook is
er voor elke combinatie van een werkplek s en een kwalificatie & € K(s) een minimum vereist
ervaringsniveau x(k,s) € N bekend, dit is het ervaringsniveau waarover een werknemer minimaal moet
beschikken om werkplek s te mogen bezetten.

Ook is er een verzameling kamers R gegeven. Voor elke kamer r € R is bekend uit welke verzameling
werkplekken S(r) € S deze kamer is samengesteld. Ook is bekend welke werkplekken S c S(ryer
vereist zijn voor opening van de kamer.

Voor de verzameling werkplekken S, de verzameling kamers R en de planningsperiode p is een
verzameling bezettingseisen E gegeven. De verzdmelmg bezettingseisen E kan worden opgesplitst in
twee deelverzamelingen E® en EX. De verzameling E° bestaat uit bezettingseisen voor werkplekken
afzonderlijk. Laat g, € N\ {0} een maximum zxjn voor de door de gebruiker op te geven prioriteit
van een bezettingseis. Een bezettingseis ¢ € E® wordt vastgelegd door een werkplek s(¢) € S, een
begintijd thun(e) € {0,..., p-1} een eindtijd t,.(e) € {1,..., p}, een benodigde tijdsduur du.puigl€) €
{1,..., p} en een prioriteit g(¢) € {1, ..., gua} - De verzameling EF bestaat uit bezettingseisen voor de
kamers. Een bezettingseis ¢ € EX wordt vastgelegd door een kamer r(e) € R, een begintijd f,.i(¢) €
{0,..., p-1}, een eindtijd t;«¢) € {1, ..., p}, een benodigde tijdsduur dpepaiiga(¢) € {1...., p} en een
prioriteit g(¢) € {1, ..., Guar}-

2.2 DE OUTPUT VAN HET PROBLEEM
2.2.1 RESPRESENTATIE VAN EEN TOEGELATEN WERKPLEKPLANNING
De output van het probleem zal bestaan uit een toegelaten werkplekplanning voor de

planningsperiode. In paragraaf 1.1 is een werkplekplanning gedefinieerd als zijnde een verzameling
van toegelaten werkplektoewijzingen. Laat met Z een werkplekplanning, dat wil zeggen de

10




verzameling van toegelaten werkplektoewijzing aangeduid worden. Een werkplektoewijzing z wordt
vastgelegd door een werknemer w(z) € W, een bezettingseis ¢(z) € E, een werkplek $(z) € S(r(¢(z))
wanneer ¢(z) € E* en s(2) = s(e(2)) voor ¢(z) € E®, een begintijd t..in(z) € {0.,..., p-1} en een eindtijd
tid2) € {1,..., p}. De werkplektoewijzing z € Z geeft aan dat in de werkplekplanning Z werknemer
w(z) voor het interval [fspin(2), Lind(z)) C R in het kader van bezettingseis ¢(z) wordt toegewezen aan
de werkplek s(z).

Een werkplektoewijzing z is toegelaten wanneer:

* de werknemer w(z) gedurende het gehele interval [fy.4i(2), tind(2)) beschikbaar is, dus wanneer er
voor alle { € {theyin(2), -, teind(z) - 1} geldt dat 6, € B(w(2));

e de werknemer w(z) gekwalificeerd en voldoende ervaren is voor de werkplek s(z), dus wanneer er
geldt dat (k € K(w(2)) A x(k,w(2)) 2 x(k,5(2))) voor alle k € K(s(2)).

Een werkplekplanning Z is toegelaten wanneer voor de verzameling werkplektoewijzingen Z geldt

dat:

» elke werknemer w € W elk moment hoogstens aan één werkplek s € S is toegewezen, dat wil
zeggen dat (w(z)) = w(z2) ) = ( Lina(22) < hepinZ1) V toegin(22) = teina(2;) ) voor alle z;, z; E Z.

* aan elke werkplek s € § elk moment hoogstens één werknemer w € W is toegewezen, dat wil
zeggen dat (5(z/) = 5(22)) = (teind(22) S thegin(Z1) V theginZ2) = teindz)) ) voor alle z;, z, E Z.

e voor elke kamer r € R moet gelden dat elk moment dat er een werkplek binnen de kamer bezet is,
alle voor opening vereiste werkplekken in de kamer bezet zijn, dat wil zeggen dat s(z,) € S(r) voor
een zeker r € R en z; € Z impliceert dat voor elk paar (s, £) met s € S (r)en t € {0, ..., p}
waarvoor geldt dat t,..i(2)) < t < t;,.(z;) er een toegelaten werkplektoewijzing z € Z bestddt met
thein(2) S < tind2), 35(2) = s en e(2)= e(z)).

2.2.2 HET OPTIMALITEITSCRITERIUM

Wanneer er geen toegelaten werkplekplanning bestaat waarbij aan alle bezettingseisen voldaan wordt
zal een afweging gemaakt moeten worden tussen de verschillende toegelaten werkplekplanningen. In
de probleemomschrijving in paragraaf 1.2 is vermeld dat een toegelaten werkplekplanning beter is
naarmate er aan meer bezettingseisen volledig voldaan wordt en naarmate de bezettingseisen waaraan
volledig voldaan wordt een hogere prioriteit hebben. De manier waarop de afweging tussen deze twee
criteria precies plaats moet vinden, is niet nader gespecificeerd. In deze paragraaf zullen allereerst
enkele aannames gemaakt worden. Daarna zal, mede op basis van deze aannames, een
optimaliteitscriterium gekozen worden.

AANNAME 2.1: Er wordt aangenomen dat het niet zinvol is om slechts gedeeltelijk aan een
bezettingseis te voldoen door de werkplek s(e) of kamer r(e) slechts voor een tijdsduur d < dyqpogics(€)
te bezetten.

AANNAME 2.2: Er wordt aangenomen dat het niet zinvol is om de niet voor opening vereiste

werkplekken in een kamer te bezetten, wanneer dat tot gevolg heeft dat aan een bezettingseis ¢ € E
niet voldaan kan worden.

AANNAME 2.3: Er wordt aangenomen dat het voldoen aan een bezettingseis ¢ € EX met prioriteit ¢ =
g(e) voor een kamer r met een aantal n = |S'(r)] voor opening vereiste werkplekken even zinvol is als
het voldoen aan n bezettingseisen uit E* met ieder prioriteit g(e) = q .

Op basis van de eerste van deze aannames (AANNAME 2.1) wordt ervoor gekozen om in het
optimaliteitscriterium gebruik te maken van een wunit penalty function Uz: E — {1,0}. Voor een

gegeven toegelaten werkplekplanning Z kan voor elke bezettingseis ¢ € E de unit penalty Uy(e)
bepaald worden door:
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Uzle) =0, wanneer ¢ € E* én de werkplek s(¢) in de werkplekplanning Z
voor een tijdsduur dpuiqs bezet wordt;

Uz(e) =0, wanneer ¢ € E* én de werkplekken uit S°(r) in de
werkplekplanning Z alle gelijktijdig en voor een tijdsduur dyenodiga
bezet worden;

Uzle) =1, anders.

De parameter p(e¢) geeft het verlies als gevolg van het niet voldoen aan bezettingseis ¢ € E aan en
wordt gedefinieerd als:

g(e), wanneer ¢ € E*;
q(e) "|S"(r(e))|, wanneer e € EX.

Ke)
Ke)

Als optimaliteitscriterium zal gekozen worden:
min ZUZ(G)'}/(C) (2.1)

waarbij geminimaliseerd wordt over alle toegelaten werkplekplanningen. Er is dus gekozen om het
totale verlies veroorzaakt door het niet volledig voldoen aan enkele bezettingeisen uit E te
minimaliseren.

De uitdrukking ;Uz(e) - y(e) zal in het vervolg met de term doelfunctie worden aangeduid.

Een optimaliteitscriterium dat equivalent is aan (2.1) is het volgende:

min ZUz'(e)-y(e) (2.2)

&

met Uz’(¢) = Uz(e) — 1 voor alle ¢ € E en waarbij er weer geminimaliseerd word: over alle toegelaten
werkplekplanningen.

2.3 EEN STRICTE DEFINITIE VAN HET PROBLEEM

Nu de vorm van de input en output en het optimaliteitscriterium bekend zijn, is het mogelijk een stricte
definitie van het werkplekplanningsprobleem te geven. Elke toegelaten werkplekplanning kan
gerepresenteerd worden door een verzameling van toegelaten werkplektoewijzingen Z en een daarmee
corresponderende vector Uz: E — {1,0}, waarbij de vector U, aangeeft aan welke bezettingseisen bij
deze werkplekplanning Z volledig voldaan wordt en de verzameling Z aangeeft welke werknemer
wanneer welke werkplek bezet.

DEFINITIE 2.1(WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM)
Gegeven zijn een planningsperiode p, een verzameling werknemers W, de beschikbaarheid van
deze werknemers in de vorm van de verzamelingen B(w,p) voor w € W, een verzameling
werkplekken S, een verzameling kamers R, een verzameling kwalificaties K en een verzameling
bezettingseisen E. Verder zijn gegeven de parameters x(k,w) voor alle w € W en k € K(w) en
x(k,s) voor alle s € S en k € K(s).
De vraag is een toegelaten werkplekplanning Z te bepalen waarvoor geldt dat de

doelfunctie ;Uz(e)-y(e) minimaal is.
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3. COMPLEXITEIT VAN HET WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM

Het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM is NP-volledig. Dit kan worden aangetoond door middel van een
reductie  vanuit  het  KNAPZAKPROBLEEM. Laat  WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B  het
beslissingprobleem behorende bij het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM zijn.
Het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B kan als volgt gedefinieerd worden:

DEFINITIE 3.1{ WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B)
Gegeven zijn een planningperiode p, een verzameling werknemers W, de beschikbaarheid van
deze werknemers in de vorm van de verzamelingen B(w, p) voor w € W, een verzameling
werkplekken S, een verzameling kamers R, een verzameling kwalificaties K en een verzameling
bezettingseisen E. Verder zijn gegeven de parameters x(k,w) voor alle w € W en k € K(w), x(k.s)
voor alle s € S en kK € K(s) en een grenswaarde ¢ € N\ {0}.
Gevraagd wordt te beslissen of er een toegelaten werkplekplanning Z bestaat waarvoor geldt

dat ;Uz(e) y(e)sc ?

Het KNAPZAKPROBLEEM (0.4. in Garey & Johnson (1979)) kan als volgt gedefinieerd worden:

DEFINITIE 3.2(KNAPZAKPROBLEEM)
Gegeven is een eindige verzameling V en voor elke v € V een gewicht g(v) € N\ {0} en een
waarde A(v) € N\ {0} en m, n € N\ {0}.
Gevraagd wordt te beslissen of er een deelverzameling V’> & V bestaat waarvoor geldt dat

dat ;g(v) <m en ;h(v)zn ?

Voor het KNAPZAKPROBLEEM geldt dat het NP-volledig is (Garey & Johnson, 1979).

STELLING 3.1:
Het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B is NP-volledig.

BEWLS:

1) Het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B € NP. Elke oplossing voor het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B kan door middel van een certificaat van polynomiale lengte
gerepresenteerd worden en dit certificaat kan in polynomiale tijd gecheckt worden. Met
polynomaal wordt hier bedoeld polynomiaal in de lengte van de invoer van het probleem. (Dit
alles volgt uit paragraaf 2.2).

2) Elke instantie van het KNAPZAKPROBLEEM is in polynomiale tijd transformeerbaar tot een
instantie van WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B. Beschouw een willekeurige instantie van het
KNAPZAKPROBLEEM. Deze kan op de volgende manier tot een instantie van het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B getransformeerd worden. Laat gedurende de planningsperiode
precies één werkplek bezet moeten worden, d.w.z. S = {s}, precies één werknemer beschikbaar
zijn, d.w.z. W = {w}, en laat verder R = &, K(w) = K(s) = k en x(k,w) = x(k,s). Construeer de
verzameling E door voor elke v € V een bezettingseis ¢(v) te defini€ren met s(e(v)) = s, thegin(€(v))
= 0, Linde(V)) = m, dpenoaigl(€(V)) = g(v) en g(e(v)) = h(v). Neem als planningsperiode de periode

tussen de tijdstippen O en m en laat ¢ = Z g(e)-n.

Stel nu dat er bij deze instantie van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B een toegelaten
werkplekplanning Z bestaat waarvoor geldt dat ;Uz(e)v(e) <c.
¢
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Uit deze werkplekplanning Z kan een oplossing van het KNAPZAKPROBLEEM worden afgeleid door
v& V als element van V’ te nemen dan en slechts dan als Uz(e(v)) = 0. Voor deze oplossing geldt

dat:
; hv) 2 hlv)- ;Vlj(v) = ; glelv))- ‘;Vw(e(v))- h(v) = Zt 4le)- ;Uz (¢)-4le)
ZE fI(C’) - ZEUZ(C’)' }’(G) = (; q(e)— c=n

Ook geldt er voor de zo verkregen oplossing voor het KNAPZAKPROBLEEM dat ; g(v) sm . Dit

1

doordat er een werkplekplanning bestaat waarbij er aan elke eis e(v) voor v € V’ volledig voldaan
wordt. Aangezien er slechts één werknemer beschikbaar is en deze bovendien voor m

tijdseenheden beschikbaar is, geldt er dat: ;dhunmligd((f(\/‘))s m . Omdat er bovendien voor alle

VE V geldt dat dyeniede(v) = g(v) geldt er dat: ; gV =m .

Stel nu dat er een oplossing voor het KNAPZAKPROBLEEM bestaat waarbij geldt
dat ;g(\))sm en Zh(v)zn. Uit deze oplossing kan door de werknemer w in een

willekeurige volgorde aan alle bezettingseisen e(v) met v &€ V’ toe te wijzen, een toegelaten

werkplekplanning Z worden afgeleid waarvoor geldt dat ;Uz(e) yv(e)sc¢

Voor elke instantie van het KNAPZAKPROBLEEM is het dus mogelijk om in polynomiale tijd een
instantie van WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B construeren waarbij geldt dat het antwoord op
het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B ‘ja’ is dan en slechts dan als het antwoord op het
KNAPZAKPROBLEEM ‘ja’ is.

Uit (1) en (2) volgt dat het beslissingprobleem WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM-B NP-volledig is.
O

Omdat het beslissingsprobleem WERKPLEKPLANNING-B NP-volledig is, geldt er per definitie dat het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM NP-volledig is. De NP-volledigheid van het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM 1s een sterk argument voor de stelling dat een algoritme met
polynomiale rekentijd voor het bepalen van een optimale oplossing voor dit probleem niet bestaat. Het
gebruik van enumeratieve optimalisatiemethoden en benaderingsalgoritmen voor de oplossing van het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM lijkt dus gerechtvaardigd.
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4. RELEVANTE THEORIE

In dit hoofdstuk zal enkele theorie aan bod komen die gebruikt is bij het zoeken naar een geschikt
algoritme voor het bepalen van een oplossing voor WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM. Vaak gebruikte
methoden voor het oplossen van NP-volledige problemen zijn onder andere lineaire programmering,
kolom-generatie en lagrange-relaxatie. Bij elk van de genoemde methoden geldt dat er gebruik
gemaakt wordt van een LP-solver. Voor het oplossen van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM heeft
een algoritme waarin geen gebruik gemaakt wordt van een LP-solver echter de voorkeur. De reden
hiervoor is dat een LP-solver in ziekenhuizen verder niet gebruikt zal worden en het aanschaffen van
een licentie voor een LP-solver een dure aangelegenheid is. Er is gekozen voor een algoritme waarin
gebruik gemaakt wordt van de techniek branch-and-bound. Deze techniek zal worden toegelicht in
paragraaf 4.1. Verder is het algoritme vooral gebaseerd op theorie met betrekking tot flow-problemen.
Een overzicht van de relevante theorie met betrekking tot flow-problemen zal worden gegeven in
paragraaf 4.2. In paragraaf 4.3. wordt tenslotte een algoritme gegeven voor het bepalen van de grootste
gemeenschappelijk deler van een verzameling natuurlijke getallen.

4.1 BRANCH-AND-BOUND

De inhoud van deze sectie is gebasecerd op hoofdstuk 18 van Papadimitriou & Steiglitz (1982).
Branch-and-bound is een techniek die vaak gebruikt wordt bij het oplossen van NP-volledige
problemen. Bij branch-and-bound wordt er getracht een bewijs te leveren dat een oplossing optimaal
is, dat gebaseerd is op het herhaaldelijk opsplitsen van de oplossingsruimte van het probleem. De term
branch verwijst naar het proces van het opsplitsen van de oplossingsruimte en de term bound verwijst
naar de ondergrenzen die worden gebruikt om een bewijs voor optimaliteit te feveren zonder dat
volledige enumeratie nodig is. In paragraaf 4.1.1 worden de ideéen achter branch-and-bound nader
toegelicht aan de hand van het ILP-probleem. Daarna zal in paragraaf 4.1.2 worden toegelicht hoe
branch-and-bound bij andere problemen kan worden toegepast.

4.1.1 BRANCH-AND-BOUND VOOR ILP-PROBLEMEN
Beschouw het volgende ILP-probleem:
minz = ¢'x = ¢(x)
Probleem () Axsbh
x =0, integer
Wanneer de LP-relaxatie van dit probleem wordt opgelost, wordt een oplossing »” gevonden welke
over het algemeen niet-geheeltallig zal zijn. De kosten ¢(x”) bij deze oplossing vormen een ondergrens
voor de optimale kosten ¢(x ) (waarinx een optimale oplossing is voor probleem 0).

Het probleem 0 kan op de volgende manier in twee deelproblemen gesplitst worden:

minz = ¢'x = (x)

Probleem 1 Ax<sb
x z (), integer
xis|x”]

en

minz = ¢'x = ¢(x)
Probleem 2 Ax s b
x =0, integer

xizlx'| +1
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De toegevoegde constraints zorgen ervoor dat de oplossingsruimte van het probleem 0), zeg S,, gesplist
wordt in twee deelruimten (S, voor probleem 1 en een S, voor probleem 2), waarvoor geldt dat §; U §,
= So en §; N S, = ¢ Het oplossen van probleem i, voor i € {1, 2}, levert een ondergrens voor de
kosten van elke oplossing in de deelverzameling S,. Het branching-proces kan gevisualiseerd worden
als een boom. De wortel representeert de toegelaten ruimte voor het oorspronkelijke probleem en elke
knoop representeert een deelprobleem. Het splitsen van de oplossingsruimte bij een knoop wordt
aangegeven door het vertakken naar de kinderen van de knoop.

Figuur I: Grafische representatie van het opsplitsen van de oplossingruimte in een boomstructuur

Wanneer met het branching-proces door wordt gegaan totdat alle knopen corresponderen met ofwel
een geheeltallige oplossing (en dus een toegelaten oplossing voor probleem () ofwel een LP zonder
een toegelaten oplossing, geldt voor het blad met laagste kosten dat het de optimale oplossing is voor
het originele ILP-probleem.

Wanneer nu op een bepaald moment de beste gevonden geheeltallig oplossing kosten z,, heeft en er de
mogelijkheid is tot branchen vanuit een knoop met een ondergrens z; = ¢(x;) waarvoor geldt dat z; = z,,
is het niet zinvol om vanuit deze knoop te branchen. In dat geval wordt er gezegd dat de knoop x;
dood is. De knopen van waaruit branching nog steeds zinvol kan zijn worden /levend genoemd.

Tenslotte zijn er nog twee details die relevant zijn voor het algoritme. Allereerst moet er elke stap
gekozen worden, vanuit welke knoop er gebranched zal worden. Tevens moet er gekozen worden door
welke niet-integer variable de toegevoegde constraints bepaald zullen worden. Voor beide keuzes
geldt dat er tot op heden geen algemene stellingen bekend zijn die aangeven wat de beste strategie is.

4.1.2 BRANCH-AND-BOUND IN EEN ALGEMENE CONTEXT

Branch-and-bound is een geschikte methode voor het vinden van de optimale oplossing voor een zeer
grote verzameling van uiteenlopende problemen. De enige voorwaarde voor de toepassing van branch-
and-bound bij optimaliseringsproblemen is dat het probleem aan de volgende twee eigenschappen
voldoet:

1. Branching: Een verzameling oplossingen S (gerepresenteerd door een knoop) van het probleem
kan gesplitst worden in een aantal verzamelingen S, voor j = 1 ,.., 1 waarvoor geldt dat $; N §; =
¢ voor j = i. Elk van deze deelverzamelingen §; wordt gerepresenteerd door een kind van de knoop
S.

2. Lower Bounding: Een algoritme is beschikbaar voor het berekenen van een ondergrens voor de
kosten van elke willekeurige oplossing in een gegeven deelverzameling §;.
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Voor het maken van de keuze vanuit welke knoop er in een bepaalde stap gebranched zal worden zijn
verschillende algemene strategieén bekend. De meest toegepaste strategieén zijn depth-first-scarch,
breadth-first-search en best-bound-first-search:

*  Bij de depth-first-search-strategie wordt er eerst vanuit alle onderliggende knopen van een knoop
gebranched voordat er vanuit de naastliggende knopen van deze knoop (d.w.z. de kinderen van
dezelfde voorganger) gebranched wordt.

» Bij de breadth-first-search-strategie wordt er eerst vanuit alle naastliggende knopen van een
knoop gebranched voordat er vanuit de onderliggende knopen van deze knoop gebranched wordt.

 Bij de best-bound-first-search-strategie wordt er in elke stap gebranched vanuit de knoop met de
laagste ondergrens.

Het voordeel van de depth-first-search- en breadth-first-search-strategie is dat deze relatief eenvoudig
te implementeren zijn. De best-bound-first-strategie is wat lastiger te implementeren maar heeft als
voordeel dat het totaal aantal knopen dat bij deze strategie onderzocht moet worden vaak lager is dan
bij de andere strategieén. De depth-first-search- en best-bound-first-strategie hebben als voordeel dat
hierbij vaak sneller dan bij breadth-first-search een goede oplossing voor het oorspronkelijke
probleem gevonden wordt.

In figuur 2 is een flowchart weergegeven voor het basisalgoritme bij branch-and-bound. In de
verzameling ActiveSet worden de levende knopen bijgehouden, de variabele U wordt gebruikt voor
het bijhouden van de kosten van de beste bekende oplossing voor het oorspronkelijke probleem.

Initialisatie

ActiveSet:= | (}}, (toclichting: *(}" is het
oorspronkelijke probleem)

U=,

v

Kies cen knoop, knoopk € ActiveSet,

Verwijder knoop k uit ActiveSet,

Genereer kinderen van knoop k, kind =1 ,..., n, en
bepaal voor elk kindi de bijbchorende ondergrens,z;.

Wanneer z; 2 U, dan moct kindi
gedood worden.

Wanneerz; < U en kindi cen
toegelaten oplossing is voor het
oorspronkelijk probleem, dan
U:= z en Currentbest = kind i

Wanneerz; < U en kindi geen
tocgelaten oplossing is voor het
oorspronkelijk probleem, dan
wordt kind i tocgevoegd aan
ActitiveSet

i=i+

ActiveSet = ¢

1<y i="k

v
Wanneer ActiveSet =, dan is Currentbest
de optimale oplossing voor het
oorspronkelijke probleem.

ActiveSet = ¢

Figuur 2: flowchart voor het basisalgoritme bij branch-and-bound
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4.2 MINIMUM-COST-MAXIMUM-FLOW-PROBLEMEN

In deze paragraaf zal de relevante theorie met betrekking tot flow-problemen aan bod komen. Deze
hele paragraaf is gebaseerd op hoofdstukken 2, 5 en 9 van Ahuja, Magnanti & Orlin (1993). Er zal een
algoritme voor het bepalen van een optimale oplossing voor het zogenaamde minimum-cost-
maximum-flow probleem gegeven worden. Dit algoritme is een belangrijke bouwsteen van het in deze
scriptie ontwikkelde algoritme voor het oplossen van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM. In
paragraaf 4.2.1. zal een definitie voor het minimum-cost-maximum-flow probleem gegeven worden.
Vervolgens zal in paragraaf 4.2.2. een algoritme gegeven worden waarmee een kortste pad tussen twee
knopen in het netwerk bepaald kan worden. Dit algoritme vormt een belangrijke bouwsteen voor het
algoritme waarmee het minimum-cost-maximum-flow probleem opgelost kan worden. In paragraaf
4.2.3. zal de theorie met betrekking tot het zogenaamde residuele netwerk behandeld worden. Het
residuele netwerk speelt een belangrijk rol in het in paragraaf 4.2.4. gegeven algoritme voor het
bepalen van een minimum-cost-maximum-flow in een netwerk. In paragraaf 4.2.5. zal de
geheeltalligheidseigenschap van netwerk-flow problemen kort toegelicht worden.

4.2.1. DEFINITIES

Laat G = (V, A) een gericht netwerk zijn met kosten c¢(i—j)E R en capaciteit u(i—j)E N geassocieerd
met elke pijl (i—j) € A. Laat verder een source-knoop s €V en sink-knoop ¢ €V bekend zijn. Een
flow is een functie f: A — R U {0} die voldoet aan de volgende eisen:

(1) Voor alle (i—j) € A geldt dat f(i—j) = u(i—)).
(2) VoorelkeveE V,v & {s,1},
fli=v)= =)

IEV:(1I—v)EA JEV ((v— jYEA

De waarde F(f) van een flow wordt gedefinieerd als:

Fy = ¥ fli—1).

i€V :(i—1)EA

De kosten C(f) van een flow worden gedefinieerd als:

= Y fli—j)cli—J).

(i—]¥A

Een maximum-flow fin een netwerk G = (V, A) is een flow waarvoor geldt dat F(f) maximaal is. Een
minimum-cost-maximum-flow is een maximum-flow waarvoor bovendien geldt dat de kosten C(f)
minimaal zijn.

Het probleem MINIMUM-COST-MAXIMUM-FLOW is als volgt gedefinieerd.

DEFINITIE 4.1(MINIMUM-COST-MAXIMUM-FLOW)
Gegeven is een netwerk G = (V, A) met kosten kosten c(i—j)& R en capaciteit u(i—j)E N
geassocieerd met elke pijl (i—j) € A en een source-knoop s €V en sink-knoop ¢ € V. Bepaal een
minimum-cost-maximum-flow in G.

Een (gericht) pad P in het netwerk G = (V, A) wordt gedefineerd als een opeenvolging van knopen en
pijlen v, —a; = v;~a; - ... - v, —a, — v, die voldoet aan de eigenschap dat voor elke 1 = k < r -1 geldt
dat a;, = (vi.y = w)E A en voorelk paar vienvymet 1 sk <sr-1enk</=<r geldtdatv, = v.In het
vervolg zullen paden aangeduid worden als een opeenvolging van knopen en zullen de pijlen niet
expliciet vermeld worden, bijvoorbeeld v, = v, —... = v, = v, inplaatsvanv,—a;, - v,—a, - ... -
Vo —ar— V.
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4.2.2. HET BEPALEN VAN EEN KORTSTE PAD IN EEN NETWERK

Voor het bepalen van een minimum-cost-maximum-flow kan gebruik gemaakt worden van een
algoritme dat in elke stap het goedkoopste pad van s naar f in het residuele netwerk bepaald. De
constructie van een residueel netwerk wordt in de volgende paragraaf behandeld. In deze paragraaf
wordt een algoritme beschreven waarmee het kortste pad tussen twee punten in een netwerk
G = (V, A) bepaald kan worden. Het beschreven algoritme is het generic label-correcting algorithm.
Dit algoritme kan alleen succesvol worden toegepast wanneer er in het netwerk geen cykels met een
negatieve lengte voorkomen.

Bij het doorlopen van het algoritme wordt in elk stadium een verzameling afstandslabels d(-)
bijgehouden. Het label d(j) is ofwel «, hetgeen aangeeft dat er nog geen gericht pad van de bron naar
knoop j gevonden is, ofwel de lengte van een gericht pad van de bron naar knoop j. Voor elke knoop j
wordt er ook een voorgangerindex, pred(j) bijgehouden. Deze voorgangerindex geeft de knoop aan die
in het gerichte pad met lengte d(j) aan de knoop j voorafgaat. Na het doorlopen van het algoritme kan
met behulp van de voorgangersindices het kortste pad van de bron naar elk punt j bepaald worden. De
labels d(j) voor j € V geven de afstand van het kortste pad van de source-knoop naar de knoop j aan
dan en slechts dan wanneer zij voldoen aan de kortste pad optimaliteit condities:

d(j)sd()+ c(i — 1) voor alle i,j € V waarvoor (i—j) € A.

Het generic label-correcting algorithm past de afstandslabels aan totdat zij voldoen aan de kortste pad
optimaliteit condities. Dit algoritme is in figuur 3 schematisch weergegeven.

Initialisatie

d(s) 1= 0 en pred(s) :=0

d(j) = o voor jE V\ {s}

y
"l Bestaat er cen pijl (i = j) EA waarvoor geldt dat dij) > d(i) + c(i—j) ?

Ja

d(j) := d(i) + c(i— )
pred(j) =i

Figuur 3: generic label-correcting algoritme

Door de pijlen A te rangschikken in een bepaalde volgorde kan een polynomiale implementatie van
het generic label-correcting algorithm verkregen worden die slechts O(|V]JA]) tijd vereist. Deze
implementatie wordt verkregen door telkens de pijlen (i —>j) in A één voor één na te lopen en te
controleren of aan de conditie d(j)>d(i)+c(i — j)voldaan is. Wanneer voor de pijl aan de conditie
voldoet is moet d(j) worden aangepast volgens:

d(j) := d(i) + c(i~j)
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Om een O(JV]|A|) rekentijd te bereiken moeten de pijlen uit de verzameling A in een volgorde gezet
worden waarin pijlen met dezelfde eindknoop eikaar opvolgen. Laat voor elke knoop i € V de
verzameling pijlen A(/) C A bestaan uit alle pijlen in A met knoop i als beginknoop. Bij het nalopen
van de de pijlen A wordt voor elk van deze pijlen gecontroleerd of aan de optimaliteitsconditie
voldaan is. Wanneer tijdens het doorlopen van de pijlen A het afstandslabel naar knoop i niet wordt
aangepast, zal er wanneer de pijlen A de volgende keer nagelopen worden gelden dat

d(j)=d(i)+c;voor elke (i — j) € A(j) en hoeft er dus niet worden nagegaan of aan deze condities

voldaan is. Wanneer dus bij het nalopen van de verzameling A in een lijst wordt bijgehouden voor
welke knopen de afstandslabels veranderen, hoeven de volgende keer dat de pijlen nagelopen worden
alleen de pijlen beschouwd te worden waarvoor geldt dat de eindknoop in de lijst staat. Implementatie
van deze methode is mogelijk door elke keer dat de verzameling pijlen nagelopen wordt, de knopen
waarvoor de afstandslabels veranderen op te slaan in een lijst en de volgende keer deze lijst in first-in,
first-out (FIFO) volgorde na te lopen en bij knoop i uit de lijst voor de pijlen uit A(/) te controleren of
er aan de optimaliteitsconditie voldaan is. Met dit FIFO — label-correcting algoritme kan een Kortste
pad in O(JVJ|A)) tijd bepaald worden.

4.2.3. HET RESIDUELE NETWERK

Het residuele netwerk speelt een belangrijke rol bij maximum-flow algoritmen. Bij de toelichting van
het residuele netwerk wordt er aangenomen dat het netwerk G = (V, A) de eigenschap bezit dat voor
elk paar knopen ij € V geldt dat (i—>j) €A = (j—i) & A. Deze aanname mag hier gemaakt worden,
omdat alle netwerken die in het vervolg van deze scriptie beschouwd worden eveneens deze
eigenschap bezitten.

DEFINITIE 4.2(residucle netwerk)
Het residuele netwerk bij een netwerk G = (V, A) en een flow f wordt gedefinieerd als een
netwerk Ggres = (V, Ages). Er geldt dat (i—j) € Aggs, wanneer (i—j) €A of (j—i) € A. De
capaciteiten in het residuele netwerk worden gegeven door:

uli — ji= u(i — j)— f(i — j) voor alle i,j € V waarvoor (i—j) €A

uij —i)= fli— j) voor alle i,j € V waarvoor (i—j) €A
In het residuele netwerk gelden de volgende kosten:

i — ji= c(i — j) voor alle i,j € V waarvoor (i—)) €A

cij —i)= —c(i — j) voor alle i,j € V waarvoor (i—)) € A

In figuur 4 is voorbeeld van een residueel netwerk gegeven.
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Figuur 4: voorbeeld van een residueel netwerk: (a) oorspronkelijk netwerk G met flow f;
(b) residueel netwerk Grgs.

4.2.4. HET BEPALEN VAN EEN MINIMUM-COST-MAXIMUM-FLOW

Een algoritme voor het vinden van een minimum-cost-maximum-flow in een netwerk G = (V, A) is het
successive shortest path algoritme van Busacker en Gowen (o.a. in Busacker & Saaty, 1965). Een
minimum-cost-maximum-flow kan bepaald worden door het achtereenvolgens oplossen van een aantal
kortste pad problemen, waarbij ¢(i — j) als de afstand bij een pijl (i — j) € A beschouwd wordt. Er
wordt begonnen met de nulstroom. In de eerste stap van het algoritme gezocht naar het kortste pad P
van s naar ¢ in G en wordt de stroom over dit pad P verhoogd met het maximum aantal eenheden van

A = min P)u(i — j). In de volgende stappen wordt er telkens in het residuele netwerk bij de flow
i.j&v(i—~ e

een kortste pad £ gezocht van s naar £. De stroom over dit pad P wordt vervolgens verhoogd met

A = ( min )uii — ji eenheden. Vervolgens wordt bij de nieuwe flow het residuele netwerk
i &V d(i—jEP

opgesteld, waarin vervolgens weer naar een kortste pad gezocht wordt. Hiermee wordt doorgegaan

totdat een residueel netwerk verkregen is, waarin geen kortste pad van s naar ¢t meer bestaat. Dit

algoritme is in figuur 5 weergegeven.

Initialisatic

Jti—jy = O vooralle ij € Vwaarvoor (i— & A

l

Zock in G naar kortste pad /” van & naar ¢

Bepaal A = i f— i
p il == ) fi=f) 1= fi—) + A vooralle ij € V

l waarvoor (i— j)EPen(i— ) EA

W(i—»j) := A voor alle i.j € V waarvoor (i— j) € P Ri=jy 2= fi=i) - & voor “_“c " Eev
waarvoor (i—= JEPen(j— ) €A

I Bepail residucel netwerk Gy bij flow f

Bepaal A =

oA, e Wy

Bepail kortste pad P ovan snaar 1in Gy T

Bestaat er ¢en pud van s naar tin Ggpg? Ja

nee

[ Jis cen minimum-cost-maximum-flow in G

Figuur S: successive shortest path algoritme van Busacker en Gowen
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4.2.5. DE GEHEELTALLIGHEIDSEIGENSCHAP

De geheeltalligheidseigenschap van minimum-cost-maximum-flow problemen houdt in dat er voor elk
minimum-cost-maximum-flow probleem waarvoor geldt dat alle capaciteiten u(i — j) geheeltallig zijn
een geheeltallige optimale oplossing bestaat. Omdat in het successive shortest path algoritme van
Busacker en Gowen voor elke verhoging A van de flow geldt dat deze geheeltallig is, zal voor de
optimale oplossing die met dit algoritme gevonden wordt gelden dat deze geheeltallig is.

Wanneer alle capaciteiten een veelvoud zijn van a € N, zal elke verhoging A van de flow een
veelvoud zijn van ca. In dat geval zal voor de oplossing die verkregen wordt met het successive
shortest path algoritme gelden dat voor alle i,j € V met (i—j) € A de flow f{i—j) door de pijl (i—))
een veelvoud is van a.

4.3 DE GROOTSTE GEMEENSCHAPPELLJKE DELER

In deze paragraaf zal worden toegelicht hoe de grootste gemeenschappelijke deler van een
verzameling van natuurlijke getallen bepaald kan worden. In paragraaf 4.3.1. zal het algoritme van
Euclides voor het bepalen van de grootste gemeenschappelijke deler van twee natuurlijke getallen
worden toegelicht. In paragraaf 4.3.2. zal een algoritme gegeven worden waarmee de grootste
gemeenschappelijk deler van een verzameling van natuurlijke getallen bepaald kan worden.

4.3.1 DE GROOTSTE GEMEENSCHAPPELLJKE DELER VAN TWEE NATUURLLIKE GETALLEN

Het algoritme van Euclides is een efficiént algoritme voor het vinden van de grootste
gemeenschappelijke deler van twee natuurlijke getallen. Van Lint & Nienhuys (1991) geven een
beschrijving van het algoritme van Euclides. Ook geven zij een bovengrens voor de rekentijd van het
algoritme. In figuur 6 is weergegeven hoe de ggd(a,b), de grootste gemeenschappelijk deler van twee
natuurlijke getallen a en b met behulp van een recursieve procedure bepaald kan worden:

procedure ggd(a,b)
begin
if b=0do
result := a
else
if a <b then
ggd(b,a)
else
ggd(a-b, b);
end;

Figuur 6: recursieve procedure voor de bepaling van de ggd(a,b)

Een bovengrens voor het aantal elementaire operaties bij het toepassen van het algoritme van Euclides
is 5 - [""log( max(a,b) )].
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4.3.2 DE GROOTSTE GEMEENSCHAPPELIJKE DELER VAN EEN VERZAMELING NATUURLIJKE
GETALLEN

Bshouty (1989) geeft een algoritme voor het bepalen van de grootste gemeenschappelijke deler van
een verzameling natuurlijke getallen. Dit algoritme voor het bepalen van de ggd(y;, y, ...ys;) met
Y15 Y2, -y € Nis in figuur 7 weergegeven.

r Invoer (v vy, o yymety, vy, ..., vy, EMNenl >2 ]

i:=3
d,=y,
d,:=y,

:

d,:=ggd(d,, d)) i=J

| i=i+] l r ged(v,y,. ... y)) =pedd, . d,)

Figuur 7: algoritme voor het bepalen van de ggd(y;, y2, ...y1).

Wanneer in het algoritme in figuur 7 ggd(d,, d>) bepaald wordt met behulp van het algoritme van
Euclides, zal het vinden van ggd(y;, y, ...y,) niet meer dan 5-(J-1)- [ "“log(max(y, y2, ...y,))] operaties
kosten. Het algoritme in figuur 7 bestaat immers uit het bepalen van J-1 grootste gemeenschappelijke
delers ggd(d,;, d2) met d;, d> < max(y;,ys, ...y1)-

23




5. MODELLERING VAN HET PROBLEEM VOOR AFDELINGEN ZONDER KAMERS

In dit hoofdstuk wordt een algoritme gegeven waarmee het werkplekplanningsprobleem voor
afdelingen zonder kamers kan worden opgelost. In paragraaf 5.1 wordt een stricte definitie van het
werkplekplanningsprobleem voor afdelingen zonder kamers gegeven. Hierna wordt in paragraaf 5.2
toegelicht op welke manier de planningsperiode is op te delen in een verzameling intervallen,
waarvoor geldt dat er binnen elk van deze intervallen geen verandering optreedt in zowel de
beschikbaarheid van werknemers als de vraag naar bezetting van werkplekken. Vervolgens wordt in
paragraaf 5.3 het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) gedefinieerd en in wordt in paragraaf 5.4
toegelicht op welke manier een oplossing voor dat probleem geintepreteerd kan worden in termen van
het werkplekplanningsprobleem. In paragraaf 5.5 zal worden toegelicht op welke manier uit de
oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) in polynomiale tijd een toegelaten
werkplekplanning kan worden afgeleid. Daarna wordt in paragraaf 5.6 toegelicht hoe met behulp van
branch and bound een optimale verzameling van bezettingseisen gevonden kan worden, waarvoor
geldt dat er gegeven de beschikbaarheid van de werknemers volledig aan kan worden voldaan. In
paragraaf 5.7 wordt tenslotte een overzicht van dit algoritme gegeven.

5.1 PROBLEEMFORMULERING EN COMPLEXITEIT

De apotheekafdeling van het Academisch Ziekenhuis Rotterdam is een voorbeeld van een afdeling
waarin kamers geen rol spelen is. Het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM kan als volgt
worden geformuleerd:

DEFINITIE 5.l(/\P()THEEK-WERKPLEKPLANNINGSPR()BLEEM)
Gegeven zijn een planningsperiode p, een verzameling werknemers W, de beschikbaarheid van
deze werknemers in de vorm van de verzamelingen B(w, p) voor w € W, een verzameling
werkplekken §, een verzameling kwalificaties K en een verzameling bezettingseisen E. Verder
zijn gegeven de parameters x(k,w) voor alle w € W en k € K(w) en x(k,s) vooralle s ESen k €
K(s).
De vraag is een toegelaten werkplekplanning Z te bepalen waarvoor geldt dat de
doelfunctie Y Uz(e)- g(¢) minimaal is.
&
Wanneer men DEFINITIE 5.1 met DEFINITIE 2.1 vergelijkt ziet men dat het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM in feite het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM is met R = & en
derhalve ook EX = @,

Aangezien elke willekeurige instantie van het KNAPZAKPROBLEEM, op de in het bewijs van stelling 3.1
aangegeven manier, in polynomiale tijd transformeerbaar is tot een instantie van APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM, geldt dat het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM NP-
volledig is.

5.2 HET OPDELEN VAN DE PLANNINGSPERIODE IN INTERVALLEN

Voor het oplossen van het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM zal de planningsperiode p
gesplitst worden in een verzameling van deelintervallen T = {T,, .. ,7,} met de volgende
eigenschappen:

e Voor elke combinatie van een werknemer w € W en een interval T € T geldt dat de
werknemer w ofwel gedurende het gehele interval T beschikbaar is ofwel gedurende het hele
interval T niet beschikbaar is.

e Voor elke combinatie van een bezettingseis ¢ € E en een interval T € T geldt dat het
tijdsinterval tussen ty.g(€) en t.i,i(e) ofwel het gehele interval T omvat ofwel in het geheel niet
met het interval T overlapt.

* Voor elk eenheidsinterval 6; €{d, ..., J,.1} in de planningsperiode geldt dat het deel uitmaakt
van precies één interval TE T.
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Een verzameling T kan samengesteld worden door alle verschillende tijdstippen f,.i(¢), tnd¢) voor
alle bezettingseisen e = E en tijdstippen ] waarvoor geldt dat
(8. E B(w, p) A & & B(w, p)) v (§_& B(w,p) A d € B(w, p)) voor tenminste één w € W te
rangschikken. Hierdoor wordt een lijst {#, &, , ... , t,} van tijdstippen verkregen. Door vervolgens als
elementen voor de verzameling T de intervallen 7T; (voor 1 < i < n) te kiezen als zijnde het interval
tussen de tijdstippen ¢, en 1, wordt een verzameling van niet-overlappende intervallen gevonden, die
voldoet aan alle hierboven genoemde eigenschappen.

5.3 DEFINITIE VANHET PROBLEEM MIN-COST-MAX-FLOW(E)

Voor een verzameling bezettingseisen E kan als volgt een netwerk G(E) = (V(E), A(E)) worden
geconstrueerd.

De verzameling van knopen V(E) in het netwerk G(E) zal bestaan uit:

L source-node;

e (w,T) vooralle paren (w, T) metw & W en T €T, waarvoor geldt dat werknemer w
beschikbaar is gedurende het interval T;

* (e, T) wvoor alle paren (e, T) met ¢ € E en T € T, waarvoor geldt dat interval T ligt tussen de
tijdstippen fhegin(€) €n tana(e);

s ¢ voor alle ¢ € E;

e ¢ sink-node.

De verzameling van pijlen A(E) in het netwerk G(E) zal bestaan uit:
o s—=>w,T) voor alle knopen (w, T) € V(E),
capaciteit u= I(T) en kosten ¢ = ();
* (w, T) — (¢,T) voor alle knopen (w, T) € V(E) en (¢, T) € V(E) waarvoor geldt dat de
werknemer w gekwalificeerd en voldoende ervaren is voor de werkplek
s(e¢), dus waarvoor geldt dat (k € K(w) A x(k,w) = x(ks(e))) voor alle

k € K(s(e)),
capaciteit u= [(T) en kosten ¢ =0;

s (e T)—e voor alle knopen (e, T) € V(E) en ¢ € V(E),
capaciteit u= /(T) en kosten ¢ = 0;

s ¢—t voor alle knopen ¢ € V(E),

capaciteit 4 = dpepoaigs(€) en kosten ¢ = -g(€) / dpomonind )
Met /(T) wordt de lengte van het interval T in een vooraf gekozen tijdseenheid bedoeld. Het minimum-
cost-maximum-flow-probleem op het netwerk G(E) zal in het vervolg worden aangeduid met MIN-
COST-MAX-FLOW(E).
Wanneer een algoritme een complexiteit heeft die polynomiaal is onder een unaire codering van de
inputparameters, wordt het een pscudopolynomiale-tijd algoritme genoemd. (Lawler, Lenstra, Rinnooy
Kan & Shmoys, 1993).

Het successive shortest path algoritme heeft complexiteit O(|V[JA|U) waarin U een bovengrens is
voor de totale flow van s naar ¢ (Ahuja, Magnanti & Orlin, 1993). Voor het probleem MIN-COST-MAX-

FLOW(E) geldt dat:
IV = |Wip + |E| p + |E] +2,
Al = [Wip + |W |IE| +[E| -p + |E| en
U = ;dbwwrligd (e) °
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Er geldt dus dat het successive shortest path algoritme voor het oplossen van het probleem MIN-COST-
MAX-FLOW(E) een complexiteit heeft die polynomiaal is in de inputparameters |E|, |W], p en

;cl,w,,m,m‘, (e) van het werkplekplanningsprobleem. Met polynomiaal wordt hier bedoelt polynomiaal

bij een unaire codering van de input parameters p en dpemoaigd¢) voor ¢€E, het gaat hier dus om een
pseudopolynomiale-tijd algoritme.

VOORBEELD 5.1

Op een afdeling hebben op een dag drie werknemers W = {w;, w,, ws} dienst. Alle werknemers
hebben op die dag een dienst van 7:30 tot 16:00 en tussen 11:30 en 12:00 hebben zij gezamenlijk
pauze. De bewuste dag zijn er vier werkplekken die bezet moet worden. In onderstaande tabel is voor
elk van de vier werkplekken een bezettingseis voor die bewuste dag gegeven.

Bezettingseis | Begintijd | Eindtijd | Benodigde tijd | Prioriteit | Gekwalificeerde werknemers
¢ 7:30 11:30 2:00 8 (w1 Wi}
€ 12:00 16:00 4:00 7 {w; ,w>}
€3 7:30 16:00 8:00 10 {w:}
ey 7:30 16:00 6:00 5 {wy w3}

Als verzameling T van tijdsintervallen zal bij dit probleem gekozen worden voor T = {T,, T} met T,
het interval tussen 7:30 en 11:30 en T> het interval tussen 12:00 en 16:00. Het netwerk G(E) voor dit
probleem is weergegeven in de volgende figuur.

Figuur 8: netwerk G(E)

In onderstaande figuur is een oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) weergegeven. Bij
pijlen in het netwerk waardoor bij deze oplossing een stroom loopt is de hoeveelheid stroom
aangegeven. De stroom f{e — f) door de pijlen (e — 1) is voor elke bezettingseis ¢ € E gelijk aan de
capaciteit u(e — f) van de pijl, hetgeen betekent dat aan alle bezettingseisen ¢ € E voldoende tijd is
toegewezen.
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Figuur 9: oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E)

In voorbeeld 5.1 is gekozen om elke eenheid flow met de tijdseenheid van een minuut te laten
corresponderen, terwijl het ook mogelijk was een eenheid flow te laten corresponderen met de
tijdseenheid van een uur. De verzameling knopen V(E) en pijlen A(E) zullen wanneer er gekozen zou
worden om elke eenheid flow te laten corresponderen met de tijdseenheid van een uur in plaats van
een minuut, ongewijzigd blijven. Alleen de capaciteiten en kosten in het netwerk G(E) zullen in dat
geval veranderén: de capaciteiten u(a) worden een factor 60 kleiner en de kosten ¢(a) een factor 6()
groter. De keuze van de tijdseenheid heeft geen invioed op het aantal keer dat er binnen het successive
shortest path algoritme naar een kortste vermeerderend pad gezocht moet worden. Ook heeft deze
keuze geen invloed op de rekentijd van het generic shortest path algoritme.

5.4 INTERPRETATIE VAN DE OPLOSSING VAN EEN PROBLEEM MIN-COST-MAX-FLOW(E)

Omdat een flow in het netwerk G(E) niet direct correspondeert met een werkplekplanning, zoals
gedefinieerd in paragraaf 1.1, zullen hier de begrippen gedeeltelijke werkplektoewijzing en
gedeeltelijke werkplekplanning gedefinieerd worden.

DEFINITIE 5.1

Een gedecltelijke werkplektoewijzing m is de toewijzing van een werknemer w(m) € W binnen een
bepaald tijdsinterval 7(m) € T in het kader van een bezettingseis e¢(m) € E voor een bepaalde duur
d(m) € {1, ..., [(T(m))} aan een werkplek s(m) € § met als doel hierdoor gedeeltelijk of geheel aan de
bezettingseis e¢(m) te voldoen. Hierbij wordt aangenomen dat de verzameling tijdsintervallen T de in
paragraaf 5.2 genoemde eigenschappen bezit.

Een gedeeltelijke werkplektoewijzing verschilt van een werkplektoewijzing, in die zin dat een
gedeeltelijke werkplektoewijzing slechts aangeeft voor hoeveel tijdseenheden een werknemer binnen
een bepaald interval aan een werkplek moet worden toegewezen, terwijl een werkplektoewijzing
aangeeft dat een werknemer voor de volledige duur van een bepaald interval aan een werkplek wordt
toegewezen.

27



DEFINITIE 5.2
Een gedecltelijk werkplekplanning is een verzameling van gedeeltelijke werkplektoewijzingen M,
waarbij:

* voor elk paar (w,7) met w € Wen T € T geldt dat 2 d(m) = I(T(m)) en
meEM (w(my=wal(m)=T)
* voor elk paar (s,7) met s €S en T € T geldt dat d(m) <I(T(m))

meEM{s(m)=sal(m)=1")
* voor elke m;, my € M geldt dat w(m;) =w(mz) v T(m;) =T(m>) v s(m;) = s(m) .
Ook hierbij wordt aangenomen dat de verzameling tijdsintervallen T de in paragraaf 5.2 genoemde
eigenschappen bezit.

Beschouw een oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E). Elke eenheid stroom van s naar
t in deze oplossing zal gaan via een pad P van de vorm: s — (w, T) = (¢, T) — ¢ —> . Wanneer de
stroom van s naar ¢ via een pad P in het netwerk f(P) eenheden bedraagt, wijst de bij deze stroom
behorende gedeeltelijke werkplekplanning de werknemer w binnen het interval T voor een duur van
f(P) tijdseenheden aan de werkplek s(e) toe.

Een mogelijke werkplekplanning bij het VOORBEELD 5.1. is bijvoorbeeld:

| | ]
| | T
W, ¢3 ' e
| | T ]
Ws 84 : ey
7:30 ] 9:30) I 11:30 12:00 ‘ IJ~1 ) l HUS

Figuur 10: werkplekplanning die correspondeert met de stroom in figuur 9

Wanneer in een oplossing f voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) geldt dat de totale
hoeveelheid stroom fle—f) door een pijl ¢ — ¢ gelijk is aan de capaciteit t(¢—1) = dpeouiga(€), zal dat
betekenen dat er in die oplossing voldoende tijd aan de bezettingseis ¢ besteed wordt. Wanneer de
stroom fle—>t) echter 0 bedraagt, zal er totaal geen tijd aan de bezettingseis ¢ besteed worden.
Wanneer er tenslotte geldt dat 0 < fle—t) < dpenoaig€) wWordt er onvoldoende tijd aan de bezettingseis ¢
besteed.

Het vinden van een oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) zal over het algemeen niet
voldoende zijn voor het oplossen van het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM. Deze twee
problemen verschillen namelijk op de volgende punten:

1) Een verschil in optimaliteitscriterium. Bij MIN-COST-MAX-FLOW(E) kan het ook voordeling zijn
wanneer aan een bezettingseis e niet volledig voldaan wordt. Het voordeel is rechtevenredig met
de totale tijdsduur fle—¢) die er in de oplossing f voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E)
aan de bezettingseis ¢ besteed wordt. Wanneer er voldoende tijd aan de bezettingseis besteed
wordt zal de winst gelijk zijn aan de prioriteit g(e). Bij het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM heeft het gedeeltelijk voldoen aan een bezettingseis geen
voordeel. .
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2) De oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) geeft alleen aan hoeveel
tijdseenheden een werknemer w binnen een interval T in het kader van een bezettingseis ¢ aan
een werkplek s(¢) moet worden toegewezen, met andere woorden de oplossing f voor het
probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) geeft slechts een gedeeltelifke werkplekplanning.
Aangezien er is aangenomen dat op elk tijdstip niet door meerdere werknemers aan dezelfde
bezettingseis gewerkt mag worden, hoeft het afleiden van een werkplekplanning uit een
oplossing van MIN-COST-MAX-FLOW(E) nog niet triviaal te zijn . In paragraaf 5.5 zal worden
aangetoond dat er uit elke oplossing voor het probleem flow f in G(E) in polynomiale tijd een
toegelaten werkplekplanning kan worden afgeleid.

Het eerste punt zal nu worden toegelicht aan de hand van een voorbeeld.

VOORBEELD $§.2

Op een afdeling heeft op een dag één werknemer W = {w,} dienst. Deze werknemer heeft op die dag
een dienst van 7:30 tot 16:00 en tussen 11:30 en 12:00 heeft hij een pauze. De bewuste dag zijn er drie
werkplekken die bezet moet worden. In onderstaande tabel is voor elk van de drie werkplekken een
bezettingseis voor die bewuste dag gegeven. De werknemer is gekwalificeerd voor de werkzaamheden
op elk van de drie werkplekken.

Bezettingseis Begintijd Eindtijd Benodigde tijd Prioriteit
ey 7:30 11:30 2:00 10
e 7:30 16:00 8:00 8
e; 12:00 16:00 4:00 4

Als verzameling T van tijdsintervallen zal bij dit probleem gekozen worden voor T = {7, 7>} met T,
het interval tussen 7:30 en 11:30 en T, het interval tussen 12:00 en 16:00. Het netwerk G(E) bij dit
probleem is weergegeven in figuur 11.

Figuur 11: netwerk G(E)

Een oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) bij het bovenstaande netwerk is in figuur
12 weergegeven.
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Figuur 12: oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E)

Doordat het slechts gedeeltelijk voldoen aan een bezettingseis in het probleem MIN-COST-MAX-
FLOW(E) ook voordeel kan hebben, wordt er in de hierboven gegeven optimale oplossing 6 uur
besteed aan de bezettingseis e», terwijl de vereiste bezettingsduur 8 uur bedraagt. Aangezien bij deze
oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) alleen aan bezettingseis ¢, voldoende tijd
besteed wordt, geldt voor de met deze oplossing corresponderende werkplekplanning dat

ceg Ule) ge) = g(e2) + gles) = 12.

Een betere oplossing voor het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM kan verkregen worden
door de capaciteit van de pijl (¢, — £) op O te zetten en vervolgens een minimum-cost-maximum-flow
probleem voor het gewijzigde netwerk op te lossen, hetgeen equivalent is aan het oplossen van het
probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E \ { ¢e,}). Laat G’(E) het netwerk zijn dat uit G(E) verkregen wordt
door de capaciteit van de pijl (e> — 1) op 0 te zetten. Het netwerk G’(E) is in figuur 13 weergegeven.
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Figuur 13: netwerk G’(E)

Een oplossing voor het min-cost-max-flow probleem voor het netwerk G’(E) is in figuur 14
weergegeven.
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Figuur 14: oplossing van het min-cost-max-flow probleem op het netwerk G’(E)

Aangezien er voor de stroom in figuur 11 geldt dat er voldoende tijd aan de bezettingseisen ¢, en ¢;
besteed wordt, geldt voor een met deze stroom corresponderende werkplekplanning dat

ceg Ule) g(e) = g(ez) = 8.

Uit het gegeven voorbeeld valt af te leiden dat het verschil in optimaliteitscriterium tot gevolg kan
hebben dat de oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) niet correspondeert met de
optimale oplossing voor het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM. Dit is niet verwonderlijk
aangezien het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM NP-volledig is en MIN-COST-MAX-
FLOW(E) in polynomiale tijd kan worden opgelost.

5.5. B1J ELKE FLOW f IN HET NETWERK G(E)
KAN IN PSEUDOPOLYNOMALE-TLID EEN WERKPLEKPLANNING GEVONDEN WORDEN

In de vorige paragraaf is kort aangegeven op welke manier een flow f in het netwerk G(E)
correspondeert met een gedeeltelijke werkplekplanning M. Elke eenheid stroom van s naar ¢ in de flow
f gaat via een pad P van de vorm: s = (w, T) — (¢, T) —> ¢ — t. Wanneer de stroom van s naar f via
een pad P in het netwerk f{P) eenheden bedraagt wordt in de met deze stroom corresponderende
gedeeltelijke werkplekplanning M de werknemer w binnen het interval T voor een duur van f(P)
tijdseenheden in het kader van bezettingseis ¢ aan de werkplek s(e) toegewezen, dat wil zeggen dat er
een m € M is waarvoor geldt dat w(m)=w, T(m)=T, e(m)=e, s(m)=s(¢) en d(m) = AP).

STELLING 5.1

(i) Bij elke flow f in het netwerk G(E) is eenvoudig een corresponderende gedeeltelijke
werkplekplanning M te bepalen.

(i) Bij elke gedeeltelijke werkplekplanning M is eenvoudig een corresponderende flow f in het
netwerk G(E) te bepalen.

(iii) Elke flow fin het netwerk G(E) correspondeert met precies één gedeeltelijke werkplekplanning

M en elke gedeeltelijke werkplekplanning correspondert met precies één flow f in het netwerk
G(E).

BEWI]JS

(i) Voor een gegeven flow f in het netwerk G(E) kan een corresponderende gedeeltelijke
werkplekplanning M als volgt gevonden worden. Begin met een lege verzameling M. Door voor elk
paar van knopen (w, T) € V(E) en (e, T) € V(E), waarvoor in de oplossing f geldt dat
fi(w, T) = (e, T)) > 0, een gedeeltelijke werkplektoewijzing m aan de verzameling M toe te voegen
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met w(m) = w, T(m) = T, e(m) = e, s(m) = s(e) en d(m) = {((w, T) — (e, T)), wordt een gedeeltelijke
werkplekplanning M verkregen.

(ii) Voor een gegeven gedeeltelijke werkplekplanning M kan de corresponderende flow f in het
netwerk G(E) als volgt gevonden worden. Begin met de O-stroom f. Door vervolgens voor elke
gedeeltelijke werkplektoewijzing m € M de stroom over het pad s — (w(m), T(m)) — (e(m), T(m)) —
e(m) — t met d(m) eenheden te verhogen, wordt een met M corresponderende flow f verkregen . Het is
eenvoudig in te zien dat wanneer bij deze flow f op de hierboven beschreven manier een gedeeltelijke
werkplekplanning M’ bepaald wordt er zal gelden dat M’ = M.

(iii) Laat f; en f; twee flows in het netwerk G(E) zijn en laat M; en M, de hiermee corresponderende
gedeeltelijke werkplekplanningen zijn. Dan geldt er dat f; = f, & M; = M,.

(=) Wanneer f; = f, bestaat er in G(E) immers tenminste één pad P van s naar ¢ is waarvoor geldt dat
fi(P) # f»(P). Laat het pad P gegeven zijn door s — (w, T) — (e, T) — e — . Aangezien er geldt dat
f1(P) = f»(P) geldt er ook dat fi((w, T) = (e, T)) = fo({w, T) — (e, T)), waar weer uit volgt dat de met f;
en f; corresponderende gedeeltelijke werkplekplanningen M, en M; moeten verschillen.

(=) Wanneer M; = M, bestaan er m; € M, en m, € M, waarvoor geldt dat w(m,) = w(m,),
T(m;) = T(my), e(m;) = e(my), maar d(m;) = d(m,) of een m;, € M, (respectievelijk een m, € M,)
waarvoor geldt dat er geen m> € M, (respectievelijk geen m; € M) bestaat waarvoor geldt dat
w(m,) = w(m,), T(m;) = T(my), e(m,;) = e(m>). In beide situaties volgt dat er een pad P in G(E) bestaat
waarvoor geldt dat f)(P) = fo(P). Hieruit volgt dat de corresponderende flows f; en f, moeten
verschillen.

o

Er geldt dat bij elke gedeeltelijke werkplekplanning M (en dus ook bij elke flow f in het netwerk
G(E)) in pseudopolynomiale tijd een toegelaten werkplekplanning Z bepaald kan worden, waarin aan
elke bezettingseis ¢ € E in een interval T € T precies f{(e, T) — e) tijdseenheden besteed worden.

STELLING 5.2
Gegeven een gedeeltelijke werkplekplanning M met e(m) € E® voorallem €M.
(i) Er bestaat een toegelaten werkplekplanning Z waarin aan elke bezettingseis ¢ € E in een interval
T € T precies d(m) tijdseenheden besteed worden.
meEM e(my=cd (m)=T
(ii) Deze werkplekplanning Z kan voor gegeven M in pseudopolynomiale tijd bepaald worden.

BEWILIS

(i) Uit de gedeeltelijke werkplekplanning M is voor elk interval T € T bekend hoeveel tijdseenheden
er aan elke bezettingseis ¢ € E besteed moeten worden. Laat B(¢,T) de hoeveelheid tijdseenheden zijn
die er in het interval T € T aan een bezettingseis ¢ € E moet worden, dat wil zeggen

Be D) = E d(m)

MEM :e(m)=eal (m)=1

Uit stelling 5.1(ii) volgt dat er een met M corresponderende flow f door het netwerk G(E) gevonden
kan worden. Voor deze flow geldt dat fi(e, T)— ¢) = Ke,T).

Beschouw nu een interval T € T. Laat /(1) gedefinieerd zijn als de grootste gemeenschappelijk deler
van alle Be,T) = 0, voor e € E, en [(T). Deel het interval T op in een verzameling van n = ({(T) /(1))
niet-overlappende intervallen van lengte /(7) en laat deze verzameling intervallen gegeven zijn door
T= {TI s T2 5eees Ty }-

Beschouw het deelnetwerk G(E, T) van G(E) met een verzameling knopen V(E, T) bestaande uit:
* s

* (w,T) voor alle knopen (w, T) € V(E);
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* (e, T) voor alle knopen (e, T) € V(E);
¢ ¢ voor alle knopen ¢ € V(E) waarvoor geldt dat (¢, T) € V(E);
L §

Laat de verzameling pijlen A(E, T) bestaan uit:

s s—>Ww,T voor alle knopen (w,T) € V(E, T),
capaciteit u# = I(T) en kosten ¢ = 0;
s (w,T)—(e,T) voor alle knopen (w,T) € V(E,T)en (e, T) € V(E,T),

waarvoor geldt dat (w, T) — (e, T) EA(E),
capaciteit u = /(T) en kosten ¢ = 0;

e (e,T)—e¢ voor alle knopen (e, T) € V(E, T)ene € V(E,T),
capaciteit u = /(T) en kosten ¢ = 0;
* e—>t voor alle knopen e € V(E,T),

capaciteit u = BKe,T) en kosten ¢ = -q(€) / denodizd(€)-

In het netwerk G(E, T) bestaat een maximale stroom van:

P(e,T) eenheden
{€E e, TEVIE)}

Deze stroom is te bepalen door de stroom tussen elk van de paren van knopen uit V(E)/{t} uit de flow
f over te nemen (de capaciteit van de pijlen tussen deze knopen in het netwerk G(E, T) is immers
hetzelfde als die van de corresponderende pijl in het netwerk G(E)). Aangezien elke knoop ¢ €
V(E, T) slechts één inkomende pijl, namelijk (e, T) — e, heeft zullen in de knoop ¢ van dit
deelnetwerk precies (e, T) eenheden stroom aankomen die door de pijl ¢ — ¢ naar t gevoerd kunnen
worden.

Voor elke interval T € T kan nu een netwerk G(E, 1) geconstrueerd worden met een verzameling
knopen V(E, 1) bestaande uit:

* 5

* (w, 1) vooralle w& W waarvoor (w,T) € V(E, T);

* (e, 1) vooralle e € E waarvoor (¢, T) € V(E, T);

* e voor alle ¢ € E waarvoor (1, ¢) € V(E, 1);

* ¢

Laat de verzameling pijlen A(E, 7) in G(E, ) bestaan uit:

* s—=>(w,1 voor alle knopen (w, 1) € V(E, 1),
capaciteit « = /(7) en kosten ¢ = 0;
s (w,pD—(e,D voor knopen (w, 1) E V(E, ) en (e, ) €EV(E, ) met wen ¢

waarvoor (w, T) — (e ,T) €EA(E, T),
capaciteit u = /(1) en kosten ¢ = 0;

* (e,0)— e voor alle knopen (e, ©) € V(E, 1),
capaciteit # = /(1) en kosten ¢ = 0;
* e—t voor alle knopen ¢ € V(E, 1),

capaciteit Ke,T) -I(7) / (T) en kosten ¢ = -g(€) / dpenouigd(€)-
Het netwerk G(E, 1) is identiek aan het netwerk G(E, T) behalve dan dat alle capaciteiten in het

netwerk G(E, T) een factor n = [(T) / I(7) groter zijn. Een gevolg is dat de maximum-flow in elk
netwerk G(E, 7) voor T € T waarde:

B(e,T)/n eenheden heeft.
{€E|e.TV(E)}
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Construeer nu het volgende netwerk G{E, T) op de verzameling knopen V(E, T) bestaande uit:
* s
* (w, 1) voor TE 1T, voor w € W waarvoor (w, T) € V(E, T);
* (e,7) voor TE 7,voor ¢ € E waarvoor (e, T) € V(E, T);
* e voor knopen ¢ € V(E) waarvoor (e, 1) € V. (E, T);
¢t

Laat de verzameling pijlen A{E, T) in G(E, T) bestaan uit:

* s—=w,7 voor alle knopen (w, 7) € VLE, T),
capaciteit u = I(7) en kosten ¢ =0;
e (w,nD—>(e,7) voor alle w € Wen e € E waarvoor (w, 1) € V(E, T),

(e, DEVLE,D)en((w,T) = (e, 1)) EAE),

capaciteit u = /(7) en kosten ¢ =0;

* (e, p)—e¢ voor alle knopen (e, 7) € V. (E, T),
capaciteit « = [(7) en kosten ¢ =0;
¢ e—¢ voor alle knopen e € V(E, T),

capaciteit u = e, T) en kosten ¢ = -q(€) / dpenadiza(€)-

Het netwerk G(E, 7) bestaat in feite uit de n afzonderlijke netwerken G(E, 1) voor 7€ 7. Alleen zijn
de pijlen ¢ — ¢ in A(E, 7) samengevoegd tot één pijl e — ¢ in A(E, T) en zijn de verschillende source-
nodes samengevoegd tot één punt. De capaciteit van de pijl ¢ — ¢ in ALE, T) is gelijk aan de
gezamelijke capaciteit van de n pijlen ¢ — ¢ in A(E, 7) van de netwerken G(E, 7) voor 7€ 7. In het
netwerk GAE, T) bestaat derhalve een stroom van:

2 2 Be,T)/n = B(e,T) eenheden.
TEr{EE(e.] VIE)) {EE (¢

(E)}

Deze stroom is maximaal omdat er geldt dat:

(e—=>1)= pe.T)
thu e—>t) e

7} {EE(CTEVIE)}

Omdat de waarde van de stroom gelijk is aan de totale capaciteit van de pijlen die knoop ¢ als eindpunt
hebben, zal een stroom met van een grotere waarde niet bestaan in het netwerk G(E, T).

Voor de B(e,T)/n hoeft niet te gelden dat ze geheeltallig zijn. Dit is geen probleem aangezien alle
capaciteiten in het netwerk G(E, T) veelvouden zijn van [(7) en er dus vanwege de
geheeltalllgheldselgenichap van minimum-cost-maximum-flow-problemen (paragraaf 4.2.5) geldt dat
er een maximum flow in het netwerk G(E, T) bestaat waarvoor geldt dat de stroom f(a) door elke pijl
a € A{E, T) een veelvoud is van /(7). Deze maximum flow zal gevonden worden met behulp van het
successive shortest path algoritme van Busacker & Gowen.

Voor elk interval T kan er dus een maximum flow in het netwerk G(E, T) gevonden van:

B(e,T) eenheden
{elce.FRvE)

Bij deze maximum flow geldt dat fle — ) = B(e,T) voor alle e € E. Aangezien voor de met het
successive shortest path algoritme gevonden maximum-flow in het netwerk G{E, T) geldt dat de
stroom f(a) door elke pijl a € A{E, T) een veelvoud van I(7) zal voorelke wE W ,7€E T ene€E
waarvoor (w , ©) — (e , O € ALE, T) gelden dat filw , ©) — (e, 7)) = (7). Met deze flow
correspondeert een werkplekplanning voor het interval T. Deze werkplekplanning wijst een
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werknemer w voor het gehele interval rtoe aan een werkplek s(¢) wanneer er over het pad s — (w, 1)
— (¢, 1) —> t een stroom van waarde /(7) eenheden loopt. Aangezien de toewijzing telkens voor de
gehele duur van een interval T zal geschieden en de capaciteit van alle pijlen s = (w, 7) gelijk is aan
I(7), geldt er dat elke werknemer w € W een interval 7 € tof voor de volledige duur van het interval
aan precies één bezettingseis wordt toegewezen of aan geen enkele bezettingseis wordt toegewezen.
Omdat er verder geldt dat de capaciteit van de pijlen (e , 7) — e gelijk is aan /(7) zal er gelden dat aan
elke bezettingseis e € E in een interval 7€ v of een werknemer wordt toegewezen voor de volledige
duur van het interval of geen werknemer wordt toegewezen gedurende het hele interval 7. Bij elke
gedeeltelijke werkplekplanning M is dus een toegelaten werkplekplanning te Z bepalen door de
corresponderende flow f in het netwerk G(E) te bepalen en voor elk interval T een maximale stroom
door het netwerk G(E, T) te bepalen.

(ii) Voor het bepalen van 7 voor een interval T € T moet de grootste gemeenschappelijk deler van
maximaal |E|+1 getallen uit {0, ... , I(T)} bepaald worden. Wanneer er gebruik gemaakt wordt van het
algoritme in paragraaf 4.3.2. kan = voor een interval T € T dus in 5|E| ["log((T))] operaties
bepaald worden.

Voor het interval T moet vervolgens een maximum-flow probleem op het netwerk G{E, T) worden
opgelost. Voor de verzameling knopen V{E, T) en verzameling pijlen A(E, T) in dit netwerk geldt
dat:

Ir T

V,(E,T)|s|w|7((-5)+|E[7((-5)+|E|+2 (5.1)
T Ir

A,(E,T)}s|W|-7((-;))-+|W|'|E|+|El-7((—;)l+|E| (5.2)

Bij het successive shortest path algoritme wordt er elke iteratie gezocht naar een kortste pad van s naar
t. Het vinden van een kortste pad van s naar ¢ in een netwerk G = (V,A) kost O(|V||4]) operaties. Elke
iteratie zal de stroom van s naar ¢ verhoogd worden met /(7 ) eenheden. In het netwerk G{E, T) wordt
er wordt gezocht naar een maximale flow van waarde

oD = d(m) eenheden.

mEMT (m)=1

A1)

Het totaal aantal iteraties zal dus n(T) = 10 bedragen.
T

Het oplossen van het maximum-flow probleem op het netwerk G{(E, T) kost

O(n(T)'

V. (E,T)I ‘|A, (E,T)|) operaties.

In (5.1) respectievelijk (5.2) zijn uitdrukkingen voor de bovengrenzen voor de termen [V/{E,T)| en
|A (E,T)| gegeven. Wanneer voor elke T € T een grootste gemeenschappelijk deler bepaald wordt en
een maximum flow probleem op het netwerk G (E, T) opgelost wordt kost dit in totaal dus:

2

In bovenstaande uitdrukking is ¢f|W|,|E|, p):

O

mEM:T(m J=T’

IEI . '-m log(p)~'+ (P(IW|,IE|, p)- d(m)]] operaties.

o(WLIELp)=(W]- p+|E| p +|E|+2)- (W[ p + [WIE| + |E|- p +|E]).
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Er geldt dat:
g A; d(”l) = ; d benodigd (C)
meEM:T(m)=1 2 X

en dus kan de complexiteit van het in het bewijs van 5.1(i) beschreven algoritme in termen van de
inputparameters van het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM gegeven worden door:

O( p- 'El ' [-)() log(p)_l+ ¢(|WHEI: P) ’ E dhcnutligd (€)

el

Bij elke flow f door G(E) kan dus in pseudopolynomiale tijd een werkplekplanning bepaald worden,
waarin in het interval T precies Be,]) = f{(e, T)— e) tijdseenheden aan elke bezettingseis ¢ € E
besteed worden. In totaal worden in deze werkplekplanning dus fle—t) tijdseenheden aan elke
bezettingseis ¢ € E besteed. O

Uit stelling 5.1(i) en stelling 5.2. volgt dat uit de oplossing f van een probleem MIN-COST-MAX-
FLOW(E) in pseudopolynomiale tijd een toegelaten werkplekplanning kan worden afgeleid waarin
precies fle = 1) tijdseenheden aan elke bezettingseis e € E besteed wordt. Wanneer gegeven de
beschikbaarheid van de werknemers aan alle bezettingseisen uit £ kan worden voldaan, zal door het
oplossen van het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) in polynomiale tijd een oplossing voor het
APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM gevonden kunnen worden.

STELLING 5.3
Voor elke toegelaten werkplekplanning Z kan er eenvoudig een corresponderende flow f in het
netwerk G(F) worden afgeleid.

BEWLJS
Een gedeeltelijke werkplekplanning M is uit de werkplekplanning Z af te leiden. Begin met een een
lege verzameling M. Bepaal voor elke T € T, w € W, ¢ € W het totaal aantal tijdseenheden a(w, T, ¢)
dat de werknemer w bij de werkplekplanning Z in het interval T in het kader van een bezettingseis ¢
aan een de werkplek s(¢) wordt toegewezen en voeg de gedeeltelijke werkplektoewijzing m met
w(m)=w, T(m)=T, e(m)=e, s(m)=s(¢) en d(m)= o(w, T, ¢) toe aan de verzameling M. De met M
corresponderende flow fis af te leiden op de manier zoals beschreven in het bewijs van stelling 5.1(ii)
o

5.6 HET BEPALEN VAN EEN OPTIMALE VERZAMELING BEZETTINGSEISEN WAARAAN
VOLLEDIG YOLDAAN KAN WORDEN

In deze paragraaf zal worden aangegeven hoe een optimale oplossing voor het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM gevonden kan worden. In paragraaf 5.6.1. zal worden toegelicht op
welke manier een ondergrens voor de waarde van de optimale oplossing van het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM afgeleid kan worden. In paragraaf 5.6.2. wordt vervolgens een
bovengrens voor de waarde van deze oplossing afgeleid. Tenslotte wordt in paragraaf 5.6.3.
aangegeven hoe de optimale oplossing met branch-and-bound bepaald kan worden.
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5.6.1. HET BEPALEN VAN EEN ONDERGRENS VOOR DE OPTIMALE OPLOSSING

Voor de toelichting van het algoritme wordt uitgegaan van de formuiering van het
optimaliteitscriterium zoals die in (2.2) gegegeven is. Aangezien er bij het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM geldt dat 1(e) = g(e) voor alle ¢ € E kan het optimaliteitscriterium
geschreven worden als:

g = min ;Uz'(e)-q(e) (5.3)

met Uz’(e) = Ugz(e) — 1 voor alle ¢ € E en waarbij geminimaliseerd wordt over alle toegelaten
werkplektoewijzingen. De doelfunctie wordt Zt Uz'(e)-q(e).

Aan de hand van de oplossing f voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) kan een ondergrens
LB(f) en een bovengrens UB(f) voor de optimale oplossing van het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM met bezettingseisen E bepaald worden.

Het optimaliteitscriterium voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) wordt gegeven door:
min Z f(e - t) (_ q(e)/ (Ih('nmli},’(l (e))’

waarbij geminimaliseerd wordt over alle maximum flows in het netwerk.Aan de hand van de volgende
stelling kan een ondergrens voor de waarde van het optimaliteitscriterium g bij een optimale oplossing
voor het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM met bezettingseisen E bepaald worden.

STELLING 5.4:
min Z‘UZ'(E) ) Q((,’) = min ; f(e - t)' (_ q(e)/dhenmlig(i (e))

BEWIJS:

Stel dat er een oplossing Z voor het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM bestaat waarvoor
geldt dat:

;Uz () g(e)=c

Dan geldt dat er een oplossing f bestaat voor het MIN-COST-MAX-FLOW(E)-probleem met:
; f(e - t) (— Q(e)/dlwnmligd (e))s ¢

Immers, laat E; de verzameling van alle bezettingseisen e € E zijn, waarvoor geldt dat U;’(¢) = -1.
Voor elk van de bezettingseisen e € E; geldt dus dat U(e) = 0. Er bestaat dus een werkplekplanning
waarbij aan elk van de bezettingseisen uit E, volledig voldaan wordt. Aangezien op grond van stelling
5.3 elke toegelaten oplossing Z in het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM correspondeert
met een toegelaten flow in het netwerk G(V(E), A(E)), zal er derhalve ook een flow f moeten bestaan
waarvoor geldt dat fle = 1) = dpunaigde) voor alle e E E,.
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Aangezien voor alle ¢ € E\ E; geldt dat fle — f) = 0, zal er voor deze flow f gelden dat:

Zt f(e - t)' (— ‘1(6)/ hmmh,,d E}; f e— f) (e)/dhuwdl;,d( ))
= ; d benodigd (e) ) (_ q (e)/ d henodigd (‘3 ))

=Z-q(e)=;Uz'(e)‘q(e%;Uz'(e)-q(e)=c D

Uit het bovenstaande volgt dat een ondergrens voor de optimale oplossing van het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM bepaald kan worden door het oplossen van het MIN-COST-MAX-
FLOW(E)-probleem. Laat f de flow zijn die correspondeert met een optimale oplossing voor het
probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E). Een ondergrens voor de optimale oplossing van het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM is dus:

= ; f(e - t) (— q(e)/ dhcnmli}:d (C)) (54)

5.6.2. HET BEPALEN VAN EEN BOVENGRENS VOOR DE OPTIMALE OPLOSSING

Een bovengrens voor waarde van de doelfunctie bij een optimale oplossing voor het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM met bezettingseisen E kan bepaald worden aan de hand van de
volgende stelling.

STELLING 5.5:
Laat voor een zeker maximum flow fin G(E) nu de verzameling E,, gegeven zijn door E,, = { A<y )

| fle = 0) = dbonodig{€) } zijn. Een bovengrens voor de optimale oplossing van het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM is dan:

min ZtUz'(e) -g(e) = ; fle = 1) (= qle)/ dyommia (€))

BEWILIS:

Uit het bewijs van stelling 5.2 is af te leiden dat uit elke oplossing f voor het probleem MIN-COST-
MAX-FLOW(E) een OplOSSing Z voor het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM kan worden
afgeleid, waarbij voor elke bezettingseis ¢ € E geldt dat er f(e—1) tijdseenheden aan de bezettingseis
e besteed worden. Voor alle bezettingseisen ¢ € E,, geldt dus dat er bij de werkplekplanning Z
volledig aan voldaan wordt. Er bestaat dus een oplossing voor het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM waarin aan alle bezettingseisen ¢ € E,, volledig voldaan wordt.
Voor deze oplossing geldt dat:

ZEUZ, (@) Q( ; I q(@ {; dhumdu,(l (e)/ dhvnmligrl (C))

apt

= ; Fle—=1)-(-qle) dvenodiza ©)
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Voor het optimaliteitscriterium geldt dus dat:

g = min ;Uz'(e)-q(@ < ; fle =) (- g} dypmpuea (€)) o

Uit het bovenstaande volgt dat een bovengrens voor de optimale oplossing van het
werkplekplanningsprobleem bepaald kan worden door het oplossen van het MIN-COST-MAX-FLOW(E)-
probleem. Laat f een optimale oplossing zijn voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E). Een
bovengrens voor de optimale oplossing van het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM is dan:

= ; f(e - t) (— q(e)/dlwnmlig(l (e)) (55)
waarin E,y = { e EE| f(e = £) = dpenaaigul€) }-

5.6.3. HET BEPALEN VAN EEN OPTIMALE VERZAMELING BEZETTINGSEISEN
MET BEHULP VAN BRANCH-AND-BOUND

In de vorige paragraaf is aangetoond dat het door het bepalen van een oplossing f voor het probleem
MIN-COST-MAX-FLOW(E) mogelijk is een ondergrens LB(f) en een bovengrens UB(f) te bepalen voor:

min ZU/ (e) g(e)

Bovendien kan uit de oplossing feen oplossing voor het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM
worden afgeleid waarvoor geldt dat €Z(U/ (e)g(e) = UB(f). In deze oplossing zal aan alle

bezettingseisen uit E,, = { ¢ € E | f(e —> ) = dpnoaig{€) } voldaan worden.

Met behulp van branch-and-bound kan een optimale oplossing voor het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM bepaald worden. Het probleem bezit immers de in paragraaf 4.1.2.
genoemde vereiste eigenschappen, namelijk mogelijkheden tot Branching en Lower Bounding.

Het probleem  MIN-COST-MAX-FLOW(E) kan gezien worden als het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM waarbij de eis dat er ofwel volledig ofwel in het geheel niet aan een
bezettingseis voldaan moet worden gerelaxeerd is. De beloning voor het volledig voldoen aan een
bezettingseis is in het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM is in het probleem MIN-COST-
MAX-FLOW(E) vervangen door een evenredige beloning per tijdseenheid dat er aan die bezettingseis
besteed wordt.

Branching kan plaatsvinden door voor het ene kind van een knoop te eisen dat aan een bezettingseis
e € E volledig voldaan wordt en voor een tweede kind van deze knoop te eisen dat in het geheel niet
aan deze bezettingseis ¢ voldaan wordt. Op deze manier wordt de oplossingsverzameling gesplist in
twee disjuncte deelverzamelingen. De knopen zullen aangeduid worden met N(E* , E”) voor E*C E en
E CE, met E'NE = J. De verzameling E* bestaat uit alle bezettingseisen waarvoor geéist is dat er
volledig aan moet worden voldaan en E is de verzameling van bezettingseisen waarvoor geéist is dat
er in het geheel niet aan moet worden voldaan.

Definieer het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E" , E) voor een knoop M(E* , E") als zijnde het
probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) waarbij de kosten en capaciteiten van de pijlen (¢ — ¢) als volgt
zijn aangepast:
*  capaciteit u(e — t) =0 en kosten c(e = )=0 wanneere € E
*  capaciteit u(e = ) = dpenouiga(€) €n kosten c(e — £) = -M wanneer ¢ € E*
*  capaciteit (e = £) = dpenoaiga(€) €0 kosten c(e = £) = -q(€) / dpenodicd€)
wanneere €E \ (E"UE")

39




Wanneer M voldoende groot gekozen zal worden, zal er, wanneer dit mogelijk is, in de
werkplekplanning die correspondeert met de oplossing van het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E",E")
altijd aan alle bezettingseisen uit de verzameling E* voldaan worden. Aan alle bezettingseisen uit E”
zal in het geheel niet voldaan worden.

STELLING 5.5
Laat f een oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E® , E) zijn en M := ;q(e)ﬂ

Wanneer er voor tenminste één ¢ € E* geldt dat in de flow f fle — 1) < u(e — 1), zal dat betekenen dat
er geen toegelaten oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E" , E’) bestaat waarin fle — 1)
=u(e = f)vooralle e EE".

BEWLJS

Bij de keuze van M zal er voor alle E*, E ‘CE gelden dat zu(e - t)-c(e — t)z -M +1. Voor
«&E\E UE")

elke oplossing f voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E" , E) waarin fle—>t) < u(e—>t) voor

tenminste één e EE" geldt dat:

C(f)= sze—ﬂ cle—t) Efe—>t cle—1)+ Ef(e—n‘) cle —=1)

z[(ziu(e—n‘)]—l]wM+ Ef(e—>t) (c——>t)
z(( Ehu(e—ﬁ)]—l]-—M -M+1i= E‘u(e-—w)-—M +1> E’u(e—w)-—M.

Voor een flow f in het netwerk waarin fle—¢) = u(e—t) voor alle e EE* geldt dat:

C(f)= Z‘fe—ﬂ cle —1) Efe—ﬂ cle—r1)+ Ef(e—ﬂ) cle —1)

CEMEUE")

=2u(e—>t)'—M+ 2f(e—>t cle—1)s zue—n‘

&E" €EEUE")

Bij de keuze M = th(e)ﬂ geldt er dus dat de kosten van een flow met fle—1) = u(e—>f) voor alle

e € E* lager zijn dan de kosten van elke willekeurige flow met fle—7) < u(e—t) voor tenminste één
e € E* . Wanneer voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E" , E") een optimale oplossing f gevonden
wordt waarin fle—f) < u(e—>f) voor tenminste één e € E”, bestaat er geen toegelaten oplossing f*
waarin f'(e—1) = u(e—f) voor alle ¢ € E*, omdat voor deze oplossing zou gelden dat C(f") < C(f) en
f* dus de optimale oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E" , E") zou zijn. o

Lowerbouding kan plaats vinden doordat voor elke oplossing f met fle = £) = dpepuaiga(€) voor alle e€
E* geldt dat LB(f) zoals bepaald in (5.4) een ondergrens is voor het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM met de extra eisen dat aan alle bezettingseisen uit E* voldaan moet
worden en aan alle bezettingseisen uit E” in het geheel niet voldaan mag worden.

Laat LUB op elk moment in het branch-and-bound-proces de waarde van de laagste (en dus beste)
bekende bovengrens zijn en laat LUB := o wanneer er nog geen bovengrens bekend is.
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In elke knoop zal een oplossing f voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E" , E") bepaald worden.

*  Wanneer er in de oplossing f aan tenminste één eis ¢ € E* geldt dat fle—') < u(e—), bestaat
er voor het deelprobleem bij de knoop geen toegelaten oplossing. Aangezien voor alle
afstammelingen N(Ey', Ex’) van de knoop N(E* , E’) zal gelden dat Ey’ € E* zal er ook geen
toegelaten oplossing voor de deelproblemen bij deze knopen bestaan. De onderliggende
knopen hoeven dus niet meer onderzocht te worden.

e Wanneer er in de oplossing f voor elke eis ¢ € E* geldt dat le—>t) < u(e—t) en er bovendien
geen eis e € E\ E is waarvoor geldt dat O < fle — f) < dpopoaipd(€), geldt er voor de knoop dat
LB(f) = UB(f) en hoeft er niet verder gebranched te worden. Wanneer er geldt dat UB(f) =
LUB dan moet LUB aangepast worden, LUB := UB(f).

*  Wanneer er in de oplossing f voor elke eis e € E* geldt dat fle—f) < u(e—f) en er een eis
e € E\ E" is waarvoor geldt dat 0 < fle = 1) < dpenoaiga(€) en bovendien geldt dat LB(f) < LUB,
zullen de kinderen van de knoop N(E*, E") onderzocht moeten worden.

Zoals in paragraaf 4.1.1. reeds is vermeld, zijn er bij branch-and-bound naast de manier van branching
en de wijze waarop lower-bounding plaats zal vinden, nog twee details relevant:

1. Er moet elke stap gekozen worden vanuit welke knoop er gebranched wordt.

2. Er moet gekozen worden door welke bezettingseis e de toegevoegde constraints bepaald worden.

Ad.l1 Er is gekozen voor de depth-first-search-strategie vanwege de reeds in paragraaf 4.1.2.
genoemde voordelen. Allereerst is deze strategie met behulp van een recursie eenvoudig te
implementeren. Bovendien wordt met deze strategie over het algemeen sneller dan bij de breadth-first-
search-strategie een goede oplossing voor het probleem verkregen. Dit kan met name een voordeel
zijn voor de afdelingen waarvoor de instanties van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM relatief groot
zijn. Om de totale rekentijd van het algoritme beperkt te houden kan het noodzakelijk zijn een
stopcriterium in te bouwen. Dit stopcriterium kan bijvoorbeeld een maximum zijn voor het aantal
knopen dat onderzocht wordt. Wanneer dit maximum bereikt is zal de beste gevonden oplossing
gekozen moeten worden. Hierbij kan het dus van belang zijn om snel een goede oplossing voor het
probleem te vinden.

Het is ook mogelijk een stopcriterium te defini€ren dat gebaseerd is op de mate waarin de kosten van
de beste gevonden oplossing maximaal afwijken van de kosten van de optimale oplossing. Laat
hiervoor de laagste ondergrens bij een nog levende knoop na een bepaalde stap gegeven zijn door L.
Dan zal er gelden dat kosten van de beste tot dan toe gevonden oplossing binnen een ratio van
|(LUB-L)/L| van de kosten van de optimale oplossing liggen (Papadimitriou & Steiglitz, 1982). Het is
dus mogelijk een stopcriterium te definieren dat gebaseerd is op de ratio |(LUB-L)/L|. Een dergelijk
stopcriterium zal de rekentijd van het algoritme naar alle waarschijnlijkheid verminderen. Het geeft
echter geen garantie voor de looptijd van het algoritme in de vorm van een maximale rekentijd.

Ad.2 In elke knoop M(E", E’) wordt er een bezettingseis ¢ € E \ (E* U E’) gekozen waarvoor in de
oplossing f van het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E™, E") geldt dat 0 < fle —> £) < dpnoaiza(€). Deze
bezettingseis bepaald de toegevoegde constraints, dat wil zeggen dat als kinderen van de knoop
ME" ,E’), de knopen N(E* U {¢} ,E’)en N(E* , E"U {e}) gekozen zullen worden. Deze keuze zal er
namelijk voor zorgen dat de oplossing voor het deelprobleem bij beide kinderen N(E* U {e} , E") en
N(E* , E" U {e}) zal verschillen van de oplossing voor het deelprobleem N(E* , E"), waardoor er voor
beide kinderen de kans bestaat dat de ondergrens groter zal zijn dan de ondergrens bij de knoop
N(E* , E’). Wanneer er voor een bezettingseis ¢ met fle = t) = dpenaaiz€) gekozen zal worden, zal de
ondergrens bij de knoop N(E* U {e} , E) gelijk zijn aan de ondergrens bij de knoop
N(E* , E’). Wanneer er tenslotte voor een bezettingseis e met fle — f) = 0 gekozen zal worden, zal de
lowerbound bij de knoop N(E*, E" U {e}) gelijk zijn aan de ondergrens bij de knoop M(E* , E"). In
gevallen waarin er voor meerdere bezettingseisen ¢ € E \ (E* U E’) geldt dat 0 < fle = 1) <

henoaiga(€), wordt ervoor gekozen om de bezettingseis met de hoogste prioriteit de toegevoegde
constraints te laten bepalen.
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5.7 HET BEPALEN VAN EEN OPTIMALE OPLOSSING VOOR HET PROBLEEM VOOR
AFDELINGEN ZONDER KAMERS

Met behulp van branch-and-bound kan er dus een optimale verzameling bezettingseisen E,, gevonden
worden, waar gegeven de beschikbare werknemers en hun kwalificaties aan kan worden voldaan. De
oplossing f,, voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E,,) correspondeert met een optimale
gedeeltelijke werkplekplanning, in die zin dat deze oplossing aangeeft dat werknemer w in het interval
T in het kader van een bezettingseis e voor de duur van f,,((w, T) — (e, T)) tijdseenheden aan de
werkplek s(e) moet worden toegewezen. Wanneer er geldt dat 0 < f,.((w, T) = (e, 7)) < I(T) is het
echter nog niet bekend welke tijdseenheden binnen het interval dat precies zijn. Hiervoor zal, zoals
reeds is aangegeven het bewijs van stelling 5.2(i), voor een aantal intervallen T € T een extra
minimum-cost-maximum-flow-probleem moeten worden opgelost.

Beschouw een interval T waarvoor geldt dat in de oplossing f,,, voor MIN-COST-MAX-FLOW(E,,)
0 < fop (W, T) = (e,T)) < I(T) voor tenminste één paar (w, e) met w EW en e E E,,.

Voor het interval T is bekend hoeveel tijdseenheden er binnen dit interval T aan elke bezettingseis
e € E,, besteed moeten worden. Laat e, T) de hoeveelheid tijdseenheden zijn die in het interval T €
T aan een bezettingseis ¢ € E,p, besteed moet worden, dus #e,T) = fo ((e,7)— ¢).

Laat /[(7) gedefinieerd zijn als de grootste gemeenschappelijk deler van alle f(e,T) = 0, voor ¢ € E, en

[(T). Deel het interval T op in een verzameling van n = ((T) / /(1) ) niet-overlappende intervallen van
lengte /(7) en laat deze verzameling intervallen gegeven zijn door = {7, ©>,..., T, }.
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Construeer nu het netwerk G{E,p, T) met een verzameling knopen V{(E,,, T) bestaande uit:

* 5

* (w, 1) voor TE ten voor w € Wwaarvoor (w,T) € V(E, T);
* (e, 1) voorTE& renvoore EE,, waarvoor (e, T) E V(E, T);
e ¢ met (e, 1) € VAE, T);

s ¢

Laat de verzameling pijlen A{Eqy, T) in GAE,p, T) bestaan uit:

s s—=>(w,7 voor alle knopen (w, 7) € VAE,,, T),
capaciteit u = /(7) en kosten ¢ = 0;
* w,pD—(,7) voor alle knopen (w, ) € V(E,,, T)en(e, 1) € Vo (E,p, T),

waarvoor geldt dat (w, T) — (e, T)) EA(E)
capaciteit u = I(7) en kosten ¢ = 0;

* (e, 7)—>e voor alle knopen (e, ©) € VAE,,, 1),
capaciteit u = /(7) en kosten ¢ = 0;
s e—>t voor knopen e € V(E,,, 1),

capaciteit u = Be,T) en kosten ¢ = -g(€) / dronodiga(€)-

Het minimum-cost-maximum-flow-probleem op het netwerk GAE,,, T) zal in het vervolg worden
aangeduid met MIN-COST-MAX-FLOW(E,,, T). Een werkplekplanning voor het interval T kan nu
bepaald worden door met behulp van het successive shortest path algorithm een oplossing f voor het
probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E,,, T) te bepalen en een werknemer w € W voor het interval t€ ¢
in het kader van een bezettingseis ¢ € E,, aan een werkplek s(e) toe te wijzen wanneer er geldt dat

fw, 1 — (e, 1) =)

Een oplossing voor het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM kan dus op de volgende manier
uit een oplossing f,, voor MIN-COST-MAX-FLOW(E,,) worden afgeleid:
Loop de intervallen T € T na en doe voor elk tijdsinterval T het volgende: ga na of voor elk paar (w, ¢)

met (w, T) = (¢, T) € A(E) geldt dat f,,((w,T) = (e,7)) = 0 of f,((w.T) = (&,1)) = (T).

Wanneer dit het geval is kan een werknemer w met (w, T) € V(E) voor de volledige duur van het
interval T aan een werkplek s(e¢) met (e, 7) € V(E) worden toegewezen wanneer geldt dat
Jop(w,T) — (e,1)) = I(T). In dat geval zal een werkplektoewijzing z met w(z) = w, s(z) = s(e),
e(2) = €, thegin(Z)= thoginT) €N teini(z) = teimd T) aan de verzameling Z worden toegevoegd.

Wanneer er voor een bepaalde werknemer w met (w, T) € V(E) geen knoop (¢, T) € V(E) bestaat
waarvoor geldt dat f,.((w,7) — (e,T)) = I(T) zal de werknemer w het interval T niet aan een
werkplek worden toegewezen.

Wanneer er tenminste één paar met (w, T) — (¢, T) EA(E) geldt dat 0 < f,,((w,]) — (¢,7)) < (T)
zal voor het interval T het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E,,, T) moeten worden opgelost.
Laat f; een oplossing zijn voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E,,y, T) zijn. Door nu elke
werknemer w met (w, T) € V(E) voor de volledige duur van een interval T aan een werkplek s(e¢)
met (e, T) € V(E) toe te wijzen wanneer geldt dat f((w,7) — (e,7)) = I(7) wordt een toewijzing
van de werknemers aan de werkplekken binnen het interval T verkregen. Voor elke combinatie
van w € W, ¢ € E en © € 7 waarvoor geldt dat f{(w,7) — (e,7)) = I(r) wordt een
werkplektoewijzing z met w(z) = w, s(z) = s(e), e(2) = €, thgin(Z)= thegin(T) €N Leind(Z) = thegin T) MoEL
nu aan de verzameling Z worden toegevoegd
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Een overzicht van het totale algoritme is hieronder in de vorm van een flowchart weergegeven:

Bepaal verzameling intervallen T waarin de
planningsperivde wordtopgedeeld (paragraal 5.2)

‘ E'=@, Ew=@, Ui=0.L:=0 J

v

Repaal oplossing f voor MINIMUM-COST-
MAXIMUM-FLOW(E"* . E)

Kies knoup N(E* L E) achiernan in de lijst

¥

Bestaut er een ¢ €E* waarvoor in Jd

L cn verwijder deze uit de lijst L

S geldt dat fle—t) <u(e—=1) ?

+ nee

Bepaal LB en UBY). Geldt or

Gieen toegelaten oplossing bij knoop N(E* L EY)
en onderliggende knopen

|

.

dat1B(fy=U 7

l nee

Bestaat er eene €E \(E* UE)

A

waarvoor geldt dut fie—>t) < u(e—>1) ?

¢ nee

Plaals knopen ME* Ulc}

inde lijsi L.

cn ME* L E"U {e}) achieraan

-E9 e geldt LBUY) =URY). e
knopen onder ME* L E7)

huoeven aict verder

vnderzocht e worden.

Geldt or dut UBYy <1 ?

i

g Is er nog cen levende knoop Nin de ligse L ?

nee l

E,., iscen optimale verzameling
van bezettingseisen waaraan

volledig voldaan kan worden.

v

Bepaal oplossing £, voor MINIMUM-
COST-MAXIMUM-FLOW(E

v

Zipt er intervallen T ET waarvoor geldt dat
(v ) = (e Ty <k ?

Jju ¢

)

I

rlkp:ml E=l¢c EE | fie—t) = tele—1) fen UV = UBY |‘—

T.on voor elk van deze intervallen het probleem

MIN-COST-MAX-FLOW(E,,,,. ) .

!

Fr is cen optimale oplossing voor het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM gevonden

Figuur 15: algoritme waarmee een optimale oplossing voor het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM bepaald kan worden
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6. MODELLERING VAN PROBLEEM VOOR AFDELINGEN MET KAMERS

Beschouw het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM zoals gedefinieerd in hoofdstuk 2. Het in hoofdstuk 5
beschreven algoritme voor is niet geschikt voor het vinden van een optimale oplossing voor dit
probleem. Dit komt doordat op nog geen enkele manier geéist kan worden dat de werkplekken binnen
een kamer gelijktijdig bezet worden. Enkele aanpassingen zullen dus noodzakelijk zijn. In dit
hoofdstuk zal het algoritme voor het oplossen van het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM op
enkele punten worden aangepast zodat er ook rekening gehouden worden met de eis dat de
werkplekken binnen dezelfde kamer gelijktijdig bezet zullen zijn. In de oplossing zal een werkplek
binnen een kamer in de oplossing van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM pas bezet worden wanneer
alle vereiste werkplekken binnen de kamer in de oplossing bezet zijn.

In paragraaf 6.1. zal het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) gedefinieerd worden en vervolgens
wordt in paragraaf 6.2 toegelicht hoe een oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOWx(E)
geintepreteerd kan worden in termen van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM. In paragraaf 6.3 wordt
aangegeven hoe een optimale verzameling van bezettingseisen, waar gegeven de beschikbaarheid van
de werknemers volledig aan kan worden voldaan, bepaald kan worden. In paragraaf 6.3.1. wordt dit
aangegeven voor de situatie waarin alle bezettingseisen voor kamers strict zijn en in paragraaf 6.3.2.
komt het de situatie waarin er sprake is van enkele niet-stricte bezettingseisen voor kamers aan bod.
Tenslotte zal in paragraaf 6.4 een overzicht van het algoritme gegeven worden.

6.1 DEFINITIE VAN HET PROBLEEM MIN-COST-MAX-FLOW(E) VOOR AFDELINGEN MET KAMERS
Allereerst zal de planningsperiode weer worden opgedeeld in een verzameling van intervallen T. Dit
kan net als bij het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM gebeuren op de manier die beschreven
is in paragraaf 5.2. Daarna kan voor een verzameling bezettingseisen E als volgt een netwerk

Gr(E) = (VR(E), Ar(E)) geconstrueerd worden.

Laat de verzameling van knopen Vg(E) in het netwerk Gg(E) bestaan uit:

* s

s w1 voor alle paren (w, T) met w € Wen T € T, waarvoor geldt dat de werknemer
w beschikbaar is gedurende het interval T}

e (T voor alle paren (¢’, T) met TE€ Ten ¢* € E°, waarvoor geldt dat het interval
T ligt tussen tijdstippen t,,em,,(es) en t(.i,,,,(es);

o (5T voor alle paren (", TYmetTE Ten & € ER, waarvoor geldt dat het interval
T ligt tussen tijdstippen fheui(e”) en tid(e"), voor alle s €S (r(e"));

o (" 5) voor alle paren (e*, s)met & € ERense S (1))

e voor alle ¢ € E;

. & voor alle ¢' EE®;

et

Laat de verzameling van pijlen Ag(E) in het netwerk Gg(E) bestaan uit:

* s—>w, 1) voor alle knopen (w, T) € Vg(E),
. capaciteit u = I(T) en kosten ¢ = 0; '
s w,N—=(,T) voor alle knopen (w, T) € Vg(E) en alle (¢’, T) € Vg(E)

wanneer werknemer w de kwalificaties heeft voor werkplek s(e),
capaciteit u = I(T) en kosten ¢ = 0;
s (w,7)— ", s, T voor alle knopen (w, T) € Vg(E) en (e", s, THE Vi(E),
waarvoor geldt dat werknemer w de kwalificaties heeft voor

werkplek s,
_ . capaciteit u = I(T) en kosten ¢ = O;‘
« (D= voor alle knopen (¢°, T) € Vi(E) en e* € V(E),

capaciteit u = (T) en kosten ¢ = 0;
(", s, )= (", 5) voor alle knopen (¢", s, T)E Vi(E) en (¢, 5) € Vi(E),
capaciteit u = I(T) en kosten ¢ = 0;
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o (e 5) = voor alle knopen (&, 5) € Vi(E) en ¢ € Vi(E),
capaciteit 1 = c!,,(.,,,,‘,,g(,(e") en kosten ¢ =0

o Sy voor alle ¢* € Vg(E), - ;
CapaCitEit U= dhvnmligll(el\) cn kOSten ¢= -(]((3'\) / dhmmlmd(eh);
o oy voor alle ¢ € Vr(E),

capaciteit u = [S (r (C’R))I dhu,mh;,d(t ) en
kosten ¢ = -q(e )/ dbuxmlu,(l(e )

Het minimum-cost-maximum-flow-probleem op het netwerk Gg(E) zal in het vervolg worden
aangeduid met MIN-COST-MAX-FLOWR(E). Voor de situatie met EX = ¢ geldt dat het netwerk Gg(E)
gelijk is aan het netwerk G(E) als in paragraaf 5.3.

In het netwerk Gg(E) zijn de werkplekken uit S(r) \ §°(r) voor » € R niet opgenomen. Het bezetten van
deze werkplekken heeft namelijk geen (gunstige) invloed op het optimaliteitscriterium. Om deze reden
is ervoor gekozen om eerst een werkplekplanning te bepalen voor de afzonderlijk werkplekken en de
werkplekken die voor de opening van een kamer vereist zijn. Na het bepalen van deze
werkplekplanning is bekend wanneer er eventueel nog werknemers beschikbaar zijn en welke van de
werkplekken uit S(r) \ $°(r) voor r € R wanneer bezet mogen worden. Een werkplek in een kamer
mag immers pas bezet worden op momenten dat alle voor opening vereiste werkplekken bezet zijn.

6.2 INTERPRETATIE VAN EEN OPLOSSING VAN HET PROBLEEM MIN-COST-MAX-FLOWg(E)

In het netwerk GR(E) zijn twee typen paden van s naar ¢ te onderscheiden:

. Pdden die een werknemer w toewijzen aan een werkplek s(e’) i m het kader van een bezettingseis
¢ € E®. Dit zijn de paden van de vorm: s = (w, T) — (¢, T) = ¢’ — 1

*  Paden die een werknemer w toewijzen aan een werkplek s in het kader van bezettingseis ¢* € EX.
Dit zijn de paden van de vorm: s — (w, T) = (", s, T)— (", 5) = -t

Een flow in het netwerk Gg(E) correspondeert dus op een vergelijkbare manier met een toewijzing van

de werknemers aan de werkplekken als een flow in het netwerk G(E). Verder kan bij een gegeven

werkplekplanning eenvoudig een bijbehorende flow in Gg(E) bepaald worden.

Ook in dit geval zal het oplossen van het probleem MIN-COST-MAX-FLOW.(E) niet voldoende zijn voor
het oplossen van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM. Redenen hiervoor zijn al gegeven in paragraaf
5.4, namelijk:

1) Een eerste reden is het verschil in optimaliteitscriterium tussen het probleem MIN-COST-MAX-
FLOW,(E) en het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM. Het verschil wordt veroorzaakt doordat het
slechts gedeeltelijk voldoen aan een bezettingseis in een oplossing voor het probleem MIN-COST-
MAX-FLOW,(E) wel beloond wordt, terwijl in het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM alleen het
volledig voldoen aan een bezettingseis beloond wordt. Aangezien er bij het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM ook sprake is van een eis van gelijktijdige bezetting van de
werkplekken S'(r) voor elke kamer r € R kan onder het niet volledig voldoen aan een
bezettingseis nu ook het bezetten van slechts een deel van de werkplekken uit $°(r) worden
verstaan. Ook het op deze manier niet volledig voldoen aan een bezettingseis zal in een oplossing
voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) beloond worden.

2) Een tweede reden is dat een oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW.(E) niet direct
correspondeert met een oplossing voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM.
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6.3 HET BEPALEN VAN EEN OPTIMALE VERZAMELING BEZETTINGSEISEN WAARAAN
VOLLEDIG VOLDAAN KAN WORDEN

In deze paragraaf zal worden toegelicht hoe het algemene WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM kan
worden opgelost. Een bezettingseis ¢ € E zal strict worden genoemd wanneer er geldt dat dyeuouigd(€) =
Leind(€) — thegin(€). Er zal onderscheid gemaakt worden tussen een situatie waarin slechts sprake is van
stricte bezettingseisen voor de kamers (paragraaf 6.3.1) en de situatie waarin er ook niet-stricte
bezettingseisen voor kamers zijn (paragraaf 6.3.2. en verder). Wanneer in het probleem slechts sprake
is van stricte bezettingseisen voor de kamers kan het probleem met behulp van het algoritme in
hoofdstuk 5 worden opgelost. Hierin moet het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) dan vervangen
worden door het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E). In de situatie met niet-stricte bezettingseisen
voor enkele kamers zullen enkele extra stappen nodig zijn. Er zal worden aangenomen dat de bezetting
van een kamer altijd aaneengesloten zal moeten zijn. Dat wil zeggen dat een kamer een
aaneengesloten interval met lengte dhc,,(,(,ig,,(e") tijdseenheden geopend zal moeten zijn en dat
gedurende dit interval alle voor opening van de kamer vereiste werkplekken dan continu bezet zullen
moeten worden.

6.3.1 DE SITUATIE WAARIN ALLE BEZETTINGSEISEN VOOR KAMERS STRICT ZIJN

Voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM waar voor elke bezettingseis ¢ € E® geldt dat deze strict is,
kan het algoritme voor het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM gebruikt worden. Het
probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) moet dan vervangen worden door het probleem MIN-COST-MAX-
FLOW(E). De rol van de pijlen (¢ — ) € A(E) zal worden overgenomen door de pijlen
(e’— 1) E AR(E) en ("= 1) € AR(E).

Voor elke bezettingseis ¢* € E® geldt dat er in een oplossing f van het probleem MIN-COST-MAX-
FLOW,(E) volledig aan deze bezettingseis wordt voldaan dan en slechts dan als fle® — 1) = u(e® — o).
De paden van s naar ¢ in het netwerk Gg(E) die corresponderen met het toewijzen van een werknemer
aan werkplek in het kader van een bezettingseis ¢ € E® zijn immers dezelfde als die in het netwerk
G(E).

Voor elke bezettingseis ¢ € E* geldt er in een oplossing f van het probleem MIN-COST-MAX-
FLOW,(E) volledig aan deze bezettingseis wordt voldaan dan en slechts dan als fle® — £) = u(¢" — 1.
In dat geval geldt er namelijk dat er door de pijl (¢ — ) in de oplossing f een stroom f{¢* — 1) loopt
die gelijk is aan de capaciteit u(¢" — £) = | (")) - dbenoaig(€¢®) €n zal er derhalve voor elke pijl
(", 5) = ¢* € Ag(E) moeten gelden dat f{(c", 5) = ") = u((¢", 5) = &) = d,,(.,,,,,,,-g‘,(ek). Aangezien de
bezettingseis ¢" strict is, zal er wanneer u(e" — 1) = | S (H(€"))| * drenouie(€"), gelden dat alle voor de
opening van de kamer vereiste werkplekken in de oplossing tussen t,,(,g,-,,(e”) en tt.,-,,,,(e”) bezet zijn en
dus de kamer geopend is. (De tijdstippen thL.,,i,,(eR) en t.(e") zijn beide begin- en/of eindtijden van
intervallen in T) . Wanneer voor een bezettingseis ¢ € E echter geldt dat er door de pijl (¢" — ¢) in
een oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOWg(E) een stroom loopt die kieiner is dan de
capaciteit van de pijl d.w.z. fle" — 1) <u(e" — 1) zal tenminste één van de voor opening van de kamer
r(e") vereiste werkplekken onvoldoende lang bezet worden.

Uit het voorgaande blijkt dat wanneer door in het algoritme voor het APOTHEEK-
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM de onderstaande wijzingen aan te brengen een algoritme verkregen
wordt wat geschikt is voor het oplossen van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM in de gevallen
waarin alle bezettingseisen voor kamers strict zijn.
* fle — t) moet worden gedefinieerd als e — f) = " — f) wanneer ¢ € E¥en f(e = 1) =
f(e’ = ¢) wanneer e € ES. Het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) moet vervangen worden
door het probleem MIN-COST-MAX-FLOW (E).
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* Het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E® , E) moet vervangen worden door het probleem
MIN-COST-MAX-FLOW(E" , E’), dat gedefineerd is als zijnde het probleem MIN-COST-MAX-
FLOWR(E) waarbij de capaciteit van de pijlen (¢ — f) voor e € E™ is vervangen door
u(e = t) = 0, de kosten aan de pijlen (e —> ¢) voor ¢ € E” zijn vervangen door c¢(¢ — ) = ()
en de kosten aan de pijlen (e — ¢) voor ¢ € E* zijn vervangen door ¢(e — 1) = -M. Waarbij M
voldoende groot is om ervoor te zorgen dat er, wanneer dit mogelijk is, altijd fle — 1) = u(e —
t) voor alle ¢ € E* voldaan wordt.

Een geschikte keuze voor M is M := Zéy(e)+1. Het bewijs hiervoor is equivalent aan het

bewijs van stelling 5.6 met g(e) vervangen door y(e) en het probleem MIN-COST-MAX-
FLOW(E" , E") vervangen door het probleem MIN-COST-MAX-FLOWR(E" , E").

Ook in dit geval kan er bij een gegeven flow f eenvoudig een gedeeltelijke werkplekplanning bepaald
worden.

STELLING 6.1

Wanneer de verzameling T de in paragraaf 5.2 genoemde eigenschappen bezit, geldt voor elke flow f
in het netwerk Gg(E) dat er uit deze flow f eenvoudig een hiermee corresponderende gedeeltelijke
werkplekplanning M af te leiden is.

BEWI]S

Voor een gegeven flow f in het netwerk Ggr(E) kan een corresponderende gedeeltelijke
werkplekplanning M als volgt gevonden worden. Begin met een lege verzameling M. Door voor elk
paar van knopen (w, T) € V(E) en (¢, T) € V(E), waarvoor in de oplossing f geldt dat
fi(w, T) = (e, T)) > 0, een gedeeltelijke werkplektoewijzing m aan de verzameling M toe te voegen
met w(m) = w, T(m) = T, e(m) = e, s(m) = s(¢) en d(m) = f{(w, T) — (¢, T)) en voor elk paar knopen (¢,
s, T) € V(E) en (e, s) € V(E), waarvoor in de oplossing f geldt dat fi(e, s, T) —=( ¢, s)) > 0 een
gedeeltelijke werkplektoewijzing m aan de verzameling M toe met w(m) = w, T(m) = T, e(m) = ¢,
s(m) = s en d(m) = fi(e, s, T) —(e, s)) wordt een gedeeltelijke werkplekplanning M verkregen, die
met de flow f correspondeert.

Wanneer voor een gedeeltelijke werkplekplanning M geldt dat
dim) € {(),

mEM c{m)=¢ Ax(m )ES. (r(e))
er in pseudopolynomiale tijd een corresponderende toegelaten werkplekplanning bepaald kan worden.

S (r(e))‘ " penodigd (e)} en bovendien alle bezettingseisen strict zijn geldt dat

STELLING 6.2
Gegeven een gedeeltelijke werkplekplanning M met d(m) E{(),‘S * (r(e))l~d,wm,,w, (c)}
meEM:e(m)=castm ES‘ (r(e))
voor alle ¢ € E® . Wanneer alle bezettingseisen voor kamers e € E® strict zijn geldt er dat:
(i) Er bestaat een toegelaten werkplekplanning Z waarin elke werkplek s € § in het interval T € T
precies 2 d(m) tijdseenheden in het kader van de bezettingseis ¢ € E bezet wordt.
mEM:c(m)=¢ aAs(m)=sa T(m) =1
(ii) Deze werkplekplanning Z kan voor gegeven M in pseudopolynomiale tijd bepaald worden.

BEWILJS
(i) Deze stelling kan bewezen worden met behulp van stelling 5.2(i). De gedeeltelijke
werkplekplanning M geeft aan dat elke werkplek s € § in het interval T € T
precies d(m) tijdseenheden in het kader van de bezettingseis ¢ € E bezet moet
mEM:e(m)=¢ As(m)=xa Tim) =T X
worden. Bij stelling 5.2(i) werd de voorwaarde E = E®, dat wil zeggen s = e(s) voor alle ¢ € E,
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(ii)

gesteld. Wanneer niet aan deze voorwaarde voldaan is, kan een bezettingseis ¢ € E betrekking
hebben op meerdere werkplekken, namelijk alle vereiste werkplekken binnen een bepaalde kamer.

Er kan een met M equivalente gedeeltelijke werkplekplanning M’ geconstrueerd worden waarvoor
wel aan de voorwaarde is voldaan.

Creéer hiertoe voor elke combinatie van een bezettingeis e € E en een werkplek s € S

met d(m) > 0 een nieuwe bezettingseis e’ met ty.pu(€’) = thegile), tind(€7) = Leimd€),
meM:e(m)=e As(m)=s

Abenodig€’) = Apenoaigd€), $(€’) = 5, g(e’)=q(e) en n(e’) = e. De variabele n(e’) geeft voor alle

e’ € E’ de bezettingseis uit E aan waarvan de bezettingseis ¢’ is afgeleid. Door elk van de zojuist

gecreéerde  bezettingseisen op te nemen in een verzameling E’ wordt een verzameling met
bezettingseisen voor afzonderlijke werkplekken verkregen.

Creéer vervolgens voor elke combinatie van een bezettingseis e’ € E, een werkplek s €S en een

interval T € T waarvoor d(m) > 0 een gedeeltelijke werkplektoewijzing m’
mEM:etm)=i(e’) Astm)=sa Tim} =T

met w(m’) = w(m), T(m’) =T , e(m’) = ¢’ en s(m’) = s. Door elk van de zojuist gecreéerde

gedeeltelijke werkplektoewijzing op te nemen in een verzameling M’ wordt een gedeeltelijke

werkplektoewijzingen bij E’ verkregen die equivalent is aan M.

Door nu stelling 5.2(i) toe te passen op de gedeeltelijke werkplekplanning M’ en de verzameling

bezettingseisen E’, volgt dat er een werkplekplanning Z’ bestaat waarvoor geldt dat er aan elke

bezettingseis ¢’ € E’ in een interval T & T precies d(m) tijdseenheden besteed
mEM e'(m)y=e'nl ()=t

worden.

Uit de werkplekplanning Z”’ kan een werkplekplanning Z worden afgeleid door voor elke z' € 2’
een werkplektoewijzing z te creéren met w(z) = w(z’), T(z) = T(2'), d(z) = d(z’), s(z) = s(z) en
e(z) = n(e(z’)) en deze op te nemen in de verzameling Z.

Voor de werkplekplanning Z geldt dat deze toegelaten is. Uit het bewijs van stelling 5.2(i) volgt
namelijk dat elke werknemer w & W elk moment maar aan hoogstens één bezettingseis ¢’ € E’ is
toegewezen en dat bovendien aan elke bezettingseis ¢’ € E’ elk moment hoogstens een
werknemer w € W is toegewezen. Een derde eis die aan een toegelaten werkplekplanning gesteld
wordt (zie paragraaf 2.2.1) is dat een werkplek binnen een kamer slechts bezet wordt op
momenten dat alle vereiste werkplekken binnen de kamer bezet zijn. Wanneer alle bezettingseisen
in EX strict zijn is voor elke ¢ € E® met d(m) E{O,,S * (r(e)),-d,,‘,,,,,(,,-g,, (L)}
MEM :c(m)meas(mES” (r(e))
automatisch daaraan voldaan.

Het bepalen van de toegelaten werkplekplanning met behulp van de in (i) beschreven procedure
kan worden opgedeeld in de volgende stappen:

1 Het creéren van de verzameling M. Laat S:=max S~ (r). Het creeren van de verzameling M’
rER

kost dan O(|E|-S:|M|) en in termen van de inputparameters O(|W |-|E|* -S?- p)

operaties.

2. Het creéren van de verzameling E’. Dit kost O(E|-S:|T|-|M|) en in termen van de

inputparameters O(|W || E |*-S? - p*) operaties.
3. Het bepalen van werkplekplanning Z’ bij M’ en E’ zoals beschreven in bewijs van stelling
5.2(i). Met behulp van
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E’ . *(; .A
| |S|E|xp€akxs(,)15|g|s,

d(m'’) = d(m) en

meM Tim)=1 meEM: T )=1

volgt dat dit

o( p-lE|-$ [ 10g(p)]+ oW |E} p. ) > deniia (e)] (6.1)
&l

operaties kost.

In (6.1) wordt ¢(W

E|, p,S) gegeven door:

2

ELp.S)=(W| p+|E|-$-p+|E|-S+2)-(W| p+W||E|-S +|E|-S- p+|E|-$)

(W),

4.Het bepalen van Z’ uit Z. Dit kost |Z’] operaties en omdat er geldt dat |Z’| < |M| : max(l(T)) kost
na’
dit O(IMI . r;lax([(T))) en in termen van de inputparamters ()QE| : p)operaties.

Alle vier de stappen hebben dus een looptijd die pseudopolynomiaal is. Dus kan er voor een
gegeven verzameling M in polynomiale tijd een toegelaten werkplekplanning Z gevonden
worden

6.3.2 DE SITUATIE MET NIET-STRICTE BEZETTINGSEISEN VOOR ENKELE KAMERS

Wanneer er tenminste é€n niet-stricte bezettingseis is gedefinieerd zal het algoritme voor het oplossen
van het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM niet meer volstaan voor het vinden van oplossing
voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM.

Wanneer er voor een bezettingseis ¢ € E* in de oplossing van MIN-COST-MAX-FLOW(E) geldt dat
fe*— 1) = u(e® — 1), worden alle werkplekken s € S"(r(e")) voldoende lang bezet. Het kan immers zo
zijn dat voor ® € EF geldt dat (¢ — 1) = u(e® — 1) maar (", 5, T) = ( ¢, 5)) =
fi(e", sz, T)— ( €, s3)) voor een bepaalde T € T en s, 52 € S'(r(€")). In de met deze stroom
corresponderende gedeeltelijke werkplekplanning zou de werkplek s; in het interval T gedurende
(", s, T) = ( ¢®, s,)) tijdseenheden bezet zijn, en de werkplek s, gedurende (e, 55, T) = (¢, 52))
tijdseenheden. Een corresponderende toegelaten werkplekplanning bestaat er niet omdat voor een
toegelaten werkplekplanning moet gelden dat wanneer er op een bepaald moment tenminste €én
werkplek in de kamer r(e*) bezet wordt, dat dan alle vereiste werkplekken binnen deze kamer bezet
moeten zijn. Dit is niet mogelijk wanneer f{(e", s;, T) = ( ", 5))) = fie, sz, H—> (", s2)). Dit wordt
geillustreerd in het volgende voorbeeld.
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VOORBEELD 6.1.

Op een afdeling hebben op een dag drie werknemers W = {w,, w,, w;} dienst. Alle werknemers
hebben op die dag een dienst van 7:30 tot 16:00. Tussen 11:30 en 12:00 hebben zij gezamenlijk pauze.
Op de afdeling is er een kamer r die bestaat uit drie werkplekken S(r) = {s, s,, 5;} waarvoor geldt dat
alle drie de werkplekken vereist zijn voor de opening van de kamer. Voor deze kamer bestaat een
bezettingseis ¢ die zegt dat de kamer de bewuste dag tussen 7:30 en 16:00 voor de duur van 4 uur
geopend moet zijn. Verder geldt er op die dag nog een bezettingseis e;’ voor een werkplek s, die zegt
dat deze werkplek tussen 12:00 en 16:00 voor de duur van 4 uur geopend moet zijn en een
bezettingseis e’ voor een werkplek s; die zegt dat deze werkplek tussen 7:30 en 11:30 voor de duur
van 4 uur geopend moet zijn . Voor elke werknemer w; geldt dat deze als enige gekwalificeerd is voor
werkplek s;, i € {1,2,3}. Verder is werknemer w; als enige gekwalificeerd voor werkplek s, en is
werknemer w; als enige gekwalificeerd voor werkplek ss.

Het netwerk Gr(E) voor dit probleem is weergegeven in figuur 16.
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Figuur 16: netwerk Gg(E) bij probleem in voorbeeld 6.1.

Een optimale oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E) is weergegeven in figuur 17.
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Figuur 17: optimale flow in het netwerk Ggr(E)
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Voor de oplossing in figuur 17 van het probleem MIN-COST-MAX-FLOW,(E) geldt dat -1 =
u(¢® —> 1). Doordat werkplek s, en s; tussen 12:00 en 16:00 uur bezet worden, maar werkplek s; tussen
7:30 en 11:30 uur bezet wordt wordt er echter niet aan de bezettingseis ¢* voldaan.

Uit het voorbeeld kan worden afgeleid dat de bovengrens UB(f) in de situatie met niet-stricte
bezettingseisen voor kamers niet noodzakelijk correspondeert met de waarde van de doelfunctie voor
een toegelaten oplossing voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM. Wanneer UB(f) bepaald wordt
met behulp van (5.3) volgtdat UB(f)=-3-3-4-3=-18

Een oplossing voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM waarvoor geldt dat de doelfunctie de waarde
-18 heeft bestaat er echter niet omdat hiervoor volledig aan alle bezettingseisen moeten worden
voldaan. Dit is echter niet mogelijk omdat dat zou betekenen dat werknemer w; van 12:00 tot 16:00
uur aan werkplek s, wordt toegewezen en werknemer w; van 7:30 tot 11:30 uur aan werkplek ss wordt
toegewezen (dit is namelijk de enige mogelijkheid om aan de bezettingseisen e’ en e, te voldoen).
Om aan de bezettingseis * volledig te voldoen moeten de werknemers gedurende 4 uur alle drie
beschikbaar zijn, dit is echter niet meer het geval omdat werknemer w; alleen nog maar tussen 12:00
tot 16:00 uur beschikbaar is en werknemer w;alleen nog maar tussen 7:30 tot 11:30 uur.

6.3.2.1. BESTAAT ER EEN OPLOSSING VOOR HET WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM WAARVOOR DE
DOELFUNCTIE WAARDE UB(f) HEEFT ?

Laat voor een oplossing f voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E", E) de verzameling Eycur
gedefinieerd zijn door Eycyr = { ¢ EE| le > ) =u(e — 1) }.

Voor de knopen N(E*, E") met LB(f) = UB(f) zal er nog moeten worden nagegaan of er een toegelaten
oplossing voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM bestaat waarbij volledig wordt voldaan aan alle
bezettingeisen in Eycyr. Wanneer dit het geval is, zal UB(f) inderdaad een bovengrens voor de waarde
van de doelfunctie bij het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM zijn. De knopen onder N(E*, E’) hoeven
dan niet meer onderzocht te worden. Wanneer er echter geen toegelaten oplossing voor het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM blijkt te bestaan waarbij er volledig wordt voldaan aan alle
bezettingeisen in Eycyr, zal het nodig zijn de knopen onder N(E*, E) te onderzoeken.

. * . e .. * R
Laat de verzameling Eycyr gedefinieerd zijn door Eycur = {€ € Eycr N E | dpenoniga(€) < teind(€) -

thc;:in(e) }’

Wanneer geldt dat Eycmr = @ zal er in de oplossing voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM aan
geen enkele niet-stricte bezettingseis voldaan hoeven worden. In dat geval zal er altijd een oplossing
voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM bestaan waarvoor de doelfunctie de waarde de UB(f) heeft.
(Zie paragraaf 6.3.1. voor de situatie waarin alle bezettingseisen voor de kamers strict zijn)

Wanneer er geldt dat Eycur = ¢ zal er moeten worden nagegaan of er een toegelaten oplossing voor
het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM bestaat waarbij volledig aan alle bezettingseisen in Eycpp wordt
voldaan. Hiervoor zal er moeten worden nagegaan of het mogelijk is om aan elke bezettingseis
e € Eycur een enkele niet-overlappende tijdsintervallen, liggend tussen de tijdstippen f,...(¢) en
t.mi(€) en met een totale lengte van dyinaigd(€), te koppelen gedurende welke de kamer r(e) geopend zal
zijn. Om het aantal mogelijkheden waarop aan een niet-stricte bezettingseis voor een kamer voldaan
kan worden te beperken, wordt aangenomen dat de bezetting van de kamer aaneengesloten moet zijn.
In paragraaf 6.3.2.2. zal er worden toegelicht op welke manier een verzameling openingsintervallen bij
een niet-stricte bezettingseis bepaald kan worden.

Laat T%(e) een verzameling van openingsintervallen bij de niet-stricte bezettingseis ¢ € Eycwr zijnen

laat T® een vector zijn die op elk moment aangeeft welk openingsinterval er voor de verschillende
bezettingseisen e € Eyemr  1s gekozen.
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Door nu uit elke verzameling T%(¢) voor ¢ € Eycyr precies één interval T%(¢) te kiezen wordt een
verzameling van de bezettingseisen verkregen waarvoor geldt dat elke bezettingseis ¢ € E” strict is. In
dat geval is er aan de in stelling 6.2 gestelde voorwaarde voldaan. De begin- en eindtijden van de
intervallen in T¥(¢*) hoeven niet overeen te komen met de begin- en eindtijden van intervallen in T,
hierdoor zal er over het algemeen niet aan de voorwaarde voor stelling 6.1 voldaan zijn.

Na het strict maken van de bezettingseisen ¢ € Eycyr moet de verzamelmg intervallen T dus nog
aangepast worden aan de nieuwe begin- en eindtijden bij de bezettingseisen in Eycmr', om zo aan de
voorwaarde voor stelling 6.1 te voldoen.

Een nieuwe verzameling tijdsintervallen T’ is als volgt te bepalen. Een verzameling T’ kan
samengesteld worden door alle verschillende tijdstippen ty.i(€), fima(€) voor alle bezettingseisen ¢ €
Everi \ Excntr > thegin(TF(€)), tand(T¥(€)) voor alle bezettingseisen ¢ € Ejep €n tijdstippen j waarvoor
geldt dat (8;_, € B(w, p) A §; & B(w, p)) v (8;- & B(w, p) A §;E€ B(w, p)) voor tenminste één w € W
te rangschikken. Hierdoor wordt een lijst {¢), £; , ... , t,} van tijdstippen verkregen. Kies nu als
elementen voor de verzameling T’ de intervallen T; (voor 1 < i < n) als zijnde het interval tussen de
tijdstippen t; en t;, wordt een verzameling van niet-overlappende intervallen gevonden, die voldoet
aan alle hierboven genoemde eigenschappen.

Door nu bij deze nieuwe verzameling van tijdsintervallen T’ een netwerk Gr(E - TR) te construeren
zoals beschreven in paragraaf 6.1 (voor het netwerk Gg(E)), maar waarbij de t.,(¢*) en to(e”), voor
e € Evenr zijn vervangen door t,,u,,,(TR(e ) respectleveh]k tl,,,,,(TR(e )) en de verzameling E is
beperkt tot de verzameling Eyc.- (€n de verzameling E® tot Even NES en de verzameling E® tot E,yenr
N ER), wordt een netwerk verkregen met dezelfde structuur als het netwerk Gg(E) en is er bovendien
aan de voorwaarde in stelling 6.1. voldaan.

Het netwerk Gr(Excas ™ ) kan als volgt gedefinieerd worden:

De verzameling knopen Vg(Ey e, TR) in het netwerk Gr(E s TR) bestaat uit:

e 5

s w1 voor alle paren (w, T) met w € Wen T € T’, waarvoor geldt dat de werknemer
w beschikbaar is gedurende het interval T;

e (& T) voor alle paren (¢', T) met T € T? en €' € Ep N ES, waarvoor geldt dat het
interval T ligt tussen tijdstippen t,,%,,,(c ) en t../d¢ )

. (e.R, 5,T) voor alle paren (e T)metTE T’ en e (Ericar \E\,( - *) N EX®, waarvoor
geldt dat het interval T ligt tussen tudstnppen thein(€®) €N L €"), voor alles €
S°( 1(€*)) en voor alle paren (", TYmet T € T’ en ¢ € Eyan, waarvoor
geldt dat het interval T ligt tussen tijdstippen t,,(”,,,(TR(c'()) en L THE)),
voor alle s €S ( 1(¢"));

. (e", s) voor alle paren (eR, 5) met * EE, o NEXense S*(r(e” »;

o« voor alle ¢* € E, e N EX:

o ¢ voor alle ¢* € E, - N ES:

e

De verzameling van pijlen Ag(E,ca, TR) in het netwerk G(E) bestaat uit:

e s—=>wT) voor alle knopen (w, T) € Vr(Eyear, TY)
. capaciteit « = I(T) en kosten ¢ = 0;
« w,D—( T voor alle knopen (w, T) € Vi(Eycsr, T*) en alle (¢*, TYEVr(Ene. e )

wanneer werknemer w de kwalificaties heeft voor werkplek s(¢'),
capaciteit # = /(T) en kosten ¢ = 0;
s w,1)— (eR, s, T) voor alle knopen (w, T) € Vr(E e, TR) en (¢, s, DE Vr(Evern TR)
waarvoor geldt dat werknemer w de kwalificaties heeft voor
werkplek s,
capaciteit u = [(T) en kosten ¢ = 0;
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. (e‘v, T — e voor alle knopen (eS, Ty € Vi(E ionrs TR) ene’ € Ve(Ecars TR),
capaciteit « = I(T) en kosten ¢ = (;

. (e", s, = ( e, s) voor alle knopen (e“, s, DE Vr(Eyenrs TR) en (e", $) € Vr(Eyenrs TR),
capaciteit ¥ = [(T) en kosten ¢ = 0;

. (eR, s) — e voor alle knopen (e”, 5) € Vr(Eryenrs TR) ene’ e Ve(Eveans TR),
capaciteit 1 = d,,e,,,,,/,-y(,(e”) en kosten ¢ =0;

e ¢ voor alle ¢* € Vr(E vicrrs TR),
capaciteit u = d,,e,,,,,,;m,(e‘\‘) en kosten ¢ = —q(e"') / d,,t.,,(,,,,-m,(es);

o My voor alle ¢ € Vr(E vioars TR),

CapaCiteit U= I S*(r(ek))l : dhcnadixu'(ek) en
kosten ¢ = -q(€*) / dpenodiga(€”™)-

Laat het probleem MIN-COST-MAX-FLOWR(E s, ) gedefinieerd zijn als het minimum-cost-
maximum-flow probleem op het netwerk Gr(Escus T® ). Wanneer dit probleem een oplossing f geeft
waarvoor geldt dat fle—t) = u(e—f) voor alle e€ E, .y, kan er geconcludeerd worden dat bij de
openingsintervallen ™ bij de niet-stricte bezettingseisen uit E,.,(-M,.-* een werkplekplanning bestaat
waarin volledig aan alle bezettingseis uit E,.,- voldaan wordt. Omdat het netwerk Ggr(Ecpy, TR)
dezelfde structuur heeft als het in paragraaf 6.1. gedefiniecerde netwerk Gg(E) en er door de keuze van
de intervallen T’ aan de in stelling 6.1. gestelde voorwaarde is voldaan, kan er uit elke oplossing f
voor een probleem MIN-COST-MAX-FLOW(E e, TY) een gedeeltelijke werkplekplanning M worden
afgeleid waarin aan alle bezettingseisen Evorpaan :={€¢ € Eyean: | fe—0)= u(e—1)} volledig voldaan
wordt. Op grond van stelling 6.2 kan uit deze gedeeltelijke werkplekplanning M een corresponderende
toegelaten werkplekplanning Z bepaald worden waarin aan alle bezettingseisen uit Eyorpaan voldaan
wordt. ’

Er kan gekeken worden of er een toegelaten oplossing voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM
bestaat waarin aan alle bezettingseisen uit E,, voldaan is, door voor de verschillende combinaties
van openingsintervallen T® voor de niet-stricte bezettingseisen uit E,cn het probleem MIN-COST-
MAX-FLOW(E yar, TF) Op te lossen en te stoppen wanneer er een oplossing f gevonden wordt
waarvoor geldt dat fle—>t) = u(e—t) voor alle ¢€ Eycy en dus Evorpaan = Eyen- of wanneer alle
mogelijke combinaties onderzocht zijn.

De oplossing van het probleem MIN-COST-MAX-FLOW g(E e, TR) geeft aan hoeveel tijdseenheden een
werknemer elk interval in 77 moet worden toegewezen. De oplossing correspondeert dus direct met
een gedeeltelijke werkplekplanning. Voor het bepalen van een toegelaten werkplekplanning bij een
oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW x(Eycas, TR) moet er voor enkele intervallen in T’
nog een minimum-cost-maximum-flow probleem opgelost worden. De hieronder beschreven methode
is equivalent aan de in het bewijs van stelling 6.2(i) beschreven methode.

Laat f(e,T) het aantal tijdseenheden zijn dat in de oplossing voor MIN-COST-MAX-FLOW g(E e, T} in
het interval T aan de bezettingseis ¢ besteed wordt. Voor intervallen T €T’ waarvoor geldt dat

0 < Be,T) < (T) moet er

Laat /(1) gedefinieerd zijn als de grootste gemeenschappelijk deler van alle Ae,T) = 0 voor ¢ E E, en
I(T). Deel het interval T op in een verzameling van n = ( [(T) / [(7) ) niet-overlappende intervallen van
lengte /(7) en laat deze verzameling intervallen gegeven zijn door 7= {7;, 2 ,..., T }.
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Construeer nu het netwerk GE, T) met een verzameling knopen V{(E, T) bestaande uit:
. S
* (w,7) voort€ renw & W waarvoor (w, T) € Vr(Eya, TR);
e (s,7) voortETene € Eycyr N E® waarvoor (e,s, T) € Vr(Eyerns TR);
voor 7€ ten ¢ € Eycur N E° waarvoor (e, T) € Vr(Eyenrs TR) en s(e) = s,
s ¢ voor ¢ € Eycur N ES waarvoor (s(e), 7) € V. E, T),
voor e € Eyenr N ERfwaarvoor (s, 1) € V.%(E, T) en s € §'(r(¢))
s f

Laat de verzameling pijlen A(E, T) in G E, T) bestaan uit:

* s—=>(w,1) voor alle knopen (w, 1) € V(E, T),
capaciteit « = /(t) en kosten ¢ = 0;
s w,D—(s1) voor alle knopen (w, 7) €EVE,T)en(s, 1) € V(E, T),

waarvoor geldt dat (w, T) — (e, s, T) € Ag(Eremrs TR) voor
e € Eycur N EX of w,T) — (e, T) € Ar(Ercans TR) voor

eEEuemr N E’.
capaciteit «# = /(7) en kosten ¢ = 0;
s (s, O)—e voor alle knopen (s, 7) EV{E, TNene€ V(E, T)

waarvoor geldt dat s € S™(r(e)) of s(e) = s,
capaciteit u = /(1) en kosten ¢ = 0;

s e—t voore EV{E,T),
capaciteit « = e, T) en kosten ¢ = 0;

Het minimum-cost-maximum-flow-probleem op het netwerk GAE, T) zal in het vervolg worden
aangeduid met MIN-COST-MAX-FLOW(E, T). Bij een oplossing voor het probleem MIN-COST-MAX-
FLOW (Eysenrs TR) kan een werkplekplanning voor het interval T, bepaald worden door een oplossing f
voor het probleem MIN-COST-MAX-FLOW,(E, T) te bepalen en een werknemer w € E aan een werkpek
s € § toe te wijzen wanneer f{l(w, ) = (s, 7)) = (7).

6.3.2.2. SAMENSTELLEN VAN EEN VERZAMELING OPENINGSINTERVALLEN BLJ EEN BEZETTINGSEIS

In de vorige paragraaf is er gesproken over het samenstellen van een verzameling van mogelijke
openingsintervallen TR(e) voor elke bezettingseis ¢ € Eycmr . Er is echter nog niet toegelicht op wat
voor een manier dit zou moeten gebeuren. Een manier waarop dit kan gebeuren is de volgende.

Laat th,(T) en £, 7T) het begintijdstip respectievelijk het eindtijdstip zijn van het interval T € T.
Bepaal de grootste gemeenschappelijke deler y van alle begin- en eindtijdstippen fu.pin(T) en t., (T) en
alle dpenoaiga(€) voor e € E. Voor alle e € Euvemr kan een verzameling TR(e) van openingsintervallen
samengesteld worden door de periode [tigi€), tind(€)] Op te delen n = (funa(€) — thegin(€)) / y niet-
overlappende intervallen van lengte y.

T®(e) = {(t,,‘,ﬂ,.,, (€) + iy, by () + (i + l)y)o <isn- 1}

Er wordt aangenomen dat y niet al te klein zijn, waardoor het aantal openingsintervallen dat per
bezettingseis beschouwd wordt niet al te groot zijn. Deze aanname lijkt redelijk omdat het over het
algemeen niet zinvol zijn bezettingseisen op de minuut nauwkeurig te definieren en dit eerder op het
hele uur, het halve uur of eventueel het kwartier nauwkeurig zal gebeuren.

55



6.3.4, BEPALEN VAN EEN OPTIMALE OPLOSSING VOOR HET WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM

In de situatie waarbij er sprake is van niet-stricte bezettingseisen voor één of meerdere kamers mag er
wanneer er in een knoop N(E*, E’) van de branch-and-bound-boom geldt dat UB(f) = LB(f) niet zonder
meer vanuit worden gegaan dat er een toegelaten oplossing van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM
bestaat waarbij de waarde van de doelfunctie gelijk is aan UB(f). Dit blijkt uit VOORBEELD 6.1. In
figuur 18 is een manier aangegeven waarop bepaald kan worden of er een toegelaten oplossing van het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM bestaat waarbij de waarde van de doelfunctie gelijk is aan UB(f). In
figuur 19 is een flowchart voor het algoritme voor het optimaal oplossen van het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM weergegeven. Met het in deze flowchart weergegeven algoritme
kunnen alle instanties van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM (en dus ook alle instanties van het
APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM) optimaal worden opgelost.

Bepual bij clke ¢ € ey eon verzameling van mogelijke
peningsintervallen T(e). (paragraal 6.3.2.3)

b 4
Kices cen nog nict onderzochic combinatic 7% van
openingsimervallen T¥e) €18 (e) voor ¢ € By o

JF 3

. . Lo o jur
Bepaal cen nicuwe verzameling Hidsintervallen 77 en hepaal l
cen oplimale oplossing / voor het probleem MIN-COST- Is er nog con combinatic van openingsintervallen T8y voor ¢ GE
MAX-FLOW(E gt T80 Geldt er fre 1) = ue =) voor ofke dic g nict onderzocht is
¢ E B yens?

nee B
[RY

A 4

nee
ja
h 4
Het is mogelijk om aan de bezettingseisen in £yey,”
cningstijelen te koppelen zodanip dat aan clke hezettingseis Heis nict mogelijk om aan de bezettingseisen in By,
¢ € Eyppqqp voldaan wordl. Deze apeningstijden worden openingstijden te koppelen zodaniy dat aan clke
gegeven door de vector TV 7%= ¥ hezehtingseis ¢ € E gy qgye volledig voldaan wordi

Figuur 18: algoritme waarmee een verzameling van openingstijden bij de niet-stricte bezettingseisen
voor de kamers bepaald wordt
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planningsperiode wordt opgedeeld (paragraal 5.2)

v

PE‘:: Q. E=0Q.E_=0.U:=0L= UW

opt *

Bepaal verzameling intervallen T waarin de ]

Bepaat oplossing f voor MINIMUM-COST- Kies knoop ME* . E-) achteraan in de lijst
MAXIMUM-FLOW (E* . E") N L ¢n verwijder deve it de Hijst L
s )

Restaal or cen ¢ EE* waarvoor in o]  Geentocpelaten oplossing bij knoop ME* . E')
Sgeldt dat fle—=0) < u(e—>1) ? ja en onderlipgende knopen ja

b I

cpaal LB ¢ L Geldror |
Bepaal l,;:(,/[)‘;{rnuf({/) ) selde e i ;l Is er nog cen levende knoop N in de lijst L ?

Plaats knopen —
NE*U {e’} . E)yen ‘,,(.‘. nee +

NE* EU ) E,, is ten oplimale verzameling van
achieraan in de Hjst L Bestaat er cene €E \(E*UE") bezettingseisen waaraan volledig voldaan kan
4 swaarvoor geldt dy fe—t) < u(e—s1) ? wuorden,
; ‘lu’(' Vour elke niet-stricte hezetingseis voor cen kamer
i Plaats kaopen ¢€E,, is T“',,,,,(r) de openingstijd voor de kimer in
i Er geldt LB() = UBY). Kies NE*U {e'} (ED de optimale uplossing.
| . \ . S o NLEY | .t
<€ By (E"U B Tl\llvu(rEnnﬁ\Lt‘l'((ll)\)l S eorrespondeent met een optimale oplossing voor
‘ - L ¢ het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM
; nee ¢
i I het mogelijk om aan A
de bezettingseisen in —'P[ Geldt er dat UB(fy < U ? nee Zifn crimtervallen 1 €T waarvoor geldt dat nee
: Evesn ja Lade Dy = e N < iy ?
openingstijden te it +
koppelen, zodaning nee o BT - e J
dat aan clke tepaal Eyeapy”. Cieldt o7 dut By = & Los voor elk van deze imervallen het probleem
bezeungseis * ju MIN-COST-MAX-FLOW (E. Iop.
¢ & E gy volledig . . v
M CPhL = 2 =ty = a(e—0) ), U= UB y
voldaan kan worden ? Hepaat £, 3= { eSE|f A,) we=ny ) U= Uligfen e S N R
vie tiguur 18) = Liris een opllmdlf oplossing vour het
(zie tig [ * WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM gevonden
Jja

Figuur 19: Algoritme waarmee een optimale oplossing voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM
bepaald kan worden
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7. MOGELIJKHEDEN OM IN HET MODEL REKENING TE HOUDEN MET WENSEN VAN PLANNER EN
WERKNEMERS

Bij de wiskundige formulering in hoofdstuk 2 is het optimaliteitscriterium geformuleerd. Tot nu toe is
er bij het zoeken naar een optimale oplossing alleen nog maar rekening gehouden met dit criterium.
Vaak zullen er echter ook andere criteria een rol spelen. In dit hoofdstuk zal aangegeven worden op
welke manieren het mogelijk is om binnen het model rekening te houden met extra criteria. Voor twee
criteria zal worden aangegeven hoe deze in het model kunnen worden opgenomen. In paragraaf 7.1.
wordt toegelicht op welke manier het aantal malen dat er binnen een dienst van werkplek gewisseld
moet worden beperkt kan worden. In paragraaf 7.2. wordt aangegeven hoe met een maximum
aaneengesloten duur voor de bezetting van een werkplek door eenzelfde werknemer rekening kan
worden gehouden.

7.1. BEPERKEN VAN HET AANTAL WISSELINGEN VAN WERKPLEK BINNEN EEN DIENST

In gevallen waarin er sprake is van een groot aantal verschillende begin- en eindtijden voor de
bezettingseisen, zal de planningsperiode in een groot aantal intervallen T € T opgedeeld worden. In
deze gevallen zal het niet wenselijk zijn dat een werknemer elk van de intervallen uit T waarin hij
beschikbaar is aan een andere werkplek wordt toegewezen. Een manier om het aantal wisselingen te
beperken is het aantrekkelijker maken van bepaalde combinaties van werknemer en werkplek door
random kosten in het model op te nemen.

Dit kan gebeuren door voor elke combinatie van een werknemer w € W en een bezettingseis ¢ € E°,
waarvoor geldt dat werknemer w gekwalificeerd en voldoende ervaren is voor werkplek s(¢), een
random getal e(w, e), 0 se(w, e) < 1, te trekken. Ook moet voor elke combinatie van een werknemer
w € W, een bezettingseis ¢ € EX en een werkplek s € S'(r(e)) een random getal g(w, s, ¢),
0 < &(w, 5, €) < 1 getrokken worden.

max c(e — )

Zu(e —1) .

Aangezien er geldt dat c(e—1) <0 voor alle e € E, zal er gelden dat w > 0. In de netwerken Gg(E) en
Gr(Evcumrs TR) wordt aan de pijlen (w, T) — (e", s, T) kosten org(w, s, €) en aan de pijlen (w, T) —
(¢*, T) kosten w-e(w, ¢) gekoppeld. Ook in het netwerk G/E, T) bij het probleem MIN-COST-MAX-
FLOW(E, T) worden de kosten aan de pijlen (w , 7) — (s, 7) vervangen door w-g(w, s, ¢) wanneer s €
S"(r(e)) en door w'e (w, €) wanneer s=s(e).

Laat w:=—

De hier geintroduceerde kosten zijn in absolute waarde vele malen kleiner zijn dan de kosten die aan
de pijlen (¢ — ) hangen. Laat de verzameling A bestaan uit alle pijlen (w, 7) — (", s, T) en
(w, T) — (¢, T) in het netwerk Gr(E). Wanneer er door dit netwerk van s naar ¢ een stroom f loopt
van waarde F eenheden geldt dat:

S f@)=F
aSA .
Dit geldt omdat elk pad van s naar ¢ in Gg(E) precies één pijl uit de verzameling A bevat. Een

bovengrens voor de waarde van een flow van s naar ¢ in Gg(E) is Ztu(e — t) (meer stroom kan er
(&

immers niet in knoop ¢ aankomen).
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Voor de totale kosten als gevolg van de stochastische kosten bij een flow f in Ggr(E) zal dus gelden

dat:
Ztu(e%t)'—maxc(eet)
: : . =4 - =L i = — ‘e —
;ﬂa)-c(ak;f(a) ©=F-ws Zg”(e*” - - maxcle )

Het invoeren van deze stochastische kosten heeft dus geen invloed op de hoeveelheid flow die in de
optimale oplossing van het minimum-cost-maximum-flow probleem op het netwerk Gg(E) door de
pijlen e — ¢ stroomt. De reden hiervoor is dat het verlies wat deze stochastische kosten maximaal
kunnen veroorzaken altijd kleiner is dan de winst die verkregen wordt bij het sturen van één eenheid
stroom door een willekeurige pijl e — t. Een soortgelijke bewijs kan gegeven worden voor de
netwerken Gr(Eycmr, TR) enGA(E, 1.

Bij het opnemen van deze stochastische kosten in het model zal er dus binnen de verzameling van
oplossingen die optimaal zijn gegeven het optimaliteitscriterium in hoofdstuk 2, gezocht worden naar
een oplossing waarvoor de in deze paragraaf geintroduceerde kosten minimaal zijn. De ingevoerde
random kosten zorgen ervoor dat elke werkplek voor een bepaalde werknemer of voor een kleine
verzameling van werknemers aantrekkelijker wordt dan de andere werkplekken, hierdoor zal het
aantal wisselingen van werkplek zeer waarschijnlijk beperkt worden. Deze heuristische methode bleek
in de praktijk vaak te leiden tot een vermindering van het aantal wisselingen van werkplek.

7.2. MAXIMUM AANEENGESLOTEN DUUR VOOR BEZETTING WERKPLEK DOOR EENZELFDE
WERKNEMER

Voor de werkplek ‘mengen’ binnen de apotheek-afdeling van het Academisch Ziekenhuis Rotterdam
geldt dat, vanwege de RSI-gevoeligheid van de taak op die werkplek, het niet geoorloofd is dat een
werknemer langer dan een dienstdeel (ochtend of middag) aan deze werkplek wordt toegewezen. Hier
kan rekening mee gehouden worden door voor het construeren van het netwerk Gg(E) van te voren
een willekeurig aangewezen helft van de op die dag beschikbare en bovendien voor de werkplek
gekwalificeerde werknemers slechts toe te staan ’s-ochtends de werkplek te bezetten. De andere helft
wordt slechts toegestaan deze werkplek ’s-middags te bezetten. Wanneer voor deze werkplek
‘mengen’ een bezettingseis ¢’ gedefinieerd is, moet de pijl (w, T) — (¢*, T) slechts in het netwerk
opgenomen worden wanneer de werknemer w het dienstdeel waarin het interval T valt wordt
toegestaan de werkplek te bezetten.
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8. REKENTLID

Zoals al vermeld is branch-and-bound een methode die vaak wordt toegepast bij het oplossen van NP-
volledige problemen. Over de rekentijd is bij de toepassing van branch-and-bound echter weinig te
zeggen. De effectiviteit hangt sterk af van de strategie die men kiest en het probleem dat men wil
oplossen (Papadimitriou & Steiglitz, 1980). Een belangrijk onderdeel van de strategie is de manier
waarop er een ondergrens bepaald wordt voor de oplossing van de deelproblemen bij de knopen.
Hierbij heeft men vaak de keuze tussen tussen grenzen die relatief strak zijn maar een relatief lange
rekentijd vragen en minder strakke grenzen die snel bepaald kunnen worden. Een minimum-cost-
maximum-flow kan in (pseudo)polynomiale tijd bepaald worden.

Voor de instanties van het APOTHEEK-WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM waarin er met de beschikbare
werknemers aan alle bezettingseisen kan worden voldaan, geeft het ontwikkelde algoritme in
pseudopolynomiale  tijd een optimale oplossing. Ook voor instanties van  het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM waarbij geldt dat alle bezettingseisen voor kamers strict zijn en er
met de beschikbare werknemers aan alle bezettingseisen kan worden voldaan, vindt het algoritme in
pseudopolynomiale tijd een optimale oplossing.

Voor instanties van het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM waarin er slechts aan enkele bezettingseisen
niet kan worden voldaan zal er gelden dat er niet tot diep in de boom gebranched hoeven te worden. Al
voor relatief kleine verzamelingen E™ zal dan voor de oplossing van het deelprobleem bij knopen
N(E" , E") gelden dat LB(f) = UB({). De kinderen van deze knopen hoeven dan niet meer onderzocht te
worden. Ook in de situatie waarin er slechts aan enkele bezettingseisen wel zal kunnen worden
voldaan, zal er niet tot diep in de boom gebrached hoeven worden. Al voor relatief kleine
verzamelingen E* zal dan voor de oplossing van het deelprobleem bij knopen N(E* , E’) gelden dat

LB(H=UB(f).

In situaties waarin er relatief veel knopen onderzocht moeten worden, zal het gebruik van depth-firs:-
search ertoe leiden dat er over het algemeen snel een goede toegelaten oplossing voor het
WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM gevonden wordt. Het inbouwen van een stopcriterium is mogelijk
(zie hiervoor paragraaf 5.6.3.).

Tenslotte geldt er voor de instanties waarin er geen sprake is van niet-stricte bezettingseisen voor
kamers dat bij elke oplossing f in een knoop in pseudopolynomiale tijd een toegelaten oplossing voor
het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM bepaald kan worden waarvoor de doelfunctie waarde UB(Y)
heeft. Voor het vinden van een goede toegelaten oplossing voor het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM
is het dus niet altijd noodzakelijk om door te gaan met branchen totdat er een knoop gevonden is
waarin er voor de oplossing f van het deelprobleem geldt dat LB(f )=UB(f).
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9. CONCLUSIES

In deze scriptie is een algoritme beschreven waarmee het werkplanningsprobleem binnen afdelingen
van grotere ziekenhuizen kan worden opgelost. Dit algoritme wijst de binnen een planningsperiode
beschikbare werknemers op een efficiénte manier toe aan de binnen de afdeling te bezetten
werkplekken. Het algoritme maakt gebruik van de enumeratieve methode branch-and-bound om een
optimale deelverzameling van de bezettingseisen te vinden waar, gegeven de beschikbaarheid van de
werknemers, volledig aan kan worden voldaan. Door het oplossen van een minimum-cost-maximum-
flow probleem worden ondergrenzen voor de deelproblemen bepaald.

Het algoritme is inmiddels geprogrammeerd in Delphi en maakt deel uit van het door ORTEC
ontwikkelde softwarepakket HARMONY, zoals dat inmiddels op de pilot-afdelingen bij het Academisch
Ziekenhuis Rotterdam is geinstalleerd. Binnen het Academisch Ziekenhuis Rotterdam wordt er op dit
moment nog gezocht naar een pilot-afdeling waar vereiste gezamelijke bezetting van werkplekken
binnen kamers een rol speelt.

Over de rekentijd van het algoritme in de praktijk is op dit moment nog weinig bekend. Aangezien de
werkplekplanningsproblemen voor verschillende afdelingen sterk kunnen verschillen, zal ook de
rekentijd van het algoritme voor het oplossen van deze problemen sterk kunnen verschillen. In
gevallen dat de rekentijd van het algoritme voor het oplossen van het werkplekplanningsprobleem op
een bepaalde afdeling te groot blijkt te zijn, bestaat er de mogelijkheid een stopcriterium in het
algoritme op te nemen.
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APPENDIX A: SYMBOLEN-LIJST

A.1 VERKLARING SYMBOLEN M.B.T. FORMULERING WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM

CR

th('gin(c)
'/ ciml( (f)
d hvnndi}:rl( (3)

q(e)
s(e®)
r(e")

Z

Zz

w(z)
e(2)
s(2)
thcgin(z)
t,_.,',,{[(Z)
U(e)

Ke)

de periode waarvoor er een werkplekplanning plaats moet vinden.

een eenheidsinterval binnen de planningsperiode

de verzameling van alle werknemers.

een werknemer uit de verzameling W.

de verzameling van intervallen binnen de planningsperiode p gedurende welke
werknemer w beschikbaar is voor het bezetten van werkplekken.

de verzameling van alle kamers.

een kamer uit de verzameling R.

de verzameling van alle werkplekken.

de verzameling van alle werkplekken binnen de kamer r. Er geldt dat S(r) C § voor
aller ER.

de verzameling van alle werkplekken binnen de kamer r, die voor opening van de
kamer r vereist zijn. Er geldt dat $7(») C S voor alle r €R.

een werkplek uit de verzameling S.

de verzameling van alle kwalificaties.

de verzameling van kwalificaties waarover werknemer w beschikt. Hiervoor geldt dat
K(w)CK.

de verzameling van kwalificaties waarover een werknemer moet beschikken om
werkplek s te mogen bezetten. Hiervoor geldt dat K(s) € K.

het ervaringsniveau van werknemer w bij een kwalificatie &.

het minimum ervaringsniveau dat vereist is bij een kwalificatie K om werkplek s te
mogen bezetten.

de verzameling van alle voor de periode p gedefinieerde bezettingseisen.

de verzameling van alle voor de periode p gedefinieerde bezettingseisen voor a
afzonderlijke werkplekken. Hiervoor geldt dat E* CE.

de verzameling van alle voor de periode p gedefinieerde bezettingseisen voor kamers.
Hiervoor geldt dat E® = E\ E®.

een bezettingseis uit de verzameling E.

een bezettingseis uit de verzameling E°.

een bezettingseis uit de verzameling E*.

het begintijdstip bij een bezettingseis e.

het eindtijdstip bij een bezettingseis e.

de benodigde bezettingsduur bij een bezettingseis e. Hiervoor geldt dat
Abenodind(€) S Loind(€) = Lhgin(€).

de prioriteit bij een bezettingseis e.

de werkplek waarvoor bezettingseis ¢’ geldt.

de kamer waarvoor bezettingseis ¢* geldt.

een verzameling toegelaten werkplektoewijzingen

een toegelaten werkplektoewijzing

de werknemer bij een toegelaten werkplektoewijzing z

de bezettingseis bij een toegelaten werkplektoewijzing z

de werkplek bij een toegelaten werkplektoewijzing z

het begintijdstip bij een toegelaten werkplektoewijzing z

het eindtijdstip bij een toegelaten werkplektoewijzing z

unit-penalty bij een gegeven oplossing. Hiervoor geldt dat U(e) = O wanneer er in de
oplossing volledig wordt voldaan aan bezettingseis ¢ en U(e) = 1 in wanneer dit niet
het geval is.

de kosten als gevolg van het niet volledig voldoen aan bezettingseis e.
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G, Gy G, etc
V, Ve V, etc
A, AR A, etc

v, Vi

A.2. VERKLARING SYMBOLEN M.B.T. FLOW-PROBLEMEN

een netwerk G = (V,A), Gg = (Vg, Ar), G.=(V.,A)), elc.

een verzameling van knopen in respectievelijk netwerk G, Gg G, etc.
een verzameling van pijlen respectievelijk netwerk G, Gg G, etc.
een knoop uit een verzameling van knopen.

de source-knoop in een netwerk

de sink-knoop in een netwerk

de pijlen tussen de knopen v;en v;.

een pijl uit een verzameling van pijlen.

de kosten per eenheid stroom door de pijl v;— v;.

de capaciteit van de pijl v, — v;.

een residueel netwerk

de verzameling pijlen in residuele het netwerk

de kosten per eenheid stroom door de pijl v; — v; € Agggin het residuele netwerk.

de capaciteit van een pijl v, = v; € Aggs in het residuele netwerk.

een flow door het netwerk.

de totale kosten van de flow f

de totale hoeveelheid flow die door het netwerk van s naar ¢ gaat bij de flow f.
de flow door een pijl v; = v; bij een flow f door het netwerk.

een gericht pad in het netwerk.

A.3. VERKLARING SYMBOLEN M.B.T. BRANCH-AND-BOUND EN ALGORITME

E+
E.
NE',E)

N

f
LB(f)

UB(f)

LUB

He, 1)

E opt

L

T® ( eR)
T* ( eR)
TRI)pl (ek)

een verzameling bezettingseisen waarvoor in een deelprobleem is geéist dat er
volledig aan voldaan wordt. E* CE.

een verzameling bezettingseisen waarvoor in een deelprobleem is geéist dat in het
geheel niet aan voldaan wordt. E"CE.

een specifieke knoop in de branch-and-bound-boom.

een willekeurige knoop in de branch-and-bound-boom. |
een oplossing voor het deelprobleem bij een knoop. |
een ondergrens voor de doelfunctie bij alle oplossingen van het deelprobleem bij de
knoop, met f de oplossing voor het deelprobleem.

een bovengrens voor de doelfunctie bij alle oplossingen van het deelprobleem bij de
knoop, met f de oplossing voor het deelprobleem.

de waarde van de doelfunctie bij de beste reeds bekende oplossing voor het
oorspronkelijke probleem.

het aantal tijdseenheden dat er in een oplossing voor een deelprobleem binnen het
interval T besteed wordt aan een bezettingseis e.

de verzameling van bezettingseisen waarvoor geldt dat er bij de beste reeds bekende
oplossing voor het oorspronkelijke probleem volledig aan voldaan wordt. E,,, C E.
een lijst van alle nog levende knopen in de boom.

een verzameling van mogelijke openingstijden bij een bezettingseis ¢®, waarvoor geldt
dat dpenodigi€*) < Leind(€") - thegin(€”).

mogelijke openingstijd bij een bezettingseis e, waarvoor geldt dat
d,,‘.,,,,‘li,:‘,(e'e) < tL,,-,,,,(eR) - tht.gi,,(ele).

openingstijd bij een bezettingseis € met dpnodiza(€”) < toind(€”) - theain(€") bij de beste
reeds bekende oplossing voor het oorspronkelijke probleem.
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APPENDIX B: EEN ILP-FORMULERING VAN HET WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM

Het is niet ondenkbaar dat er naast ziekenhuizen ook andere instellingen zijn waarbinnen
werkplekplanningsproblemen een rol spelen. Mogelijk zijn er onder die instellingen ook enkele die
reeds in het bezit zijn van een LP-solver of over een wat ruimer budget beschikken dan de
ziekenhuizen. Het WERKPLEKPLANNINGSPROBLEEM zal geformuleerd worden als een ILP-probleem.
Alle beslissingsvariabelen zijn 0-1 variabelen. Bij deze formulering is ervan uitgegaan dat alle
tijdstippen en tijdsduren bijvoorbeeld op het uur of halve uur nauwkeurig gegeven zijn. Wanneer alle
tijdstippen en benodigde bezettingsduren bijvoorbeeld op het uur nauwkeurig gegeven zijn, kan de
planningsperiode worden opgedeeld in een verzameling van intervallen T = {t,, t>, ..., t,}, waarin
het i uur is binnen de planningsperiode.

Beslissingsvariabelen
Definieer x,,,,. voor alle (w,t,¢) metw € W, t € T en e € E® door:

Xywre =1 wanneer werknemer w voor het interval ¢t € T in het kader van bezettingseis ¢ € E’
aan werkplek s(e) wordst toegewezen;
Xwre =0 anders.

Definieer x,,, ., voor alle (w,tes)metweE W, t&T, ¢ € Efense S(r(e)) door:
Xwiex=1  wanneer werknemer w voor het interval ¢ € T in het kader van bezettingseis ¢ € E®
aan werkplek s wordt toegewezen;
Xwres =0 anders.

Definieer o,, voor alle (i,¢) met t € T en ¢ € E door:
0,.=1 wanneer het interval ¢ (gedeeltelijk) aan bezettingseis ¢ voldaan wordt;

0,.=0 anders.

Definieer o, voor alle ¢ met ¢ € E door:

o.=1 wanneer aan bezettingseis e voldaan wordt;
0.=0 anders.
Parameters
Laat voor alle (w, )y metw&E Went €T b, gegeven zijn door:
b, =1 wanneer werknemer w beschikbaar is in het interval ¢;
by, =0 anders.

Laat voor alle (w, f)y mettE Tene €EE a,. gegeven zijn door:
a,.=1 wanneer het interval £ tussen tijdstippen fy..(€) €n L.(€) ligt;
a,.=10 anders.

Laat voor alle (w, sy metwE Wens €S k,, gegeven zijn door:

k=1 wanneer werknemer w gekwalificeerd en voldoende ervaren is voor het bezetten van
werkplek w;
k..=0 anders.

Laat tenslotte / de lengte zijn van elk interval in T.

Restricties

Een werknemer w mag pas voor een interval ¢ in het kader van een bezettingseis e aan een werkplek s
worden toegewezen wanneer de werknemer w het interval ¢ beschikbaar is (b,,, = 1), in het interval ¢
aan de bezettingseis e voldaan mag worden (a,. = 1), besloten wordt dat in het interval ¢ (gedeeltelijk)
aan bezettingseis e voldaan zal worden (0, := 1) en de werknemer w gekwalificeerd en voldoende
ervaren is voor de werkplek s (k. = 1). Dit kan worden afgedwongen met behulp van de constraints

(1)en(2):
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wJi.e W 1.

(1) Xpio=by, a0k, =0 vooralle (wtes) met weW, t€T en ¢€E® met s=s(¢).
2) x -b,, a0,k =0 vooralle (wte,s) met wEW, (€T en e€E" en s € S(r(¢)).

wi.ew

Wanneer besloten wordt dat in het interval ¢ gedeeltelijk aan een bezettingseis ¢ voldaan wordt
(01 := 1), zal er wanneer e € E° precies één werknemer w € W aan de werkplek s(e) moeten wordt
toegewezen (constraint 3). Wanneer ¢ € E® zal voor elk van de voor opening van de kamer r(e)
vereiste werkplekken moeten gelden dat er precies één werknemer w € W aan deze werkplek wordt
toegewezen (constraint 4). Wanneer e € E¥ zullen ook de niet voor opening van de kamer r(¢) vereiste
werkplekken bezet mogen worden. Wanneer besloten wordt dat in het interval ¢ niet aan een
bezettingseis e voldaan wordt (o,. := 0), mogen de niet voor opening van de kamer r(e) vereiste
werkplekken niet bezet worden. (constraint 5).

(3) ;xw'c -0,,=0 voor alle (w,t,e) met wEW, t€T en e€ES.

4) ‘2 X0 —=0,,=0 voor alle (w,t,e,s) met wEW, 1T en e€E” en s € §'(r(e)).
wew

(5) E Xpios—0,.50 voor alle (w,z,e,s) met wEW, (€T en ¢€E" en
= s € $(r(e))\ §'(r(e)).

Er mag pas besloten worden om in het interval ¢ (gedeeltelijk) aan een bezettingseis ¢ te voldoen
(01 = 0) wanneer er ook besloten wordt om aan de bezettingseis e te voldoen. Dit kan afgedwongen
worden door constraint 6.

(6) 0,,-0,s0 voor alle (w,f) met wEWen (€T.

Wanneer er besloten wordt om aan een bezettingseis e te voldoen (o, := 1) , zal er ook volledig aan de
bezettingseis moeten worden voldaan. Dit wordt afgedwongen door constraint 7.

@) ;0,‘0 ‘1 -0, d}, 40 (€) =0 voor alle (r,e) met (€T en ¢€E.
1

Optimaliteitscriterium:

minZgoL,y(e)

Aangezien er geldt dat o, = 1 dan en slechts dan als er volledig aan de bezettingseis e voldaan wordt
(hetgeen afgedwongen wordt met constraint 7) is het optimaliteitscriterium equivalent aan het in
hoofdstuk 2 geformuleerde optimaliteitscriterium. Om ook het bezetten van de niet voor opening
vereiste werkplekken binnen de kamers aantrekkelijk te maken kan er een extra term in de doelfunctie
worden opgenomen:

min ;00}/(€) -A ;; 2 ; Xitc.s
: wEW IET EEX sS(r(eJRS (r(e))

Hierbij moet > 0 voldoende klein gekozen worden om ervoor te zorgen dat het bezetten van de niet
voor opening vereiste werkplekken niet tot gevolg zal hebben dat hierdoor aan andere bezettingseisen
niet voldaan kan worden. Een mogelijke keuze voor is bijvoorbeeld:
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1
= TE e un(y (e)).
W EST
Tenslotte kan ervoor gezorgd worden dat werknemers niet onnodig vaak van werkplek moet wisselen.
Ook hier kan voor gezorgd worden door het opnemen van een extra term in doelfunctie:

minzo(.y(c’)— A Z/Z 2 Z Wy Z 2 ('xul 2 wa.r“l.u) + Z/ 2 2 (Xnv.l’.n\' - 2xnal,_|.w..\-)
. WEW & EEX ses(rlehS” (rle)) OsTIT| &E* wEW0sI<IT| £E " E5Tr ()

Een voordeel van deze modellering is dat bekende technieken voor het oplossen van LP-problemen
gebruikt kunnen worden bij het oplossen van het werkplekplanningsprobleem. Een voordeel
vergeleken met de gekozen methode is dat in dit model ook mogelijk is om werknemers aan de niet-
voor opening vereiste werkplekken in kamers toe te wijzen en te eisen dat dit alleen gebeurt wanneer
de vereiste werkplekken binnen de kamer bezet zijn. Een tweede voordeel is dat de manier waarop het
aantal wisselingen van werkplek beperkt gehouden kan worden zonder stochastiek in het model in te
voeren. Een nadeel van deze LP-formulering is dat voor grotere afdelingen het aantal
beslissingsvariabelen erg groot kan worden.
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