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STROMINGEN BIJ HET GLASKNIPPEN 

o. Manche 

juni 1978 

Een onderzoek naar methodieken waarmee de strominr: beschreven 
kan worden, die ontstaat bij het afknippen van een aan de oven 
hangende glasdruppel 
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Dit verslag is het resultaat van het afstudeeronderzoek, 

dat ik als afronding van mijn studie op de TH Eindhoven, 

in de groep warmtetechnologie van het CFT heb verricht. 

Ik wil graag iedereen bedanken die mij met diskussies 

en adviezen bij dit onderzoek gesteund hee~t. 

Daarnaast ben ik Ing. H. Hoefnagels van de afd. ISA zeer 

erkentelijk voor zijn steun bij het maken van het computer­

programma voor de minimaliseringsmethode. 
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Samenvatting 

Een uit een grote glasdruppel geperst TV scherm heeft 

groeven op het oppervlak, welke veroorzaakt worden door het 

afknippen van de glasdruppel, als deze aan de ovenmond 

hangt. 

In het kader van een projekt bij Philips, waarin een onder­

zoek gedaan wordt naar het ontstaan van de groeven, zijn 

enkele methodieken onderzocht, waarmee de stroming van het 

glas rond de messen beschreven kan worden. 

Het knipproces kan in twee fasen worden verdeeld: een 

insnoerfase en een snijfase. 

In de insnoerfase is de glasstroming instationair. Het is 

niet mogelijk gebleken een analytische oplossing voor het 

stromingsprofiel te vinden. Een oplossing van het stromings­

profiel met de eindige elementenmethode is mogelijk, mits 

er een geschikt standaard computerprogramma beschikbaar komt. 

Er is in een stationaire benadering een stromingsprofiel 

aangenomen, waarin aanpasbare parameters voorkomen. 

Deze parameters zijn m.b.v. een optimaliseringsprogramma voor 

het vermogen berekend. Met dit programma en het model is 

een schatting van de kracht op de messen en het door de messen 

geleverde vermogen gemaakt. Tevens blijkt uit het gevonden 

stromingsprofiel, dat de glasstroming slechts dicht bij de 

messen plaats vindt. 

Het zoeken naar een analytische oplossing voor de kracht op 

de messen in de snijfase heeft geen resultaat opgeleverd. 

Tenslotte zijn meshouders ontworpen, waarmee de kracht op de 

messen gemeten kan worden. 

gevoerd. 

Deze metingen zijn nog niet uit-
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I. InleidinG 

De fabrikage van TV-schermen is een continu proces, 

waarbij porties vloeibaar glas in een mal tot TV-scherm 

geperst worden. Het glas wordt in een oven gevormd 

door het smelten van een mengsel van grondstoffen en 

glasscherven. Door een opening onderaan de oven 

{de spout) wordt de voor een TV-scherm benodigde hoe­

veelheid glas d.m.v. een plunger naar buiten gedrukt. 

Aan de spout hangt dan een glasdruppel die niet vanzel! 

loslaat, maar die afgeknipt moet worden. Zou het 

knippen achterwege blijven, dan valt de druppel wel, 

maar hij blijft door een dunne sliert met het glas in 

de oven verbonden. De nog niet afgeknipte druppel zakt 

uit door zijn eigen gewicht, zodat vlak onder de spout 

insnoering plaats vindt. Op die plek wordt de glas­

druppel door twee halfronde messen afgeknipt (zie foto's). 

Op het geperste TV-scherm zien we groeven, die hun ont-

staan vinden in het knippen. Deze groeven zijn enkele 

tiende millimeters diep. Omdat het niet acceptabel is 

dat zij aanwezig blijven {de groeven bevinden zich op de 

voorkant van het scherm) moet het TV-scherm geslepen 

worden tot zij verdwenen zijn. Het wegslijpen van de 

groeven is een kostbaar proces, zodat het zinvol is een 

onderzoek te doen naar de aard en het ontstaan van de 

groeven en naar een mogelijke verbetering van het knip-

proces. 

In de groep Warmtetechnologie van het CFT wordt door 

Ir. H. Reijnen onderzoek gedaan naar o.a. materiaal en 

vorm van de messen en naar de warmteoverdracht van glas 

naar mes. Dit verslag geeft het begin van het onderzoek 

weer naar de stroming van het glas rond het mes. 
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De verzameling groeven die we op het TV-scherm zien 

noemen we de knip. We onderscheiden een oude en een 

nieuwe knip, die voortkomen uit resp. de onder- en 

bovenkant van de vallende glasdruppel. De afdruk van 

de messen, die zich op de bovenkant van de druppel 

bevindt, veroorzaakt de nieuwe knip, terwijl de afdruk 

van de messen op de onderkant (die ontstaan is bij het 

knippen van de vorige druppel) de oude knip veroorzaakt. 

Deze laatste is doorgaans minder ernstig, omdat na het 

knippen de resterende glasportie teruggezogen wordt in 

de spout en daar gedurende enige tijd door de oven aan­

gestraald wordt. 

In fig. I.1. zijn de groeven geschetst die we op het 

scherm in de oude en nieuwe knip aantreffen. 

Fig. I. 1 • a. Oude knip Fig. I.1.b. Nieuwe knip 

De knippen worden door de volgende groeven gevormd: 

i) oude knip 

a) bellenbaan in het glas met afdruk van de kartels 

van het bovenmes 

b) plooien 
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c) afdruklijn van de voorrand van het bovenmes 

ct) gebied waar de verschillende groeven bij elkaar 

komen en dat we de oren noemen 

ii) nieuwe knip 

a) centrale lijn met afdruk van de kartels van 

het bovenmes 

b) plooien 

c) insnijlijn 

ct) de oren 

De plooien worden vermoedelijk veroorzaakt doordat het 

glas .niet overal het mes raakt, maar dat dit volgens 

een bepaald patroon gebeurt (1). Het gevolg hiervan 

is, dat het warmtecontact tussen glas en mes niet 

overal gelijk is. Door het grote temperatuurverschil 

tussen glas en mes (T 
1 
~ 1000°C, T ~ 50°C) g as mes 

kunnen er gebiedjes in het glas ontstaan die onderling 

een groot temperatuurverschil hebben, wat een verschil 

in viscositeit tot gevolg heeft. In de gebiedjes met 

lage viscositeit wordt het glas het meest gedeformeerd. 

De verschillende deformaties van naast elkaar liggende 

gebiedjes resulteren in plooien, welke na het persen 

in het glas te zien zijn. Een mogelijke verklaring 

voor dit verschijnsel is, dat de uitstroomopening van 

de oven niet volkomen vlak is. Foto's van uitstromend 

glas laten n.l. strepen op het glas rondom de uitstroom­

opening zien. 

In de eerste fase van het knippen wordt op de punt van 

het mes een dun laagje glas "ingevroren", dat als een 

kapje om de punt blijft zitten. Het vloeibare glas 

hecht aan dit kapje en beweegt met het mes mee naar 

binnen, zodat de glasdruppel verder ingesnoerd wordt. 

De naar buiten gerichte trekkrachten op het glaskapje 

worden echter steeds groter en er komt een moment dat 

het kapje gaat scheuren. Het insnoeren van het glas 

gaat dan over in snijden en de plaats waar dit gebeurt 
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is als een groef zichtbaar op het geperste scherm. 

Deze groef wordt de insnijlijn genoemd. 

De centrale lijn ligt op de plaats waar de messen 

elkaar gaan overlappen. Door de halfronde vorm begint 

deze overlap aan de buitenkant van de messen. 

De bellenbaan ontstaat vermoedelijk doordat bij het 

overlappen van de messen een dun laagje glas bij de 

mespunt omgevouwen wordt. 

II. Modellen voor de bestudering van het glasknippen 

Bij het glasknippen onderscheiden we twee fasen, n.l. 

i) de insnoerfase, waarbij het glas hecht aan het glas­

kapje om het mes en de glasdruppel verder ingesnoerd 

wordt, en 

ii) de snijfase, waarbij het glaskapje gescheurd is en 

er geen hechting is tussen glas en mes. 

11.1. De insnoerfase 

Een beschrijving van de stroming van het glas in 

cilindercoördinaten, tijdens de insnoering, is niet 

mogelijk, omdat de doorsnede van het glas zijn ronde 

vorm verliest en overgaat in een ellipsachtige figuur 

met puntige uiteinden (fig. II.1). 

Omdat de rand van het glas nergens buiten de rand van 

het mes komt is gekozen voor een twee-dimensionale 

beschrijving van de stroming van het glas, waarbij we 

steeds als x-richting de bewegingsrichting van de 

messen nemen en als y-richting de richting van de lengte-

as van de glasdruppel. Bij deze beschrijving moeten we 

de grootste afwijking van de werkelijke stroming ver­

wachten bij de buitenkant van de messen. 

Om de stroming van het glas te onderzoeken, moeten de 

Navier-Stokes vergelijkingen voor de snelheid u in de 

x-richting en de snelheid v in de y-richting opgelost 

worden, waarbij steeds voldaan moet zijn aan de 
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J 4 

Fig. II.1. Vervorming van de glasdruppel 

continuiteitsvergelijking. Een dimensie-analyse kan 

mogelijk uitsluitsel geven of.en zo ja welke termen 

uit de Navier-Stokes vergelijkingen weggelaten mogen 

worden. Het zal blijken dat deze aanpak niet op een­

voudige wijze een bevredigend resultaat geeft. Er 

is daarom ook een andere methode onderzocht die als 

methode van minimalisering van vermogen bekend is. 

We nemen hiertoe een snelheidsprofiel in de vloeistof 

aan, dat voldoet aan de continu!teitsvergelijking en 

dat gekarakteriseerd wordt door nog onbekende para-

meters. We hebben een optimum in de waarden van de 

parameters gevonden, als het verschil tussen afgegeven 
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vermogen door het mes en opgenomen vermogen door het 

glas minimaal is. Omdat we hier niet formeel te werk 

gaan, zoals bij het oplossen van de Navier-Stokes 

vergelijkingen gebeurt, is een experimentele controle 

van de resultaten noodzakelijk. We berekenen hiertoe 

de kracht die het mes ondervindt in het glas m.b.v. de 

al eerder gevonden snelheidsverdeling in het glas, en we 

vergelijken deze met de kracht die we vinden uit 

metingen aan de messen. 

Bij het snijden van het glas hebben we te maken met een 

glasstroming rond het mes, waarbij slip aan het opper­

vlak optreedt. Als we aannemen dat er 100% slip is, 

zijn er geen schuifkrachten tussen glas en mes aanwezig, 

maar worden er alleen normaalkrachten doqr de voorkant 

van het mes op het glas uitgeoefend. Omdat het platte 

vlak van het mes niet mee doet in het krachtenspel is 

gezocht naar een analogie met cilinders, die dwars op 

hun lengte-as in een vloeistof bewegen. De gevonden 

modellen, zoals die van Burgers (2) en Batchelor (3) 

zijn echter opgezet voor cilinders van eindige lengte 

in een oneindig uitgestrekte vloeistof. 

De door Burgers berekende kracht per lengte-eeru1eid op 

een cilinder is: 

(II.1) 

waarbij l de lengte en d de diameter is. 

We zien dat als de lengte l naar oneindig gaat, de 

kracht per lengte-eenheid nul wordt. Een dergelijk 

model is niet bruikbaar in het geval dat cilinderlengte 

en vloeistofruimte van gelijke afmetingen zijn. 
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In het door Bateheler beschreven model is de kracht 

per lengte-eenheid: 

(II2) 

(R is het {';cLaJ van Rcy110lds). 

(TI2) is ge.ldig dichL bij de cj Jinder en alleen als 

R<~ 1. Bij een vaste diameter van de cilinder is 

F r--v 1, zodat F/1 niet nul wordt als 1 tot oneindig 

nadert. De in (ll2) gegeven kracht is echter berekend 

voor het geval er hechting tussen cilinder en vloe.i­

stof optreedt. Een berekening analoog aan die voor 

een bol met en zonder slip, geeft in het geval van de 

cilinder een kracht gelijk aan nul als er siip langs 

het oppervlak optreedt (zie appendix A). 

III. Dimensie-analyse 

Het verloop van een fysich proces wordt in het alge­

meen bepaald door verschillende grootheden, die alle 

opgebouwd zijn uit één of meer basisgrootheden. Bij 

het glasknippen spelen alleen de basisgrootheden 

lengte (L), massa (M), tijd (T) en temperatuur (9) 

een rol. 

Dikwijls zijn niet alle grootheden even belangrijk 

bij het verloop van een proces. Om te onderzoeken 

welke grootheden we kunnen verwaarlozen bij de be­

schrijving van een proces, maken we gebruik van 

dimensieloze produkten of proceskengetallen en proces­

parameters. De dimensieloze produkten ontstaan uit 

een geschikte vermenigvuldiging van verschillende 

grootheden~ Is bij de beschrijving van een proces 

een dimensieloos produkt veel kleiner dan één, dan 
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speelt één van de grootheden een ondergeschikte rol 

hierin t.o.v. de andere. Is b.v. bij een stroming 

om een lichaam het getal van Reynolds, g V L/~ << 1 , 

dan is de stationaire traagheidskracht te verwaar­

lozen t.o.v. de vif;kcuze kracht. 

Jndien er hL.i een f'y:-üsch proces 11 grootheden zijn, 

die opgebouwd zijn uit r basisgrootheden, dan zijn 

er volgens het 'rf -theorema van Buckingham n-r onaf­

hankelijke dimensieloze produkten die het proces 

beschrijven. 

Er zijn verschillende methoden om de dimensieloze pro­

dukten te bepalen. In dit verslag worden er twee 

besproken, n.l. een methode waarbij we gebruik maken 

van het Tl -theorema van Buckingham en een methode 

waarbij we de verhoudingen van parameters, krachten, 

energiestromen e.a. beschouwen. 

III.2.1. ~~~=~;~g~g;~~~=~~g=~~g~~ggg~~ 
Volgens het 'rr -theorema van Buckingham moeten we 

n-r dimensieloze produkten vinden. Als we deze 

getallen met elkaar vermenigvuldigen, dan ontstaat 

een "groot" dimensieloos produkt, waarin alle 

grootheden voorkomen. Omdat de som van de exponen-

ten van de basisgrootheden nul moet zijn, kunnen 

we nu r vergelijkingen met n onbekenden opstellen, 

waaruit de exponenten bepaald kunnen worden. Om 

deze vergelijkingen op te kunnen lossen, moeten n-r 

onbekenden vriJ c-ekozeu worden. 

Met behulp van tabel I, waarbiJ voor het c-lasknip­

proces achtereenvolgens is gegeven de grootheid of 

procesvariabele, het symbool, de dimensie als 

produkt van basisgrootheden en de exponent van de 

grootheid, waarmee deze in het "grote" dimensie­

loze produkt voorkomt, worden de dimensieloze 

produkten bepaald. 
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Tabel I 

procesvariabele symbool dimensie exponeut 

dikte van het mes L1 L k1 

diameter van de glasdruppel L2 L k2 

snelheid van het mes V1 LT- 1 
kJ 

snelheid van het glas V2 LT- 1 k4 

temp. van het mes 91 Q k5 

temp. van het glas Q2 Q k6 

warmte gel.co~ff. v.h. mes :X1 MLT-JQ-l k7 

warmte gel.co~ff. v.h. glas i\2 MLT-JQ-l k8 

soortelijke massa v.h. mes r 1 ML- 3 k9 

soortelijke massa v.h. glas f 2 ML- 3 k10 

soortelijke warmte v.h. mes C1 L2T-29 -1 k 11 

soortelijke warmte v.h. glas C2 L2T-2Q-1 k12 

viscositeit glas l ML- 1T- 1 
k1J 

opp. spanning glas (' MT- 2 k14 

v.d. zwaartekracht LT- 2 
k15 versn. g 

snijtijd T T k16 

kracht op het mes F MLT- 2 
k17 
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Met 17 grootheden en 4 basisgrootheden kunnen we 

nu 4 vergelijkingen met 17 onbekenden opstellen. 

Bij het oplossen moeten dan 13 onbekenden vrij 

gekozen worden. 

De 4 vergelijkingen zijn voor resp. L, T, M en Q: 

k1+k2+k3+k4+k7+k8-3k9-3k10+2k11+2k12-k13+k15+k17=0 (III1) 

-k3-k4-3k7-Jk8-2k11-2k12-k13-2k14-2k15+k16-2k17 =0 (III2) 

k7+k8+k9+k10+k13+k14+k17 =0 (III3) 

k5+k6-k7-k8-k11-k12 =0 (III4) 

Het kiezen van de 13 onbekenden is niet geheel 

willekeurig, als b.v. k1 vrij gekozen wordt, ligt 

k2 vast en kan dus niet meer vrij gekozen worden. 

Als vrije onbekenden worden nu gekozen en benoemd: 

k1=a, k3=b, k4=c, k7=e, k8=f, k9=h, k11=i, k12=l, 

k13=m, k14=n, k15=o, k16=p, k17=q 

We vinden nu voor k2, k4, k6 en k10: 

k2=-(a+e+f+m+n-o+p+2q) 

k4=-(b+3e+3f+2i+2l+m+2n+2o-p+2q) 

k6=-c+e+f+i+l 

k10=-(e+f+h+m+n+q) 

De verschillende grootheden komen dus met de vol­

gende exponenten in het "grote" dimensieloze produkt 

voor: 

+2o-p+2q), 91 c, 92-c+e+f+i+l,À1 e,À2f,~ 1 h,~ 2-(e+f+h+m+n+q), 

i l m n o p q 
C1 ,C2 ,'(_ 'J" ,g ,T ,F. 
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Samenvoegen van grootheden met gelijke exponenten 

geeft nu de volgende dimensieloze produkten: 

L1 ,_Y.!. ' 
Q1 ' .À.1Q2 ' 

]\2Q2 
' ll , Q2C1 

' 
Q2C1 -

L2 V2 Q2 L1v23 ~2 L2V23~2 )2 V2 2 V2 2 

' r_ 
' 

L2g 
' 

V2T F 

L2V2~2 L2V2 2~2 V2 2 L2 L2 2v2 2 ~2 

(De exponenten a,b, ••• q zijn 1 gesteld). 

Deze 13 dimensieloze produkten hebben niet alle een 

reële fysische betekenis, echter door onderlinge 

vermenigvuldiging kunnen we dimensieloze produkten 

vinden die dat wel hebben. Ook moeten we onder-

scheid maken in dimensieloze produkten als verhou­

ding van gelijke grootheden, de procesparameters 

en dimensieloze produkten als verhouding van 

verschillende grootheden, de kengetallen. 

De resulteert in de procesparameters: 

L1 , .YJ. , ~ , 
L2 V2 Q2 

1 
2 

c., ) . mag vervangen worden door C '2. , · 

en in de kengetallen: 

<"'1_ 1._ 2 
,i\2T 'tf , À2L2 ~ a2T 

L2V2~2 ,V2 ~ V2 (~C)2L22 L2
2 

""lT Q2 2 on F 

~ ')L''2 
,, 

'1(_ v;!~ (V''T '' ~- "_ {.- Jl-

l 
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Hoewel nu alle dimensieloze produkten bekend zijn, 

hebben we nog geen inzicht in hun fysische beteke­

nis, terwijl ook nog onderzocht moet worden of de 

geïndiceerde grootheden bij het glas of bij het mes 

behoren. 

III.2.2. R~=~~~~ggg~gg=~~g=g~gg~~~g~g=~~~=8~~~4~~=g~~~g~~~ 

De fysische betekenis van de dimensieloze produkten 

wordt duidelijk als we m.b.v. de tweede methode een 

dimensie-analyse maken. 

Wat betreft de procesparameters, deze kunnen we voor­

stellen als dimensieloze grootheden, nl.: 

een dimensieloze lengte: 

een dimensieloze snelheid: V' 

L1 
= L2 

V1 
= V2 

een dimensieloze temperatuur: Q' 
Q1 

=Q2 

een dimensieloze dichtheid: 

een dimensieloze temperatuurvereffeningscoëfficiënt: 

. i - !!..! ~ ..{Ufili 
a - a2 - (i\/fC)2 

een dimensieloze warmte-indringscoëffictent: 

b' 
b1 

=· b2 = ~~~(,)1 
(i\~C)2 

De overige dimensieloze produkten, de kengetallen, 

kunnen we vinden door de onderlinge verhouding van 

krachten en van energiestromen te beschouwen • . 
De verhouding van krachten leidt tot de volgende 

overwegingen: 

Omdat het glas een hoog viskeuze vloeistof is 

(~ glas ~ 1500 Pas) worden in deze analyse alle 

optredende krachten vergeleken met de viskeuze kracht. 
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De viskeuze kracht is de schuifkracht die op een 
2 

oppervlak L werkt onder invloed van de dynamische 

viscositeitsco~ffici~nt ~ en de snelheidsgradiënt 

V /L en is gelijk aan 1VL • 
De traagheidskrachten moeten we onderverdelen in 

stationaire en instationaire traagheidskrachten. 

De stationaire traagheidskracht heeft betrekking op 

de versnelling, als we deze zien als de snelheicts­

verandering van een deeltje met massa ~L 3 in een 

tijd L/V , terwijl het een weg ter lengte L aflegt. 

De stationaire traagheidskracht is dan ~V2L 2 
• 

De instationaire traagheidskracht treedt op bij een 

een in de tijd T veranderende snelheid. Een deeltje 

met massa ~L 3 ondervindt dan een versnelling V/T en 

de instationaire traagheidskracht is JVL 3/T • 

De oppervlaktekracht treedt op onder invloed van de 

oppervlaktespanning f en is evenredig met ~-(K=F/L) 
De zwaartekracht werkt door de versnelling g op een 

volume-elementje met massa ~L 3 en is ?g43 • 
Tenslotte ondervindt het mes een tegenwerkende kracht 

F van het glas tijdens het knippen. 

De verhouding van deze krachten tot de viskeuze kracht 

levert nu de volgende kengetallen op: 

~2V1L1 
stationaire traagheidskracht/viskeuze kracht: ~ 

f2L1
2 

instationaire traagheidskracht/viskeuze kracht: ,_T 

oppervlaktekracht/viskeuze kracht: ..L 
t'f}_V1 

zwaartekracht/viskeuze kracht: 

kracht op het mes/viskeuze kracht: "1 V1L1 
F 
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We beschouwen vervolgens de enthalpieverhoging van 

een volume-elementje glas met massa pL3 in de tijd T, 
welke gelijk is aan rL3Q3/T s in verhouding 

tot de viskeuze dissipatie ~V2L en de warmte-

geleiding Q3L/\ Hierbij is 93 een temperatuur-

verschil in het glas. 

De kengetallen worden dan: 

viskeuze dissipatie/enthalpieverhoging: 

warmtegeleiding/enthalpieverhoging: 
À.2T 

Vergelijking van beide methoden toont aan, dat de 

eerste alle dimensieloze produkten die het proces 

beschrijven,kan geven, onder voorwaarde dat bij het 

opstellen van de 4 vergelijkingen alle grootheden 

meegenomen worden. Echter door het onbeperkt met 

elkaar kunnen vermenigvuldigen van de dimensieloze 

produkten is inzicht in het proces nodig om die 

produkten te vinden, die een fysische betekenis 

hebben. De tweede methode kan toegepast worden als 

van een proces de krachten- en energieverhoudingen 

opgesteld kunnen worden. We hoeven hier dan ook 

niet achteraf te bepalen of de grootheden betrekking 

hebben op het glas of op het mes. Bij deze laatste 

methode ontbreekt echter een controle op het vinden 

van het juiste aantal dimensieloze produkten, zodat 

het bij een complex probleem aanbeveling verdient 

beide methoden toe te passen. 

We kunnen het proces nu beschrijven door: 
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Zijn we echter geYnteresseerd in het verband tussen 

één dimensieloos produkt (b.v. lll = FJ?V1L1) 

en de overige is dan ook: 

F ~V1L1 = g('rr1 ,1T"l. .... ïft:_, ,Ir '+1 .... ITu) 

Door in een experiment het verband tussen r/~V1L1 

en steeds een ander dimensieloos produkt te bepalen, 

kan de funktie g bepaald worden. 

Om een indruk te krijgen van de grootte van de dimen­

sieloze produkten worden deze m.b.v. de getallen in 

tabel II uitgerekend en weergegeven in tabel III. 

L1 8. 10- 3 m 

L2 -1 1,2.10 m 

V1 .6 m/s 

Q1 50°C 

Q2 I000°C 

)..1 15 J/msK 

À2 2,2 J/msK 

f 1 7 , 8. 1 o3 kg/m3 

!2 2,5.103 kg/m3 

Tabel II 

a' 

b' 

6 -1 
'7. 10 

6. 10 

5. 1 o-2 

3, 1 

5,8 

3,7 

Tabel III 

C1 

C2 

~ 
J' 
g 

T 

F 

93 
V2. 

490 J/kgK 

1300 JjkgK 
3 1,5.10 Pas 

0,277 N/m 

9,8 m/s 
2 

10-2 s 

? 

100°C 

lo-' m/s 

-2 8,0.10 

? 
-5 3,3.10 

j2V1L1/72 

~ 2L 1
2 /"lT 

J' /'2V1 

~2gL1 2/'2_V1 1,7.10-4 

F/1V1L1 F/72 

'l_V1 T/~2C2L1 2Z3l'2,p.,JO-:o- 4 
.À2T/~2C2L1 2 j1, 1.10-4 
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De verhouding van instationaire traagheidskracht tot 

de viskeuze kracht is niet ingevuld, omdat in tabel II 

voor de tijd T is genomen de tijdJdie het mes nodig 

heeft om het glas te kunnen doorsnijden. Bij de in-

staionaire traagheidskracht moeten we echter de tijd 

beschouwen die het mes nodig heeft om een glasdeeltje 

met lengte L1 en breedte L2 te passeren. Deze is on­

geveer 10- 3 sec. De verhouding wordt dan 

f 2L2L1~ T1 = 1, 6 

Wanneer we de stroming met de Navier-Stokes vergelijking 

beschrijven, dan zie we dat de termen voor de statio­

naire traagheidskracht en de zwaartekracht hieruit weg­

gelaten mogen worden. 

IV. De insnoerfase 

De glasdruppel wordt door twee messen doorgesneden op 

de plaats van de grootste "natuurlijke" insnoering 

( fig. IV. 1 ) • 

Fig. IV. 1 • Glasdruppel aan uitstroomopening 
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De messen raken tegelijk het glas en er ontstaat een 

stroming in x- en y-richting die we symmetrisch ver­

onderstellen t.o.v. een verticale lijn door het midden 

van de druppel. Zoals uit de dimensie-analyse gebleken 

is, mag de invloed van de zwaartekracht buiten beschou­

wing blijven en er wordt dan ook symmetrie in de 

stroming aangenomen t.o.v. het onder- en bovenvlak van 

het mes. Het mes wordt oneindig dun verondersteld, om 

de stroming te kunnen beschrijven als stroming langs 

een vlakke plaat. We bekijken nu de stroming alleen in 

het eerste kwadrant. 

In fig. IV.~ is de glasbel getekend, waar het mes een 

klein stukje ingedrongen is. 

symm. 
lijn r 

Fig. IV.2. 

glas vrije rand 

mes 

Doorsnede van glasdruppel in insnoerfase 

Als we het glas beschouwen als een Newtonse vloeistof (4) , 

wordt de stroming van het glas beschreven door de Stokes 

vergelijking met instationaire traagheidskracht. 

(Temperatuurinvloed op de viscositeit wordt buiten 

beschouwing gelaten ) . 
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De:z;e luidt: 

(IV.1) 

We veronderstellen dat het glas een incompressibele 

vloeistof is, zodat de stroming voldoet aan de conti­

nuîteitsvergelijking: 

d.iv 0 (IV.2) 

Uitgewerkt in resp. x- en y-richting wordt voor een 

vlak probleem gevonden: 

~ ~V- g + ( ( ~'ll.A. + è)'l.LA... ') (IV.J) 
ót ox 0 )<. "t è y'l. 

) öV èp + '1 ( ·è?v t è"LV ) (Iv.4) 
oe 0~ 1} '/I..'L 0~~ 

ÖtA.- + "dv 0 (Iv.s) 
ox ()~ 

In fig. IV.J. 

gekozen op de 

is de oorsprong van het assenstelsel 

plaats waar de symmetrielijnen samen­

komen, omdat dit punt onveranderlijk is in de tijd. 

Voor fig. IV.J z.o.z. 
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0~.~------------~~----~~ 

' I 

Fig.IV •• 3. Als fig. IV.2., echter met x-y 
coördinatenstelsel. 

37/78 

(Het mes raakt het glas over het trajekt a naar b). 

Bij het oplossen van (IV.3,4,5) moeten we voldoen 

aan de volgende voorwaarden: 

beginvoorwaarde: 

t=O: u=O 

Vorm van de vrijerand is bekend (y=f(x)) 

Voor vrije randen, waarvoor f(x) een lineaire 

uitdrukkingin x is,vinden·we een randvoorwaarde uit 

de eis dat -r~~ = 0. Voor willekeurig gekromde 

vrije randen is de bepa~ing van de randvoorwaarde 

ingewikkelder (5). 

Op y=O en O~x~a is V =0 en dV..../ó'-1 =0, door 

symmetrie met het ondervlak. Op y=O en a<x<b is 

v=O en d v...~'j -Fo. 
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Samenvattend luiden de randvoorwaarden: 

vrije 

y=O V-::. 0 "> 
èh.L =0 VOOr' 0~~~0... 
0~ 

..e..n èL.V =f:.O VOOr' o... 'x< b 
êl:i 

x=O u..:::. 0 ov - 0 !> 
è)c -

Y-1!) ~ LL - V 0 -

Door invoering van de stroomfunktie ~ , gedefinieerd 

door: 

kunnen ° p 
0 y., 

worden. 

en O? 
0~ 

V=- Ó\.f 
-ox 

(IV.6) 

uit (IV.J,4) ge~limineerd 

De vergelijkingen gaan dan over in 1 vergelijking: 

of met invoering van de rotatie~, 

in 

è)v 

ox 

(IV.7) 

(rv.s) 

0 (IV.9) 
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Het omwerken van (IV3,4) in (IV.7) heeft het voordeel 

dat er slechts 1 vergelijking opgelost hoeft te worden 

om u en v te bepalen. De op te lossen vergelijking is 

echter een 4e orde differentiaal vergelijking en leent 

zich dus nauwelijks voor een numerieke aanpak. Is 

echter t0 op de randen bekend, dan wordt de oplossing 

van (IV.7) sterk vereenvoudigd. 

Een analytische oplossing van de Stokes vergelijkingen 

voor stroming in twee richtingen is dikwijls erg moei­

lijk en in veel gevallen niet mogelijk. We zullen aan 

de hand van een sterk vereenvoudigd voorbeeld zien, dat 

dit ook voor de glasstroming bij het knippen geldt. 

x 

Fig. IV.4. Rechthoekige glasbulk. 

Als we ons de glasbulk voorstellen volgens fig. IV.4, 

dan zijn x=O en y=O symmetrielijnen en x=a is een vrije 

rand. In y-richting strekt het glas zich tot oneindig 

uit. 
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We nemen nu aan dat het alas voor t > 0 op y=O een 
~ (-U ) snelheid k= 

0
° hee~t. 

Als we het snelheidsveld met de Stokes vergelijkingen 

(IVJ,4 ) willen berekenen, maken we gebruik van de 

volgende begin- en randvoorwaarden. 

~verg. IV.J IV.4 

tijd plaats 

t~ 0 V x,y u=O v=O 

t)O x=O u=O ov =0 Oi. 

t) 0 x=a u=0,p=p0 ,..2.'1~ eh' =o ~ p=-Po+ 2rr;_ vu.. 
'b )'. bx 

t)O y=O u:-U 0 v=O 

t)o y~~ u~o v ..... o 

Tabel IV 

De vergelijkingen ( IV.J ) en ( Iv.4 ) zijn gekoppeld door 

de druk p, terwijl tevens u en v moeten voldoen aan de 

continu!teitsvergelijking. 

Omdat ( IV.J) en (Iv.4) simultaan opgelost moeten warden, 

is het vinden van een analytische oplossing niet een­

voudig. In di t geval is echter ook de term 2.[ {:­
niet bekend, zodat een analytische oplossing op deze 

wijze niet mogelijk is. 

We kunnen ook proberen het snelheidsveld te berekenen 

m.b.v. de stroomfunktie 'f in (Iv.7). De begin- en 

randvoorwaarden warden met (IV.6) afgeleid uit die, 

welke voor u en v in tabel IV gegeven zijn. 
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Deze warden voor yJ 

Tabel V 

tijd plaats begin en r.v.w. 

V x,y ::: 0 

t ') 0 x=O ::::: _o-i._"I' ::. o 

x=a 

y=O Qlj/ -- IJ d\f ::::.Q 
-V-o ' --

0 'j o'f.. 

Hoewel alle begin- en randvoorwaarden bekend zijn, heb 

ik in de literatuur geen analytische oplossing voor'J 

kunnen vinden. 

De laatste mogelijkheid is een berekening van het snel-

heidsveld met de rotatie W We moeten hiertoe 

(rv.9) oplossen, waarbij voldaan moet zijn aan de vol­

gende begin- en randvoorwaarden: 

tijd plaats begin en r.v.w. 

t ~o \I x,y w =0 

t ') 0 x=O w =O 

t ") 0 x=a w =0 

t ) 0 y=O w = 
cl\.A.. (l) 
~ 

t I y...:;.~ w -"> 0 

Tabel VI 
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Een tijdsafhankelijke oplossing is hier niet mogelijk, 

omdat op y=O het verloop van OU.../o lj in de tijd 

niet bekend is. Het probleem kan stationair opgelost 

worden, als op y=O de schuifspanning 'j-: fY'/.. è) u..jq_~ 
bekend is. 

In het voorgaande is geschetst welke overwegingen 

gebruikt moeten worden om een analytische oplossing te 

vinden voor het stromingsveld in een gebied met een 

tamelijk eenvoudige geometrie. Omdat dit al niet tot 

resultaten leidt kunnen we aannemen dat het niet moge­

lijk is een analytische oplossing van de in werkelijk­

heid optredende stroming te vinden, waarbij immers 

slechts een deel van de rand y=O een voorgeschreven 

snelheid heeft en waarbij de vrije rand niet recht is 

en tevens verandert in de tijd. 

In de volgende paragrafen van dit hoofdstuk worden daar­

om enkele numerieke methoden besproken waarmee het 

snelheidsveld uitgerekend kan worden. 

Een fysisch probleem kan dikwijls op twee manieren op-

gelost worden. De eerste is de differentiaalverge-

lijkingen die het verschijnsel beschrijven, op te lossen 

en de tweede is het probleem zo te beschrijven, dat 

een variatieprobleem ontstaat, waarbij het minimum 

van een funktienaal )(bepaald moet worden. Het minima­

liseren van X houdt meestal in, dat de toestand met de 

laagste potenti~le energie van het systeem bepaald 

wordt. Een exacte oplossing van beide methoden dient 

een gelijk resultaat op te leveren. 

Voor het numeriek oplossen van de differentiaalverge­

lijkingen worden dikwijls eindige differentie methoden 

gebruikt, terwijl voor de methode van minimalisering 

van een funktienaal de eindige elementen methode goed 

bruikbaar is. 
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De eindige elementen methode (Eng., Finite 

Element Method, afgekort FEM) heef't als voordeel 

t.o.v. de eindige verschil methode, dat er met 

onregelmatig gevormde roosters aewerkt kan worden, 

wat vooral bij grillige en/of veranderende randen 

een voordeel kan zijn. Een nadeel is dat bij de FEM 

een funktionaal gevonden moet worden, die equiYalent 

is met de differentiaalvergelijkingen, wat vaak moei­

lijk en soms onmogelijk is. Er is daarom een methode 

ontwikkeld die de FEM rechtstreeks op een differen­

tiaal vergelijking toepasbaar maakt en die bekend is 

als de Galerkin methode. Deze methode zullen we 

gebruiken bij de Stokes vergelijkingen. Voor de be-

stuctering van het algemene gedeelte van de FEM is 

voornamelijk ~el,ru:Lk r•;et11aakt vm1 hot boed van 

O.C. Ziunkiewicz ((,). 

IV.J.2. e~=~~~g~~~g~=~g=~~~~~g~~g 

Als we een differentiaal vergelijking willen oplossen 

in een domein B, dan kunnen we gebruik maken van 

variatierekening als aan een aantal voorwaarden is 

voldaan (6). Als we b.v. de funktie ~(x) in domein B 

willen bepalen, zoeken we naar die ~(x), welke de 

variatie integraal 

X= Jf(x) cjJ cj;x ) dx (IV. 10) 

minimaliseert (F is de :funktionaal). 

Een minimum wordt voor de X gevonden als X stationair is 

en als de tweede variatie van X in~ (h't}:[(t$)) 
positief definiet is. )(is stationair als de eerste 

varia tie van X in ~ ( b}:. [ f) J ) gelijk aan nul is, 

waaraan voldaan kan worden door de differentiaal-

vergelijking van Euler op te lossen. 

(IV. 10) : 

0 

Deze luidt voor 

(IV. 11 ) 
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Voor funkties van meerdere variabelen of verschillende 

funkties van één variabele kunnen overeenkomstige 

verge]_i,jkingen van Euler opgesteld worden. 

In ieder punt van domein B moet yS nu zolang gevari-

eerd worden tot er een minimum bepaald is. Omdat yS 

dan echter in een oneindig aantal punten gevarieerd 

moet worden is dit in de meeste gevallen niet mogeli,jk. 

Als we voor de oplossing van het probleem de FEM 

gebruiken, verdelen we het domein B in elkaar niet over-

lappende subdomeinen, de elementen. Een voorbeeld 

hiervan is gegeven in fig. IV.5 waar B verdeeld is in 

9 elementen. 

Fig. IV.5. Verdeling van een domein B in 9 elementen 

De punten waar de randen van de elementen elkaar ont-

moeten worden de knooppunten genoemd. In deze punten 

wordt nu yS gevarieerd. Door middel van interpolatie 

funkties, die bepaald worden uit de geometrie van de 

elementen kan yS overal binnen de elementen bepaald 

worden. Als f ,.,(lt ~r de waarden van yS op de knoop-

punten van element e weergeeft en als [ N] de inter­

polatiefunktie is, dan geldt binnen het element e: 
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(IV. ·12) 

Als we in het tweedimensionale gebied B de funktie 

willen bepalen, dan verdelen we B in 

een gebied V en een rand S. De funktienaal wordt 

dan: 

'f. = S f (x.~ , { .6~ , .fx f 1111 ' o; ~ ~L .... ·) d V 

+ f <) (Y-. ~ • f 41 ' ~x ~ rj l • d; { ~ S ' ..... ) J S 

Om de oplossingen van(IV.13) met gebruikmaking van 

(IV.12) te doen convergeren, als we het domein in 

steeds kleinere elementen verdelen, moeten F en G 

één-éénduidig zijn en zich bij fysische problemen 

"netjes" gedragen. Hiertoe moet voldaan zijn aan 

voorwaarde 1: 

(IV. 1 ~) 

De interpolatiefunkties [N] van een element moeten 

zodanig zijn, dat voor een bepaalde keuze van{~}~ 

alle waarden van {rf; r of zijn afgeleiden die in x 
aanwezig zijn, ook gevonden worden, als in de 

limiet de afmeting van het element tot nul nadert. 

Verder moet bij een verdeling in elementen de funk­

tianaal X voldoen aan: 

x (IV.14) 

waarbij n het aantal elementen is. 

(IV.14) is geldig als de funktiesGen F eindig 

blijven op de grenzen tussen de elementen. Dit wordt 

bereikt als de hoogste afgeleiden van { r{> f in F en G 

eindig zijn, waarvoor voldaan moet zijn aan 

\ 
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voorwaarde 2: 

De interpolatiefunkties ( N) moeten zo gekozen 

worden' dat op de grenzen van een element' { rjJ r 
en zijn afgeleiden van één orde lager dan die, 

welke in F en G optreden, continu zijn. 

In appendix B wordt als voorbeeld de interpolatie­

funktie berekend die behoort bij een driehoekig 

element. 

Toepassing van de methode van minimalisering van een 

funktionaal vereist dat we een funktionaal kunnen 

vinden, die equivalent is met de op te lossen diffe­

rentiaalvergelijking. Omdat dit niet altijd mogelijk 

is, is een methode ontwikkeld, waarbij de FEM direkt 

op de differentiaalvergelijking toegepast kan worden. 

Stel dat in gebied V de funktie { ~} voldoet aan: 

A ( f ~! ) (IV.15) 

met als randvoorwaarde op S 

D (IV. 16) 

Als we nu een probeerfunktie { ~t~.. , die aan (IV .16) 

voldoet, schrijven als: 

(IV.17) 

Dan is in het algemeen: 

(IV. 18) 
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De beste oplossing van (IV.18) is die {<Pro._ 
waarbij het residu R minimaal wordt in alle punten 

van V. We kunnen dit bereiken door gebruik te maken 

van het :feit, dat a]_s R overal nul is, ook 

~ 'v/.R dV =.0 (IV. 19) 

waarbij W een willekeurige funktie van de coördinaten 

is. 

Als er Nonbekende parameters { ~t zijn, dan kunnen 

we, door n lineair onafhankelijke funkties Wi te 

kiezen een even groot aantal simultane vergelijkingen 

5 tJc R d V = 
V 

dv 0 (IV.20) 

opschrijven, waaruit alle n funkties t ~f gevonden 

kunnen worden. 

Deze methode wordt "gewogen residu methode" genoemd, 

waarbij Wi de 'gewichtsfunktie" is. Afhankelijk van 

het op te lossen probleem kan aan Wi de waarde 0 of 1 

toegekend worden, of kan Wi gelijk gesteld worden aan 

de interpolatiefunktie Ni. Wordt dit laatste toege­

past dan heet de methode de Galerkin methode. 

We kunnen een tijdsafhankelijk probleem, waarbij de 

funktie ~ een eerste afgeleide naar de tijd heeft, 

beschrijven met de differentiaalvergelijking: 

=o (IV. 2.1 ) 

(hierin is Heen differentiaal operator). 

Als we deze D.V. in een gebied V willen oplossen 

m.b.v. de FEM, dan kan (IV.21), gebruikmakend van de 

Galerkin methode, herschreven worden als: 



-34- 37/78 

(IV.22) 

Om deze integraal op te kunnen lossen, moet een 

geschikte beschrijving· gevonde11 worden voor de term 

(IV.23) 

Een methode, die hier niet verder uitgewerkt wordt, 

is het gebied V te verdelen in eindige elementen van 

ruimte en tijd, waardoor de interpolatiefunkties ook 

tijdsafhankelijk worden, en (IV.23) overgaat in: 

Een andere methode is die, waarbij het gebied alleen 

in eindige elementen van de ruimte verdeeld wordt, 

en waarbij voor de tijdsafhankelijke deel de eindige 

verschil methode gebruiktwordt (7). 
Door in eerste benadering voor (o~/ot.)A (zie fig. IV.6) 

te schrijven: 

( met ~t'\ ::: (} 'hi~ IJ...\il 
wordt. (IV. 23) 

en cpo :. tP ou..cl. ) 

(IV.25) 

(IV.26) 
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t 

t A t o n t~ 

Fig. IV.6. De verandering van ~ als funktie 
van de tijd 

37/78 

Omdat nu berekend is in het midden van het 

tijdsinterval (t
0

, tn1' moeten we ~ in dat punt 

berekenen. In (IV.22) wordt nuf~} uit de tweede 

term vervangen door \ '/>~"., , waarbij 

met (IV,26, 27) wordt (IV.22) 

5 ~( ~ ( f~Yn -~ ~~ 0) + HCNl f~~*)áV ~c (IV.28) 

V 
of anders geschreven 

) Ni((W + H~Nl}{s6h1- er~~ -H~NJ)i~t)óV :=0 

V (VI.29) 
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Als de tijdstappen 6 t klein genoeg zijn, kunnen we 

mogelijk volstaan met i.p.v. {~1* , te nemen 

{ ~J n' zodat (IV.2R) wordt: 

(IV.30) 

IV.3.5. ~g~~~~~~gg=~~g=g~=~~~=g~=~~g=~~~~g~~~g~~gg~~~=g~g~~~­

~~~g~~gg=~~~=~g~~~~~gg~~~~=~~~~gg~~g~~~~gg~ 

De differentiaal vergelijkingen die in gebied V 

opgelost moeten worden om het stromingsveld te kennen 

zijn: 

~ b- -t~ - /_ ( è)'l. IA.. + "Q'lv... ) ::: 0 
()i: ox èX'~- ()~,_ 

(rv.31) 

f ~ +~ -/ (êP·v + 'd"l.v \ =D èt: 0~ (>)<'2. 0 ~'\. 
(IV.32) 

Q\..L. -t ÓV =.t) (IV.33) 
-ex 0~ 

Na verdeling van gebied V in eindige elementen en 

met gebruikmaking van de Galerkin methode, wordt 

(IV.31) voor knooppunt i: 

(IV.J4) 

Met de 1e identiteit van Green 

( J f lf 6 ~ -r ~'"u.J._ ~, ~~~~ ~)1 dv :: f lf ~~ d.s) 
wordt (IV. 34): 

~ (Ni (~ ~~ + #) + 1 ( ~~~ (IV.35) 

V 

_ ~[Ni.~~ d_ 5 ::.D 
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(s is de rand van V en n is de naar buiten gerichte 

normaal). 

Met gebruikmaking van de interpolatiefunkties en met 

(IV.30) wordt (IV.J5): 

Als op de rand S, du.. /'dn = o 
verdwijnt de oppervlakte integraal; als 'ào...(àn 

(IV.36) 

een voorgeschreven waarde heeft, wordt deze in (IV.36) 

ingevuld. 

Uitwerking van (IV.32) geeft een vergelijking die 

identiek is aan (IV.36). 

Uitwerking van (IV.33) geeft 

(IV.J7) 

We kunnen de variabelen in punt i voorstellen door: 

U. i..n 

(IV.38) 

Waarmee het stelsel vergelijkingen beschreven kan 

worden als: 

(IV.39) 



v~ 
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Voor een element e wordt dan de matrix [ K t.jJe... 

~A -+(B -~A 0 () Wt. ~· 
à x 

0 0 ~A~<>;B -fA Nt dA/j d.v 
ox (Iv.4o) 

0 NL 'QJjj_ 0 0 
à~ 

waarin A = Nï.Nj en B = Qfu Q!!i + oNc 'à tV. 
~l:. -ox o~ ~ ~ 

De vektor {F1 wordt voor element e 

cis (IV.41) 

In appendix C is (ki.j Je uitgewerkt voor een drie­

hoekig element en is het stelsel vergelijkingen uit­

gewerkt voor een gebiedmt verdeeld is in 6 recht­

hoekige, gelijkbenige driehoeken. De gediscretiseerde 

Stokes vergelijking die hierbij gevonden wordt heeft 

door de keuze van deze driehoeken een betrekkelijk 

eenvoudige vorm. 

Het oplossen m.b.v. een computerprogramma van het 

stelsel vergelijkingen dat op deze wijze gevonden 

wordt, is bij Philips niet mogelijk, omdat er nog 

geen standaard programma's beschikbaar zijn die tijds­

afhankelijke problemen kunnen verwerken. 
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In de volgende paraeraaf wordt een methode besproken 

die als uitr,-ang-spunt 8en stationaire stroming van het 

c-las rond het mes heert. 

IV.4. ~~-~~!~~~~-!~~-~!~!~~!!~~E!~~-!~~-~~È-!~E~~~!!_!~-~E~~­
~~~~~-~~-~!~~~~!~~-!~E~~~~~ 

De entropietoename van een incompressibel medium wordt 

beschreven door: 

De eerste term van het rechterlid is de entropie 

toename door warmtegeleiding, de tweede term is de 

entropie toename door warmtebronnen en de derde 

term is de entropie toename door viskeuze dissipatie. 

(D:D is het dubbel inwendig produkt van de deforma-
:s,....a. 

tietensor D met zichzelf en is het spoor van (D.D) 

en gelijk aan: 3 3 

~ 2.. D ~ nh. 
i..:::."1 k-:::1 

Voor een twee dimensionale stroming is de deformatie­

tensor D: 

.D- (IV.43) 

Het viskeuze vermogen dP dat door een glasdeeltje met 

afmetingen dx dy wordt opgenomen.is: 

d.P=2.7_D:D (IV.44) 



-40- 37/78 

zodat door de hele glasbulk een vermogen P wordt 

opgenomen, dat gelijk is aan: 

"' l 
P -= <t_ ( \ Ç D : D dx cl 'j 

0 0 

(IV.45) 

Het viskeuze vermogen van het glas wordt geleverd 

door het in het glas bewegende mes, dat via het glas­

kapje met een deel van het oppervlak aan het glas 

hecht. 

Het mes ondervindt een schuifspanning: 

(rv.46) 

en de kracht op het mes is: 

(IV.47) 

Het door het mes geleverde vermogen is P=F.U0 , dus 

b 
p = 1 Llo r ( è) u_\ - d.x l. à~ ')-C 

Gelijkstelling van (IV.53) en (IV.56) geeft nu: 

b 
u._.j (~\-oe Jx = D 

<1.. 

(Op grond van de dimensie-analyse blijft de 

convectieve energietoename buiten beschouwing). 

(rv.48) 

(IV.49) 

In de nu volgende paragrafen wordt een methode be­

sproken om een snelheidspro:fiel van het stromende 

glas te vinden dat aan (IV.49) voldoet. 
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Hierbij wordt het snelheidsprofiel voorgesteld door: 

waarin m en p parameters zijn, die berekend moeten 

worden. 

Met gebruikmaking van een numeriek minimaliserings­

programma, worden die waarden voor de parameters 

gezocht, waarbij zo goed mogelijk aan (IV.49) wordt 

voldaan. 

Om een indruk van de juistheid van het model te krijgen, 

wordt de kracht F met de gevonden snelheid berekend en 

wordt deze vergeleken met de kracht K die experimentee' 

bepaald wordt. 

In een eerste benadering voor de snelheidsprofielen 

wordt de gekromde vrije rand (zie fig. IV.J) vervangen 

door een rechte rand, die een hoek van 45° met de 

x-as maakt (fig. IV.7) 

h 

A 
~L 

.)( 

0 a b 

Fie;. TV. 7. Modfü van de glashulk, 7.oa.1 R r~ohr11i kt 
b.i .i do ruin LruaLLsPri.nr·;~mcLIJod<'. 
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De snelheid wordt globaal beschreven. (Dit kan 

vooral in de buurt van de mespunt aanleiding geven 

tot afwijkingen, omdat daar grote locale verstoringen 

kunnen optreden}. 

Het mes, dat een snelheid -U l1eeft, raakt het glas 
0 

tussen a en b. Indien we kiezen voor een glashechting 

tot aan de punt van het mes treedt op x=a een 

singulariteit op in Óv.../~'j. Om dit te voorkomen 'vordt 

aangenomen dat er een van de plaats x afhankelijke 

slip langs het oppervlak optreedt, zodanig dat op 

x=a:()'1x \::.
0

=0 en op x~a: (1~'1tJ'l- 0 *0 

Vanwege de verschillende randen en randvoorwaarden is 

een onderverdeling gemaakt in drie gebieden A, B en C 

waarin de snelheid beschreven wordt. Op de grenzen 

van A met B (x=a} en B met C (x=b) moeten aansluitvoor-
waarden 

gelden voor u, v, öv...jè'X) è)u.jo'j) èlvjox) ovjö~. 

Vergelijking (IV.49} kan nu herschreven worden als: 

b 
~(~.:\- + .l- ( ÓlLL. + 'o_!i.\"1. dx dj -U0 ( ( ~\ d~::: 0 

o"XJ 2 0~ o'X") dè'1'J~::.c 
(Iv.so) 

Hierin is 

~ 1:: 0 'XCJ.. =a_ 'A'3-;::. b , x4 :. b-t~ 

u..1 ) v1 - LL~ ) V~ 

u.2. , v1.. :: u..s > V~ 

u :i ) vl = u..c. ) Vc, 
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De randvoorwaarden zijn: 

gebied A: 

lj = 0 

gebied B: 

u. =.C> 

öv .:. 0 
~ 

u..":. 0 

d\.L -0 
~-

LL =0 

öu.. =. 0 

0~ 

V::: D 

dLL. = rex) 
0~ 

LL :0 

ètL = Q 
olj 

~37/78 

(IV.51) 

(IV.52) 

Voor de bepaling van de randvoorwaarden in gebied 

C op y=x-b, gaan we over naar een nieuw coördinaten­

stelsel (fig. IV.8) dat zijn oorsprong heeft in 

(b,o). 

Hierin is: 

x' ('1..-b+~/V2. 

'jl :::: (- "' + 'b .Ir j) /lfi.. 
(IV.5J) 
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In dit stelsel is: 

u..' =- ( u.. -tv)/ lfi 
(rv.s4) 

v' =. (-u..-\-v) /'Vi 

'1' 

Fig. IV .8. 

De randvoorwaarden worden dan voor gebied C 

~, = 0 è>u.' + .QJL! :0 

~· à x' 
(rv.ss) 

lj = h u. =.D 

.dJ& :D 
0~ 

Als aansluitvoorwaarde wordt ge~ist, dat de snel­

heden en hun afgeleiden op x=a en x=b continu 

zijn. 

Bij de bepaling van het snelheidsprofiel nemen we 

aan dat op een lijn waar y = constant, de hoogste 

snelheid in x-richting gevonden wordt op x=b. 

Deze snelheid kunnen we beschrijven door: 

(IV.56) 

(mis een nog onbekende parameter). 
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Deze snelheid moet afnemen in beide x-richtingen. 

Dan is dus: 

(IV.57) 

met 0 ~ ~('x) ~ 1 

(IV.57) voldoet aan de r.v.w. van gebied B voor ~=~~l. 

(~)'j=t> * 0. 

Dat betekent tevens dat (IV.57) niet geldig is in 

gebied A. Snelheden die in A en B voldoen kunnen 

we weergeven door: 

(IV.58) 

en 

(IV.59) 

Deze laatste uitdrukking is mogelijk, omdat in de 

(lineaire) Stokes-vergelijkingen snelheden mogen 

worden opgeteld. 

De funkties f(x) en g(x) moeten aan de volgende 

eisen voldoen: 

~-c. )() ::. 1 0~ '1.-::: b 
r (x)= c op ~:Cl. 

i~(.X) .:: 0 cp 'k = 0.... 

~(X)= 0 0~ X= D 

9()().::D 0~ X=b 
d. ~ (>() :::D op 'X=h a'( 

(Iv.6o) 

(IV.61) 
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In gebied C stellen we het verloop van u voor door 

de uitdrukking: 

Dan moet l(x) voldoen aan: 

~ (x) = 1 

d. ~(x) 
d x 

(IV.62) 

(IV.63) 

Aan de laatste voorwaarde van (IV.63) kunnen we vol­

doen door l(x) en f(x) zo te kiezen, dat hun afgeleiden 

in x=b gelijk aan nul zijn. 

De snelheid v in y-richting wordt bepaald m.b.v. de 

continuiteitsvergelijking (IV.5) zodat: 

Voor de verschillende gebieden betekent dit: 

gebied A 

gebied B 

(Iv.64) 

(IV.65) 

V B = -~ t ~~(X) s k{~ \ d ~ + ~ s (I - t }\'Yl ~ -t (,_(>\)1 

(Iv.66) 
gebied C 

(IV.67) 
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In {IV.65) is r 1 {x)=O omdat VA=O op y=O. Om dezelfde 

reden is r 2 {x)=0 in {IV.66). 

In {IV.67) wordt r
3

(x) bepaald uit (IV.53), (IV.54) 

en {IV.55). 

De funktie k(y) moet voldoen aan: 

k(y)=O op y=h 

k { y) = 1 op y=O 

5 k{y)dy=O op y=O 

cl~(~) =0 op u=O en y=h 
dO Ij 

(IV.68) 

De volgende funkties voldoen aan de gestelde rand-

en aansluitvoorwaarden: 

f(x) = ( , _ ( ~ ~ e 1'1. )f 

g(x) - (I- l ~\'l)P ( t\~p 

l(x) ('-(~s-'t {IV.69) 

k(y) - c:L -- 'm-'L 

X \ I 
r 3 (x) = !if s ( X. - b \ ( f - X- b \ m ( \ - (X-=k. \ 'l. \ ~- d X 

h c -6 ) z:b ) (. -\o ) ) 
0 

De afleiding van k{y) en r
3

(x) is gegeven in 

appendix D. 
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Hiermee zijn de snelheidsprofielen in de verschillende 

gebieden bepaald. Deze zijn: 

gebied A 

(IV.70) 

gebied B 

(IV.71) 

gebied C 

(IV.72) 

V c. -= (.4, 2.. ~ { - ( ~ - b) ( I _ ( ~ yl.} V -I ( ( I - ~ \ m+' _ 1 \ 
\ (m-t\)(c-b) c-~o n l J 

x 
+1 S (~) ( 1 -~)m (t- (~=b\?_)P-' dxJ 

0 
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De eerste term uit (IV.50) kan nu bepaald worden 

met de afgleiden van de funkties u1't (IV 70) . ' 
(IV.71) en (IV.72). 
Deze zijn: 

gebied A: 

~~e :: 2e~ (~'t ( ~ '(' _ ~ ( f)'l + \)( 1 _ ( ~)<L)P ( ty-P- 1 

- ( I - ( Ç}~)P _, l t;) "Lp-t-1 

~~,. = !#- ( 7;,':'.,_ ( ~)"'-'-.;~ ( t)) {I -( t- )'-)P ( -t y-f (IV, 73 ) 

Ö V Pt = '2. Ph Llo ( <2 I '1 \ 'fY\-\-\ h"\ ~ ( ~ \l t ( '1 \\ 
~ b ~ (rn-<t)(mtl) l h" J 3 (m-~) hl h' J) 

* (-c~r -0( 1 ~~\.,_)? l ~)"l.p-"'- + ~P ( '-(~Y)~-' ( t;)'tf 

+("Lp+')(,_ ( ~))P-' (t y·r _ 'L(p-1)('-l~\~)?-'l( ~)~+'l) 
gebied B: 

ÓU.B _ Óu..a _2.tp ('- f.)rn(,-(X-b\"\f-' (xJ;)) 
è )( - (:)x (o..- ~'2.. "' ~) ) 

~~a = ~ ~n -~ ( 1- 1;-)"'-' ( I- (!-:_~)''Y (Iv. 74) 

d VB ::: d V~ _ '2.. p 'h'Jvo ( ( r- ~ )m.~r'- 0 (- 't (p-IJ ( 1 _(X -b \.,_ \ ~ -~ 
è x o X ( m ~) ( o.Jt::) '\. êi"':b ) ) 

*(~--t~ + ( ,_ ( ~ :_t )"t)P-') 
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gebied C: 

ö Llc. - - "2. e u.o (, _ ~ )m ( 1- ( x-b~')_)P-' (x-b) 
à 'X \,'1. 'h c:b 

d \A.c. :::: _ mllo ( I - ~ y~-1 
( I - ( f-4 )'I.\'} (IV.75) 

à~j h 

De berekening van de parameters m en p gebeurt met 

het optimaliseringsprogramma "OPTPAC 3"· De 

gebruikte methode is die van Hooke en Jeeves (zie 

appendix F) • 

Deze methode zoekt naar een zo laag mogelijke 

funktiewaarde. In dit proces zijn we echter geïn­

teresseerd in een oplossing, waarbij de funktie­

waarde zo dicht mogelijk bij nul ligt. Door nu de 

absolute waarde van (IV.50) te berekenen is nul de 

laagst mogelijke funktiewaarde geworden. 

V. De snijkrachtmetingen 

Tijdens het knippen worden verschillende krachten op 

de messen uitgeoefend, nl. een normaalkracht op de 

voorkant van het mes, een schuifkracht op de bovenkant, 

het gewicht van de glasbulk boven het mes en een ver­

snellingskracht door de veranderende snelheid van het 

mes. 
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Om de krachten die op een mes werken te kunnen bepalen 

is een wijziging aangebracht in de bevestiging van de 

messen. In de normale bevestiging is het mes op een 

mesdrager gemonteerd, die op een meshouder geplaatst 

is (fig. V.1). In de opstelling waarmee de kracht geme­

ten wordt, zijn tussen mesdrager en meshouder drie ring­

vormige krachtopnemers geplaatst (fig. V.2). 

Fig. V. 1. 

mesdrager 

meshouder 

bevestigingsplaats van houder 

aan draaiarm 

Oorspronkelijke mesbevestiging. 

mesdrager 

meshouder 

zijaanzicht voooraanzicht 

Fig. V. 2. Mesbevestiging met krachtopnemers. 
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Als we het aangrijpingspunt van de kracht op het midden 

van de punt van het mes veronderstellen, dan zijn in 

fig. V.J. de krachten getekend die op het mes en de 

krachtopnemers werken. De versnellingskracht wordt 

buiten beschouwing gelaten.(zie ~V.2.). 
De kracht F op het mes is ontbonden in een horizontale 

kracht FH' een vertikale kracht FV en een dwarskracht 

FD. De horziontale krachten op de krachtopnemers zijn 

A1, A2 en B. De vertikale krachten zijn A~, A2', en B'. 

(De dwarskrachten op de opnemers en het mes zijn niet 

getekend). 

fv 

I A 

I 
I i __ 
I 
I 
I ")(j 

f 

Fig. V.J. De horizontale en vertikale krachten 
op de messen en op de krachtopnemers 

De horizontale kracht FH wordt bepaald uit: 

0 

waarmee 

A--r +A 2 - B 

(V. 1 ) 

(V.2) 
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Omdat de krachtopnemers, zoals ze hier bevestigd zijn 

slechts horizontale krachten kunnen meten, worden de 

vertikale en de dwarskracht bepaald uit: 

0 (v.J) 

waarbij M . . . het moment van een kracht K is t.o.v. 
XJ. ,y1 ,z1 

een willekeurig punt xi, yi, zi. 

Als we voor de vertikale kracht de plaats waar de 

krachtopnemer B bevestigd is, als draaipunt beschouwen, 

dan is met (V.3) 

t==v'X1+ (A..,tA'l.)~2 _f",_.l:\., D (v.4) 

zodat met (V.2) 

fv = ( A1 + A"2. )( ~1- ~1.)- B ~-," (v.s) 
)(1 

In fig. V.4. is de situatie getekend die betrekking 

heeft op de dwarskracht Fn die op een mes uitgeoefend 

wordt. 

z 
1 

Fig. V.4. De dwarskracht op de messen. 
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Met (V.3) wordt F bepaald door: 
D 

=0 (v.6) 

of 

(V.?) 

Omdat, zoals uit de volgende paragraaf zal blijken, 

zowel druk- als trekkrachten gesommeerd kunnen worden 

gemeten, kan FH in 1 meting van A1+A2+(-B) bepaald 

worden. Om Fy te bepalen moeten A1+A2 en B apart 

gemeten worden en voor FD moeten A1 en A2 apart worden 

bepaald. 

Voor beide meshouders is: 

y1= 82 mm 

y2= 58 mm 

z1= 20 mm 

terwijl voor het ondermes: 

x1= 121 mm 

en voor het bovenmes: 

x1= 105 mm. 

De gebruikte krachtopnemers zijn kwartskristal-meet-

schijven van het merk Kistler, type 9011. Ze zijn 

ringvormig, met een inwendige diameter van 6,5 mm, 

een uitwendige diameter van 14 mm en een dikte van 

8 mm. 

In fig. V.5. is een deel van de doorsnede van een 

krachtopnemer getekend. 
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lL---__ 
F 

q~ 
G 

----E------- s 

Q w 

w~ G 

T 
i= 

Fig. V.5. Doorsnede van een krachtopnemer. 

Q = kwartskristalschijf 

E = elektrode 

w = elastische wand 

G = omhullinr, 

s = stekker 

F = op de schij:f uitc-eoef'ende kracht. 

Wordt de schijf Q samengedrukt door een kracht F, dan 

geeft deze een elektrische lading af, welke door de 

elektrode E die met de stekker S is verbonden, wordt 

opgenomen. Een drukkracht ~p de schijf veroorzaakt 

een negatieve lading, die evenredig is met de kracht. 

Wordt de drukkracht opgeheven nadat eerst, door kort­

sluiten van de stekkeraansluiting, de lading afgevloeid 

is, dan wordt door de schijf een positieve lading 

afgegeven. Dit maakt het mogelijk om zowel druk- als 

trekkrachten te meten. 
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(Bij het meten van trekkrachten moet dus aan de kracht­

opnemer een voorspanning gegeven zijn). De kracht­

opnemer wordt verbonden met een ladingversterker 

(Kistler, type 5001) welke een uitgangsspanning heeft 

die evenredig is met de door de krachtopnemer afgegeven 

lading. Bij parallelschakeling van meerdere opnemers 

worden de ladingen opgeteld, zodat de ladingversterker 

de som van de krachten meet. Door de krachtopnemers 

wordt tijdens het knippen zowel de door het glas uitge­

oefende kracht gemeten als ook de op het mes werkende 

versnellingskracht. (De snelheid en versnelling van de 

messen is gegeven in appendix E). Om de meting onaf­

hankelijk van de versnellingkkracht te kunnen uitvoeren 

wordt op de meshouders een versnellingsopnemer (Kistler, 

type 808A) gemonteerd. Deze geeft een lading af die 

evenredig is met de versnelling welke de opnemer onder-

vindt. Deze lading wordt eveneens door een ladings-

versterker in een spanning omgezet. De uitgangen van 

de ladingsversterkers worden verbonden met een galva­

versterker (Kistler, type 5211A) die een stroom levert, 

welke evenredig is met het verschil van de spanningen 

op de ingangen. Deze stroom wordt gemeten m.b.v. een 

U.V. oscillograaf. 

De ladingsversterker van de versnellingsopnemer wordt 

nu zo afgeregeld, dat er bij een loze knip (knipbeweging 

zonder dat er glas geknipt wordt) geen stroom gemeten 

wordt. Wordt daarna tijdens het glasknippen gemeten, 

dan is de uitslag op de U.V. oscillograaf evenredig met 

de door het glas veroorzaakte kracht. 

Om de grootte van de gemeten kracht te kunnen bepalen 

moeten de krachtopnemers vooraf geijkt worden. Dit 

gebeurt door de stroom te meten, die veroorzaakt wordt 

als op het mes een bekende kracht uitgeoefend wordt. 



-57- 37/78 

r I 
k J 

} • V • I k I 
J 

I k 
l 
I 

I L...--V ___.]~-------1 l.v. 

Fig. V.6. Aansluitschema van kracht- en 
versnellingsopnemers. 

k = krachtopnemers 

v = versnellingsopnemer 

l.v. = ladingsversterker 

g.v. = galvoversterker 

0 = U.V. oscillograaf. 

De bevestiging van een krachtopnemer tussen de mes­

drager en meshouder is schematisch weergegeven in 

fig. V.7. 

voor Fig. V.7. z.o.z. 
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k = krachtopnemer 

md= mesdrager 

mh= meshouder 

mll 

b = bevestigingsbout 

Fig. V. 7. Schematische bevestiging van de kracht­
opnemers 

Omdat we er naar streven dat een zo groot mogelijk 

deel van de kracht op de messen door de krachtopnemers 

opgenomen en gemeten wordt, moet de veerconstante van 

de bevestigingsbouten aanmerkelijk minder zijn dan die 

van de krachtopnemers. Bij gegeven materiaaleigen-

schappen wordt de veerconstante van de bout bepaald 

door zijn diameter en lengte. De diameter van de bout 

wordt i.v.m. een goede positionering van de kracht­

opnemer 0.1 mm kleiner gekozen dan de inwendige dia­

meter van de laatste, welke 6,5 mm bedraagt. 

De veerconstante van de krachtopnemers is S = 
6 1 ,8. 10 N/mm. 

De verkorting van een opnemer bij een drukkracht van 

F Newton bedraagt: 

De verkorting van een bout bij een drukkracht van 

F Newton bedraagt: 

(v.8) 

(V.9) 
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(E is de elasticiteitsmodulus, A is doorsnede, lb 

is oorspronkelijke lengte). 
4 2 2 

Met E = 21.10 N/mm en A =32,17 mm wordt (V.9) 

(V.10) 

Indien we het acceptabel vinden dat 10% van de kracht 

door de bout wordt opgenomen, dan wordt 

--:à~!_b~_ )( \De ~ = q 0 oz., 
6-Qb+ Al~ 

van de kracht opgenomen door de krachtopnemers. 

In dit geval is: 

(V.11) 

(V.12) 

en met (v.8), (V.10) en (V.1~) is nu de minimum bout­

lengte: 

lb = 33,8 mm 

Door de afmetingen van mesdrager, meshouder en kracht­

opnemer is lb echter minimaal 48 mm, zodat ruimschoots 

aan de eis voldaan wordt. 

Door de krachtopnemer wordt met deze bout 92.7% van de 

kracht F gemeten. 
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VI. Resultaten en discussie 

Er is m.b.v. het optimaliseringsprogramma "OPTPAC 3" 

een optimale waarde voor de parameters m en p berekend. 

Bij de berekening zijn (zie fig. 5) de volgende 

afstanden langs de x-as gekozen: 

oa = 3,5 cm, ab = 1,5 cm, terwijl de hoogte h is 

gesteld op h = 2 cm. 

Voor de uitvoering van het programma is een start­

waarde vereist. Hiervoor is achtereenvolgens genomen: 

m = p = 3, m = p = 5 en m = p = 7. (Het is niet 

noodzakelijk datmen p gelijke startwaarden krijgen). 

De startwaarde m = p = 7 heeft geen absoluut minimum 

opgeleverd. Bij de startwaarden m = 
is binnen de afbreekfout ( A m = L::.. p 

p = 3 en m = p = 5 
= 1. 10-3) een 

absoluut minimum in het verschil van vermogen gevonden 

voor 

m = 8,04 

p = 2,oo. 
Met deze parameters is, bij een messnelheid U = 4 m/s 

0 

en ~ = 1500 Pas het verschil in vermogen per lengte-

eenheid: 

I~ P'l 

Het door het mes geleverde vermogen per lengte-eenheid 

is 18,6 • 103 N/s, zodat: 

I 8 IA:>- li' 
I • 

Met een (geschatte) mesbreedte van 10 cm en rekening 

houdend met glashechting aan beide kanten van het mes, 

is de op het mes uitgeoefende kracht: 
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en het door het mes geleverde vermogen is: 

De bij de gevonden parameters behorende snelheicts­

profielen zijn getekend in fig. VI.1. Uit het profiel 

van de snelheid u blijkt dat door de grote waarde van 

m, de x-component van snelheid in y-richting snel 

afneemt. 

Vanwege de globale beschrijving van de snelheid en de 

verdeling in drie gebieden, is een gedetailleerde 

bespreking van het snelheidsprofiel niet erg zinvol, 

met name waar het de stroming rond de punt van het mes 

betreft. 

De x-component van de snelheid, ingevuld in de Stokes 

vergelijking: 

bepaalt de druk p = p{x,y} in het hele gebied, gebruik­

makend van de 1e randvoorwaarde voor een vrije rand 

(blz.2~), die voor de rand y = x-b, uitgedrukt in het 

x'-y' stelsel luidt: 

0 

Als het snelheidsprofiel overeenkomt met het profiel 

dat gevonden zou zijn als oplossing van de Stokes 

vergelijkingen, dan moet de afgeleide à~;fóq van de 

hierboven gevonden druk p,oplossing zijn van de Stokes 

vergelijking voor de vertikale component van de 
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u 

T 

Y=0.4h 

0 a b 

Fig.VI1a. u als funktie van x. 

V 

i 

Y=h 

b Fig. VI1b v als f'U:nktie van x 
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snelheid: 

De messen met krachtopnemers zijn gemonteerd, zoals 

in hoofdstuk V beschreven is. 

Er zijn op dit moment echter nog geen krachtmetingen 

uitgevoerd, zodat er geen vergelijking van de gemeten 

en berekende kracht mogelijk is. 

Een uitspraak over de relevantie van het model kan 

dus nog niet gedaan worden. 
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VII. Conclusies 

Het onderzoek naar methodieken, waarmee de glas­

stroming rond het mes beschreven kan worden, heeft 

enig inzicht gegeven in de problemen die hierbij 

optreden. 

De belangrijkste oorzaken van deze problemen zijn: 

het glas is een hoogviskeuze vloeistof, de stroming 

is instationair en er is een vrije rand aanwezig. 

In de insnoerfase is een numerieke oplossing van de 

instationaire Stokes vergelijkingen mogelijk, als 

gebruik gemaakt wordt van de eindige elementenmethode. 

Hoewel er nu nog geen standaard computerprogramma 

beschikbaar is, kan in de {nabije?) toekomst mogelijk 

het programma MARC uitkomst bieden. Bij een verdeling 

in driehoekige, gelijkbenige elementen kan de gedis­

cretiseerde Stokes vergelijking gebruikt worden, die 

in appendix C beschreven is. 

De minimaliseringsmethode heeft enerzijds een beeld 

gegeven van de mate waarin de stroming zich uitstrekt 

in het glas en anderszijcts een orde van grootte van de 

kracht op de messen en het door de messen geleverde 

vermogen. Een vergelijking met de werkelijke (gemeten) 

kracht op de messen is helaas niet mogelijk geweest. 

Het model kan belangrijk verbeterd worden door een 

beschrijving van het stromingsprofiel, zonder dat een 

verdeling in 3 gebieden gemaakt wordt. Een beperking 

van het model blijft echter de stationaire beschrijving 

van de stroming, in een stadium dat deze als instatio­

nair beschouwd moet worden. 

Voor de snijfase is geen methode gevonden om de kracht 

op de messen te kunnen bepalen. Het is niet mogelijk 

gebleken (in analogie met de kracht op een bol met en 

zonder slip lanc·s het oppervlak) de kracht op een 

cilinder met slip lanes het oppervlak te berekenen. 
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Lijst van gebruikte symbolen 

C soortelijke warmte 

F,K kracht op de messen 

P vermogen 

p druk 

T,t tijd 

U messnelheid 
0 

u,v snelheid van het glas 

1_ dynamische viscositeit 

<:s dichtheid 

Q temperatuur 

~ stroomfunktie 

L..":> rotatie 

j schuifspanning 

K oppervlaktespanning 

À warmtegeleidingsco~ffici~nt 

~ dimensieloos produkt 

37/78 

eenheid 
J.kg-1K-1 

N 
-1 

J s 
m-2 N. 

s 
-1 

m. s 
-1 

m. s 
-2 

N .m • s 
m-J kg. 

K 
2 -1 m .s 
-1 

s 
-2 N.m 
-1 N.m 

-1 -1 -1 Jm s K 



-66-

Referenties 

1. H. Reijnen 

Interne Mededeling, juni 1977 

2. J.M. Burgers 

Sec.rep. on viscosity and plasticity 

Noord Holl. Uitg. Mij, 1938, Amsterdam 

3. G.K. Batchelor 

An introduetion to fluid dynamics 

University Press, Cambridge 1967 

4. F. Booth, e.a. 

Glas Techn. 1], 1 febr. 1972 

5. J.V. Wehausen e.a. 

37/78 

Surface Waves, Handbuch der Physik, IX, p. 446 e.v. 

Springer, Wien 

6. o.c. Zienkiewicz 

The finite element method in engineering science 

McGraw Hill, Londen 1971 

7. L.J. Segerlind 

Applied finite element analysis, 

John Wiley & Sons inc., New York 1977 

8. J. Happel e.a. 

Low Reynolds number hydrodynamics 

Noordhof Int. Publ., Leiden 1965 



-67- 37/78 

Foto 1 

Uit de oven 

komende glas­

druppel 

Foto 2 

Glasdruppel 

vlak na het 

knippen 
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Foto 3 

De vallende glasdruppel, met aan de bovenkant de nieuwe knip 
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Foto 4 

De glasportie die na het knippen achterblijft en waarop 

de oude knip is te zien 
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Appendix A 

De kracht op een cilinder met slip langs het oppervlak 

Door Bateheler (J), blz. 229 t/m 246, wordt de kracht 

bepaald die een starre bol, een vloeistofbol en een starre 

cilinder ondervinden, als deze zich in een Stokes stroming 

met snelheid U bevinden. 

De kracht op een vloeistofbol is: 

f - - y )y ~ ll rf), + "3/?.. 'l']' 

1+"7' 
(A 1) 

Hier is is ~ de viscositeit van de omringende vloeistof 

en 1' de viscositeit van de vloeistofbol. 

Als ~ 1 __.,V"':) , is 

= (A2) 

en de kracht is dus gelijk aan de kracht op een starre bol. 

Als = 0, is 

(AJ) 

Deze kracht is gelijk aan die, welke door Happel (7), blz. 

126, berekend is, als de kracht op een bol met 100% slip 

langs het oppervlak. 

Om te onderzoeken of in analogie met deze beschouwing voor 

een bol, ook de kracht op een cilinder waarlangs 100% slip 

optreedt, berekend kan worden, wordt eerst de kracht op een 

vloeistofcilinder berekend. {Verklaring van de symbolen aan 

het eind van deze appendix). 



t;tarre cili.nder 

W~= 

ct1. ~ +- ..L d f ç - c 
~ f" J.,r - r'l- r' 
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(Al~) 

(A5) 

(A6) 

(A7) 

(AH) 

(A9) 

~Cr}=-~ Cr~{;-)+(+~ C(r- ~) (A1o) 

(A 11) 

Tl /7P. 

vloeistor cilinder 

p'- p~ 
'"?.' 

'~ ..:.. _ c LL .:x (A4 I) 

(AS I) 

(A6 I) 

(A8 I) 

(A9 1
) 

(A10') 

(A 11') 

Op x = a gelden dynamische aansluitcondities, n.l. de 

schuirspanning die door beide vloeistoffen op elkaar uitge­

oerend wordt, is gelijk en tegengesteld. Dit resulteert in: 

op (A 12) 

Dc~e voorwaarde toegepast op (AlO) en (A10 1 ) levert: 

(A 1 3) 

of op r = a: 

0.... .::: CL ~ C 1 o...'l 
8 
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Dus C = 0 voor iedere 1· 
De krach L op een vloeisto l'c i.:U ndc:r kan dus niet op cteze 

wi.,j:r.e bepaald worden. 

V crklar.i.ng symbole11: 

ll = snelheid lwo:rdstroming 

u.. = verstoorde snelheid rond de cilinder 

Q.... = diameter van de cilinder 

r = afstand tot de cilinder 

c = constante voor de starre cilinder 

c' = constante voor de vloeistof cilinder 

wlf = <lzimu tha.le component van w 
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Appendix B 

De interpolatiefunktie voor een driehoekig element 

Met de interpolatiefunktie wordt de waarde van ~ binnen een 

element bepaalt, als deze op de knooppunten bekend is. 

Welke interpolatiefunktie genomen moet worden hangt af van 

de geometrie van het element. In het nu volgende wordt 

voor een driehoekig element de interpolatiefunktie afgeleid. 

Als we het domein B in driehoeken verdelen, maken we geen 

gebruik van cartesische coördinaten, maar van een set genor­

maliseerde coördinaten Li, Lj, Lk voor een driehoek i,j,k 

(fig. B1). Dit houdt in, dat in punt i, Li=1 en Lj=Lk=O. 

k 
y 

x 

Fig. B1. Driehoekig element. 

We nemen aan dat Li lineair verloopt van 1 tot 0 ·als we van 

i naar k of van i naar j gaan. Dit betekent dat Li overal 

binnen de driehoek bepaald is en dat er lijnen ~ijn met 

constante Li (fig. B2a). We kunnen Li behorende bij een 

punt p binnen de driehoek (fig. B2b) berekenen uit: 



-74- 37/78 

OPP ~Pik _LL._ ___ _ ( I\ I ) 

Opf ll L_ik 

.i ,i 

i 

Li 

Fig. B2a l•'ic;. B:2b 

De punten binnen de driehoek in fig. B1 zijn door het 

volgende lineaire verband tussen de cartesische coördinaten 

en Li, Lj en Lk gedefinieerd: 

= L. x L -t- Lj )( ~ + L k x k 

\j = L,· ':1 t.. + Lj Ij i + Lk lJ k 

1 LL + Lj + Lk 

De oplossing voor Li, Lj en Lk is dan: 

Li 
L)· 

LL< 

-
--

-

( O..i__ -tb(. x + C(. <j) I "LA 

(o-j+b)X t-Cj~)/1-A 
( CX.k + b k x t q~ '-1) I '2. A 

(B2) 

(BJ) 



met: 

ll.n 

X.l, ~L. 
A= ..1.. x.· 

~~ 2.. j 

)l_k 'jk 

a..t. = x~ ~ k - xk '1 ) 
bt = ~.) -ljk 
ct. =- xk _ xj 
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- opp. ~ ijk (BI+) 

(B'>) 

(opm.: aj en ak kunnen verkregen worden uit cyclische ver­

wisseling van i, j enk). 

Voor de driehoek van fig. B1 zijn de interpolatiefunkties N 

gelijk aan de oppervlaktecoördinaten, dus: 

) N~ ~ L j en (B6) 

Als we in de driel10ek ook nog knooppunten aanbrengen op de 

zijden is (B7) niet geldig. Ook bij een andere conLLguratie 

zoals b.v. bij een rechthoek vinden wc een nndcr (en dus 

ingewikkelder) verband tussen N en L. 

~ -J. 

Indien we op de knooppunten van fig. B1 de 
~ 

grootheid c:/> ::: c/J (X, '1J 
kennen en we willen in punt f ~ bepalen, dan is: 

~ 

c/J~ ( ~fx ) c$çlj} (B7) 

En met (B2,3) en (IV.12) is nu 

~ Ç-x =-~ r (<À i.. tbï.'i t t C(~Ç )~t:x ;-(~)+bjX J tCj ~ ~)~j~ t (a.k +bkX f f(k~~J ~kx1 
(BR) 

en 

</> h = ~A 1 "-c t \,L '1- r +Cc~ ç) ~iJ -t( ai~ \,j y f tCj Yç)~h' {q ~-~L ~f +Ck~M L~1 
(B9) 



_, 

[ki.j]= 

-76- 37/78 

Appendix C 

De Stokes vergelijkingen uitgewerkt voor driehoekige elementen 

Voor een driehoekig element is 

en 

ó N~ =h 'dN· Ct: > "d Nj b· 
èx 

) ---.k =- ::; ~ 
2A ()~ ~A ()x ~A 

Tevens is 

5 Nr d. v~ - -'A 
3 

v~ 

en 

={~A 
~ ,_, ::::j 

S NïNjd_Ve_ 
a.v., i_:f:j ytt. ï<IA 

Hiermee wordt [kljll 

~p +[~ -~P 0 c 

0 0 ~ p t-f. ~ -fP 

b· t 0 

rrutl: p = A ( 1 + b i.j) 
I "lAt 

c· r 0 

( c 1) 

) .e n-z . 

'b· .!::cL 
tr 

c.· _J_ ( C2) 

& 

D 
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Laten we nu (IV. 39) vereenvoudigen door {ft=o te veronder­

stellen, dan krijgen we na uitwerking van de eerste rij 

van (C2): 

bl.~j -reis· 

bj2. + Cj?.. 

bJ·b~+S ck 

b· j 

( c 3) 

+' b ( 

bi_ 
b. 

L 

b-
b· :J 
h· L j 

De tweede rij van (c2) levert een identieke uitdrukking op 

voor de vertikale finelheidscomponent v. 

Uitwerkinu van de derde rij geeït: 

b· bk ( ~ên) c· C· L4)\Ln) j 

+- t ~ 
..) 

J.. b- b4 IA.jn <> c~ v.)n (c4) j J 
'2... b· bk C.. k ~~n \A. k.., C· c.· j L :.) 

SteJ. nu dat we het gebied V waarin we u en v willen bepalen 

verdelen in rechthoekige, gelijkbenige driehoeken. Een 

deel van dit gebeid is getekend in ïig. C1. 

Voor een driehoek ijk volgens fig. C3 is: 

b L = l:1j- ~ ~ :.-l Ci = Xw-Xj~ 0 

bj = Ijk -IjL= Q <j• ::: Xi- '/(.k::: _Q ( C5) 

b [( -:::: :1~- ~.) - D C.k = Xj _XL,= l 
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1 ') 

Fig. C 1 Fig. C2 

Verdeling gebied V in driehoeken 

k j~-----~i 

Fig. C3 Fig. C4 
Indicering van de punten van de driehoeken uit 

fig. C2 
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Voor een driehoek ijk VOl{~E'llS f'ic-. c4 is: 

b. = 1 c. = 0 
l l 

b. = -1 c. = 1 (CG) 
J J 

bk = 0 ck = -1 

Het oppervlak A van ijk is 1 2 /2. 

Voor elk van de 6 driehoeken kunnen we nu (C3) opschrijven. 

Dit levert ons 6 stelsels van 3 uitdrukkingen op, '\velke 

volgens het principe van FEM gesommeerd moeten worden tot 

1 vergelijking in de horizontale snelheden in de punten 

1 t/m 7. We beschouwen in de praktijk een groter gebied 

dan de 6 genoemde driehoeken. Achtereenvolgens laten we 

dan punt 4 alle knooppunten van het gebied V doorlopen. Door 

nu in (C3) voor iedere driehoek slechts die uitdrukking te 

beschouwen welke hetrekkinr•: hecf't op punt 1-t-, vinden '\ve voor 

dat punt de gediscretiseerde Stokes vergelijking. Dit komt 

erop neer, dat in de integraalV~N4 At9~d.v slechts die drie­

hoeken een bijdrage leveren tot de integraal, waarvoor 

N4 ~ 0. Dit zijn juist de 6 driehoeken die punt 4 gemeen­

schappelijk hebben. 

De uitdrukkingen voor de driehoeken I t/m VI zijn resp.: 

I D 

(Cl) 

(c8) 

(C9) 
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De vereenvoudigde vergelijking (IV.J9) kan geschreven worden 

als: 

Met (C7) t/m (C12) wordt (C1J) 

(In (c14) is u.' 
l 

= u. - u. ) • 
ln 10 

( c 1 3) 

(c14) 

(C10) 

( c 11 ) 
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Verg. (C14) is de gediscretiseerde impliciete Yergelijking 

voor de Stokes vergelijking in punt 4. Met deze vergelij­

king kan voor ieder ander punt in een gebied V een identieke 

vergelijking opgesteld worden. Is echter punt 4 een punt 

op de rand dan is (C14) niet geldig, maar wordt een andere 

uitdrukking gevonden. 

R:i j een verdei :Lng van een c;eh.iod in n pun tou worden op deze 

wijze 11 vergelijkingen met n onbekenden opgesteld. 
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Appendix D 

De funktie k(y) 

Er zijn 5 randvoorwaarden voor k(y), )k(y)dy en ~(~(~) 

Deze funkties kunnen dus uit 5 vergeli,jkingen met 5 onbekenden 

bepaald worden. 

Stel nu: 

k(y) 

dan is: 

m 
= ay + by

2 
+ cy + d 

.::: 0-
Yn-t\ 

ro-l 
- ma.. .':1 

De randvoorwaarden zijn: 

K(y) = 0 voor y = 

K(y) = 0 voor y = 

k(y) = 1 voor y = 

ic'(y) = 0 voor y = 

k I (y) = 0 voor y = 

+ 2.b'j + c. 

0 

h 

0 

0 

h 

Hieruit volgt dat c=e=O, en d=1. 

Dit resulteert in de vergelijkingen 

CL~rn + bh1 + 1 =0 

=0 

(D1) 

(D2) 

(DJ) 

(D4) 

(D5) 
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Oplossen van {D4) en {D5) rreeft: 

en 

De drie vergelijkingen worden nu: 

(D6) 

(D7) 

(D8) 

De funktie r
3

(x) wordt bepaald door de randvoorwaarde op 

de vrije rand. Deze luidt in het x'-y'-stelsel (zie 

fig. IV.9) 

~ 
0 'j' 

Óv' + --
ox' 

-::::.0 

Met (IV.54) worden u' en v' bepaald: 
(e-b wordt vervangen door h) 

LL, = lA.. .... v -= u. t:> .r c ' - '1 \ 'm ( I - ( x -b \ 2.) P - '1 e ( ~-b) ((' - ~)'m +-~ '" 
V2 V2 L 'h) -r:;-J (rn+i) h h ') 

(D9) 
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V'= -u. -t-V =, - \j, o f( I - ~ ) 'rr\ ( I - ( \~ b \ 'l \ p + 2. p ( )( -b) (( 1 _ ~ \m + 
1 

_ l) 
\[2 V"i . ) } (Yn l-1) h h J 

* ()-V·.; b~'l..)f-' - \1 ('x) 1 (n1 o) 

Uitgedrukt in de coördinaten x' en y' worden (D9) en (D10) 

(Yl\A.t c: = V2:) 

LA-'~~ re 1 <t?'f (t- (~~-~·nP- ~(~,:~) (( 1 - ~+h'1't+l_l) 

* ( 1 _ \'-"~ hlj' )~ )P-' + E- r~ ('1-' _ '1 ') ( D 1 1 ) 

(D12) 

Differenti~ren van (D11) en (D12) naar resp. y' en x' en 

daarna optellen geeft: 

(D13) 
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r
3
(x'-y') is een polynoom in x'-y', dus 

èJ r'l (x'-'l') _ A (3 ('k'-\.{) 
0 'l( I J_ ( 1-' - "'\') 

clt\ ('x.'-~·) 
ó~' 

37/78 

(D14) 

= -<lf~(X'-~') 
cL ('~'-'-\') 

Tevens kan in (D14) x' vervangen worden door x'-y', waarmee 

(14) teruggetransformeerd kan worden naar het x-y stelsel. 

Dit levert ons de vergelijking: 

De integratieconstante C is o, omdat v =0 op x=b. c 

(D15) 

(D16) 



A 
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Appendix E 

Sne.lheid, verslle.llinc; en afc;cler;·de weg van de mes~e11 

q - - -- -
p 

d 

Fig. E1 

In fig. E1 is de bevestiging van het mes aan het draai­

mechanisme schematisch weergegeven. 

Het mes is bevestigd in A,aan een arm a die een starre 

verbinding heeft met de arm b. In punt B is de arm ab 

draaibaar. In punt D is b scharnierend verbonden met 

de arm ct, welke in E scharnierend is verbonden met de 

kruk e. De punten B en E liggen vast, de punten D en 

E niet. 

Tijdens een knipbeweging wordt de kruk e over 270° gedraaid, 

waarna het mes weer op zijn oorspronkelijke plaats terug 

is. In een volgende beweging (de z.g. loze knip) draait 

de kruk weer terug naar zijn beginstand. 

Omdat we geïnteresseerd zijn in de snelheid van het mes 

tijdens het knippen, wordt alleen gedurende de eerste 

135° draaiing van de kruk de messnelheid bepaald. 
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Het verband tussen de hoeken 'f en t . 
In ~ CDE: 

( E1 ) 

of 

(E2) 

(alleen positieve deel v.d. oplossing, omdat p > e C..(Y)~ ) 

In A BDC: 

(E3) 

o:f 

('- (E4) 

en met (E2): 

(ES) 

Als lf in 27 stappen van 5° loopt van 1J5° tot 0°, dan is: 
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De weg die het mes aflegt bij een hoekverandering 

van de kruk is: 

6 V· . ll 1.. (E7) 

Na N stappen heeft het mes een weg St afgelegd welke gelijk 

is aan: 

(ES) 
L 

De gediscretiseerde snelheid van het mes is: 

V.· (., (E9) 

waarbij At de tijd is waarin de krukhoek verandert van 

in J~_· 

De versnelling van het mes wordt gegeven door: 

met A'l.. y.- A \1- -À V-
L..;:" u(., - ~ij I.. 0 t,-1 

A a-i _ Äri.-• 
(b l:)'l 

wordt (E10): 

(E10) 

(E11) 

De berekende waarden voor s, V en a zijn weergegeven in 

de gra:fieken op de volgende bladzijden. 

De berekeningen zijn met de volgende e;oc;evcn:-; n.i t. 1·~·cvoPl'd: 

I e = 62 mm II e = 37 mm 

d = 520 mm d = 520 mm 

b = 137 mm b = 137 mrn 

r = 370 mm r = 370 mm 

q = 570 mm q = 567 mm 
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-2 De tijd nodig voor een halve slag is 5.10 -sec, zodat 

~t 
= 5.10-

2 

27 
= 1.85 x 10-3 sec. 

(Bij stappen van 1° is D. t = 6.86x10-5 sec). 
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Appendix F 

De methode van Hooke en Jeeves 

De direkte zoekmethode van Hooke en Jeeves is een techniek 

van opeenvolgende stappen, waarbij iedere stap uit twee 

bewegingen bestaat: opsporing en patroollstap. 

De eerste beweging onderzoekt het lokale gedrag van de te 

onderzoeken funktie. 

Stel een funktie wordt bepaald door N parameters. 

Er wordt een startpunt x gekozen, waarbij 

en er wordt een staplengte t:;::.X i. in iedere richting e. 
1 

vastgesteld, met i= 1,2 ...... N. 

De opsporingsbeweging gaat nu als volgt: 

1. Bereken F = f'(~) , met~ = (x 1 ,x2 , • • • • • .xN) 

...... 
2. Neem nu een nieuw punt x, met 

x ·-

3. Als f(~) < F, dan F := f(x) en 1 .• -·- i+1, herhaal vervolgens 

de beweging vanaf 2o 

4. Als f(x) // 

en test of 

Bij succes: 

-F dan x:= ( x 1 , x 2 , o o o o xi -2 x i, xi+ 1 , o o o o xN) 

f(~)< Fo 

F:=f(x) en start met i:=i+1 vanaf 2o 

Als echter f(x)~F, dan wordt deze beweging gestopt en x. 
1 

gehoudt zijn oorspronkelijke waarde. 

bij 2 met i=i+1. 

Start daarna weer 

~B 
Op deze wijze wordt tenslotte het punt x bereikt. 

( ~B wordt basispunt genoemd). 
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Nu start de patroonstap, welke een enkele stap is van het 
...:.. 

gevonden basispunt naar een punt x, volgens: 

..."., _" B (..... D ....." H ) x = x + x -x = ,,- B ...... B .. x -x 
n n o 

_,. B 
x . 

HlCUW 

1l () 

_.. B 
x 

0 

_,. B ) 
= xoud 

~ 

Vanuit het punt x wordt opnieuw de opsporingsbeweging 

uitgevoerd en er wordt een nieuw basispunt gevonden. 

Is de funktiewaarde bij het nieuwe basispunt kleiner dan 

bij het oude dan wordt het opsporingsproces vanuit het 

vorige basispunt uitgevoerd. 

Als er vanuit g-een enkel basispunt een kleinere :funktie­

waarde wordt gevonden, dan wordt het proces voortgezet 

met kleinere stappen A x . • Dit gaat zolang door, tot de 
l 

staplengte ~ xi onder een vooraf vastgestelde waarde 

is gekomen. 

In fig. F1 is een voorbeeld van een zoekproces voor 2 

parameters x
1 

en x
2 

gegeven. 

x,, 

12 . 
I 

18 I 
19 

11·-- -r--·10 
·13 

Fig.F1 
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,..1 ....::.. 4 
Het punt x is het start basispunt. De nieuwe basis x 

(f(~4 ) < f(~1 )) is verkregen door de opsporingsbeweging. 

Het punt ~5 is verkregen door de patroonstap. De opsporing 

start nu vanuit ~5 en~8 wordt een basis, als f(x8 ) < f(~4 ). 
Stel nu dat na een volgende beweging f(~ 1 3) ) f(~8 ) dan 

f(~x13) wordt niet geaccepteerd als nieuw 
·t . ~8 wordt vanu1 de laatste bas1s x gestart 

staplengtes. 

punt gevonden. 

-18 Hieruit wordt dan b.v. x 

Overgenomen uit: 

basispunt, maar 

met gereduceerde 

als nieu1v basis-

Methods for unconstrained optimization problems, 

J. Kowalik and M.R. Osborne 

Elsevier, New York, 1973. 
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