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Samenvatting. 

We hebben twee theoriëen bestudeerd. Een theorie van George, Prigogine en 

Rosenfeld over het langetermijn gedrag van "grote" systemen, en een theorie van 

de Muynck over lokale toestanden en operatoren. In beide theorieen worden niet­

zelfgeadjungeerde (super-)projectieoperatoren gebruikt om fysische grootheden te 

definiëren. Vooral in de theorie van G.P.R. komen veel verschillende projecto­

ren voor. Er is een stukje algemene theorie over niet-zelfgeadjungeerde projec­

tieoperatoren op een inproductruimte opgesteld. Hiermee kunnen de vele projec­

toren die bij G.P.R. een rol spelen overzichtelijk worden geklassificeerd. Dit 

leidt tot een beter begrip van de fysische betekenis van deze operatoren. Ook in 

de theorie van dM. werkt het ontwikkelde formalisme verhelderend. 

G.P.R. passen hun theorie toe op de analyse van het quanturnmechanische meetpro­

ces. Ze maken hierbij, op een zeker punt, gebruik van orthogonale projectieope-
• 

ratoren. Dit leidt tot een inconsistent formalisme. De fouten die G.P.R. maken 

kunnen verholpen worden door een niet-orthogonale projector l:Ir te gebruiken. 
~~ 

Opmerkelijk is dat deze projector formeel identiek is met eeh die dM. gebruikt 

om lokale toestanden te definieren. 
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Inleiding. 

In dit afstudeerwerk hebben we ons beziggehouden met toepassingen van (niet­

zelfgeadjungeerde) projectieoperatoren in de quantummechanica. 

Wanneer de quanturnmechanica geformuleerd wordt met behulp van dichtheidsoperato­

ren, gaan superoperatoren een rol spelen. Een superoperator beeldt gewone opera­

toren op de toestandsruimte (ook wel supervectoren genaamd) af op gewone opera-
-~~f:' ~I{~ .4. 

toren. e r- e ( (... =- I) , waarin f.{ de hamil toniaan is van een te bestude-

ren systeem, beeldt bijvoorbeeld de dichtheidsoperator van het systeem op tijd­

stip o af op de dichtheidsopera tor op tijdstip é- : (J(é) =( e-~'Af: 1(. e ~)(I:-) fJCoJ 
-~Wt iH+: . > e ~Co> c en l.S dus een superoperator. 

Een superprojectieoperator is een lineaire idempotente superoperator. Het belang 

van superprojectieoperatoren is dat bepaalde fysische grootheden gedefiniëerd 

kunnen worden als de eigensupervectoren (bij eigenwaarde 1) van zulke superope­

ratoren. Zo worden in hoofdstuk 3. bijvoorbeeld'lokale toestanden van een quan­

turnveld gedefiniëerd door 1?~ ~c ={Je waarbij 1P/ een aan een gebied €C /R.1 

toegevoegde superprojectieoperator, en fO~ de dichtheidsoperator van een in 

gelokaliseerde toestand is. In het algemeen zal het beeld van een willekeurige 

dichtheidsoperator onder een superprojectieoperator niet weer een dichtheids­

operator zijn. Mimorfismen zijn superprojectieoperatoren die wel willekeurige 

dichtheidsoperatoren op dichtheidsoperatoren afbeelden. Deze klasse van super­

operatoren is daarom bij uitstek geschikt om fysische grootheden te definiëren. 

In hoofdstuk 1. gaan we nader in op superoperatoren. Er zullen verschillende ad­

juncties voor superoperatoren gedefiniëerd worden en aan de hand daarvan zullen 

we een aantal speciale superoperatoren (b.v. fractioneerbare, (anti-)hermitische 

adjointsymmetrische, unitaire enz. ) onder de loep nemen. Ook zullen we super­

projectieoperatoren en mimorfismen definiëren. 

We hebben in dit werk verder twee theorieën bekeken waarin superprojectieopera­

toren een grote rol spelen. 

Ten eerste wordt in hoofdstuk 2. de theorie van George, Prigogine en Rosenfeld 

([1]) uiteengezet. Deze theorie handelt over het gedrag van systemen die bestaan 

uit zeer vele deeltjes. G.P.R. definiëren met behulp van een superprojectieope­

rator ff een begrip "macroscopisch" dat betrekking heeft op het langetermijn­

gedrag van zo'n groot systeem. Hun theorie passen ze voorts toe bij de analyse 

van het quanturnmechanische meetproces. Het meetapparaat, dat tenslotte uit zeer 

veel deeltjes bestaat, beschrijven ze dan aan de hand van hun formalisme. 
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Vervolgens wordt in hoofdstuk 3. een gedeelte van de theorie van de Muynck ([2]) 

over lokale operatoren en lokale observabelen bestudeerd. Deze begrippen defi­

niëerd dM. met behulp van superprojectieoperatoren. Een van deze is een mimor­
fisme. 

In hoofdstuk 4. wordt een stukje algemene theorie over (niet-zelfgeadjungeerde) 

projectieoperatoren op een Rilhertruimte ontwikkeld. 

Aan de hand hiervan worden in hoofdstuk 5. de theoriëen van G.P.R. en dM. (geo­

metrisch) geinterpreteerd. 

Terloops zullen we nog een paar interessante verbanden tussen de theorie van 

G.P.R. en de theorie van dM. tegenkomen. 
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Hoofdstuk 1. Superoperatoren. 

In de gewone quanturnmechanica werkt men doorgaans met de Schrodingerverge1ijking 

cl.-==t> (1.1) 

f~>, de toestandsvector, is een element van de toestandsruimte ft.}( is een 

Hilbertruimte. De verwachtingswaarde van een observabele ~ corresponderend 

met de operator A is 

(1.2) 

De quanturnmechanica kan ook geformuleerd worden met behulp van dichtheidsopera­

toren. De dichtheidsoperator p die het systeem ,beschrijft is een hermitische 

operator die voldoet aan : 

(1.3) 

De verwachtingswaarde van de observabele --1 is nu 

(1.4) 

In het rechterlid van (1.3) staat de commutator (H, e J • Als we \-{ vast 

nemen kunnen we deze commutator opvatten als een lineaire afbeelding die aan 

iedere operator op 1( een operator op 1f toevoegt. 

Definitie 1.1. 

Een (lineaire) superoperator (afgekort : s-operator) IA op 1( is een 

(lineaire) afbeelding van de verzameling operatoren op A( naar de 

verzameling operatoren op f{ . 

Wij zullen in het vervolg alleen lineaire superoperatoren gebruiken. 

De commutator [ H , · J heet de Liouville-( super-)operator. 

De verzameling operatoren op 1( vormt een vectorruimte. Nemen we als inproduct 

van twee operatoren A en B : 

(1.5) 
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dan wordt deze vectorruimte een inproductruimte, de zogenaamde Hilbert-Schmidt­

ruimte. 

Een belangrijke klasse van s-operatoren is die der fractioneerbare s-operatoren. 

Definitie 1.2. 

Een s-operator IA heet fractioneerbaar' als er twee operatoren n en ""' 

gevonden kunnen worden zodanig dat voor alle operatoren ~ 

fHCfl):: n ,q IV (1.6) 

We schrijven 

(1. 7) 

een orthonormale basis voor 1f en schrijven we n; j voor < l \NI .l) 

enzovoorts, dan noteren we de "componenten" van IA als volgt : 

(1.8) 

dat wil zeggen : 

IA {F)i. == fnfJIIl)ï. 3 =I n,tc. 19tc.t,v(.; ~ ft(/'7;~ ~Nt) 4ec< 
J 4.t w. 

... L ~.s ~t Atc• Cc.(. I '-

(1.9) 

Som en product van twee fractioneerbare s-operatoren IA= n, "'~en IB"" 17~., /I.Nl. 

zijn gedefinieerd als 

( 1.10) 

(1.11) 

In componenten uitgeschreven wordt dit : 

(fR.,. JX) rs. e. t ~ fA r ~ J t t + IB 'r) .e.. e (1.12) 

.. L IR,) ~t"\ /6".,..,"" Ie..( 
~"" I I 

(1.13) 

De al eerder ter sprake gekomen Liouville s-operator is de som van twee fractio­

neerbare a-operatoren 

(1.14) 
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Met behulp van het inproduct (1.5) kunnen voor s-operatoren een aantal 

adjuncties gedefinieerd worden. 

Definitie 1.3. 

... 
De geadjungeerde van de s-operatorAq is de s-operator ~ die 

voldoet aan : 

C lf1 CA), 'B) = c A IA *ra;) 
> 

AlstA fractioneerbaar is, IA~/'71(.;..}, dan geldt: 

want: 

Er geldt verder: 

(19 '*)~ ... IA 

( IPI'fl>) ~ = 1!5 * lFJ <t= 

(1.15) 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

Een s-operator wordt hermitisch genoemd als hij invariant is onder adjunctie : 

(1.19) 

Een voorbeeld van een hermitische s-operator is de fractioneerbare s-operator 
t- t-I'Fl = n.,. N met n :~ 1'7 en .l1l , ;V • 

Een s-operator heet anti-hermitisch als hij van teken verandert onder adjunctie: 

(1.20) 

Bijvoorbeeld IR= n JUt/ met n~n t en 11) r:: -A/'. 
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Definitie 1.4. 

0.. 

De geassocieerde/A van een s-operator AA wordt gedefinieerd door 

de relatie : 

(1.21) 

Voor de fractioneerbare s-operator f1:;; 17JAN vinden we 

(1.22) 
omdat : 

/...,+- + + )r .. )+-Tr t11(A) fl. T"" e;AAJ)B =1-rr_v ll /7/ B =Tr((~tl,-.ri'")A U 

• Tr(IA a..(~+))+ j 

Voor het associeren van s-operatoren IR en fB geldt 

( 1.23) 

(1. 24) 

(1.23) en (1.24) bewijzen we zo : 

V A.,fl. 

Eens-operator~ heet adjointsymmetrisch als hij invariant is onder associatie: 

(1.25) 

+ . 
De fractioneerbare s-operator IR .. n- n is bijvoorbeeld adjointsymmetrisch. 

Een belangrijke eigenschap van adjointsymmetrische s-operatoren is dat ze hermi­

tische operatoren op hermitische operatoren afbeelden. 

Stelling 1.1. 

Een s-operatordi is dan en slechts dan adjointsymmetrisch als 

hij hermitische operatoren op hermitische operatoren afbeeldt 

(1.26) 
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Bewijs : 

•>) Met (1.21) en (1.25). 

a. ) Elke operator f3 kan geschreven worden als de som van twee 

hermitische operatoren : A== IQ,+i: ~h met A, o:r'l~::- A~l'i+ en 

,Al.:::.,..~=- A-~.,.. • Dan is J'A(~)+-,.,.. 1'}(19\Ti~a).,.=- IR(A,)+-_,rAf*vt-
'"'1 • •I ' i-

:~{A,)-"\. fii(fl") ,..IA(A,-\fh) • .AfiF'= /AC~l Dus is IAo..=IF} • 

Stelling 1.2. 

Als ~ o..= IR dan is ook VA •) -= lP,+ . 

Bewijs : 

(1.27) 

::P ... * T + W +) ( + + (lfl._Cr3))c)= (~en-t> ~c) ,.., ... ~ (O )c -cc) IPI co)= IFJ(c ).i h 

(IA-.lC+),'B~)-= T ... IAc..(c+)+n~ = \.-lf)Cc.)U~-CtJ>Iflcc))..- c,,q•crv~c) 
='=-~ *-

voor alle n ' c zodat tf) -IR . 

Stelling 1. 3. 

(1.28) 

Bewijs : 

Laten ll en 'A willekeurige operatoren zijn, dan is ( ~~ ( lf\ •y=··cA>) ... 

( n,. TFl*{ A+)~)= ( ~+ (A+) .. ~+) ... ("~ J'A( B+>) = ( R""~ m ... c a)"') .-(IA~lU)"A) 
~ c~.c~--) .. lJq)). 

Definitie 1. 5. 

)( 

De kruis- (JC- ) geadjungeerde IA van de s-operator IA wordt 

gedefinieerd door : 

(1.29) 

Stelling 1.4. 

(1.30) 
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Bewijs 

Deze laatste stelling zegt dat we de X - geadjungeerde ook hadden kunnen defini­

eren als de geadjungeerde van ~ met betrekking tot de bilineaire tunetionaal 

"t"r A~ • We zullen de x- geadjungeerde in hoofdstuk 3. nog tegenkomen. Uit 

( 1. 29) kunnen we de conclusie trekken dat als lf\ adjointsymmetrisch is X.- ad­

junctie en gewone adjunctie samenvallen 

Dit zullen we ook in hoofdstuk 3 gebruiken. 

Het is eenvoudig na te gaan dat voor de Liouvil~eoperator geldt 

* L = L 

L' =-L 
J( 

L • -L 

ü L)+. -~ L 

G L)- = ~ L 

(;L).x = -~l 

(1.31) 

(1.32) 

In de theorie van George, Prigogine en Rosenfeld wordt voor s-operatoren n1 die 

tunetionalen zijn van de Liouvilleoperator nog de ster-(•-)conjugatie gebruikt. 

Definitie 1.6. 

Als de s-operator IF\ van L afhangt, IA (i..) , dan is de 

if -geconjugeerde s-operator ~ *(L) van /}t(l.) gedefinieerd door 

* ):t= m (L): = (IA (-1.; (1.33) 

De van L afhankelijke s-operator /Ft (L) 

onder ~ -conjugatie : 
is * -hermitisch als hij invariant is 

~ IA (1. ) -: IA { L ) (1.34) 

+ 
/A(L) is bijvoorbeeld *"-hermitisch als /A(L): 11/fl.)en IR (1.)~/FJ(L) maar 

ook als IR {L)= - 1FJ ~ l) en IR + (L) = -/17(1.) ( even in L en herm.i tisch resp. 

oneven in '- en antihermitisch). We zien met (1.32) eenvoudig in dat : 

* (~ 0 , ~ L (1.35) 

L * :: -L 
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We onderzoeken nog wat speciale superoperatoren. 

Een s-op erator qA heet unitair als : 

(1.36) 

De fractioneerbare s-operator ~ =- U 1-.\1 is bijvoorbeeld unitair als U. en V 

beide unitair zijn. Maar ook de operator e rlf • r ~ (~ L '-J"' is unitair 
"\00 

Een van l afhangende s-operator CJA (t.) heet * -unitair als 

*" * (U (LJ U lL) ".. tV1 {i...) (-I (L) = I 

{.~ 
De s-operator e is bijvoorbeeld * -unitair 

-Lf e. 

Lf tf\• tf 
In dit voorbeeld is e niet unitair : (e. / • e . De klasse van 

(1.37) 

(1.38) 

( 1.39) 

unitaire s-operatoren valt niet samen met de klasse van ~ -unitaire s-operatoren 

Als lACL) even is in L dan vallen beide begrippen wel samen. 

Een transformatie van dichtheidsoperator (.J en operator A naar respectievelijk 

~ en Ä is een ff -unitaire transformatie als 

(1.40) 

Jo-unitaire transformaties laten het inproduct van (J en fJ , en daarmee de ver­

wachtingswaarde van IJ , invariant : 

i"' t- *" ( ÁJ f). T,. AT- (5 = Tr ( ""'(-L) 19) (}.I(L.)~ ':' ·T-- ,q aA E-t) U{t.) e 
= T"f" ~ t- t-t*{l .. ) fUfl..)f = T,- fJ-tfJ =- ( A,f>) (1.41) 

Vooruitlopend op hoofdstuk 4. beschouwen we nu nog de s-projectieoperatoren. 

Een s-operator P is een superprojectieoperator als 1P lineair is en als : 

(1.42) 

(zie (4.1)). De fractioneerbare s-operator 1P ='P~q is een projectieoperator 

'P1. '-
als - "? en C! = ~ . 
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Een s-projectieoperator heet orthogonaal als hij hermitisch is (zie stelling 
4.1.) : 

(1.43) 

+ t-
is bijvoorbeeld orthogonaal als 'P ::I> en g> ;: Cf • 

In het vervolg zullen we geinteresseerd Z1Jn in s-projectieoperatoren ~ die 

dichtheidsoperatoren p in dichtheidsoperatoren ~~ overvoeren. Omdat dicht­

heidsoperatoren hermitisch zijn moet dan JPI": (JP f )+ zijn als ('::=-fOt • 

Dit betekent op grond van stelling 1.1. dat~ adjointsymmetrisch moet zijn. 

Deze voorwaarde alleen is echter niet voldoende. ~ moet namelijk positieve 

operatoren in positieve operatoren overvoeren. Als dat zo is kan 

1è(J ' . 
T-r lPf 

( 1.44) 

geinterpreteerd worden als de dichtheidsoperator horend bij de geprojecteerde 

toestand. De verwachtingswaarde van de operator (-1 is dan : 

( 1.45) 

Een factoriseerbare adjointsymmetrische s-projectieoperator is bijvoorbeeld 

met ( 1.46) 

Deze s-operator voert inderdaad positieve operatoren over in positieve opera­

toren. Als ~+-:~ dan is 1P een orthogonale adjointsymmetrische s-projectie­

operator. Is P +-~ l> dan is l> niet orthogonaal. 

Een belangrijke klasse s-projectieoperatoren is die der mimorfismen. 

Een s~operator ~ is een mimorfisme als : 

\. 

i) lP =lY (en fP lineair) 

ii) fi> voert positieve operatoren over in positieve operatoren 

iii) lP laat het spoor van (niet noodzakelijk positieve) 

operatoren invariant : 

(1.47) 
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Het is duidelijk dat een mimorfisme dichtheidsoperatoren op dichtheidsoperatoren 

afbeeldt. Ze zijn daarom volgens stelling 1.1. adjointsymmetrisch. Het omgekeer­

de hiervan geldt niet. Er zijn adjointsymmetrische s-projectieoperatoren die 

geen mimorfismen zijn. We zullen dit, ook voor later gebruik, illustreren met 

een voorbeeld. 

Als {1 Yl'> \ een orthonormale basis voor 1( is kunnen we de s-projectieoperator 

(1.48) 

definieren. Met (1.46) zien we in dat dit een orthogonale adjointsymmetrische 

s-projector is. Bovendien voert rPif\ positieve operatoren over in positieve 
operatoren : 

Als tf"" <""lAl"'') >,.,o dan is lf""' <"'-'ll{)"" Al-)· c:""''"')( ~\~\"')<'""("..,} 
' 

(1.49) 

JPV\ is echter geen mimorfisme want 'i?"' laat het spoor niet invariant. Met (1.49) 

(1.50) 

Definieer nu de superoperator 

( crstaat voor crcheef) (1.51) 

Met gebruikmaking van de orthonormaliteit van de vectoren { In)~ is eenvoudig 

na te gaan dat 1P er een s-projectieoperator is : 

"" 
(1.52) 

fiP~ is duidelijk niet fractioneerbaar, maar is de som van een aantal fractio­
o-

neerbare s-operatoren. JP" is ook niet orthogonaal : 

( 1.53) 

IP o-
"" is wel een mimorfisme. Om dit te bewijzen moeten we nog aantonen dat i) en 

ii) van (1.47) voor 1P~ gelden. Laat A een willekeurige operator zijn dan is 

(1. 54) 
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u 
Met (1.54) zien we onmiddellijk in dat~~ A positief is als~ positief is. 
tp c;-
~ laat ook het spoor invariant. Met (1.54) 

(1.55) 

Uitgaande van (1.48) en (1.51) is zonder enige moeite te bewijzen dat 

( 1.56) 

Deze relaties houden in dat 1P l'\ en lP~ op dezelfde lineaire deelruimte van de 

ruimte van operatoren op ï< projecteren. Ti>~a- voert hierbij dichtheidsoperatoren 

over in dichtheidsoperatoren, f?~ doet dit niet. In hoofdstuk 4. zullen we dit 

bewijzen. Met (1.48) en (1.51) tonen we tevens aan dat : 

(1.57) 

Deze vergelijkingen zullen we in hoofdstuk 4. interpreteren. 
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Hoofdstuk 2. De theorie van George, Prigogine en Rosenfeld. 

2 .1. Inleiding:. 

G.P.R. hebben een theorie ontwikkeld waarmee het gedrag van "grote" systemen 

(d.w.z. bestaand uit zeer veel deeltjes) bestudeerd kan worden. In zo'n systeem 

spelen zich allerlei processen af. Er zijn "kleinschalige" processen die zeer 

kort duren en waarbij slechts enkele deeltjes betrokken zijn, bijvoorbeeld bot­

singen tussen individuele atomen. Er zijn echter ook "grootschalige" processen 

die lang duren. Als het systeem bijvoorbeeld niet in evenwicht is maar in de 

loop der tijd daar wel naar toe gaat, dan zijn bij dat proces zeer vele bot­

singen tussen zeer vele deeltjes betrokken. 

In een groot systeem komen verder fluctuaties voor. Er zijn in principe twee 

soorten fluctuaties. Ten eerste de fluctuaties qie op lange termijn geen invloed 

zullen hebben op het systeem als geheel omdat ze elkaar zullen "uitdoven". 

Dit worden de incoherente fluctuaties genoemd. Aan de andere kant echter zijn er 

ook fluctuaties mogelijk die elkaar versterken en zodoende op lange termijn wel 

gevolgen kunnen hebben voor het hele systeem (of voor "grote" delen daarvan). 

Dergelijke fluctuaties heten coherent. De verplaatsing van het zwaartepunt van 

het systeem kan zo bijvoorbeeld worden opgevat als het gemiddelde van de ver­

plaatsingen van de individuele deeltjes. 

G.P.R. hebben nu een methode bedacht waarmee de "snelle" processen van de 

"langzame" gescheiden kunnen worden. Zij bereiken dit door de dichtheidsopera­

tor e van het hele systeem met behulp van een geschikte s-projectieoperator 
..V ,.., 

77 te projecteren. De geprojecteerde operator ~e bevat dan precies alle 

informatie over "langzame" processen, terwijl de "snelle" processen eruit gefil­

terd zijn. 

De "langzame" processen, waarmee in het algemeen zeer vele deeltjes gemoeid zijn 

en die zich afspelen in tijden die vele malen de gemiddelde atomaire botsings­

tijden belopen, kunnen we intuitief associeren met macroscopische processen. 

De "snelle" processen met microscopische processen. De s-operator 7T van G. P.R. 

kan zodoende dienen om een "macroscopisch niveau van observatie" te definieren. 

Om hun gedachten uit te werken gaan G.P.R. ervan uit dat het te bestuderen 

systeem opgebouwd gedacht kan worden uit een modelsysteem dat bestaat uit een 

aantal onafhankelijke toestanden en een "restsysteem" dat zorgt voor koppelingen 

(overgangen) tussen die toestanden. Het modelsysteem gedraagt zich reversibel : 

als het zich in een of andere toestand bevindt, dan blijft.het in die toestand. 

Het langetermijngedrag van dat systeem is dus weinig interessant. In het totale 

systeem, model+ "rest", maakt de restterm overgangen tussen de toestanden van 

het modelsysteem mogelijk. Het totale systeem kan wel irreversibel gedrag ver-
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tonen. In concrete gevallen wordt de keuze van het modelsysteem gedicteerd door 

de fysische situatie. Willen we bijvoorbeeld een gas bestuderen dan, dan is het 

voor de hand liggend als model systeem het ideale gas te nemen. Het restsysteem 

bestaat dan uit de intermoleculaire krachten en eventuele interacties tussen 

atomen en uitwendige (b.v. E.M.-)velden. 

In overeenstemming met dit alles veronderstellen G.P.R. dat de hamiltoniaan 

van het totale systeem gesplitst kan worden in de hamiltoniaan ~~. die het mo­

delsysteem beschrijft, en de hamiltoniaan H(~ van de restinteracties. 

(2.1.1) 

5 l Co) G.P.R. gaan nu werken in een basis van eigenvectoren 21->~ vam '-' , ,..,., staat b.v. 

voor een verzameling éen-deeltjes toestanden of voor een verzameling bezettings­

getallen. Met deze toestanden kunnen de projectieoperatoren 

(2.1.2) 

+ 
geconstrueerd worden. De operatoren Pil"'\ Zl.Jn zijn zelfgeadjungeerd : p..._ -:::- 'P"""' en 

dus orthogonaal (zie stelling 4.1.). Uitgaande van deze projectieoperatoren kun­

nen in de superruimte superprojectieoperatoren gedefinieerd worden : 

(2 .1.3) 

Als het gewenst is dat s-projectieoperatoren hermitische operatoren in hermi­

tische operatoren overvoeren, d.w.z. dat ze adjointsymmetrisch zijn, kunnen de 

lP""' ""', gesymmetriseerd worden 
I 

(2.1.4) 

-::p 
zijn zelfgeadjungeerd' w_,...., =-lP"""-' en dus orthogonaal. De s-operatoren W, 

"""' .... ' 
Voor delP~1 geldt : 

(2.1.5) 

(2.1.6) 
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In de basis {I '···•>\ zijn het de niet-diagonaal termen van de "restinteracties" 

die zorgen voor overgangen tussen de toestanden van het modelsysteem. Deze over­

gangen zijn verantwoordelijk voor de langetermijnprocessen, zoals het irrever­

sibel naar evenwicht gaan van het systeem. 

Om de effecten van de restterm te scheiden van het gedrag van het modelsysteem 

introduceren G.P.R. nu twee superprojectieoperatoren ~0 en fP~ die opgebouwd 

zijn uit de s-operatoren 1P __ , : 

(2.1.7) 

(2.1.8) 

~ .. 
fPo en IPc. zijn zelfgeadjungeerd : lP~ = lP0 , lPc. = 1Pc. • 1P0 projecteert op de 

ruimte van operatoren die in de gegeven basis diagonaal zijn (en dus cammuteren 

met H~>). Deze ruimte wordt het correlatievacuum genoemd. 1Pc projecteert op de 

ruimte van operatoren die niet niet diagonaal zijn. Deze ruimte heet de corre­

latieruimte. Het idee hierbij is dat de correlatieruimte de microscopische 

fluctuaties, die geen langetermijn effect hebben, d.w.z. geen macroscopisch 

waarneembare invloed, beschrijft. Er zijn, zoals opgemerkt, ook fluctuaties die 

wel langetermijn effecten hebben. In (2.1.7) en (2.1.8) is aan genomen dat die 
• H{OJ fluctuaties door middel van een gesch1kte keuze van al in het modelsysteem 

zijn opgenomen. In het algemeen is dat natuurlijk niet zo en er is dan ook een 

koppeling tussen het correlatievacuum en de correlatieruimte. Het probleem is nu 

de coherente fluctuaties van de incoherente te scheiden en op een of andere ma­

nier "op te tellen" bij 1Po zodat een s-operator ontstaat die alle "langzame" 

(macroscopische) processen beschrijft. 

2.2. Asymptotische toestanden. 

De hamiltoniaan van het systeem is, zoals gezegd, 

(2.2.1) 

De dichtheidsoperator e die de toestand van het systeem beschrijft voldoet aan: 

(2.2.2) 

hierin is L de Liouville s-operator. 

Met behulp van de in (2.1.7) en (2.1.8) ingevoerde a-operatoren 1Ye en 1Pc kun­

nen zowel de s-vectoren als de a-operatoren in componenten gesplitst worden. 
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Voor e en l geldt bijvoorbeeld : 

We definieren nu voor een willekeurige s-vector A en s-operator IA : 

/A00 : -: I~ IA Ro 

IAc., : = ~ IR po 

(2.2.3) 

(2.2.4) 

(2.2.5) 

A, noemen we het correlatiedeel van A of ookwel de correlaties van A . Ao 
is het vacuumdeel van f1 . Als we zo e en L iq componenten uitschrijven en in­

vullen in (2.2.2) krijgen we : 

è ;)t €o = Loc eo + Loc. e, 
C: ;)é €, = L,o eo + L,, ec 

In matrixnotatie 

De vergelijking voor €,kan formeel geïntegreerd worden 
~ 

-lL,,-E- -~Lc.c.t-J ~lc.c..'l"' 
ec.Ct) = e e CC,:,) - ~ e d"t' e L Lo e o(T) 

Q 

(2.2.6) 

(2.2.7) 

(2.2.8) 

G.P.R. willen nu asymptotische oplossingen maken.dat wil zeggen oplossingen die 

gelden in de limiet voor -6 ..., oo • Hiertoe merken ze op dat de operator : 

T -i. L,c t 
c.Ct·) := e (2.2.9) 

een grote rol speelt bij de tijdevolutie van de operator ee . Tc.C•J beschrijft 

een tijdevolutie die uitsluitend bestaat uit overgangen tussen toestanden uit 

de correlatieruimte. 

Om de theorie nu verder te ontwikkelen voeren G.P.R. nu de zogenaamde Dissipa­

tiviteitsconditie in. 
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De dissipativiteitsconditie van G.P.R. 

Voor iedere s-vector A geldt : 

(2.2.10) 

Deze conditie komt neer op de aanname dat het correlatiedeel van een willekeu­

rige s-vector A uiteindelijk zal uitdoven als het geen constante van de bewe­

ging is. In hun artikel formuleren G.P.R. de dissipativiteitsconditie overigens 

als volgt : 

Het is te bewijzen dat als deze conditie geldt, voor alle s-vectoren moet gelden: 

met andere woorden : als voor een s-vector A IP0 11 -Fo en L.. ~ A~o dan kan 

niet gelden t.:-. -CI..t.c. 
1 
r\ • Dit kan nauweliJ"ks de bedoeling ziJ"n van .. -.c.o e ,..I) 

G.P.R •• Het idee van de dissipativiteitsconditie is namelijk dat de correlatie­

informatie, besloten in het ~A deel van A , tenslotte verdwijnt. Dit wordt 

beschreven door de eis dat : 

"l ~ _ .. " p 
e c. A -:o 

Ook hiervoor moet L ~A ,t o Zl.Jn 

steeds niet ~ e_.:t.~•w A : o 
~- e 

Beschouw nu (2.2.8) : 

e, (6-") 

en is nog 

• Wij zullen dus uitgaan van (2.2.10). 

(2.2.8) 

In deze vergelijking zijn de correlaties op tijdstip t geschreven als functie 

van de correlaties op tijdstip o en de diagonaalelementen op alle tijdstippen 

kleiner dan t . G.P.R. willen, uitgaande van (2.2.8), een vergelijking opstel­

len die geldig is in de limiet voor ~-eo • Hiertoe merken ze op dat : 

L fi>c; e co) F- o (2.2.11) 
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De begincorrelaties zijn geen constanten van de beweging. Op grond van de dissi­

pativiteitsconditie geldt dan, in overeenstemming met (2.:L.10),: 

·L t -\. cc.. 1i) 

e 1r c. e co) = o (2.2.12) 

De eerste term in het rechterlid van (2.2.8) mag dus verwaarloosd worden in de 

limiet 6---a • G.P.R. geven de dichtheidsoperator voor ~:- ...... - , die wordt 
I"V 

verkregen door de microscopische correlaties te verwaarlozen, aan met ec~) . 
Per definitie geldt dus : 

t.;..." ( e (~) - e ~} ) : 0 

f:-,..o 
(2.2.13) 

Met (2.2.12) en (2.2.13) ingevuld wordt (2.2.8) 

J
~ -~Lu.î' 

f5c. C~) ,.. - L ct.,.. e. L,o e o c~ - .,..) ~ ~ -- (2.2.14) 
o 

de integraal is hier herschreven door overgang op een andere integratievariabele 

Onder het integraalteken in (2.2.14) staat de term 

(2.2.15) 

Omdat e 0 willekeurig is en in ieder geval onafhankelijk van l is het niet aan­

nemelijk dat L ( L,., eo )::"'o zou moeten zijn • Volgens de dissipativiteitsconditie 
geldt nu 

(2.2.16) 

De integrand in (2.2.14) is dus alleen belangrijk voor kleine waarden van ~ • 

We mogen daarom in ( 2. 2.14) Po (1: -·o vervangen door p 0 (f: -Y) • We beschouwen 

namelijk het geval dat t zeer groot is. Als T dan klein is, dan is natuurlijk 

"-T ook zeer groot en ë.. is per definitie de 1P0 component van e voor zeer 

grote argumenten. Vergelijking (2.2.14) wordt nu : 

Pc.r:J:> • -"tJ ~,. e-~l"î" Lc" ëoc~--r) '~..g- (2.2.17) 
o 

Dit substitueren G.P.R. nu in de exacte vergelijking voor ëo : (2.2.6) 

(2.2.18) 
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zodat, voor G-~-

. 
- L (2.2.19) 

Tot nu toe kunnen we alleen praten over de grootheden (S
0
tcJ en 1,r-tJ in de li­

miet f--':> ao • Het zal nuttig blijken ook over een "asymptotische oplossing" ~(f.) 

met f <~ te kunnen praten. Dat wil zeggen we beschouwen (2.2.19) nu ook voor 

~<- . De oplossing van deze vergelijking is te schrijven met behulp van een 

tijdonafhankelijke s-operator ~ 

-~61-t,., 
e e 0 (.o) 

(2.2.20) 

Dit gesubstitueerd in (2.2.19) geeft 

J 
~ -~Lc.c.,.. -~ .9c6- _,.)..., 

Seoce) ... Lo.,'éo(f::)-' odT e. L,.e Eo{.o) 

(2.2.21) 

Omdat,zoals eerder beargumenteerd is, de integrand in deze uitdrukking klein is 

voor grote -( mogen we de bovengrens of vervangen door oo • We krijgen dan : 

(2.2.22) 

Dit geldt voor alle {; zodat 

(2.2.23) 

G.P.R. definieren vervolgens de s-operator C door : 

(2.2.24) 

(2.2.23) wordt hiermee 

(2.2.25) 

Met behulp van (2.2.17) en (2.2.20) kunnen we nu voor de asymptotische correla­

ties schrijven 

(2.2.26) 
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Vervangen we de integratiegrens t weer door oe en gebruiken we (2.2.24) dan 
volgt : 

(2.2.27) 

De asymptotische correlaties Z1Jn nu uitgedrukt in de asymptotische vacuümele­

menten. Samengevat voldoen fo en Pc. aan : 

{ ~;>éeo::Seo 
i. ~t ë c. = ~ ~ é !: e o = cc s. ë 0 

(2.2.28) 

Om nog een nuttige betrekking te vinden tussen ~ en 8 integreren G.P.R. 

vergelijking (2.2.24) partieel na deze met i~ vermenigvuldigd te hebben 

0 - L c 0 - L Cc. cC 

In de laatste stap is weer gebruik gemaakt van de dissipativiteitsconditie. Dit . .,. .. 
kan op grond van de overweging dat L (1Pc. l.t.~ e" A ) voor willekeurige 

s-vectoren in het algemeen ongelijk aan nul is. We hebben zodoende : 
1>0 

((' 8 : L co + L e.c. C (2.2.29) 

Substitueer (2.2.29) en (2.2.25) in (2.2.28) en gebruik (2.2.27) 

(2.2.30) 

Ofwel, met pc f>• +-fr:. = fi>~ f + 1\>c. f 

(2.2.31) 

~ is dus voor alle -t een exacte oplossing van de Liouville-von Neumannver­

gelijking (dit was er al ingestopt voor -'-- , zie (2.2.16)). 
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Tenslotte leiden G.P.R. uit (2.2.25) en (2.2.29) door elimineren van~ een niet 
lineaire vergelijking voor (' af : 

(2.2.32) 

2.3. De Heisenbergrepresentatie en tijdomkeerinvariantie. 

G.P.R. hebben nu twee exacte oplossingen van de Liouville-von Neumannvergelij­

king. Ten eerste de echte oplossing,jOff), die het te bestuderen systeem be­

schrijft. Ten tweede de, met behulp van des-operator~ kunstmatig geconstru­

eerde,oplossing e(f:) • Voor .f-,oo vallen deze twee samen, want zo is ;'(f:) 

gedefiniëerd (zie (2.2.13)). G.P.R. willen ook het verband weten tussen (.'f€) 

en {J(f:) op tijdstippen t<-o . Om deze relatie bloot te leggen is het nodig 

om in te gaan op de Heisenbergrepresentatie en het begrip tijdinversie. 

Zoals bekend is in het Schrodingerbeeld de dichtheidsoperator tijdafhankelijk 

en zijn de operatoren tijdonafhankelijk. Operatoren ~ en dichtheidsoperatoren f' 
voldoen aan : 

ofwel (2.3.1) 
Als l'l niet expliciet tijdafhankelijk is 

De verwachtingswaarde van de operator J') , gegeven de dichtheidsoperator e , is: 

(2.3.2) 

Door cyclisch te verwisselen vinden we : 

(2.3.3) 

We krijgen dezelfde verwachtingswaarde voor fi door de dichtheidsoperator tijd­

onafhankelijk en de operator A tijdafhankelijk te veronderstellen. Er moet dan 
gelden : 

{ 

~ \{ t- -l ~ t 
f}(f:) .. e A(o) e. 

E(f) = etoJ 

(2.3.4) 



ofwel 

{ 
tdt- A,., -~.A] ~-lA 
, ;>(: e :: o 
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(2.3.5) 

Wanneer de quanturnmechanica geformuleerd wordt op deze manier spreken we van het 

Heisenbergbeeld. 

G.P.R. definiëren nu, zowel voor s-vectoren als voor s-operatoren, het begrip 

tijdinversie. De tijdgeinverteerden ()re) en f:UtJ van de superoperator ([){f) 

resp. de supervector AC~) zijn gedefini~erd door : 

-()(t) : :: • (j) (-t) 

+ Act) : = A c-·o 
(2.3.6) 

Als de hamiltoniaan van het systeem expliciet tijdonafhankelijk is, wat we 

steeds zullen veronderstellen, geldt voor de Liouville operator bijvoorbeeld 

- ... 
L = L = L (2.3.7) 

In het Heisenbergbeeld geldt volgens (2.3.4) voor operatoren ~ 

- + ·~\o{f -t tl-lé 
:; A (-tJ : ~ A co) e. (2.3.8) A (t) 

ofwel 

(2.3.9) 

We zien met (2.3.9) en (2.2.2) dat de tijdafhankelijkheid van de tijdgeinver­

teerde operator Ac-t> (in het Heisenbergbeeld) hetzelfde is als de tijdafhan­

kelijkheid van de dichtheidsoperator ("(~} (in het Schrödingerbeeld). 

Met behulp van P0 en /Pc. kan fUt) in componenten ontbonden worden 

A o tt J = Ti> o ft<-t > 

Ac:. ft) • tPc 11ft) 

Met de de fini ties van ll> 
0 

, 1P c. en de tijdinversie is na te gaan dat 

(2.3.10) 

-TP
0 

f}-(~) = fi>
0 

P,(t) (2.3.11) 

~ A ct> = lPc. fk-t) 
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.-...... 
Net als voor (J(f) kunnen we ook voor IUtJ een asymptotische oplossing ~ft) in-

voeren. Er geldt dan, conform (2.2.13), (2.2.20) en (2.2.27) 

~ ( 7-f(;) - Aft:) ) =-o 
f-11..0 

(2.3.12) 

-L8f ~ 
= e ~0 (OJ (2.3.13) 

(2.3.14) 

In deze context zij"de s-operatoren ~ en C op te vatten als de tijdgeinver­

teerden van twee nieuwe s-operatoren ~ en lD : 

(2.3.15) 

(2.3.16) 

G.P.R. willen nu ~ en Ä) berekenen. Om te beginnen is~ tijdonafhankelijk. Er 

moet dus gelden : 

(2.3.17) 

Wat betreft <C ligt de zaak ingewikkelder. U: is gedefiniëerd volgens 

(2.3.18) 

waarin 

. L . -"' ,. 
-t. ~~ .,.. l l V" 

~ ~" e (2.3.19) 

zodat : 

* (:- * l ~ . c - ~ cc. .,.. r -c. 1/' ' L 
U.. 1;- :: + ~ cl 'l" e DC e,. 

0 
(2.3.20) 

Nu is 
... 

-
-'- 4 +.,.. ·L 

V I " c, T 
ool'l e. '- ec e 

1D 
(a..J.,r; ja. i'll L -~Lc.c.,.. 

.... -~ cl.,. e oe. e (2.3.21) 
0 
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Voor ~ en C gelden (2.2.25) en (2.2.29) 

5 S = Lftl" '\- L0 c C 

~ C 8- = Lc.., + L e.c. a:: 
(2.2.25) 

(2.2.29) 

We krijgen analoge relaties voor ~ en 1D door deze vergelijkingen te tijdin­

verteren en gebruik te maken van (2.3.7), (2.3.15) en (2.3.16) : 

{ 
'l -

'l'iD= 

(2.3.22) 

(2.3.23) 

Het tijdinverteren van de tijdonafhankelijke s-operator l: is dus niet hetzelf­

de als het gewone adjungeren. Dit komt omdat CC als de limiet voor (: -)c.e van 

de wel tijdafhankelijke s-operator «:t gedefiniëerd is. 

Voor de s-operatoren (Î en 1D is het tijdinver,teren equivalent met de proce­

dure: adjungeren en L door -L vervangen, dat wil zeggen: met~ -conjugatie 

zoals gedefiniëerd in (1.33). 

Beschouw (2.2.25) en (2.3.18) : 

(2.3.24) 

(2.3.25) 

Vergelijken we (2.3.24) en (2.3.25) met (2.3.22), (2.3.23) en (2.3.21) dan kun­

nen we identificeren : 

~* 
L .... -L 

* :i 
::,;;. = -r;. .. -,!).. ,_,_f -- & (2.3.26) 

(2.3.27) 

Als een operator van de tijdparameter t afhangt, dan is hermitisch adjungeren 

en L door -L vervangen, d.w.z.* -conjugeren, ook equivalent met tijdinverte­

ren. Dit is zo omdat de tijdafhankelijkheid altijd uitgedrukt kan worden als een 

functionele afhankelijkheid van de s-operator iLÇ • Bijvoorbeeld : uit (2.3.5) 
u.• "'" ... u .. t- • ·u· volgt ,qct> • e R-(o) en Aet>'-.... -t = A C&J , .... -L. = (e- Alo>) = tt.' ~o) • Als (}(!-) 

van -t afhangt kunnen we daarom schrijven 

Q) (f:) = ([) ( i L t ) (2.3.28) 

zodat 
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(2.3.29) 

Voor operatoren die niet van t afhangen is tijdinverteren niet hetzelfde als 

*-conjugeren. Als tegenvoorbeeld nemen we de operator L • Met (2.3.7) en 

(1.35) zien we : 

* L ::o l. .. -L 

Als de tijdafhankelijke s-operator tJ[t) uit (2.3.29) even is in L dan is 

.,. 
([)(f;; 

-4:: = ({) ('(;) (2.3.30) 

zodat tijdinverteren neerkomt op gewoon adjungeren. Als ~}ook nog een deel 

bevat dat oneven is in L dan gaat dit niet meer op. Voor tijdafhankelijke 

s-operatoren kan tijdinverteren opgevat worden als een generalisatie van adjun­

geren. Tijdomkeerinvariantie is dan een generalisatie van zeltgeadjungeerdheid. 

In (1.32) hebben we gezien dat il adjointsymmetrisch is. Deze operator beeldt 

dus hermitische operatoren op hermitische operatoren af. Alles-operatoren die 

functionalen zijn van ~L , zoals C , ]l) , iól- en ~'Z (zie (2.2.24), (2.3.21) 

(2.2.23) en (2.3.22)) zijn hiermee ook adjointsymmetrisch. We zullen zien dat 

alle fysisch interessante s-operatoren altijd tunetionalen zullen zijn van ~l . 

De tijdgeinverteerden van deze s-operatoren zullen dan overigens ook tunetiona­

len zijn van il en dus ook adjointsymmetrisch. 

We zullen nu, G.P.R. volgend nog een nuttige relatie tussen~ en~ afleiden. 

Met (2.2.25), (2.2.29), (2.3.22) en (2.3.23) vinden we : 

: Loo + 7PL c:.o of- Loc ([. + ]/) L~ C 
\. -

(2.3.31) 

~I 

We zullen aannemen dat ~0 een inverse A10 (of L ) heeft. (2.3.31) wordt dan : 
A-lo 

(2.3.32) 
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Uit (2.3.31) is duidelijk dat 

(2.3.33) 

Tot slot melden we dat we met (2.2.24), (2.2.25), (2.3.21) en (2.3.23) kunnen 
schrijven 

met 

'­. -

tt'> 

(2.3.34) 

(2.3.35) 

(2.3.36) 

Deze s-operator voegt aan iedere operator uit d~ nPo deelruimte een operator uit 

diezelfde deelruimte toe. Het is in feite een botsingsoperator. 

Met de de fini ties van ~ , 1i) en tp" is voorts na te gaan dat 

(2.3.37) 

2.4. De relatie tussen asymptotisch en dynamisch gedrag. 

In deze paragraaf zal de relatie tussen fJ (f:) en f' ((:-) gelegd worden. Hiertoe 

zullen we eerst ,uitgaande van (2.2.20), een groot aantal nuttige relaties af­

leiden voor C en lD en daarmee geconstrueerde s-operatoren. 

De tweede relatie van (2.2.20) luidt : 

8-: j}>o [). 1Po (2 .2 .20) 

Tijdinverteren van deze relaties geeft, omdat 1P0 zelfgeadjungeerd en tijdonaf­

hankelijk is, : 

Voor ~ en '[) vinden we met (2.2.20), (2.2.24) en (2.3.16) de belangrijke re­
ties 

(2.4.2) 
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1D = IPO ID TPC. (2.4.3) 

We zullen hiervan alleen bewijzen dat ~ ~0 = ~ . De bewijzen van de overige 

relaties verlopen analoog. 

<[" 'ji)o .,. C : 

"": I 

l.. (. T.!). )"' 
t'\ \ ~ d.w.z. 

(&.l ..... ) 

( ct> "" ., 
J C ' .1. (" T) J. 
- tr + '- ' ' - o '\• I 11. 

~S.'t" i 1-1 ::: W ""-e -I= e -lPc. zodat 
() 

-~- "8-T -~1' 
L (U e ~ I (p 0 = L Co (e ~ -1Pe ) = L C.o e ~ 

De relaties (2.4.2) en (2.4.3) impliceren : 

0 (2.4.4) 

0 (2.4.5) 

want b. v • : C 2. = {:" lP 0 • 1P c cC = o 

Vanwege (2.4.2) t/m (2.4.5) kunnen nu een aantal nieuwe superprojectieoperatoren 

gedefinieerd worden 

Wo.+ lP,;. .. I 

1Po. +~ .:rr 

Alleen voor fo. bewijzen we dat het inderdaad een s-projectieoperator is 

de overige bewijzen verlopen analoog. 

(2.4.6) 

(2.4.7) 

1' ... = fl> 0 + ([ is niet alleen een projectieoperator, het is zelfs een mimorfisme. 
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Om dit te bewijzen merken we op dat W
0 

is gedefinieerd als 

(2.1.7) - -
Dit betekent dat voor alle operatoren f) : 

(2.4.8) 

In het bijzonder geldt voor de operator ~ A : 

V"' <"' l ([ A I ~ '> ;. < "' \ ~ 0 ~ ~ l V\'> =' < ...,.. \ 0 . ~ \ "' ') ... 0 (2.4.9) 

want op grond van (2.4.2) is lP ([: - 0 • Nu is voor alle operatoren A 
0 

< ""' l lP..._ "A \ "''> = C:: n I 'W0 A I"'">-+ <"" l ([: A \ "" ')-= < .., l ~ \ "" (2.4.10) 

Als nu A een positieve operator is, d.w.z. als V"" o("' \ ~ \"" ~ o ,dan is ook 

P~A een positieve operator. Tevens kunnen we met de laatste vergelijking in­

zien dat 

-r;. lPo. A • L <"'\lP ... A lvt> - r <"'I A\V\)- 1..- A (2.4.11) 
"" "' 

zodat IPQ. ook het spoor van A invariant laat. 1Po.. is dus inderdaad een mimor­

fisme. Zoals eenvoudig is na te gaan is W. zelf ook een mimorfisme . .o . ._ 

Wat bereft de overige s-operatoren is fP&- zeker geen mimorfisme. Po.. is hoogst-

waarschijnlijk ook geen mimorfisme omdat voor willekeurige fJ Tr ~IJ = T ... fP. fi-1-

Tr~ =Ir ,q .,..ï;."iD'A en omdat 1'0 7l>A • (}) (.} zal i.h.a. ï;.Jj)A,to 

zijn. Of ~ een mimorfisme is, is nog niet duidelijk. 

We introduceren nu, G.P.R. volgend, de met ~~ verwante s-operator 

(2.4.12) 

_, J.. 
ook deze operator wordt verondersteld een inverse .Ale: (of ;V, ) te hebben. 

Door uitschrijven en toepassen van de relaties (2.4.2) t/m (2.4.7), (2.3.31) en 

(2.4.12) kunnen we rechttoe rechtaan de volgende eigenschappen van de nieuwe 

s-projectieoperatoren verifieren 

(2.4.13) 
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=? ...l.. t?.. =:; lP.. .l 
..v, 0 0~ 

." J.. 'if. = 1?( .L 
Ale c """c. 

~ 7Pc. =- 0 

TPC lP, = c 

(t>c. ~co.. = 0 

fP C- ij>o = - ~ 

lP0 fP 6 ::: 0 

'jPG- \Po :- 0 

1Po ~=-lV 
,.,..l..=L!P 

00) ... .u, Af, 

·=- c .L = .l € 
;c) 0 .-u, 

(2.4.14) 

(2.4.15) 

(2.4.16) 

(2.4.17) 

(2.4.18) 

(2.4.19) 

Met behulp van (2.4.6) en (2.4.7) kunnen (2.2.25) en (2.3.22) omgeschreven wor­
den tot: 

(2.4.20) 

We voeren voor later gebruik twee nieuwe operatoren f en A in, die elkaars 
tijdgeinverteerde zijn : 

$ ~= 1Pc. L iPG- • Lc.,- L,0 1D 

À:= 'iP6 L /Pc = L, .. - d:. Loc. 

~ = )._ 
Voor ~ en À geldt analoog (2.2.20) en (2.4.1) 

(2.4.21) 

(2.4.22) 

Door (2.2.25) en (2.2.29) respecti~elijk (2.3.22) en (2.3.23) op te tellen vin­
den we voor IJ. en 1 : 

(2.4.23) 
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We herinneren nog even aan (2.3.31) 

(2.3.31) 

Voor de operatoren ~ , À. en A{ kunnen analoge vergelijkingen opgesteld wor­

den : 

ft>'- { = L 1P"_ 

l. Ij> G- ::o- 1i> <r L 

Ale. ~ :J ,.l A)(. 

(2.3.32) 

Dit kunnen we uitgaande van de boverste vergelijking van (2.4.23) bewijzen 

Uit 1Pe..9= L f>~ en (2.4.13) volgt : IPe. fil.._ /) :z 1Pe. l. ,p~ .... o 

Dit betekent dat Pc,.L:1PG- L(f"..-IP,..) .. l?c,.LJl.+ ,,t.IP(,. • lPG- '-'e. 
Tijdinverteren geeft : L ïJS; ,. JP; L .iP; ( .... ft·••) 

- (?.:" - -
Nu is met (2.4.21): ~ .. 7i>c L lP". zodat P,~ =1P(,. ~c. Lli>r,. ,.. •r" L9t- .. L7Jç,. 

waarmee de eerste relatie is afgeleid. De tweede vinden we simpelweg door de 

eerste te tijdinverteren : f ~ • ~ l ofwel .À fG- .. lP~ L 

Tenslotte is met de eerste twee vergelijkingen : h" • 
·~r•"' 

fY(,. JP(, ~ :r ît>6-L 11, • .l1P".1Pt. • Substitueren we (2.4.14)Y'dan zien we 

Pc. 7Pe ~·).. fr>c. Al, zodat, met (2.4.22), Jl4'c. ~ r ~..V, 

Uit (2.3.31), (2.4.23) en (2.4.24) leiden we af 

en 

m -~ S. t:- -t Lt- n 
•rel\ e ~ e ro.. 

_, "l 'tf tö _;L f e 0.. ... lro., e 

- -~ ~~ -~L~-
fPt,. e = e CPrr 

-~LEr 
f(, e 

= e 
-.:!~ l. J. -.:...lt-

- e AJ = Ao C: c. rv, 

(2.4.25) 

(2.4.26) 

We bewijzen de eerste relatie van (2.4.25). Uitgangspunt is de eerste relatie 

van (2.4.23) : ft {)"" L lP~ • Uit deze relatie volgt eenvoudig dat voor alle 

,., ~ 1 geldt : f>, .9"' .. l"' lP... • Omdat voor alle s-operatoren IJ per definitie 

1'} 0
,.. T geldt deze gelijkheid zelfs voor alle n ~" • Nu is 'jj:)c-. e-~9-t- ::;-
""' .. - .. -1Po. r (-ä,t) 8- ... ~ [ (-i.t) lP .. .g."" - l: (-C fd' L .. lP. • e -t L' w ... 

... • "· ... o ""· .. _ "'! .. 
Op analoge wijze zijn de andere vergelijkingen af te leiden. (overigens kunnen 

!':) t.,_fr tU r;, 
we op analoge wijze relaties als , ...... e • e ..-.... , enz. bewijzen). 
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De vergelijkingen (2.4.25) en (2.4.26) zullen het mogelijk maken op eenvoudige 

wijze verbanden af te leiden tussen (J(f:> en (6 (1:) (en, zoals zal blijken, ook 

tussen ~ct:> en ,_ (S' c~) =: iJ Ct-) ) • We roepen hiertoe drie vergelijkingen in 

herinnering : 

(2.2.2) 

(2.2.20) 

(2.2.27) 

Vermenigvuldig (2.2.2) met ff'~ en (2.2.20) met ~0 dan volgt m.b.v. (2.4.25) : 

- -~lt -~~f-lP c.. (J (t) = lPO.. e e(o) .. e 1P.. ra(•) (2.4.27) 

,..J -~ J.t- -~>-z t- •• '-f 
lf)C) e .etJ = N., e l'o(t:): e rvD r-o{O') 

(2.4.28) 

De tijdafhankelijkheid van de s-vector n'~ ~Cé) wordt, net als de tijdafhan­

kelijkheid van N 0 (So (t) , bepaald door 1 . Ais we op ~ -=-o kiezen : 

dan geldt dit voor alle i 

ofwel 

Met (2.2.27) en (2.4.31) volgt : 

zodat ((2.4.31),(2.4.32)) : 

Met de definitie 

.V ,-

7T :- 1P~ - P. 

korten we (2.4.33) af tot : 

N. c.. , 

(2.4.29) 

(2.4.30) 

(2.4.31) 

(2.4.32) 

(2.4.33) 

(2.4.34) 
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; o:) ... * e {f:) (2.4.35) 

.J 

De nieuwe s-operator ïT is een projectieoperator : 
(2... ~.,.,; 

-' 1. m .1... f:"'' 1P \ 'T.'i ~ 7P ..LAl ~I .l. 1P 7r • IJ"' lf• .._ c.., - ~~~ :- 0. A.J o1W0 ._ 
c. ...uo ....Vo D ~ 

=- 'lP~ 'i?o ...L. ~Pc. - 1P e.. z 1? c.. .. :;r 
~. ' 0 

(2.4.36) 

fl- v-'TJ 

Met (2.4.25) verifieren we eenvoudig dat 

(2.4.37) 

zodat 

(2.4.38) 

Hier zien we bevestigd dat f.'Ct) een exacte oplossing van de Liouville-von­

Neumannvergelijking is. 

Eenvoudig gaan we na ((2.4.14),(2.4.15)) 

(2.4.39) 

De tweede vergelijking van (2.4.39) combineren met (2.4.35) geeft 

IV e c~> (2.4.40) 

De asymptotische dichtheidsoperator is dus bevat in de ,Pc. deelruimte. Met 

(2.4.39) volgt ook : 

(2.4.41) 

In feite is met (2.4.35) het gestelde doel bereikt want we hebben hiermee de ge­

zochte relatie tussen (5 (t-) en (J {1.) • G.P .R. ontwikkelen de theorie echter 

nog wat verder. Volgens (2.4,34) is 1f een projector. Dat betekent dat 1-Tf 
ook een projector is. Kunnen we voor 1 - tr een uitdrukking vinden analoog ,., 
(2.4.34) voor 1ï ? Dit kan inderdaad. We zullen deze uitdrukking niet afleiden 

maar gewoon poneren en laten zien dat hij voldoet. 
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De s-operator gedefinieerd door 

(2.4.42) 

is een projectieoperator 

(2.4.43) 

en bovendien geldt 

(2.4.44) 

Het bewijs van (2.4.43) is, met gebruikmaking van (2.4.14) en (2.4.17), makke­

lijk te leveren. Om (2.4.44) te bewijzen schrijven we Tf en ~ uit. 

1\ A 
Met de operator rr kan een s-vector E gekonstueerd worden, op dezelfde manier 

als met tr é geconstrueerd wordt 

(2.4.45) 

Met (2.4.26) verifieert men dat : 

" -~ L t-
rr~ 

-~ l t- " = e 1T (2.4.46) 

waarmee 

" -~Lt- ~~.. f {t) = e (J {o > (2.4.47) 

Ook ~Cf:) is een exacte oplossing van de Liouville-von-Neumannvergelijking. 

Analoog als voor 7T leiden we voor ~ af ((2.4.14),(2.4.18)) 

(2.4.48) 
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Uit (2.4.45) en (2.4.48) : 

(2.4.49) 

De supervector ~(t) is bevat in de P~ deelruimte. Uit (2.4.48) en (2.4.49) 

blijkt verder : 

(2.4.50) 

Voor de 1Pc. resp. 0'>0 component van ~ (t) kunnen we vergelijkingen analoog aan 

(2.2.20) en (2.2.27) voor (J
0
rt) en fc.Ct:) afleiden. Er geldt : 

I'\. -~ { t ,..... fJ, (.(;) = e fJ c. to) (2.4.51) 

(2.4.52) 

1\ -.L -'. l 
Het bewijs van ( 2. 4. 51) : (J c (~) = 'Wc. f U:) = @c. lP~ JV, 116- t (*") • ~ """~ 1~ ('~'=Al/{"- f(f) 

.1 n _ ~ L f .l. - ~ l t - ~ 1 t' J. Q _q t- c ""' -~ 1 f " r. 
~Ne. ". e- e. (J(OI c J(), e Ie,. eco) : e .u, IT(,t{o) .. e "-c .". f1>> = e ~c. ... e) 

Het bewijs van (2.4.52) : ga uit van (2.4.13) fP.._f(t:J= @-. l}t..~ ~ er~>--o 

Met (2.4.7) : 

,..... ) ~ ~ ~ fJ" (f rlr - 7j) fCl:) - - .11' fO c (-t-) 

Vanwege (2.4.44) kunnen we schrijven : 

(2.4.53) 

(J(t) is hier geschreven als lineaire combinatie van ïJ. {t) en Pc. ft) • Voor 

deze componenten geldt, met (2.2.20) en (2.2.51), in matrixnotatie : 

(2.4.54) 
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fV "'" De componenten fJ,C~) en (Jc.Je> ontwikkelen zich dus onafhankelijk van elkaar. 

Dit in tegenstelling tot (2.2.7) waar de dichtheidsoperator ontbonden is in de 

componenten ~"(e) en ;O,C~) . In de beschrijving (2.4.53) echter, staan de 
,.._ ?.i"?-

componenten niet meer loodrecht op elkaar : 1P-.. l'r,_ ~ o , Ir(, Pc..~ o • 

Door (2.4.53) met IP
0 

resp. Pc. te vermenigvuldigen kunnen(o'0 C~) en ('Je. ft:) in 

,P.,rt) enf,Ct') uitgedrukt worden. We vinden met (2.4.15) en (2.4.18) 

De geinverteerde relaties relaties vinden we door (J(f) c:: f'• {é) r ~e. {-e: J 

vermenigvuldigen met fi> (r resp. 1P c:.. en gebruik te rnaken van (2 .4 .14) : 

(2.4.55) 

te 

(2.4.56) 

De rnatrices die in (2.4.55) en (2.4.56) voorkomen zijn inderdaad elkaars inverse 

zoals direct uit (2.4.19). 

De operatoren lT en ~ kunnen met behulp van de in (2.4.55) en (2.4.56) voor­

komende matrices ook in matrixvorm geschreven worden. In dezelfde representatie: 

:-:~l ~0 ~ 
0][~ ~ 1D1-[Ü) ~ c -ii> ~1 
\ -.l. c. ..L -

~ Ale. - l (. ..l. 

Inderdaad is b.v. : IP.
0 

îf f _ .1. ~, A)c 

" - "'· Met deze matrixrelaties zien we bevestigd dat 

* [~:1 =g:] 

r. [ ~: 1 = [ ::1 

(2.4.57) 

(2.4.58 

(2.4.59) 

(2.4.60) 
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2.5. Het quanturnmechanische meetproces. 

G.P.R. passen hun theorie toe over het gedrag van grote systemen toe op een 

meetapparaat dat een of andere observabele van een microscopisch systeem meet. 

Het meetproces kan opgevat worden als een irreversibel proces dat zich afspeelt 

in het meetapparaat. G.P.R. volgen hierbij een model van het quanturnmechanische 

meetproces dat voorgesteld is door Daneri, Loinger en Presperi ([3]). Dit 

model zullen we kort bespreken. 

Het quanturnmechanische meetproces volgens Daneri, Loinger en Prosperi. 

Volgens D.L.P. voltrekt het meetproces zich in twee fasen. 

1) In de eerste fase vindt er een koppeling plaats tussen het object en het 

meetapparaat. Het meetapparaat, dat voor de int~ractie in een soort rusttoestand 

was, wordt tengevolge van de interactie in een toestand gebracht die correspon­

deert met de begintoestand van het object. D.L.P. veronderstellen dat de koppe­

ling gedurende een verwaarloosbaar korte tijd plaatsvindt en dat de toestand van 

het object niet heinvloed wordt. 

2) In de tweede fase zijn object en meetapparaat weer ontkoppeld. Binnen het 

meetapparaat treedt nu een (ergodisch) proces in werking, dat het naar een even­

wiehtstoestand brengt die correspondeert met de toestand van het object ten 

tijde van de interactie. Deze evenwichtsteestand levert de gemeten waarde van de 

observabele. 

Om dit schema uit te werken leggen D.L.P. bepaalde eisen op aan de constructie 

van het meetapparaat. De Rilhertruimte van toestanden van het object noemen we 

~ • Deze ruimte wordt opgespannen door een stel vectoren { llf 1 ) \ , b.v. de 

eigenvectoren van de operator horend bij de observabele die gemeten wordt. 

De Rilhertruimte van toestanden van het meetapparaat is 1fn . D.L.P. veronder­

stellen dat 1(~ lineaire deel-ruimten V. , V, , •••• bevat die één-éénduidig 

corresponderen met met de toestanden 1\f. '> , 1 'f, "') •· enzovoorts. Deze deelruimten 

zullen in het algemeen meerdimensionaal zijn. De deelruimte Vs wordt opgespan­

nen door de vectoren {Is->\""' waarin ""' staat voor een quanturngetal (of een 

reeks quantumgetallen) dat de vector binnen \1~ nader specificeerd. Ter illus­

tratie : als het meetapparaat een wijzer bevat die verschillende posities in kan 

nemen, dan corresponderen de deelruimten V, (d.w.z. het quanturngetal s ) met de 

wijzerpositie terwijl ~ de interne toestand van de wijzer bepaald (b.v. hoe de 

diverse wijzeratomen tenopzichte van elkaar trillen). In deze zin bepaalt S 

de macroscopische toestand van het meetapparaat en ~ de microscopische. 
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De Bilhertruimte van het gecombineerde systeem, object en meetapparaat, is het 

directproduct van 1l0 en 1{'1 : 

1(T:: "1{ o ® 'JI,., (2.5.1) 

Elementen van 1<T noteren we met 1 't > • Een basis voor "fiT is het stelsel 

(2.5.2) 

De eerste fase volgens D.L.P. 

Als de toestand van het object voor de interactie 

(2.5.3) 

is, en de toestand van het meetapparaat is 

I o ""') (2.5.4) 

(een macroscopische "rusttoestand") dan is de toestand van het totale systeem 

voor de interactie : 

(2.5.5) 

Tijdens de interactie gaat 1 ~i> over in 1 '{- ~) , de toestand van het totale 

systeem na de interactie : 

(2.5.6) 

interactie 

(2.5.7) 

We schrijven hier fS--) omdat het tweede quanturngetal niet interessant is. Het 

gaat erom dat iedere component l~s) gekoppeld is met een element uit de over­

eenkomstige deelruimte V~ van t1n . 
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Voor het vervolg zullen we dit schema nog formuleren in termen van dichtheids­

operatoren : 

l interactie 

c L es c:d'(>, "><-f,,\ ® ( s -· ":> <:: ,, •• \ 
ss' 

Pe tweede fase volgens D.L.P. 

(2.5.8) 

(2.5.9) 

Direct na de interactie is de toestand van het object nog steeds ~>=rc,l~,> 
a 

In het meetapparaat treedt nu een ergodisch proces op dat het naar een even-

wiehtstoestand corresponderend met I~'> zal br~ngen. Wij gaan op D.L.P.'s 

analyse van dit proces niet in. Het belangrijkste is, volgens D.L.P •• dat dit 

proces de kruistermen in (2.5.9) doet verdwijnen. 

Het quanturnmechanische meetproces volgens George, Prigogine en Rosenfeld. 

G.P.R. gaan er, even als D.L.P., vanuit dat de Rilhertruimte ~N van het meetap­

paraat een aantal deelruimten V0 , V. , . . . bevat die resp. corresponderen met 

~~.'> , ~~,) , •••• Zij nemen verder aan dat de correlaties tussen toestanden 

l~'IM"> en Ir'.,...'> met s ongelijk aan s' veel kleiner zijn dat de correlaties 

tussen toestanden 1,. ""'"> en Is._,'> • Dat wil zeggen 

voor alle s , s' , ...., en ...,, en toestanden c-") van het meetapparaat is 

(2.5.10) 

G.P.R. definiëren nu eerst, overeenkomstig hun theorie, de superoperatoren Wo 
en ~ horend bij het meetapparaat. Laat : 

zijn. 'Ps""" 

IS...,.>fiVs 

(2.5.11) 

-r is een orthogonale ( Ps ._. =- '"Ps ._. ) projectieoperator op de vector 

• W0 en tl>c. zijn nu gedefinie·erd als : 

TPO ~= r 1's._ l( Ps ~ s.,. 

'TPC.: =- r L, 'Ps""' )( 1>,._, 
ss' ""'-..• 

(2.5.12) 

(2.5.13) 
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, F ,. : r r -.... (2.5.14) 

11?0 voegt aan iedere s-vector A zijn diagonaaldeel toe (in de gegeven basis). 

1Pc. voegt aan A zijn niet-diagonaaldeel toe. 1P 
0 

en 'Wc.. kunnen geschreven wor­

den als 

\ TP (Sr'> 
, ;pc. = L c (2.5.15) 

S$' 

waarin 

(2.5.16) 

w,<u'): = I- I 7') x. '? 
ïs""' s'-' 

(2.5.17) 

G.P.R. defini~ren voorts : 

(2.5.18) 

Op grond van (2.5.14) is (2.5.18) te herschrijven : 

(2.5.19) 

ofwel : 

(2.5.20) 

Het is evident dat 

L lP(sr'J = 1 (2.5.21) 
ss' 

Verder is met (2.5.11), (2.5.16) t/m (2.5.18) en (2.5.20) in te zien dat : 

ID CS) (t;) Ij) CS) 

ar 0 TP D = ~ s.t • (2.5.22) 

m(ss') 11>(~!,} - ~ [ ~'> 
u- ,, - st s' e (2.5.23) 

TP C6) fP(H') jp(~l'} 1P'") 
0 = 0 "' 

(2.5.24) 
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Met deze resultaten tonen we aan dat : 

lP {Ss 'J lP (/1 ')- c u') 

c c - b \t- b JJ 1 E-' 'fP c (2.5.25) 

(2.5.26) 

En, omdat 

(2.5.27) 

(2.5.28) 

(2.5.29) 

IPU) 1r·fu'J Cu') 
0 lï~ , [> zijn dus orthogonale (in de zin van het R-S inproduct) pro-

jectieoperatoren. Er geldt : 

(2.5.30) 

(2.5.31) 

tp(u'J (JC'7) = 2 ~ s -l('r'?) l s'..,..'> \ S'- ><s'-' \ __ , (2.5.32) 

Als we nog even terugdenken aan het model van het meetapparaat waar ~ de "ma­

croscopische" toestand van de wijzer bepaalt en 1"1 de "microscopische" dan zien 

we eenvoudig in dat de apparaat-Rilhertruimte (of liever : dat deel van de 

apparaat-Rilhertruimte dat voor ons interessant is) in feite het tensorproduct 

is van een "macroscopische" toestandsruimte "H, en een "microscopische" toe-

standsruimte 1f< • 71.> wordt opgespannen door i \ s >.., \ , 1-fL door { l ,.. >c. \ 

(2.5.33) 

Om de fysische betekenis van (2.5.30), (2.5.31) en (2.5.32) wat te verduide­

lijken, zullen we aannemen dat de dichtheidsoperator I'") geschreven kan worden 

als een tensorproduct van dichtheidsoperatoren ~) en ~< horend bij resp. 

1{> en 1f< . Dit kan bijvoorbeeld als ('ICI"'> een zuivere toestand , ISM'><.&~I. 

representeert : /.S ""':><s ""'I ... 1 s,<~ 1 ~ 1""'><..,...1 • Laat daarom : 

(2.5.34) 
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Substitueren we (2.5.34) in (2.5.30) t/m (2.5.33) dan vinden we direct 

(.~) 

IP0 (f> e f<) = < ''f>l s> l.s:><:s\ ® L <"""lf,l ""'> 1->c:""' 
""' 

=(IS)<S\ )(lSX'I) {J) ®(2 \""'"><""'llf.l"""~-\J {J<. 
""" 

(2.5.35) 

:: ( 1 s H s l x l s' ><''I ) f> (i) ( L 1 
I """> <""' \ x. '""'' > ( ~· l) f< 

"'--' 
(2.5.36) 

~ 'L < -1 ('<.l -'> '""', <"""''' .......... , 

(2.5.37) 

Cl) 1Po voegt aan f< zijn diagonaaldeel en aan f. '> een deel van zijn diagonaal-

deel (n.l. datgene dat projecteert op l s>, ) toe. 
c s ,. ) 

fi:> c voegt, als ~ Jl s' , aan (J <. zichzelf toe en aan f., dat niet-diagonale-

deel dat correspondeert met de partiele isometrie \ ~ "> <'' 1 • Als ~ • s 1 voegt 
mCJ ') /J · · · d · 1 d 1 /.J d d 1 d t ar ~ aan 1-<. Z1Jn n1et- 1agona e ee toe en aan 1 '> weer at ee a cor-

respondeert met I S><•'l 
(n') 1P voegt aan {J<. zichzelf toe en aan f"> het deel horend bij 1 s :> <. ''\ • 

Opmerkingen. 

1) De s-operator fPO c r ep';> werkt op ~ flf,.,) - 1J { 1f~ tB~ ) d.w.z. op de ruim-
~ 

te van begrensde operatoren werkend op de hele ruimte '11,., • ~ kan niet dienen 

om het begrip "macroscopisch" te definieren. Dit is onmiddellijk duidelijk als 

we zien dat ~ symmetrisch is in de macroscopische en microscopische quanturn­

getallen (zie (2.5.12)). 

lP()$~ 
2) Het is veeleer de s-operator die het macroscopische niveau defini~ert. 

JP'u') werkt namelijk op de deelruimte *< van 11" als de eenheidsoperator (zie 

( '/P CU) 
2.5.37)). We willen nog even de s-operator onder de loep nemen. Volgens 

(2.5.37) kunnen we schrijven : 

(2.5.38) 

waarin ]C< de eenheidssuperoperator op ~~) is. Met (1.48) zien we 

1P(UJ :: 1P 1t 
>"' $ 6S> < ( P.,. ~ !::o /S'J<SI ,.c tS><I\) 

' 
(2.5.39) 
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t;) ( H) 
We weten al dat ~"'> s geen mimorfisme is. 1P is dan ook geen mimorfisme. , 
Met behulp van (1.51) echter kunnen we wel een mimorfisme construeren dat pro-

jecteert op dezelfde deelruimte als lP'> s : , 

Cl' 
!P') s ; L I S"><H.,.. \t:><.sl 

• t-

Het is nu na te gaan dat 

CU) 

een mimorfisme is dat projecteert op dezelfde deelruimte als nD 

tevens geldt 

1P 
(~S) lP I 'ii) 'I 

= lr>, s >, s 

(2.5.40) 

(2.5.41) 

(2.5.42) 

(2.5.43) 

3) Het begrip "macroscopisch" zoals dat hierboven behandelt wordt is een ander 

begrip dan het begrip "macroscopische niveau van observatie" zoals dat door 

G.P.R. met behulp van de s-operator ff gedefinieerd wordt (zie [1] 3.3.). 

Dat begrip heeft, zoals we gezien hebben, betrekking op het lange-termijn 

gedrag van het systeem. Het is te verwachten dat deze begrippen toch iets met 

elkaar te maken hebben, dat wil zeggen : het is te verwachten dat de s-opera-
tV 

tor 7ï iets te maken heeft met de deelruimte "H"> van 11,.,. Het moet nog blijken 

op welke manier. 

De eerste fase volgens George, Prigogine en Rosenfeld. 

Na al deze voorbereidingen kunnen we beginnen aan de beschrijving van het meet­

proces volgens G.P.R •• Met behulp van de projectieoperator IP0
'') kan de dicht­

heirlsoperator f"') gesplitst worden in "macroscopische" componenten : 

fP (as') f n) (2.5.44) 

De dichtheidsoperator f'l;l van het object vóoi- de interactie is 

(2.5.45) 
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Voor de interactie is het totale systeem in de toestand : 

(2.5.46) 

Al 1 d . t t . t /1 er> . /.JtrJ H. b. . d t d t s gevo g van e ~n erac ~e gaa r c over ~n c 1 . ~er ~J veran er e oe-

stand van het meetapparaat wel die van het object echter niet 

(2.5.47) 

Dit is geheel in overeenstemming met (2.5.8) en (2.5.9). Iedere component 

C$c:; l'f's )c~,.J is toegevoegd aan een component .tl>cu• Jf7 van de dichtheidsope­

rator('~) van het meetapparaat na de interactie. 

De tweede fase volgens George, Prigogine en Rosenfeld. 

In deze fase treedt, zoals gezegd, in het meetapparaat een irreversibel proces 

op dat het in een evenwichtstoestnd zal brengen die correspondeert met de toe­

stand van het object voor de interactie. De toestand van het totale systeem aan 

het begin van dit proces (dus net na de interactie) is ~~ • De toestand op 

tijdstip -t na de interactie wordt nu 

-'-
e 

f:ï) 
L t- er> 

~~ (2.5.48) 

_.; L a-Jt 
Hierin is e de tijdevolutiesuperoperator voor het hele systeem. 

Overeenkomstig de onafhankelijkheid van object en meetapparaat na de interactie 

nemen G.P.R. nu aan dat 

_;Lento L"') .Ltn> 
w -i: t: -1. t -

e "' e ® e "TT" (2.5.49) 

(n) 

-~ {. t'-
is de tijdevolutieoperator van het vrije object, e 7J" de tijd-

evolutieoperator van het asymptotische deel van de dichtheidsoperator van het 

meetapparaat. De microscopische correlaties die geen aanleiding geven tot macro­

scopische effecten zijn hierbij in~~) dus verwaarloosd. Substitueren we 

(2.5.47) en (2.5.46) in (2.5.48) dan krijgen we : 

L{PJ - L n) ') 
-~ t- (oJ -" f..., m"' ('7) é' tr}(f) .. [ e f ss' co)~ e "lt" •r (3 ~ 

''' T 

(2.5.50) 
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(o] it" 
hierin is fJ ss' (o) • c$ c,. l~, :> <" 'f,.j 

G.P.R. stellen nu dat voor alle dichtheidsoperatoren fh) van het meetapparaat 

geldt : 

(2.2.51) 

Dit is niets anders dan de voorwaarde (2.5.10) waarin het linkerlid gelijk aan 

nul is gesteld. Volgens G.P.R. zullen van-wege (2.5.10) de s-operatoren ~ , 

~ en 1 , die in feite de tijdevolutie van het meetapparaat bepalen, hoofd­

zakelijk overgangen van een wt~ deelruimte (van ~a ) naar diezelfde deelruimte 

veroorzaken. Overgangen van de deelruimte lP~) naar een lP~') deelruimte met 

~~5 ' zijn zeer onwaarschijnlijk en met de sterkere aanname (2.5.51) zelfs 

onmogelijk. Als dit niet zo zou zijn zou het uitsterven van de microscopische 

fluctuaties aanleiding kunnen geven tot verandering van de macroscopische wij­

zerpositie. Ook de s-operator <L zal voornamelijk overgangen van een fPCS) naar 
' D 

een tp(''J toestand 
c. bewerkstelligen, Voor ]) geldt precies het omgekeerde • 

G.P.R. trekken uit deze overwegingen de conclusie dat : 

.v ~CU) '(i""')(S\) îf 
1r Ir == 11- (2.2.52) 

Wij zullen hier aannemen dat dit juist is. Later zullen we dit plausibel maken. 

Met (2.5.51) en (2.5.52) wordt (2.5.50) : 

~ LlO) • L #?) 
Cï) I -c. (; Cfl) _, t "-;)[SJ)....,.. /)"'?) 

(J {-t)-:; e ~ ss' co) ~ e ~u' lf "'Tr' e " 
SS' T 

~ Lt?J 
-1. f 

Tenslotten veronderstellen G.P.R dat e 
~SJ 

en 1P cernmuteren 

(2.5.53) 

(2.5.54) 

Dit lijkt een terechte eis. Het wil zeggen dat de wijzerpositie een constante 

van de beweging is. Door (2.5.53) en (2.5.54) te combineren krijgen we 

-t L 0>) t' (.P) 1PCU) ~ ~) 
~crfé) = I e (J n co)® I p Ct-) (2.5.55) 

s 

De toestand van het objectsysteem op tijdstip & krijgen we hieruit door het 

spoor over de ruimte 1f17 te nemen 

(2.5.56) 



47 

Nu rekenen we eenvoudig na dat : 

(SS) oJ fr7) " .., ,..,) 
Tf" lP f (f)"' L c::: H"'l t (~) I~_, :: 
Yl,., """ 

(2.5.57) 

hierin is p., de kans op de macroscopische waarde .s op tijdstip (; • In het 

algemeen zal dit ~I zijn. Dat betekent dat (2.5.56) niet correct kan zijn 

omdat dan zou gelden: 

• LC•JE: 
(9> "' 1. -~ ' I z. T(' e {f) "'Tt> L. fc$1 e \lf Xlf \ -r~ :::- L te, \.,s <I 

"Ho f("S l l S 5 

(2.5.58) 

~~)~) zou geen dichtheidsoperator meer zijn. G.P.R. stellen nu dat 

(2.5.59) 

Ze verduidelijken dit niet verder. Het is waarsçhijnlijk geinspireerd door de 

meer elementaire behandeling van de eerste fase van het meetproces zoals uitge­

voerd door D.L.P. (zie (2.5.9)). In dat schema is namelijk wel : 

(2.5.60) 

('óJ) ,J tnl 
Aan (2.5.59) is wel voldaan als ~ I' tt) een dichtheidsoperator is wanneer 

~~bJdit is. Met andere woorden : aan (2.5.59) is wel voldaan als fP~s) een 

mimorfisme is. We hebben al gezien ((2.5.39) e.v.) dat dit niet zo is. In feite 

zit het al mis in (2.5.47) omdat gemakkelijk is in te zien dat, met tP(\l') 
CT? 

gegeven door {2.5.18), geldt : T~ f f- <, . Immers : 
r<,. 

omdat i.h.a. (2.5.61) 

CU) 
Wanneer we echter in (2.5.47) in plaats van 1P het op dezelfde deelruimte 

projecterende mimorfisme ~L nemen , dan gaat het wel goed, want : 
"~ s 
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L. ('1) 

I I{' T> '> < 'E'sd ® T"" i\\ ~ f -~_ 
"'H" ~ r 

= I Cs c; 0~5' . l ... L \ c$ \1. ... \. 
ss' s 

(2.5.62) 

fbe\IJ 1P I We moeten dan in het voorgaande overal 1r vervangen door ) s , waarmee aan 
• 

(2.5.59) is voldaan (deze maatregel is voldoende omdat alleen de diagonaaltermen 

met ~·s' maar bijdragen tot het spoor). (2.5.56) wordt nu : 

"'l. 

l~s(t-;1 \'fs)c'fs\ ( f --.-) 
• (2.5.63) 

Dit is het eindresultaat van G.P.R •• Zij merken op dat het een asymptotisch 

resultaat is dat in overeenstemming is met de Schrödingervergelijking. Omdat ze 

hier in feite het projectiepostulaat hebben afgeleid uit hun theorie en daarbij 

alleen gebruik hebben van quantummechanica, hebben ze bewezen dat het mogelijk 

is het meetproces, inclusief projectiepostulaat; op een quanturnmechanische 

manier consistent te beschrijven. Tenslotte geeft het verschil tussen de gere­

duceerde dichtheidsoperator (2.5.63) en de oorspronkelijke dichtheidsoperator 

van het object (2.5.45) naar de mening van G.P.R. de verandering in onze kennis 

t.g.v.de meting weer. We maken hierbij een paar 

Opmerkingen. 

1) voor G.P.R. is (2.5.63) de apotheose van het quanturnmechanische meetproces. 

Dit proces zorgt voor de overgang van t' ~}o) naar (PC~>(f:) • Daarbij wordt het van 

groot belang geacht dat de kruistermen in de eindtoestand zijn verdwenen. De 

interpretatie daarvan is dat het object zich in de eindtoestand met zekerheid 

in een van de eigentoestanden /~i) bevindt. De zin van dit alles is nogal om­

streden omdat de eindtoestand van het object nauwelijks· interessant is. Het is 

juist de eindtoestand van het meetapparaat die ons interesseert omdat deze ons 

informatie over de begintoestand van het object zou moeten geven (vooropgezet 

dat het een goed meetapparaat is). Daarom bekijken we in plaats van (2.5.56) 

het parti~le spoor over de object-Rilhertruimte " 0 : 

(2.5.64) 
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Hieruit volgt dat de kans p~ om het meetapparaat asymptotisch aan te treffen in 

de macroscopische toestand ) gelijk is aan : 

(2.5.65) 

Op grond van (2.5.42) en (2.5.43). Dit is inderdaad wat van een meetapparaat 

verwacht wordt. 

2) We willen hier (2.2.52) nog plausibel maken. Zoals gezegd stellen G.P.R. dat 
r . . 1n CS) JP OS) de operator """ voornameh.Jk overgangen van een 11- 0 toestand naar een c. 

toestand bewerkstelligt en 1D juist omgekeerd. We willen dit nu in formules 

weergeven. Allereerst zijn uitgaande van de definities van t?.f4' , Wc(HJ , ~ s; 

en ~ en de relaties (2.5.22) en (2.5.25) de volgende vergelijkingen af te 

leiden: 

m C~) lfi>(-ff) 1\:) (té-J 1PCs) V .. L 
1r0 c. ::rh c 0 _..o .. .,~;;; (2.5.66) 

1P CS) rn O (SJ = 0 ,,-0 :r trö (2.5.67) 

(2.5.68) 

Stellen we nu dat voor <C en 1D gelden 

([. = L rPU·t) ce IP(t-1 
c. 0 

(2.5.69) 
f: 

L.TP{t:J 1D 
ij)(fO 

""[>;::: c t 0 
(2.5.70) 

dan is in ieder geval voldaan aan de eisen die G.P.R. stellen, want nu is inder­

daad : 

1P 
(-f:{) 'li'\ (SJ cc ,,... ::-0 c. 0 (2.5.71) 

o(fl) 
1D '' c. :-0 (2.5.72) 
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Ook is nu (2.5.52) af te leiden. We stellen hiertoe eerst drie vergelijkingen op 

CS)f fP. (~) C;:.) ~ (:~) 1L) (J)Jj) ]p (H) 
Wo l..if0 +/i)) c c iD +lP,. I~ : lr0 .,.- lro c 

hiermee zien we : 

(2.5.73) 

dit levert 

(2.5.74) 

iii) (r "'11'\<e) IP'sJ_ fP.ct) """'(1Pc~~JciP..(sJ) 1P..cs.) ~csJTJ)fP~~)tt mû) 
..!L- +~P D - 0 t- f.J./ C 0 : 0 T/T .:;~ C "-0 

zodat 

ofwel 

fP Cs) 
(2.5.75) 

0 

r-+JPc 
Nu is 

"";T rpcn):::Ö?o+C) I (~+1P)1PCH) ~ 1{?0 -t-C) l fP~s;(t>.+ID) 
-r.,.. ~<( "'I'+" 1) ti: 

(;;;? (~ t-C) 1?.0 ) J -(!Po-t- U>)(~() iP('\)(/1>
0
t-C) I (Ir +lD) 

o T+ 1Dct. r..-l>ct • 

tiT'\css) -
-::: 'I"" "tT" 

(2.5.52) 
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Deze relatie is alleszins opmerkelijk. Hij legt in feite het verband tussen de 

twee begrippen "macroscopisch" waar we het al over gehad hebben. 1f is de pro­

operator die het "macroscopisch niveau van observatie'' definieert. Dit houdt het 

lange-termijngedrag van het systeem in. ~~v is de projectieoperator de het be­

grip "macroscopisch" definieert in de zin van macroscopische wijzertoestanden. 
fi':\(1 "'"" Beide projectieoperatoren commuteren. Dat betekent dat •I- n weer een.projec-

tieoperator is. Wat de betekenis van dit alles precies is, is nog niet duide­

lijk. 
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Hoofdstuk 3. De theorie van de Muynck. 

--------------------------------------

In analyses van het quanturnmechanische meetproces spelen de begrippen causali­

teit en lokale commutativiteit een grote rol. Van causaliteit wordt gesproken 

als metingen uitgevoerd in causaal gescheiden gebieden elkaars meetresultaten 

niet beïnvloeden. Lokale commutativiteit wil zeggen dat operatoren toegevoegd 

aan causaal gescheiden gebieden (uit.nt 3 of f1V ) altijd commuteren. In zijn 

proefschrift ([2]) onderzoekt de Muynck of lokale commutativiteit noodzake­

lijk dan wel voldoende is voor causaliteit. In zijn formalisme definiëert hij 

lokale operatoren en lokale toestanden met behulp van niet zelfgeadjungeerde 

superprojectieoperatoren. De eisen waaraan deze s-projectoren moeten voldoen 

onderzoekt dM. door eerst in een concrete representatie van de toestandsruimte 

te gaan werken. Daarna abstraheert hij tot representatievrije definities. Wij 
• 

zullen hier een klein gedeelte van de theorie, slechts dat deel dat betrekking 

heeft op de genoemde s-projectoren, uiteenzetten. Onze werkwijze is niet hele­

maal identiek met die van dM. omdat we van het begin af aan s-projectieoperato­

ren zullen adjungeren met betrekking tot het Hilbert-Schmidtinproduct, iets wat 

dM. niet doet. We zullen nog laten zien dat beide versies equivalent zijn. 

3.1. Gelokaliseerde quanta. 
i 

We beschouwen een scalar bosonveld in de ~l (we werken niet relativistisch). 

De Hilbertruimte ~ van toestanden van het systeem is de gewone Fockruimte. 

Een willekeurige toestand van het systeem kan geschreven worden als (zie [4]) 

lel''>= f 1:;; ~G(r, •••• { o\;;:.v ~AI(r,,-- .. ~...,) "'l'+{f
1
)--·y.,.f?,.,)lo') 

",.,... w. fi\ ~ Jl\l (3.1.1) 

Hierin zijn de TF ,.,(;:, ,·-,7...,) functies die symmetrisch zijn onder permutaties 

van de coordinaten. De veldoperatoren "'Î{;:..) en 1' l~) voldoen aan de gebruikelijke 
commutatieregels : 

(3.1.2) 

I 0 > is de vacuumtoestand gedefinieerd door 'Y(r) lo> = o • 

In (3.1.1) is IV'> een sommatie over N -deeltjes toestanden : 

(3.1.3) 



53 

Deze Packruimtetoestand correspondeert met een 111 -deeltjes golffunctie 1J',Ji-, ··i..,) 
De vectoren 

(3.1.4) 

vormen een volledige (Dirac-)orthonormale basis voor de Fockruimte. De vectoren 

(3.1.4) corresponderen met de (nog niet gesymmetriseerde)AJ-deeltjes golffuncie 

Y (- - b - -· ("' - - ') r .•. 'f" ) - (.,._..,. ) •···• o ( r_,-Y"_, 
,." \ ' , "' - \ I ,., •Y 

(3.1.5) 

Deze golffunctie beschrijft een~-deeltjestoestand waarin de quanta gelokali­

seerd zijn in v=,' t/m ;; )v • Om deze reden kunnen we zeggen dat de Fockruimte 

vectoren (3.1.4) gelokaliseerde toestanden van het veld beschrijven (in ieder 

geval na symmetrisatie). Lineaire combinaties van toestanden (3.1.4) waarbij 

alle r,' ·- .r ~ in een of ander gebied €. C lfl. 1 .liggen leveren een in dat gebied 

6: gelokaliseerde Al -deeltjes Fockruimtevector. Een algemene in a: gelokali­

seerde vector is te construeren door de~-deeltjes vectoren voor verschillende 

,v te sommeren: 

J ~ r 1 •" ~ ~ ... N i" N ( ;-, 1 • " .?' N) t ~r'j). • 1 ( ;:N )/ 0) (3.1.6) 
([ c. 

(3.1.6) verschilt van (3.1.1) uitsluitend hierin dat slechts over GC geïnte­

greerd wordt in plaats van over ~ • In het vervolg wordt gewerkt met de basis 

vee toren ( 3 .1. 4) • Deze worden genoteerd met I /111l , 1 r1 ~ > ~~t is hierin het be-

zettingsgetal van de ééndeeltjestoestand i' er - ;o , ) ) ;. '€- ([ ' {.., \ is de ver-

zameling van die bezettingsgetallen. Een zelfde definitie geldt voor{~\ met 

betrekking tot het gebied ~ , het complement van ~ • De som van alle ele­

menten van i~~'~\ en { ii\ is IV , het totale deeltjes aantal. De orthogonaliteit 

van de vectoren houdt in 

(3.1. 7) 

Om schrijfwerk te bekorten zullen we \ {~"\\i\\) afkorten tot \V\ n ") . In het 

bovenstaande is ~ n \ ui teraard te interpreteren als een dichtheid ~er} en zijn 

de b-'s in (3.1.7) Dirac-deltafuncties. In het volgende zullen we toch een dis­

crete notatie aanhouden, daarbij ervan uitgaand dat de quantisatie heeft plaats­

gevonden in een aftelbare basis van (normeerbare) een-deeltjesfuncties i.p.v. in 

de continue basis van (oneigenlijke) functies b (F- t-•) 
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3.2. Lokale operatoren. 

De Muynck wil nu komen tot een definitie van het begrip "lokale operator met be­

trekking tot een gebied <! C. IR 3 ". Hiertoe merkt hij op dat een lokale operator 

Ac , toegevoegd aan het gebied ([ , in ieder geval moet voldoen aan de volgen­

de voorwaarden 

i) A~ mag geen invloed hebben op het aantal quanta buiten C. 

ii) Het effect van de operator binnen ~ moet onafhankelijk zijn van 

de aanwezigheid van het aantal quanta buiten C 

Als we werken in de 1 \n ;i >t basis van de ruimte 1( , betekenen deze eisen 

mathematisch : 

(3.2.1) 

Vermenigvuldig nu in (3.2.1) linker- en rechterlid met de partiele isometrie 

I V\ n ') < ..-.;..} en sommeer over .-"\ 

l· ~'-· :t ='Ac: dus 

;;\ , ,..... en ,.;; • In het linkerlid onstaat dan 

of 

waarin 

A(.=- L <"'\)\A,\ ....... o)l""""'")c:::~;:q 
.-"\\Ï\-

A~= ~ { k ,..,.,.,.,~•\ " ~ ''"'"'<""" •11'lc 
;. 1P 1" A-, 

c.. 

(3.2.2) 

(3.2.3) 

(3.2.4) 

een s-operator is. Operatoren die aan (3.2.1) voldoen, voldoen dus ook aan 

(3.2.3). Omgekeerd is eenvoudig in te zien dat als een s-operator aan (3.2.3) 

voldoet, voor de matrixelementen van die operator (3.2.1) geldt. Om deze reden 

kunnen lokale operatoren gedefinieerd worden als operatoren die aan (3.2.3) 

voldoen. .. 
Nu onderzoeken we rr> •re 

. -. -

nader. Definiëer de operatoren 

(3.2.5) 
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De geadjungeerde van Af'\ (m.b.t. het inproduct <·I·'>) is 

A~:: I \lf'.;\?<.""'0\ (3.2.6) 

"" 

Door gebruik te maken van de orthonormaliteit van de vectoren{\"" ii'l) \ is eenvou­

dig na te gaan dat : 

i) A- A- = ~.;;;.0 A-
"""' "" "" 

ii) A": - ,.q't 
" :: b~o ~~ (3.2.7) 

iii) A- At-
=- ~-- fto 

""' il\ ""' .... iv) A'! 1\V'I = l \ VI .;;\ ":> <: Y\ ;:j ) 
""' 

+ Met de operatoren fl n , A Wii en hun eigenschappen zien we dat 

(3.2.8) 

en bovendien 

(3.2.9) 

(3.2.10) 

Het belang van dit alles is dat de lokale operatoren m.b.t. het gebied ~ gede­

fini~erd worden als de eigenoperatoren, bij eigenwaarde 1, van een niet zelfge­

adjungeerde superpro jeetieoperator lP c+ • 

3.3. Lokale toestanden. 

* We zullen nu de geadjungeerde ~c van n'c bestuderen. Deze s-operator kunnen we 

berekenen met (1.16) : 

Dit is vanzelfsprekend ook een s-projectieoperator. 

Met (3.2.5), (3.2.6) en (3.2.7) zien we in dat voor alle operatoren~ 

< ~ ~ I fc.. t! l V\ Y\) "' & on l. <V\~ ' g \ Y\ l ~ 
~ 

(3.3.1) 

(3.3.2) 
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Uit (3.3.2) blijkt dat Wc positieve operatoren op positieve operatoren af­
beeldt : 

13 ~0 (3.3.3) 

Uit ( 3. 3. 2) valt verder, door sommeren over ~ en i'\, af te leiden 

(3.3.4)) 

W~ laat het spoor van een willekeurige s-vector invariant. Uit (3.3.3) en 

(3.3.4) blijkt dat ~~ een mimorfisme is. »>~ beeldt dus dichtheidsoperatoren 

af op dichtheidsoperatoren. Als~ een willekeurige dichtheidsoperator is, wat 

is dan de fysische betekenis van de dichtheidsoperator W~ f ? Laat Ac een 

lokale observabele zijn en~ een willekeurige dichtheidsoperator, dan is : 

(3.3.5) 

Als Al een lokale observabele is met betrekking tot het gebied C , dan is na 

te gaan dat 

(3.3.6) 

Wat betreft de verwachtingswaarden van lokale operatoren m. b. t CC. bevat 11{ f 
dus evenveel informatie als 1-' zelf en wat betreft de verwachtingswaarden van 

lokale operatoren m.b.t ~ evenveel als de vacuümtoestand. Dit doet vermoeden 

dat !\>~ (J een toestand beschrijft met alle quanta in C • Dit zal ook zo blij­

ken te zijn (zie (3.4.4)). 

De s-vector die orthogonaal projecteert op de toestanden uit 1( zonder quanta in 

C is : 

(3.3.7) 

Een dichtheidsoperator (Je representeert nu per definitie een in C gelokali­

seerde toestand als : 

(3.3.8) 

ofwel 

(3.3.9) 
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waarin 

(3.3.10) 

Dit wil zeggen : gelokaliseerde toestanden zijn de eigentoestanden bij eigen­

waarde 1 vandes-operator fP~ . We zien met (3.2.5) en (3.2.7) in dat 

.L 
i) [Pc =- )Qo .,_ Ao 

ii) TP :-z. = W/ 
iii) ft>c.l. • =- 1Pc.l. 

(3.3.11) 

1P,L is dus een orthogonale s-projectieoperator. Met (3.3.1), (3.3.11) i) en 

(3.2.7) is te bewijzen dat 

(3.3.12) 

L 
Uit (3.3.12) blijkt dat de eigen s-vectoren van 1c samenvallen met de eigen-

s-vectoren van ]>c • In het bijzonder zijn dus de gelokaliseerde toestanden~c, 

gedefinieerd met (3.3.9), ook eigentoestanden van fP, bij eigenwaarde 1. 

Gelokaliseerde toestanden kunnen daarom ook gedefiniëerd worden met : 

Het voordeel van definitie {3.3.13) 

keurige dichtheidsoperatoren n'~ f 
r>~ f dat wel is. Bovendien is Wc f 

Opmerking. 

(3.3.13) 

boven (3.3.9) is natuurlijk dat voor wille­

i.h.a. geen dichtheidsoperator is terwijl 

gelokaliseerd in C • 

We kunnen de Fockruimte 1f , opgespannen door (I 11 i\ >i , opvatten als een ten-

sorproductruimte : 

Î(~ wordt opgespannen door de 

Wij korten dit af tot ~I rnc \ 

dit geen verwarring oplevert. 

((3.2.5),(3.2.6)) : 

{3.3.14) 

vectoren l1"' o>\ , 1( ë. door de vectoren { \ c ~ >~ . 
resp. ~ \V\ >e;\ waarbij we (. en C. weglaten als 

Voor A n resp. A~ kunnen we nu schrijven 

(3.3.15) 
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.L. 

Met (3.3.11), (3.3.1) en (3.2.8) vinden we voor JP( , IPct • en 1Pc 

Maken we nu gebruik van de notatie van (1.48) en (1.56) dan zien we 

1. 

rP = i. «> 1P- ó c. c.. 

(3.3.16) 

(3.3.17) 

(3.3.18) 

(3.3.19) 

(3.3.20) 

(3.3.21) 

(3.3.22) 

Vergelijken we (3.3.20) en (3.3.21) met respectivelijk (2.5.37) en (2.5.39) dan 

zien we een opmerkelijke overeenkomst. Geven we de macroscopische rusttoestand 

van het meetapparaat in (2.5.39) het (symbolische) quanturngetal 0 , dan is 

ft'~•>., r?.o ® 1:, formeel identiek met 1P~. l:fiP \P~ .. o • Het bij '('p(eo) 

"horende" mimorfisme 'Po- g> l is dan formeel identiek aan l?c. . 
'>.I) (. 

3.4. lokale observabelen en lokale algebra's. 

Met (3.2.7) en (3.2.8) is in te zien dat : 

(3.4.1) 

De verzameling lokale operatoren is dus een involutiealgebra. De lokale observa­

belen zijn de zelfgeadjungeerde operatoren uit deze algebra. Lokale observabelen 

corresponderen met lokaal in ~ uitgevoerde metingen. 
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Als lD 
3.1. en 

1 
ook een deelverzameling van 4\ is dan kunnen met (3.1.4), analoog de in .. . 
3. 2. gevolgde werkwijze, s-pro jeetieoperatoren 1PI> en 1P E: (l"t) gedefi-

niëerd worden. We gaan dan uit van toestanden I~. Y\ .. V~,"'") waarin ""• , ."L , Yll en 

n~verzamelingen bezettingsgetallen zijn van een-deeltjestoestanden in respec-

tievelijk C \ \) , \) \ C , C f'\ "]) en C v "]) • Het is te bewijzen dat dan 

geldt : 

(3.4.2) 

Dat wil zeggen dat we de lokale operatoren, en dus ook observabelen, met betrek­

king tot C n 1> kunnen vinden door eerst op de ruimte van lokale observabelen 

m. b. t C te projecteren en daarna op die m. b. t "']) , maar ook omgekeerd. 

Tenslotte is, door de definities van fiPë en llPé te gebruiken, af te leiden dat 

voor willekeurige dichtheidsoperatoren (J geldt : 

{i) ë: /i) c fJ :: I o :>< o I ( 3. 4. 3) 

Hiermee vinden we : 

(3.4.4) 

3.5. Generalisatie naar representatievrije definities. 

De cruciale eigenschap van TPc is dat het een mimorfisme is. Deze eigenschap is 

onafhankelijk van de representatie waarin gewerkt wordt. Met dit inzicht genera­

liseert dM. de theorie tot een representatievrij formalisme. 

In de algemene theorie wordt uitgegaan van de Fockruimte van veldtoestanden als 

Rilhertruimte Î( . De vacuumtoestand is per definitie de toestand zonder quanta. 

~(1{) is de verzameling begrensde operatoren op 1{ . Dit is een Banachruimte 

m.b.t de operatornorm. 

/"'(}{) is de verzameling operatoren van traceklasse op 1{ . Dit is ook een 

Banachruimte m.b.t. de operatornorm. 

~~)+is de verzameling positieve operatoren van traceklasse. 
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In ~ ~) is een inproduct gedefinieerd : het Hilbert-Schmidtinproduct. 

(3.5.1) 

Het werken in de Hilbert-Schmidtruimte ~K$ heeft twee nadelen. In de eerste 

plaats zijn niet alle begrensde operatoren Hilbert-Schmidt operatoren, zodat het 

niet mogelijk is om binnen HHf de verwachtingswaarde T,. (D~ van iedere begrens­

de operator te definieren. Een ander bezwaar is de grotere gecompliceerdheid 
+-

van de formules doordat T.,.f1A =-<~ ,fi'> t.g.v. de definitie van het Hilbert-

Schmidt inproduct. Om deze reden verdient het Banachruimte formalisme zoals 

gehanteerd door dM. de voorkeur. Om aansluiting te krijgen met het formalisme 

van G.P.R. en met de theorie zoals we die in hoofdstuk 4. zullen ontwikkelen 

wordt hier echter gewerkt binnen de Hilbert-Schmidtruimte. We komen hier later 

nog even op terug. 

dM. defini~ert nu de lokale operatoren en lokale toestanden 

Definitie 3.1. (lokale operatoren). 

Als /Pc een mimorfisme is dat "r{J() in 1(1/) afbeeldt, d.w.z. 

i) 

ii) 

iii) 

~ € I (H) -l- ... , IPC 13 f: "l'(J/)+ 

<j1 f. ,_(X) Tr 1P, "\.\ c: Ïr "R 
l. 

'ij>c ='?e 

dan is ffc per definitie een lokale operator met betrekking 

tot C als 

Definitie 3.2. (lokale toestanden). 

(3.5.2) 

(3.5.3) 

(3.5.4) 

{3.5.5) 

Als ge het mimorfisme is zoals gedefinieerd in (3.5.2) t/m (3.5.4) 

dan is (Je per definitie de dichtheidsoperator van een in C geloka­
liseerde toestand als : 

ft>c ('e •fc (3.5.6) 

dM. formuleert dan nog een aantal postulaten betreffende de lokaliteit. 



Postulaat 3.1. 

Met ieder begrensd gebied C 

associeerd dat voldoet aan : 

i) (3.5.2) t/m (3.5.4) 
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1 
van fR is een mimorfisme !Pc ge-

ii) i}>JR' = ït 71:. is de eenheidsoperator op (/){1() 

iii) Als C en f) twee deelverzamelingen zijn van !i{ 1 
dan is 

(dit is een generalisatie van de geadjungeerde relatie van 
(3.4.2)) 

Postulaat 3.2. 

Voor ieder gebied <C 
tot ~ een algebra 

Als 

1 
van ~ vormen de operatoren met betrekking 

dan is 

(3.5.7) 

(3.5.8) 

Het is vrij eenvoudig te bewijzen dat deze algebra een involutiealgebra is. We 

doen dit hier niet. Postulaat 3.2. is een generalisatie van (3.4.1). 

Postulaat 3.3. 

Als (. het complement is van C in 1R 1 dan is 

:p 
T,. 1P - A · lP e c. c (3.5.9) 

Dit postulaat zegt dat een in C gelokaliseerde toestand buiten ( equivalent 

is aan de vacuümtoestand. Het is een generalisatie van (3.4.4). 

We gaan niet nader in op de implicaties van deze postulaten en definities. Wat 

voor ons interessant is, is het optreden van niet zelfgeadjungeerde (s-)projec­

tieoperatoren. Dergelijke operatoren zijn we ook al bij G.P.R. tegengekomen. 
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In het volgende hoofdstuk zullen we niet zelfgeadjungeerde projectieoperatoren 

op een (eindigdimensionale) inproductruimte nader beschouwen. 

We hebben al gemeld dat dM. in zijn proefschrift werkt in het Banach-ruimte for­

malisme. Dat wil zeggen dat hij s-operatoren niet adjungeert met betrekking tot 

het Hilbert-Schmidtinproduct maar met betrekking tot de bilineaire functionaal 

1rr A·G ( fl en~ begrensd). Wanneer we even terugdenken aan definitie 1.5. en 

stelling 1.4. zien we dat dM. in feite de x -geadjungeerde gebruikt. Voor ons 

maakt dit niets uit omdat 1Pc een mimorfisme is en daarmee adjointsymmetrisch. 

Volgens (1.31) is dan voor alle A fi>: A--:; W>: 19 
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Hoofdstuk 4. Enige aspecten van projectieoperatoren op een inproductruimte. 

---------------------------------------------------------------------------

We beschouwen een vectorruimte 1{ met inproduct C · • · ) • De dimensie van de 

ruimte is eindig. Iedere operator kan dan in ieder geval geadjungeerd worden 

met betrekking tot het inproduct. In de meeste stellingen wordt de dimensie van 

1{ niet gebruikt en veel resultaten gelden waarschijnlijk voor willekeurige 
inproductruimten. 

De fini tie 4 .1. 

Een operator 10 op 1l is per definitie een projectieoperator 

als hij lineair en idempotent is 

'P ~ "'f(l'IJ) c 0( 'P"'" -r(l 'P .... 

"P). = 'P 
(4.1) 

tJ hoeft niet zelfgeadjungeerd te zijn. We veronderstellen, zoals gezegd, wel 

dat de geadjungeerde 1PT van 1P altijd bestaat. 

Definitie 4.2. 

Een projectieoperator 1D is per definitie orthogonaal als 

Stelling 4.1. 

Bewijs 

De projectieoperator 1P is orthogonaal dan en slechts dan als hij 

zelfgeadjungeerd is. 

(4.2) 

='))Als T-> orthogonaal is, dan is voor alle -v,ûE 'H. ('P'Y'. o-p)w) =" 0 

dus ( v- , 'P "CI-1>) u) .... o dat betekent 'P+ ( t-1>):: o 

ofwel P"".: "~ P 

zodat 'P= 1>"" • 

deze relatie adjungeren levert "P = op+~ 
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P+-- 'L"' ~ ) Als 'P zelfgeadjungeerd is, dan is - r . Omdat 'P '?'"' 1=> 
is ook 1=> -t-'? = ")) dus '? -\--( l- ll) =- o dan geldt voor alle 

We citeren een definitie uit het diktaat Lineaire Analyse 1 ([5]). 

Definitie 4.3.([5] (1.2.19)) 

Als 1l, en 1-f,. lineaire deelruimten Z1Jn van de vectorruimte 'ft 
en als H, (\ 11\. cl 0\ ' dan is de directe som van "H, en ul..' notatie 

"111 ..- "){.,.. , gedefinieerd door : 

(4.3) 

Zij 'P een projectieoperator. We definieren twee lineaire deelruimten die met 

P geassocieerd zijn 

-u ' - ) ( ' -V) ""'\ ".. ~ ')( l rr- l-1> • - l ) 

(4.4) 

(4.5) 

11 ~ en 1-l,_, zijn lineaire deelruimten van "}( omdat P (en 1 - 'P ) lineaire 

operatoren zijn. We bewijzen dit verder niet. 

Stelling 4.2. 

Als 1P een projectieoperator is, dan geldt voor de deelruimten ~P 
en 1f,_'P : 

i) 1-f-p fl "H 1 _~ -~ o\ 

ii) 11 p T 'ft -p ;: "1-( 

Bewijs : 

(4.6) 

i) Laat 'V" e 1( p ll"K1-~ , dan is v t: "}('P .Er is dan een ~ e:- H. zo dat 

Pi-=."... • Nu was p'\ •. "'P dus "P.v .. P"~ .. 'P~-."... • Zo is ook 

( 1- "'P) v :: -v- want ook 1-"P is een projectieoperator. Samen met 

'Pv .=: v levert dit """ ==- o 
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ii) Zij <fT e 1( dan is ..v = 1->v +(•-'?) v- • Nu is Pv e: '"}(,., en 

( 1- P )v ~ "}( ,_ r , dus ieder element van 11. is te schrijven als som van 

een element van "XP en een element van 11., _ 'P 

We zeggen dat de operator ~ op de deelruimte 1fp projecteert parallel aan 

1<,-"P • Dit betekent natuurlijk dat 1-1> 2E_ 1f1_-p projecteert parallel 

~ 1{1> • 

Definitie 4.4. 

Twee lineaire deelruimten 1-l, en 1f a. van "H staan loodrecht op 

elkaar, nota tie H, .L 1-1 t. als 

Stelling 4.3. 

De projectieoperator 1p is orthogonaal dan en slechts dan als 

/-(~J..l-1,_~ 

Bewijs 

='>) Zij v- ~ 1-f ~ , '"' e- 711- t willekeurig. Er zijn vec-

toren "'i: l , t-1. e-X 
is ook ,._,. :; "? + 'IJ, 

~) Zij 1f p .1.. 1-f, -"P 

( 1- "P)'"' e- "X,_." 

voor alle "'"~ ~ e- 1.( 

zó dat v. "P ë- en w .: C ,_~) 'l: 'I. • Dan 
\ 

Nu is C 'V1 w) = CP-t-~, > C •-"'P) ~) = 
• Dus 1f "PJ.. "1-f 1- -p 

dan is voor alle 1r. wE 1f ?~~'Up 

• Dat wil zeggen ( P ~ .. { '-"'P) '"') = o 

, dus '? is orthogonaal ( def. 4. 2. ) • 

(4.7) 

We hebben hierboven met behulp van de projectieoperator 1P twee deelruimten van 

1( gedefinieerd. Het omgekeerde kan ook. 
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Stelling 4.4. (zie ook [5] (1.2.19)) 

Bewijs 

Laten 11, 
danig dat 

i) 

en 1{L lineaire deelruimten zijn van de ruimte ~ zo-

dan is ieder element ~ van 1< op een unieke manier te schrijven 

als de som van een element van ~. en een element van ~~ 

(4.8) 

Dat er minstens een manier is om V te schrijven als v- .. V', +V" ~, E 1<, 

v... er 1f" volgt uit de voorwaarde ii) . Stel nu dat 'V= v-, ,.v .... 

....,,+w'\. v-,,w, e-""K, "''")\,.,)" e u,. dan is -v,- w,:: """-""' .... 

Nu is tV 1 - \..W 1 e 7-l, VIt-"" .. & 1<..._ dus v, -u, e- Y<, n"H ... = ~ 0 \ 

zodat ~ 1 =- w, . Hiermee is ook ."..__ .... w\. • 

Definieer nu de operatoren ?, en ?" door : 

?. v c \-', (. v, "t'V") c v, 

'P 1. V =:: \-> 'L (. "\1"\ T 'V''.. ) "' 'V 1. 

Stelling 4.5. 

Bewijs 

P, is een projectieoperator. 

P, is lineair : 'P, (Cf v-t(l \,)) = 'P, C ~v, ,..(1 u, T--f~ .... +(-1..,1. ) 
tV 1 ,u,_ e1(,_, f

1 
(QIV'-t-,...,V):; CI(V 1 .,..jlw

1
'!:'o( ?,..r +~'i>,.., 

V u E ?f, 
I I I 

? , is idempotent ~ 1 (P, ...r) = ?. p &-, +'\7',) .... 'P, v, = "'"', 
I I 

want v 1 € "'}(. 

(4.9) 

Het is direct duidelijk dat 'P, op ~. projecteert parallel aan Î1'... en P ... 
.:; \-1\ op 11... parallel aan H, . Hierbij hoeven l\ en 'Pl. geen or­

thogonale projecties te zijn. In het vervolg zullen projectieoperatoren in het 

algemeen dan ook niet zelfgeadjungeerd zijn. 
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Als 'P een projectieoperator is, dan is de geadjungeerde van P , P t- , ook 

een projectieoperator (want 'P~ is lineair en idempotent). De met 'Pt- geasso­

deelruimten zijn : 

Als 1<, een lineaire deelruimte van 1< is, dan wordt het orthogonale comple-

ment van 11, t.o.v. j( , notatie 1{~ rf
1 

, gedefinieerd door : 

(4.12) 

Stelling 4.6. 

i) 1<,_,~ = "We11-y 
ii) i<p - 1( (3 1l, - ?t-

iii) 11,_, = 1< e 1-/p+ 

iv) 1( p~ • -He 1!, -"l> 

Bewijs : 

i) We bewijzen eerst f.l ,_ p~ ;t 11 e u" . Zij VE '11 e 1-( p wille­

keurig. Dan is v J.. "1fp d.w.z. ~ ue J< (v, 'Pu)=- o ofwel b'uE '1< (Pt-v;,upo. 

Dat betekent dat '{'~v=o ofwel (t-l"~)v=v- dus ~V"E1-f 1 -p+ 
Nu bewijzen we : 1f,_ -p+ ~ "'J{e 1-1-p .Zij 'V'E "1-(

1
_?.,. willekeurig ,dan 

is(\-?..,.) 'V'.: 'V dus '? + v :- o ofwel V".. E 1< ( -p+ va"-=>)=- o 

dus 17c..> E "K cv .. Pu):: o •') ...r ..1. 7< 'P 

ii) "flp ~ 1<ê1l1 _~1rr : 'V"f!1(p willekeurig, ~E' 1{ willekeurig.Dan 

is ""' =- c I_"~) t t: n,_.,+ willekeurig. Verder is p IV. 'V en (~u) • 

• ('P""',(•-1>~-r):(-v,~ -p•(,-"P ... )-l)-=-o 

zodat 'V ..L '1-f 1 -1> ~ • 

Î<r>"2. 1fe "'ft,_.,.- : Zij ve-1-l e1f,_.,". dan is v J.. ~•-'P"' d.w.z. 

V 'T €Îl is (v-~ c 1-1>+) ~t) = o dus b' ~ e-""J< Cc t-1>) v) ~) =-" 
dat betekent ( t-1>) -v-:-c dus '? v=",. v ~ ?( p 

De bewijzen voor iii) en iv) verlopen analoog. 

We citeren nu een aantal stellingen betreffende lineaire deelruimten van een 

inproductruimte uit [5]. We vermelden de bewijzen niet. 
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Stelling 4.7. ([5] (4.4.3)) 

Als 1f, een deelverzameling (b.v. een lineaire deelruimte) is van 

de inproductruimte 11 dan is het orthogonale complement van 11, 
t.o.v. 11 , t/ e }(, , een gesloten lineaire deelruimte. 

Stelling 4.8. ([5] (4.4.8)) 

Als 11. • een volledige lineaire deelruimte is van de inproductruimte 

1l , dan is de directe som van 1l en zijn orthogonale complement 

gelijk aan 1{ 

(de directe som van twee orthogonale lineaire deelruimten wordt geno-

teerd met @ ( [ 5] ( 4. 4. 2)) ) • 

Stelling 4.9. ([5] (1.6.2)) 

Als de (semi-)metrische ruimte ('R, ol) ( e4. is de metriek op 'R. ) 
volledig is en S is een gesloten lineaire deelruimte van R , dan is 

ook (S,~) volledig. 

We poneren nu 

Stelling 4.10. 

Als de inproductruimte H volledig is, d.w.z. als 1< een Rilhert­

ruimte is, dan is : 

i) (4.13) 

i i) (4.14) 

Bewijs : 

i) 1f is een volledige metrische ruimte, 1<? is een lineaire deel­

ruimte van 1{ . 1(,_~~ is het orthogonale complement van 1fp t.o.v. 

1( • Met stelling 4.7. is 1<,_~+ een gesloten lineaire deelruimte van 

1-f . Stelling 4.9. zegt nu dat ff,_?+ een volledige lineaire deel­

ruimte van 1-l is. Volgens stelling 4.8. is dan de directe som van 
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1{1-~r en zijn orthogonale complement gelijk aan 1{ . Het orthogonale 

complement van "H ,_"i- was echter 11 p zodat het gestelde volgt. 

ii) wordt analoog bewezen. 

Omdat we aangenomen hebben dat de dimensie van f.t eindig is, is 1-f. een Hil­

bertruimte. We zullen dus aannemen dat (4.13) en (4.14) gelden. 

Met stellingen 4.4. en 4.5. zien we in dat er een projectieoperator is die op 

1{-p projecteert parallel aan f./1_?,. . Deze noemen we A~+. Omdat -k,d .. 1-f,_p-t 
is met stelling 4.3. A;~ =-Avo+ . Zo is er ook een projecti<;operator die op 

1/p+ projecteert parallel aan 1( ,_ "? • Deze noemen we /\? . Ook 1\ ~ is zelf-
geadjungeerd : A; = A')> 

We kunnen alle operatoren alsvolgt schematisch weergeven 

Dit plaatje is enigzins verraderlijk omdat het, bijvoorbeeld, suggereert dat 

1f p 1'\ 11 f,)h { o\ en dat hoeft niet zo te zijn. 

We beschouwen nu twee projectieoperatoren 

zijn de volgende deelruimten geassocieerd 

~t­(we hebben het hier nog niet over r
1 

'P, en ? l. • Met deze operatoren 

(4.15) 

(4.16) 

enz.) 
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Definitie 4.5. 

?, en ~L projecteren per definitie op dezelfde deelruimte, 

notatie 'P, l, 'P L , als 1f "P,::: 1-1 r .. 

Stelling 4 .11. 

P, en P... projecteren dan en slechts dan op dezelfde deelruimte 
als 

Bewijs : 

lP,'PL=P ... 

'P"" 'P, -.: P, 

=)) Zij u E-1/ '?, willekeurig, dan is f 1 w • w • Zij v E- 7< 

(4.17) 

willekeurig, dan is ?,. v E- -,...t "P... dus 1>'" V.e- 7< P, • Dat wil zeggen 

'P1 CP._v):::: 'P."v • v was willekeurig dus 1>
1 

'P"" =-,.... • de an-

dere relatie volgt op analoge wijze. 

<:=) Als dan is voor alle ...,. E '"1< 1', '})'&....,.- p" V" 

V is ')> ._ V E- 1-(? 
I 

• M.a.w. ;..(p._ ~ 1fp, Dat wil zeggen : voor alle 

met de relatie 'P"l. ~, ::- P, 

zodat Î{ p ::U • . 
bewijzen we op analoge wijze : 11P ~ 1fp, 

I \. 

\ ,- \. 

Stelling 4.12. 

Bewijs 

Als 1P, en PL op dezelfde deelruimte projecteren en beide ortho­

gonaal zijn, dan is : 

Wegens stelling 4.11. geldt 

i) 'P, 'P1. = '?"'. 
ii) 't) b ~ 

r'- r, =- '"' 
Adjungeer i) en gebruik dat 1>, en 'P... beide orthogonaal zijn 

• Met ii) volgt het gestelde. 

(4.18) 
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Definitie 4.6. 

lP, en ?~ projecteren per definitie parallel aan dezelfde deelruimte 

als 1( •-? = 1(1_ '9 
' 'a. 

We noteren dit met 'P, /1 'P"" • Uit de definitie is duidelijk dat P, en P" 

dan en slechts dan parallel aan dezelfde deelruimte projecteren als 1- ~. en 

I - "? ,_ 'op dezelfde deelruimte pro jeeteren. 

Stelling 4.13. 

P, en P~ projecteren dan en slechts dan parallel aan dezelfde 

deelruimte als : 

Bewijs : 

:.) ) Zoals gezegd pro jeeteren t-~, en l - 'P '- nu op dezelfde deel­

ruimte. Met stelling 4.11. geldt nu 

( l- ~1 ) ( I- 1> '-) :;- ( I- 'f>,..) 

( \-? t. ) ( \ - "P \ ) =- ( l - ? ,.) 

Hieruit is (4.19) direct af te leiden. 

(4.19) 

(4.20) 

(a) Als (4.19) geldt dan is (4.20) onmiddellijk af te leiden. Dat wilae~N 

dat 1-?, en ! - 'P" 

'P, // P-z. 

Stelling 4.14. 

i) Als 'Pl .L 'P z en 

ii) Als t>, 11 'P ,_ en 

Bewijs : 

op dezelfde deelruimte projecteren zodat 

'P'\. .1. pl dan 'P, J. 'Pl 

p" 111, dan 1\ b 'P, 

i) 'P, pl ":: ?, ( p~ PJ) ~ ö>, PL)l\ = 'P~ )>l::;- \)1 

P'l 1>, = 'P, ( P'" P,) = (P1 lt) P,-= '?". ?, =-1\ 
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ii) 'PI 'Pl : (P, 'P,) p3 -: pI CP, Pl) - "P, 'PI. =- '?, 

?'l i>,= (?• Y'l)1\-= ?3C 'Pr. "i\) = ?1 ?~-=- ?1 

Opmerking Omdat ook 'PI ~ p &. ='ll 1> t l, '?, 
en P, I! p1. _, 1>1. 1/ 'PI 

zijn " ~ " en "11 " equivalentierelaties. 

Stelling 4.15. 

\), ~ p t I- 'P 
I 11 I - "P l. 

~ 
T- + 

I- -p J, ,_ 'Y'l 
I 

p+ 1/ p + 
I ~ <=> 

Bewijs 

P, ~ 'P~. ~:> 1- ?, I/ 1- "P~. hebben we al gezien • Dit is per de-

finitie zo. 'P, ~ P ... ..,, ?,-r 11 P,+ als P, J. f\ dan is (stelling 

4.11.) 1'1 P, =- P, en 'P" P, .. 'r, . Dit adjungeren levert 

?"'+ Pt::? .,:· en 'P,+ 'Pl+-,.. 'P,"" zodat met stelling 4.13. P, + ,f P .,_ t-
n 1-IID+-De redenering is natuurlijk om te draaien zodat ook ' , • ,, •> 

~. J ~~ . De overige implicaties zijn op analoge wijze af te leiden. 

We illustreren ook dit met een plaatje 

1( l-p~ 
I I .,.,_,: 
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We hebben gezien dat A~ 'op 'Hpt projecteert parallel aan "H1-? 

teert 'Pt- ook àp Ï'("i" en 'P projecteert ook parallel aan u,_ 'P 

lingen 4.11. en 4.13. geldt daarom : 

/"\piiP 

. Nu projec­

. Met stel-

(4.21) 

(4.22) 

Evenzo geldt voor 1\ i't­

parallel aan 1f,_,t 
1\ ?~ projecteert net als 'P àp "]..{ 'P en net als Pt-

{
./\ 1>"'" 1> -::. '"? 

? 1\i'-t- =A?~ 

Stelling 4.16. 

Als 1>+ s '? 

Bewijs 

i' + 
A~ + P . Als 'P = l> dan 1\ ~ ~ ? 

A• J. ,i\ p -t- • Dat wil zeggen : 1\ ,..A i' ·h ... ~., .. 

• Ook was 1\ ?+ .1.1> 

en 1\•+ 1\p. Ä~ 

dus 

(4.23) 

(4.24) 

Adjungeerde laatste betrekking, dan is met 1\;" rÄp• en ;-t"; .. Ap:.A,/\;:;1\P 

zodat met de eerste betrekking : .1\ p "'.1\~.,. • Op analoge wijze is af 

te leiden dat Ar = '? (want 1> ... -: 1> ) 

We willen nu een aantal relaties tussen ? P + , t\ ~ en ..A i''" blootleggen. 

Daartoe wordt de operator Cp gedefinieerd door : 

(4.25) 

De geadjungeerde van deze operator is 

(4.26) 
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Stelling 4.17. 

i) (c -1\ t:o) er>"'~ =- c\) 

ii) 

iii) t + "l 
c ,? =- cl- - o 

Bewijs : 

i) (•-1\t')Cp.: (c-1\"P)('P-/\'9) "'(?-1\~l-Aet~Ap='?-A~=-Cr 

Cp 1\~- (1>-A,.) /\ P ='?I\()-/\? = 'P-Ap 
beide op grond van (4.22) 

ii) Dit volgt door i) te adjungeren 

iii) Op grond van i) is 

+-
Nu is <:, C~ en niet-negatieve operator want 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 

Dit betekent dat I~ C~~c, een positieve operator is en dus inverteerbaar. 

Zo is ook c~c,.t niet negatief en "t 't"' c"c; positief en inverteerbaar. 
~ ~ We noteren de inverse van 1 +- c." c, resp. 1 +- c P c_. met 

(4.31) 

We bewijzen nu voor het vervolg nog een hulpstelling 

(hulp-)Stelling 4.18. 

i) ,..,..c:c ... A~ = A~ H-c:c, (4.32) 

ii) A9 A? \ .... )\? = 
t -re~ c; \ -rc.,.c; 

(4.33) 

iii) c~ =- c~ + 1-r-c;cp \ "t-Cyt Cp 
(4.34) 

iv) CP = Cy.> 

'-t-e.".,. eva 
(4.35) 
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v) (4.36) 

vi) (4.37) 

Bewijs : 

Door 1+- ct cfl te inverteren volgt het gestelde. 

v) Volgt door iii) te adjungeren. 

i V) Met ( 4. 29) is c'Pt rO 

vi) Volgt door iv) te adjungeren. 

Stelling 4.19. 

i) 
. _ _...;. __ 

(4.38) 

'P+ (4.39) 

Bewijs : 

+ + t 4-
i) 'J> 'P.~,.-rCp )(A.~+ClD) -:A~t-C~A.~'"A.~Cp+C• C~ 

met (4.27) en (4.28) : -p+ P: /\p..,.c:c.,. ~Ar {t-t-c.,+c~)=- (1+-c:c~Ap 

ii) We noemen voorlopig : 

-) 7r+--7r 
"\­

want 1 +Cr C'P is hermitisch dus 

-) Met wat onder i) bewezen is vinden we : 

ook. 



76 

1 on~ 
omdat volgens ( 4. 21) .A? • ,- . 

7T is dus een orthogonale projectieoperator. 

Met wat onder i) bewezen is zien we 

Tt "'P "' ~ ___.:.......__ 
r-rc:c~ 

Voorts is 'P-;t; = ~ evident. 

want 

We hebben nu bewezen dat ook 7ï t ~ . Nu is, met (4.23) ook 

A?+ l. 'P zodat, met stelling 4.14., ..-1p+ J. 1\ V en A,.+ 

zijn beide orthogonaal. Met stelling 4.12. volgt nu : ï\ ./\,+ 

Stelling 4.20. 

' - A p+ = ( ' - "?"' ') 

Bewijs : 

:(1\~+C{)) (A.{)+c;)+-(•-.1\p-c;) I+ (r-A~-c,.> 
r-rc:cte 1+-CwtcP 

(4.40) 

:: (Ap-t-Cp))/\p ' +-c; \ l ~(1-Ap-c"'+-))(,-.1\p)-'---cr,..__c;c_ \ 
1 \ +-c;c.,. I-t-C~,_.,. ~ l ~ C::: -.- ,- ,.. ) 

+- ) \ :: 1\ {) ( I +- C p C p --'---+--
1+-c;. c;. 

Op analoge wijze als boven kunnen we een operator C~+ definieren 

(4.41) 

met geadjungeerde 

(4.42) 
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~ 

Het blijkt dan dat, wegens A p~ // P 

2. +4 
iii) ct>• =-c~~ =o 

conform (4.27) t/m (4.29). 
Evenals boven is dan te bewijzen 

i) 

ii) + \ -rc{)+C .,. ... 

iii) 

conform (4.38), (4.39) en (4.40). 

= _ __.:., __ _ 

Er bestaan ook relaties tussen C? en c,+ , bijvoorbeeld 

Stelling 4. 21. 

Bewijs : 

Met de definities van C,_, en C. ~+ zien we 

dus 

(4.43) 

(4.44) 

(4.45) 

(4.46) 

(4.47) 

(4.48) 

(4.49) 
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zodat 

door hergroeperen van de termen volgt het gestelde. 

Met behulp van stelling 4.19. ii) kunnen we tenslotte ~p+ nog uitdrukken in 

Cp , C; en A? : 

(4.50) 

Resumé. 

In het bovenstaande hebben we, uitgaande van de niet-(noodzakelijk) zelfgeadjun­

geerde projectieoperator "? , drie andere projectieoperatoren "geconstrueerd" 

T->+ , /1 ta en Ap\- • Deze hebben o.a. de volgende eigenschappen : 

i) 

i i) 

iii) 

iv) 

+ 
A P = A? 

/\~~ ... A,+ 

'P 111\t» 1' S. A p'" 

p~ //1\pt' '?+- J, 1\? 

dan vallen alle operatoren samen 

Met de definities 

vonden we 

(\-Äp) CV) A~=- C'P 

('-A~~) c .. • A,.,.- Cp~ 

' 'l c ~ :r c.,.. :r C) 

(4.51) 

(4.25) 

(4.41) 

(4.27) 
(4.43) 

(4.29)/(4.45) 

Tenslotte vonden we een aantal verbanden tussen de orthogonale en niet-orthogo­

nale projectoren zoals bijvoorbeeld (4.39) en (4.47) : 

(4.39) 
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(4.47) 

We willen de constructie nu omdraaien. 

We gaan uit van een orthogonale projectieoperator /\ en een (lineaire) opera­

tor C die voldoen aan : 

( l - 1\) C A :: C ( 4. 52) 

Hieruit volgt dan 

(4.53) . ~ 

In het bovenstaande is C ,t c. want stel namelijk dat C ... c . Dan is 

door (4.52) te adjungeren eenvoudig in te zien dat C=O : c'".:A C~(t-A) 

dus C ·A eet-A') • Dan is met (4.52) C. ..-(t-A)CA .. (l-.1\)·AC.(t-.A)-1\ 

::-0 • Dit geval is niet interessant. 

Definieer nu 

Stelling 4.22. 

Als 'P gedefinieerd is als in (4.54), waarbij A en C aan 

(4.52) voldoen, dan is : 

i) ? :l. Ct '"P 

ii) 'f>~A 

iii) p+' A 

Bewijs : 

i) Met (4.52) en (4.53) : f"l. ~ t-C)~+"C) = A +-CA. -TA C+C.l. • Ä+ c c:l 
<\' 

Omdat C "c 
ii) Met (4.52) en (4.53) : <f>A =(1\-t-C)I\ -1\.-+ CA:: .1\'TC • ~ 

/\ '?= /\.(A-Tc)- A +AC.=-...-'\ 

iii) Volgt door adjungeren van ii) 

(4.54) 

(4.55) 

(4.56) 
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Uitgaande van \' +­
kunnen we, als boven beschreven, weer /\ 'P , 1\ ~~c en 'P 

construeren. 

Stelling 4.23. 

Met 'P 1\ en C gedefinieerd als in (4.52) en (4.54) en 

/\? als na stelling 4.10. geldt 

i) /\-::A? 

ii) (_ .c::-C'P 

Bewijs : 

(4.57) 

(4.58) 

i) Volgens (4.22) is /\ p//"P . Met stelling 4.14. ii) en (4.55) volgt 

/\ 11/\~ . Dan geldt, met definitie 4.6. e.v. 1-A .1. 1-Aç> • Omdat 

/\ en .1\ "" orthogonaal zijn, zijn ook '.- /\ 

Volgens stelling 4.12. is dan 1- A= \-1\. \., 

en • -I\ ,. orthogonaal. 

zodat I'\= .1\ 9 • 

ii) Dit volgt uit (4.25), (4.54) en wat onder i) bewezen is. 

Ter illustratie passen we deze constructie toe op projectieoperatoren in een 

~-dimensionale inproductruimte. 

Laat /\ een orthogonale projectieoperator zijn. Er bestaat een basis waarin 

/\ de vorm 

(4.59) 

heeft. /\ is hier een .-h.V'\ matrix, \ is de ~ Jl ~ ( l.c. < "" ) eenheidsmatrix. 

Zij C een matrix die voldoet aan (4.52). Dan moet gelden : 

(4.60) 

zodat ot = ('!. = ~ = o en y willekeurig. 

C toeg"ast op een vector uit de ruimte waarop A projecteert levert een 

vector uit de ruimte waarop \ -A projecteert. C "koppelt" deze deelruimten 
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Voor de geadjungeerde van geldt 

c ... = l- oo 'o+\ J (4.61) 

Zij nu 

(4.62) 

dan is 

(4.63) 

2. +~ + 1'+- A 
Het is eenvoudig na te rekenen dat P = '? , P = P, P //1\ en J, /' • 

Voorts is : 

0 
+ \ ~ c c::: (4.64) 

en 

\ + "\- c. c.. 
(4.65) 

Uit stelling 4.23. is gebleken dat A cA~ en C = C'P • We kunnen nu met 

behulp van (4.39) /\.?+berekenen : 

+-
I ~"'('_.y 

T 
I +- -r-+y 

::: \ I + (4.66) r ..., T 
I -t-y~y I """f'"'T 
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Dat dit inderdaad een orthogonale projectieoperator is rekent men eenvoudig na. 

In het speciale geval dat y vierkant is en unitair, y r + = -r + 0 =- \ , krij­

gen we 

(4.67) 
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Hoofdstuk 5. Interpretaties. 

5.1. De theorie van George, Prigogine en Rosenfeld •. 

In de theorie van George, Prigogine en Rosenfeld zijn we een bijzonder groot 

aantal superoperatoren tegengekomen die allemaal op een of andere manier met 

elkaar in verband staan. Er zijn onder die s-operatoren welgeteld acht super­

projectie operatoren, waarvan er verschillen de niet-zelfgeadjungeerd zijn. 

We willen nu een wat duidelijker beeld hebben van alle relaties tussen die 

operatoren. Daartoe gaan we eerst in grote lijnen na hoe de theorie ontwikkeld 

wordt. 

1) De eerste s-operator die een rol speelt is L . Deze beschrijft de dynamica 

van het systeem ((2.2.2)). 

2) Vervolgens worden de s-projectieoperatoren fP0 en /Pc ingevoerd waarmee 

de s-vectoren en s-operatoren in componenten kunnen worden gesplitst ((2.2.5)). 

3) De s-operator ~ wordt ingevoerd ((2.2.20)). Hiermee worden asymptotische 

oplossingen van de Liouville-von Neumann vergelijking geconstrueerd. 

4) Met behulp van 7P
0 

, TPc , L en 8 wordt de superoperator <C gedefini-

eerd ((2.2.24)). 

{ IP0 ) iPc. ) L, {;- \ ==> C 

([ voldoet aan (2.4.2) 

5) Vervolgens wordt het begrip tijdinversie geïntroduceerd. Tijdinversie is een 

generalisatie van adjunctie (zie (2.3.20)). 

6) Er worden, door tijdinverteren, uit ~ en C twee nieuwe s-operatoren ge­

definiëerd : 

(2.3.15) 

(2.3.16) 



84 

We beschouwen nu wat onder 7) genoemd staat. Met alles wat we in hoofdstuk 4. 

gezien hebben over niet-orthogonale projectieoperatoren, is het interpreteren 

van de onder 7) voorkomende relaties vrij eenvoudig geworden. We constateren om 

te beginnen dat alle genoemde relaties tussen de diverse projectieoperatoren 

bewezen zijn uitgaande van (2.4.2), (2.4.3) en de zelfgeadjungeerdheid (ook on­

der tijdinversie) van ~0 alléen. 

Als we nu even doen alsof tijdinverteren hetzelfde is als adjungeren, dan zien 

we makkelijk in dat de constructie van lPo... , IPc.. en 1'f uitgaande van 'i?\) en 

C , zoals uitgevoerd door G.P.R., exact overeenkomt met de constructie van 1\p~ 

1' en 'P+ uitgaande van A en C op de wijze van stellingen 4.22. en 4.23. 

We leggen dus de correspondenties 

G.P.R. 

ii'o 
([ 

Wc.. ::r \P o'T- C 

~-=- ft> I)~ ë 

-t(.. = \? c.. w 
I+C~ c.. 

Hoofdstuk 4. 

stelling 4.13. 

De relaties (2.4.15), (2.4.16) en (2.4.39) komen overeen met (4.21) t/m (4.24) : 

i) 1j) c.. //ti! (2.4.15) fJ .4'Ap (4.22) 

ii) ~ ~ 1?. (2.4.16) -p+- ~A,. (4.21) 

iii) * ~ "P, (2.4.39) Ap~ J, 'Y (4.23) 

iv) * 11 ~ (2.4.39) 1\?""1/ "Pot- (4.24) 

Voor de overige projectieoperatoren vinden we 

G.P.R. Hoofdstuk 4. 

ïPC. 
1P" .. \ - t'Pe.. 
U{. • ,_it. 
ff-=' -n ... 

(2.4.42) (4.40) 
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7) Uitgaan de van lP 0 , 1Pc. , <C en C worden nu een groot aantal nieuwe s­

projectieoperatoren geintroduceerd 

~0 ) ~c. ) c > 5 
l 

lP~= IP0 +-C 

1Pc.. :::: Wo -re 
* . wo.. \ lP .... 

r-T-'l""' 

(2.4.6) 
(2.4.7) 

(2.4.34)/(2.4.42) 

We roepen een aantal relaties die tussen dezes-operatoren gelden in herinnering: 

(2.4.15) (2.4.17) 

(2.4.16) (2.4.18) 

(2.4.34) (2.4.48) 

iv) (2.4.39) (2.4.48) 

voorts geldt, zoals met (2.1.7), (2.1.8) en de definities eenvoudig is na te 
gaan, : 

- ,..J 
Tf.-Tr 

1Pc-" 'lP .. 

rr<r 1rr". 

8) Tenslotte voeren G.P.R, om de dynamica van het systeem verder te bestuderen, 

uitgaande van ft>c , ~ t. ~ , C , iC" en L twee nieuwe s-operatoren in: 

(2.4.21) 

~ en À zijn elkaars tijdgeinverteerden 
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De vergelijkingen (2.4.17), (2.4.18) en (2.4.48) zeggen in feite 

v) fP fr L lf'c. 
vi) Tfi v 1/ /Pc 
vii) "' /1 fPr, n 
viii) " .L 1Pc, n 

We kunnen dit alles schematisch weergeven 

orthogonale com­

plement van de 

asymptotische 

ruimte 

correlaties 

(2.4.17) 

(2.4.18) 

(2.4.48) 

(2.4.48) 

,.., 
Te asymptotische ruimte 

------~----------~~-*~~---------
ruimte 

vacuüm 

De theorie kan nu als volgt geïnterpreteerd worden. G.P.R. beginnen met een de­

compositie van de Rilhertruimte in het correlatievacuüm (gekarakteriseerd door 

lP" en lP... ) en de correlatieruimte (gekarakteriseerd door 1fc. en 1P~ ) . Het 

idee is dat het correlatievacuum, dat alleen diagonaaltermen bevat, alle 

langzame processen beschrijft, en dat de snelle processen, de microscopische 

fluctuaties, met niet-diagonaaltermen corresponderen. Zoals ook in 2.1. al is 

opgemerkt zijn er echter ook microscopische fluctuaties die wel langetermijn 

effecten hebben : de z.g. coherente fluctuaties. Om deze in rekening te brengen 

introduceren G.P.R. de s-operator ~ , die de coherente van de niet-coherente 

fluctuaties scheidt. Met behulp van deze superoperator wordt de asymptotische 

ruimte geconstrueerd. Deze wordt gekarakteriseerd door de projectoren Tf en 

I.P~ en kan worden opgevat als de ruimte van macroscopische grootheden. Het 

orthogonale complement hiervan, gekarakteriseerd door ~ en Fe. , kan opgevat 

worden als de "ruimte van die atomaire fluctuaties die onder de gegeven waarne­

mingscondities (d.w.z. die gedefinieerd door de asymptotische dynamica) niet 

kunnen worden waargenomen" ( [ 1] p. 23). Omdat de superoperator 1P o.. een mimerfis­

me is ((2.4.9) t/m (2.4.11)) kunnen we voor willekeurige dichtheidsoperatoren e 
1P ... e opvatten als macroscopische dichtheidsoperator. 
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Ten overvloede herhalen we de correspondenties tussen de theorie van G.P.R. en 

het formalisme van hoofdstuk 4. nog eens in matrixtaal. 

In 2.4. hebben we een matrixrepresentatie gegeven van TI en ~ • We werkten 

daar in een representatie waarin fP
0 

diagonaal is : 

fi> =[' 0] 0 0 () 
(5.1.1) 

Omdat ~ aan (2.4.2) voldoet, is eenvoudig na te gaan dat in deze representatie 

de matrix voor ~ de vorm : 

!: ~ [ ~ ~] (5.1.2) 

heeft. Voor jj)o. en wo.. vinden we 

w 11: c... l~ ~I (5.1.3) 

lP~ = [~ ~] (5.1.4) 

..... 
En tenslotte, met (2.4.57), voor 1T 

*= (2.4.57) 
\ 

(. 1-+-C" (. 

' 
n 't- en A In hoofdstuk 4. hebben we ·voor 1\.p , C~ , t> ,- 1'\pt- , werkend in een 

basis waarin /\ ~ diagonaal is, de volgende matrices opgesteld : 

/\1> r L ~ :1 
CP = [ ~ :] 

(4.59) 

(4.60) 

(4.62) 



+ 
'P = 

A + -
I'\~ -
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(4.63) 

(4.66) 

Als we Y laten corresponderen met <1 , dan zijn alle overige correspondenties 
evident. 

5.2.De theorie van de Muynck. 

Ook in de theorie van dM. komen niet-zelfgeadjungeerde projectieoperatoren voor. 

Omdat we ook in die theorie met een inproductruimte te maken hebben, kunnen we 

proberen ook hier de resultaten uit hoofdstuk 4. toe te passen. 

We werken in de representatie van 3.2 •• Er spelen drie superprojectieoperatoren 
een rol : 

""" I +-
fPC .... ~- ')lA-

"" "" ~ 

I. A- t 
fPC ::r ~At'§ 

r\ 

" 
~ 

A() [Pc ::; )t. Ao 

De volgende relaties gelden 

) lP ~ IP,.L -= lP,._ 

\ tpc. pc = 1Pc 

/ fP; Pc. J.. = [pc+ 

L f>c.l.. pc.+ :- fi'e l. 

(5.2.1) volgt door (3.3.12) te adjungeren. 

We weten ondertussen wat (3.3.12) en (5.2.1) betekenen 

(3.2.8) 

(3.3.1) 

(3.3.10) 

(3.3.11) 

(3.3.12) 

(5.2.1) 

(5.2.2) 

(5.2.3) 
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Terugdenkend aan de relaties (4.21) en (4.22) leggen we eenvoudig corresponden­

ties met de theorie uit hoofdstuk 4. : 

dM. Hoofdstuk 4. 

lP~ /\p 

fPc. T>+ 

rP* -p 
c. 

? A? .. 

In de theorie van dM. is nog geen operator die correspondeert met 1\ ?r . We kun-

nen deze operator echter wel construeren. Daartoe definieren we eerst : 

(5.2.4) 

Het is eenvoudig na te gaan dat geldt 

(5.2.5) 

~ 
conform (4.25) en (4.27). Met behulp van de bovenstaande definities voor (Pc en 

fP~ kunnen we schrijven : 

Dan is 

waarin 

= I t- I A PI A-~ x Ah.. A; 
";;#10 

~,-'u 

~ I t- l. Ó ~ ;. A 0 'lol Ao 
,;;;..~~ 

.?iJ'O 

o· =I.·\. 
'i\lo 

(5.2.6) 

met (3.2.7) 

(5.2.7) 

(5.2.8) 

b is de dimensie van de ruimte opgespannen door de vectoren {I c li\ >\_ minus .. "' 1. In het algemeen is 8 oneindig en bestaat 1+-- 4:. C niet. 
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*' Voor het vervolg nemen we aan dat o wel eindig is. De inverse van I+( € is 

= I- (5.2.9) 

zoals direct te controleren is. We noemen de operator die correspondeert met A?~ 

7C • Voor 7l:" geldt nu, conform ( 4. 39), : 

lP t: __...:.._ 
c 

(5.2.10) 

op grond van (5.2.2), (5.2.4) en (5.2.5). 

Het is duidelijk dat 7T zelfgeadjungeerd is. ~ projecteert, als hij bestaat, 

orthogonaal op dezelfde deelruimte als 1P * . 
c. 

Expliciet heeft -rr:- de vorm : 

\ +- t ~ t ... 
__..;..-( /f0 llf}0 -t-' A- Jt.A- -r 1 A:;..,..ft- t- '- ,q~,q,;..llf1-IJ(5.2.11) c l- .., on '- •• J'\ _ -.; 
o+1 ';ïpto i\#v 1;1~-.1 

J;.ffl 

We hebben al geconstateerd dat er problemen ontstaan als&~~ • Uit (5.2.9) en 

(5.2.10) blijkt dat ~ dan gelijk wordt aan de nuloperator. We mogen de resul-

taten uit hoofdstuk 4. blijkbaar niet zonder meer toepassen. 

Het voorgaande geven we schematisch weer : 

.1.. 
1?, e 

Wat de fysische betekenis van C is, is nog niet duidelijk. 
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In de algemene theorie van dM. wordt alleen gewerkt met de s-operatoren 1fc en 

!.Pc* • De operator ~eL speelt geen rol meer. Met het formalisme uit hoofdstuk 

4. kunnen we, in ieder geval op een formele manier, uitgaande van ft>~ (of~~ ) 

~cL en ïL definieren • Het is nog niet duidelijk of dit zinnig is. Het kan 

namelijk zijn dat de zo gedefinieerde operatoren geen mimerfismen zijn. 
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Conclusies. 

-) Aan de hand van de in hoofdstuk 4. ontwikkelde theorie kunnen we het forma­

lisme van G.P.R. geometrisch interpreteren. We zien dan duidelijker hoe de 

diverse s-operatoren met elkaar in verband staan. De hierdoor verkregen over­

zichtelijkheid heeft in belangrijke mate bijgedragen tot een grotere bruikbaar­

heid van de theorie van G.P.R. bij de analyse van het begrip "macroscopische 

observabele" (zie verder). 

-)Als we de tijdinversie opvatten als gewone adjunctie, dan blijkt dat G.P.R.'s 

constructie van de s-operator rr ' uitgaande van ffo en a:. ' in feite uniek 

is. 

-) De deelruimte waarop ~ projecteert kan geïnterpreteerd worden als de ruim-

te van macroscopische grootheden. @, is een mimorfisme dat op dezelfde deel­

ruimte als ~ projecteert. Als e een willekeurige dichtheidsoperator is, dan 

kunnen we ~~e als macroscopische dichtheidsoperator interpreteren (macrosco­

pisch in de zin van het asymptotische gedrag). 

-) De meettheorie die G.P.R. ontwikkelen laat nogal wat te wensen over. 

T TI)(~~) en eerste is hun theorie, doordat zij gebruik maken van de s-projector 1r 

die geen mimorfisme is, inconsistent. Ten tweede is wat zij beschouwen als hun 

voornaamste resultaat, het afleiden van het projectiepostulaat, vanuit het oog­

punt van de quanturnmechanische meettheorie niet erg relevant. 

Het eerste euvel kan verholpen .worden door i.p.v. fPt\\J het mimorfisme lP~ S 

dat op dezelfde deelruimte projecteert als 1f>CH> , te gebruiken. ,J 

Wat betreft het projectiepostulaat : dit vinden G.P.R. door naar de toestand van 

het object te kijken op tijdstip t na de interactie. Dit is, zoals gezegd, niet 

erg relevant. Kijken we in plaats hiervan naar de asymptotische toestand van het 

meetapparaat na de interactie, dan treden weer inconsistenties op t.g.v. het 

gebruik van lf>(c;)) • Ook nu kan dit verholpen worden door 1P!: te gebruiken. 
)# ( 

We krijgen dan een acceptabel eindresultaat. 

-) In de meettheorie van G.P.R. spelen twee begrippen macroscopisch een rol 

ten eerste het "macroscopisch niveau van observatie" zoals dat gedefiniëerd is 

door !ft- en Ji=>c.. • Ten tweede het begrip macroscopisch in de zin 

scopische wijzerposities" zoals dat gedefiniëerd is door ~n) en 

van "macro-
t: 'lP') s 
# 

• Wat 

de relatie tussen deze begrippen precies is, is nog niet geheel duidelijk. Wel 

hebben we gezien dat Tr en TPUs> commuteren. Wat het meest interessant is, is 
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fj)o.. 
r de relatie tussen en »>,, ~ omdat voor willekeurige dichtheidsopera toren 

(J zowel IPO. e als wr e opgevat kunnen worden als macroscopische dicht-' "~. s 
heidsoperatoren. Deze relatie zal in de toekomst nog onderzocht moetem worden. 

-) Tenslotte merken we op dat de meettheorie van G.P.R. (in feite die van 

D.P.L.) het meest interessante stuk van het meetproces, namelijk de interactie 

tussen object en meetapparaat, nagenoeg geheel buiten beschouwing laat. 

-) Met behulp van het formalisme uit hoofdstuk 4. kunnen we ook de theorie van 

dM. geometrisch interpreteren. Bovendien kunnen we nu op de wijze van hoofdstuk 

4. in dM.'s theorie een nieuwes-projectieoperator T\ definieren. Dezes-opera­

tor projecteert loodrecht op de ruimte van lokale operatoren. Hierbij treedt de 

complicatie op dat 7t gelijk aan de nuloperator wordt als de dimensie van de . 
ruimte naar oneindig gaat. Het is nog niet duidelijk wat dit betekent. Ook de 

fysische interpretatie vandes-operator ~ die gebruikt wordt om~ te con­

strueren is nog onduidelijk. 

-) De s-operator 11Pc die dM. gebruikt om lokale operatoren te definigren is 

formeel identiek met de s-operator n>!.s die we in de meettheorie van G.P.R. 

nodig hadden om het formalisme consistent te maken. 
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Appendix 1. Normen van projectieoperatoren op een Hilbertruimte. 

----------------------------------------------------------------

We willen in deze appendix nog enige opmerkingen maken betreffende de normen van 

projectieoperatoren op een Rilhertruimte 1{ . We zullen de notatie uit hoofd­

stuk 4. gebruiken. 

De norm van een element 1\r van 1<. is , zoals gebruikelijk, gedefinieerd als : 

ll 'V"'ll .. J fY, ".J (Al.l) 

Onder de norm ll Pils van de operator P op ""k. verstaan we 

\JPI\s:=- So-fJ ll?vl\ (A1.2) 
V 1- 0 1\'V"\l 

We bewijzen de volgende stellingen. 

Stelling Al.l. 

Als /1 een zelfgeadjungeerde projectieoperator op ~ is, dan is 

(Al.3) 

Bewijs : 

Als A een orthogonale projectieoperator op 1< is, dan is •-A. dit 

ook. Zij N E 1<. willekeurig. Nu is 

(Al.4) 

zodat 

( 1\FI V J ; ( /1. tV"+ (,-A) V) A VT(i -AJ"") =(A...,. JA.".) + (A. v-)(1-A)".) 

" 0 

(Al.S) 

Dat wil zeggen 

(A1.6) 
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Als 1'1/';e~ zien we hiermee direct in dat 

Dan is 

I[ A U~ := w.p l( A ~ l\ -' \ 
",.., 0 tl N' ,, 

Zij nu W>l'~ een element uit 1{,.. (zie (4.4)) dan is 

11 A wil ..:: ~ = \ 

Met (Al.S) betekent dit 

(Al. 7) 

(ALS) 

(Al. 9) 

(ALlO) 

Nu laten we zien dat de norm van een niet-orthogonale projectieoperator altijd 

groter dan een is. Dit bewijzen we in drie stappen. 

Stelling Al.2. 

Als 'P een niet-orthogonale projectieoperator is en 1\~ de b~ 'P 
"horende" orthogonale projectieoperator (zie (4.22)) dan geldt 

voor alle V' e 1( met I'\ ~ v- ;I o 

fl 'P 1\r 1\ ( l\ "P .1\'P V 1\ 
\1 vU 1\A~ v-\\ 

Bewijs : 

Zij v~ 7<.. willekeurig, maar zó dat 1'1,. v ,t o 

· Hieruit volgt : 

(Al.ll) 

(Al.12) 

(A1.13) 
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zodat 

(A1.14) 

Dat wil zeggen : 

11 Pv-1\ ( H Pv-11 = 111>/\pr~t 

ll """'' 1\ 1\ p V"l\ ll A~~ l\ 
(Al. IS) 

b d jl// AD waar ij e laatste gelijkheid geldt omdat '',- ((4.22)). 

,Stelling Al. 3. 

Laat "P en A{) dezelfde betekenis hebben als in de vorige stelling. 

Voor alle Vf:Î( met 1\~'V-ifO geldt : 

Bewijs 

Nu is /'\ p -v e 11 P..,., voorts is 1\ p 11 'P 
Dat betekent : ( t-1\ p- (1- ?) )-r ~ '1{ 1- p 

(zie stelling 4.6.) waarmee voor alle ~ : 

{ 1\. p'\1"") (( t-.1\p')- ( 1-1>) v) :-o 

Uit (A1.18) en (A1.19) concluderen we : 

Waarmee uiteindelijk, omdat 1' //1\ ~ 

~~ p Yl} = 1\ 'f> 1\f> -v-1\ ~ I 

"1\ r v-1\ tlA~ ..,. " 

. ' . 

(A1.16 

(Al.17) 

(Al.18) 

zodat 1- 'P l. t -1\op 

• Nu is "1( p+ .L )(, -{11 

(Al.19) 

(Al.20) 

(A1.21) 
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Voor alle vectoren 1/6 1<. ~~o waarvoor A pv- ::;-o geldt, vanwege /f.p // 'P , 
ook dat Pv-.::;"o • Voor die vectoren is dus U'P"""II/IIvl\-o. Om deze reden en 

op grond van stellingen A1.2. en A1.3. mogen we schrijven : 

l1 p 11 s .. s-p 11 Pv'l 
'V FO ll "lr u 

(Al.22) 

Als nu I) P~ s =- \ zou zijn, dan zou voor alle "lrtlo met A'P v-,1" moeten 

gelden dat IIPA\)v-1\: 1\1\pv\\ • Ofwel, weer omdat A~IIP , : 

\\ p V \1 .... 1\ /\ p '\1" 11 (Al. 23) 

Met de gelijkheid (A1.20) zou dit geven 

i) Zij nu 'V EU pt- "'"to 
Met (Al.24) : 1'-v ==-/\,v-::- -v 

voor alle 'IJ" met A p 'V" 7 o 

+-
dan is, omdat ? J. 1\ {> , /\p V"':: ~~o 

• Dat wil zeggen -v € ~'P 

ii) Omgekeerd : als -../' E ;(p v ;lo dan is, omdat 1" I/ /1 p , 

'P ;\ ~ v-c q>."....,.. ",.J4o • Hieruit volgt dat/\ pV~o 

Omdat ? + J, ;\\) betekent dit dat v-é 1< ~ ~ 

i) en ii) samen betekent dat 1< p+-:: "'Hp • Volgens stelling 4.6. iv) is 

1<.,..- =r 1( 0 1(t-'f> .We kunnen dus schrijven : 7<-p = 1( e 1(1_-p 

(Al.24) 

Dat wil zeggen : 1-'f ~ .l.. 'Hl-;- • Stelling 4. 3. zegt dat "P dan orthogonaal 

is : 'P+-..-~ : tegenspraak. De norm van 'P is dus echt groter dan 1. 
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Appendix 2. Normen van superprojectieoperatoren. 

------------------------------------------------

We gaan uit van een Rilhertruimte 1( . Voor de lineaire operatoren op ~ kun­

nen we twee normen definiëren. Zij 19 ~ ~~) 

(A2.1) "' \\ ll A v-Il tin s~= ~ 
'lrfo 11-v-ll 

( s c-., supremum) 

(i -~ inproduct) (A2.2) 

Uitgaan de van deze twee normen kunnen we voor de superoperatoren ook twee nor­
men definiëren. Zij ~ een superoperator 

11\PI~ - ~ I( jiJ ,q "s 
r'J jlt"O ll All~ 

(A2.3) 

u p ll t = s...,.. H lPit\1~ 
ll;o u A-11(. 

(A2.4) 

Deze normen zullen in het algemeen niet gelijk zijn. We willen dit illustreren 

aan de hand van de in (3.2.8) gedefiniëerde superprojectieoperator nP~ 
( 

Stelling A2.1. (dM.). 

Bewijs : 

Zij E e ~ (H) met sup.-norm 1 

ll ~ 1\ s = ' 

Zij verder v e 1'( , dan is 

*"- + 1P c. ~ l",..) = [ Ar; ~ A-Vi l""" > 
Ç\ 

(3.2.8) 

(A2.5) 

(A2.6) 
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- L ~l,..);;\\ \St-AoUll,.).-;"> 
~ 

waarin : 

Vanwege (3.2.7) iv) is : 

zodat voor alle vectoren ~ € ?( 

met (3.2.7) 

+ <.::~c. t x'> r: < x t A-o \ x,. + L. < x \ fl ~ A -n \ ~ -:> 
~,0 

Hiermee 

< ')( 1 140 l -x '> ' <:x 1 x> voor alle ~ 

Nemen we (<):: 15 ju"'') dan volgt met (A2.7), (A2.11) en (A2.6) 

Voor Iw~) vinden we met (A2.8) en (3.2. 7) : 

Dit levert met (A2.12) : 

(A2.7) 

(A2.8) 

(A2.9) 

(A2.10) 

(A2.11) 

(A2.12) 

(A2.13) 

(A2.14) 



101 
zodat : 

Uit (A2.15) concluderen we : 

Er zijn echter operatoren waarvoor 

* l \ 1P a. \\ ~ = I 

Stelling A2.2. 

\1 1P .... l(. ::: 000 
c:. ( 

Bewijs 

Het is voldoende te bewijzen dat 

* l \ lP 'B \\ { 

u E \\i 

waarin lP! gedefinieerd is door (3.3.11). 

Neem daarom aan dat 'i\) cl.. '\S : 1} dan is : 

zodat 

-\ -l- .-.- - t- +"i! 
: Tr I r1 iil B flo 'B fl ~ -= l r !- tl;; Y1~ ~ 'IC cr - ~ .,.. 

(A2.15) 

(A2.16) 

(A2.17) 

(A2.18) 

(A2.19) 

==l\t' f\o\S-+Ao'fS: Tr'Btf'loBt'lo·Ct:'J;:. Trt"1Pc""B ([·I) 
~ t"'' A . 

::: Tv- "6-\ 0 (~ ., ) = \\ lS ~ ~ • [ . I ( A2 • 20) 
~ "' 

Hiermee is : 

*= 
ll 1Pc 13~~ (A2.21) 

IIÛII<. 


