
 Eindhoven University of Technology

MASTER

Dispersie in enkelvoudige en samengestelde homogene, isotrope botsingsvrije plasma's

Lambert, A.J.D.

Award date:
1975

Link to publication

Disclaimer
This document contains a student thesis (bachelor's or master's), as authored by a student at Eindhoven University of Technology. Student
theses are made available in the TU/e repository upon obtaining the required degree. The grade received is not published on the document
as presented in the repository. The required complexity or quality of research of student theses may vary by program, and the required
minimum study period may vary in duration.

General rights
Copyright and moral rights for the publications made accessible in the public portal are retained by the authors and/or other copyright owners
and it is a condition of accessing publications that users recognise and abide by the legal requirements associated with these rights.

            • Users may download and print one copy of any publication from the public portal for the purpose of private study or research.
            • You may not further distribute the material or use it for any profit-making activity or commercial gain

https://research.tue.nl/nl/studentTheses/518bd4e4-b201-477a-9313-56869f65ca34


, -
I 

----------------------------------ï 
DISPERSIE IN ENKELVOUDIGE EN 

SAMENGESTELDE HOMOGENE, ISO

TROPE BOTSINGSVRIJE PLASMA'S 
I I 

L---------------------------------L 

Opgedragen aan: 

Friedrich Sirnon Archenhold 

Verslag van het afstudeerwerk 

van Fred Lambert 

dat gemaakt is in de vakgroep 

Theoretische Natuurkunde 

onder leiding van 

F.W.Sluijter en D.C.Schram 

Technische Hogeschool Eindhoven 

20-9-1974 tot 19-9-1975 



• 

II-

INHOUD ------------

o. Samenvatting 1 

-1. Lineaire berekening aan een Vlasov-Poisson plasma 3 

..l.O. 

-1.1. 

-1.2. 

Inleiding 

Het beginwaardeprobleem 

Het randvoorwaardeprobleem 

2. De dispersierelatie,behorend bij een 

enkelvoudig plasma 

2.0. Inleiding 

2.1. Uitwerking van de dispersierelatie voor een 

samengesteld plasma 

2.2. De dispersierelatie,behorend bij een enkel

voudig plasma 

2.3. Benaderingsformules voor de dispersierelatie 

2.4. De oplossingstakken van de dispersierelatie 

bij een enkelvoudig plasma 

2.4.1. De elektronentak 

2.4.2. De ionentak 

2.5. Benaderingsformule voor het reële deel 

2.5.1. 

2.5.2. 

van de dispersierelatie 

De elektronentak 

De ionentak 

2.6. Benaderingsformules voor het imaginaire deel 

van de dispersierelatie 

2.6.1. 

2.6.2. 

2.7. 

2.7.1. 

2.1.2. 

2.7.3. 

2.7.4. 

2.7.5. 

2.7.6. 

De elektronentak 

De ionentak 

Invloed van de drift 

De elektronentak,reële deel 

De elektronentak,imaginaire deel 

De ionentak,reële deel 

De ionentak,imaginaire deel 

Grafische bepaling van de kritische drift 

Grensgeval voor ~-+ oo • 

3 

3 

8 

14 

14 

14 

17 

19 

20 

20 

21 

23 

23 

23 

24 

24 

24 

26 

26 

26 

27 

27 

28 

29 



" 

\ 
'· 

\ 

\ - III-

' 
\ 
I 

~~;:~~1~'~L~~!:~9:!:~~;:[~~~!~~;:~g;:~~;:--------------------~~-------~!~!.---

3. 

3.0. 

3 .1. 

3. 2. 

3.3. 

3.4. 

3,5. 

3.6. 

3.7. 

4. 

4.0. 

4.1. 

4.2. 

4.3. 

4.3.1. 

4.3.2. 

4.4. 

4.4.0. 

4.4.1. 

4.4.2. 

'\ 
\ De dispersierelatie,behorend bij een 
\ 
\\samengesteld plasma 

\ 
L1üeiding 

\ 
D~dispersierelatie 

Grà).~ische methode ter bepaling van de ionen-
.. 

bij<.:\ ·age 
' 

Eigen\ chappen van de kurven van ~2'(€!1) + (~-~)~'(t, .. ) 
Mengde1ping of contamination damping 

De dis~:\~rsierelatie ,het reële deel 

De dispE~· sierelatie ,het ima~inaire deel 

Invloed \ '<·n de drift 

Digitale mathode ter berekening van de 

dispersiekro~en 

Inleiding 

Theoretische grondslag 

De praktische uitwerking 

Resultaten van berekeningen 

De eerste-orde elektronenmode 

De eerste-orde ionenmode 

De numerieke berekening,uitgevoerd voor een 

samengesteld plasma 

Inleiding 

Het geval (-) 1000 

Het geval (Ç} = 10 

31 

31 

31 

32 

33 

34 

34 

35 

37 

38 

38 

38 

39 

43 

43 

48 

51 

51 

51 

54 



s. 
s.o. 
5.1. 

5.2. 

5.2.0. 

5.2.1. 

5.2.2. 

5.2.3. 

Golf-golfkoppeling 

Inleiding 

- IV-

De berekening in tweede-orde 

Het gedrag van E2 bij meervoudige polen 

Inleiding 

Enkelvoudige pool 

Dubbele pool 

Bijna samenvallende polen 

5.3. Gedrag bij twee bijna samenvallende polen, 

nader beschouwd 

5.4. Gedrag bij zuiver frekwentieverschil en 

zuiver dempingsverschil 

5.4.1. 

5.4.2. 

Geval waarbij .d y = 0 

Geval waarbij AtJ = 0 

5.5. Beschouwing van golf-golfkoppeling in enkele 

praktische gevallen 

5.5.1. 

5.5.2. 

Koppeling van elektronentak en ionentak 

Koppeling van twee oplossingen van de ionentak 

LITI'ERATUUR 

APPENDIX 1 

56 

56 

56 

59 

59 . 

59 

60 

60 

61 

62 

62 

63 

64 

64 

65 

66 

68 



v 

Friedrich Simon Archenhold (1861-1939 ) was een astronoom die naast 
wetenschappel i jk werk - zoa ls het ontwi kkel en van fotografi sche _tech
ni eken in de sterrenkunde - belangrijke initiatieven heeft genomen om 
de natuurwetenschappelijke kennis ender alle lagen van de bevolk{ng 
te verbreiden. 
Deze geleerde verwezenlijkte het plan om een grote sterrenkijker op 
te richten op de Berlijnse jaarbeurs. Op 1 mei 1896 werd de kijker 
opengesteld voor het publiek en de belangstelling was zo overweldi
gend,dat de inrichting werd uitgebouwd tot een permanente volksster
renwacht in het Treptow-park,waaraan een museum met o.m. een kostbare 
kollektie instrumenten en een voortreffelijke bibliotheek werd toe
gevoegd. 
Het eenvoudige houten gebouwtje waarin alles tijdelijk was onderge
bracht bleek te kle~n om de kostbare inveniaris veilig te stellen.De 
Duitse overheid wilde echter voortzetting van deze 11 onzin 11 niet sub
sidieren. Er werd een grootscheepse geldinzamelingsaktie georganiseerd 
met name door de Berlijnse werkende bevolking.De Berlijnse arbeiders 
brachten voldoende geld bijeen voor een nieuw gebouw.De vernieuwde 
sterrenwacht opende haar p_oorten weer in 1909. 
Toen in 1931 de zoon van Friedrich Archenhold de leiding van de sterren
wacht overnam,wachtte de Archenholds een moeilijke taak. 
Geleidelijk aan immers werden de terreurakties van·de nazi-benden te
gen minderheidsgroepen en vooruitstrevende krachten talrijker. 
Brandstichtingen en plunderingen van eigendonmen van vooruitstrevende 
en Joodse organisaties werden een steeds vaker voorkomend verschijnsel. 
Dit alles raakte ook het werk van de Volkssterrenwacht. Deze instelling 
stelde haar ruimte ter beschikking aan het anti-fascistische verzet, 
en zo kon men de verzetsmensen onder de kijker bij elkaar aantreffen. 
in ·vergadering. 

' . 



VI 

De nazi's namen - op grand van hun barbaarse rassenwetten - de sterren
wacht over in 1936. Friedrich Archenhold overleed in 1939 en kon niet 
meer meemaken dat op 1 mei 1945 de Vrijheidsvlag boven de sterrenwacht 
wapperde. Deze was,door wanbeheer en oorlogsgeweld,totaal verwoest,al 
kon de grate kijkerbuis worden hersteld. 
Reeds in juli 1945 werden,tijdens de zonsverduistering,op de puinhopen 
al weer de eerste lezingen en voordrachten voor de Berlijnse bevolking 
gehouden.Sedertdien is de sterrenwacht opnieuw opgebouwd,en ze vervult 
als ''Archenhold Sternwarte" opnieuw een belangrijke kulturele en weten
schappel ijke funktie ten dienste van de bevolking. 

Deze geschiedenis maakt eens te meer duidelijk dat de natuurwetenschap 
-en dit in schrille tegenstelling tot dat wat de meeste publiciteits
media ons doen geloven- wel degelijk verankerd ligt in alle lagen van 
de bevolking. Als zodanig is het~en belangrijke taak te beschouwen 
am wetenschappelijke kennis uit te bouwen en uit te dragen. 
Daartoe is een grotere toegankelijkheid nodig van het onderwijs.Socia
le en financiele barrieres dienen te warden opgeheven.Hetzelfde geldt 
uiteraardt~a.v~usea,volkssterrenwachten,bibliotheken en andere kultu
rele instellingen. 
Vanuit deze overtuiging moeten we ons-in het voetspoor van Archenhold
krachtig teweer stellen tegen iedere paging om het kultureel en weten
schappelijk apparaat af te breken en -integendeel- de uitbouw van dit 
saort voarzienjngen eisen. 11 Argumenten 11 als zouden deze voarzieningen 
elitair zijn,moeten warden ontzenuwd. , 
Ook de studiefinanciering vereist aandacht.Sterk dient te moeten warden 
gewaarschuwd tegen de pogingen om rentedragende leningen bij partiku-
1 iere banken in te voeren. 
Bedenk daarbij,dat - als deze afbraakpogingen tien jaar eerder tot uit
voer zouden zijn gebracht - dit afstudeerverslag een van de vele was, 
die nooit geschreven zauden zijn !! 

Fred Lambert 

bronnen: "Neues Deutschland 11 van 8 augustus 1975 
"Die Archenhol d Sternwarte 11 ~Berl in-TreP.tow, 1956 . 

---· . (met dank aan Val kssterrenwacht Simon Stevin 
te Hoeven). 
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0. SAMENVATI'ING 

In dit afstudeerverslag worden enkele aspekten van de dispersie 

in enkelvoudige en samengestelde eendimensionale Vlasov-Poisson

plasma' s behandeld. 

Met behulp van een Fourier-transformatie naar plaats en tijd 

wordt een eerste-orde storingsberekening uitgevoerd aan het stel

sel differentiaalvergelijkingen van Vlasov en Poisson en wel 

voor twee gevallen: een beginwaardeprobleem en een testladings

probleem waarbij als testlading een zich in de oorsprong bevin

dende oscillerende dipool is genomen. 

Essentieel resultaat van deze berekeningen is de dispersierelatie . 

Deze kan door het invoeren van de zgn. Plasma-dispersiefunktie 

op eenvoudige wijze worden uitgeschreven,indien wordt aangenomen 

dat de geladen deeltjes in de evenwichtstoestand verdeeld zijn 

over de snelheidsruimte volgens de Maxwellverdeling . 

De plasma-dispersiefunktie kan in bepaalde gevallen door een term 

van de reeksontwikkeling,in andere gevallen door een term van de 

asymptotische ontwikkeling warden weergegeven. Dit leidt tot bena

derende oplossingen,die vaak biezonder praktisch zijn voor fysisch 

zinvolle parameterwaarden .Om de gevonden betrekking.en algemeen en 

onderling vergelijkbaar te maken,is aandacht besteed aan notatie 

en normering. 

Overeenkomstige benaderingsformules blijken voor een samengesteld 

plasma in een kleiner gebied geldig dan voor een enkelvoudig plasma. 

In het geval van niet te grote e is de demping voor een samenge

steld plasma groter dan voor een enkelvoudig plasma.(Mengdemping of 

contamination damping), Voor grote f3 is ze voor een samengesteld 

plasma echter kleiner.Een en ander is in te zien met behulp van de 

benaderingsformules,en eveneens met behulp van een eenvoudige gra

fische methode.Laatstgenoemde methode komt verder van pas bij de be

paling van kritische driftsnelheden in samengestelde plasma's. 

De benaderingsfonnules zijn getoetst aan een nauwkeurige numerieke 

berekening waartoe een eenvoudig ALGOL-programma is ontwikkeld,dat 

voor te kiezen parameterwaarden het verband tussen het golfgetal, 

het reele en het imaginaire deel van de frekwentie berekent. 

Het verslag sluit af met een inleiding in het tweede-orde probleem. 
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Deze berekening leert dat resonantie kan optreden (golf-golfkoppe

ling}.In de praktisch voorkomende gevallen wordt niet voldaan aan 

de eksakte resonantievoorwaarde,doch treedt een geringe afwijking 

(mismatching} op. 

Er wordt gekeken wat de konsekwenties van deze mismatching zijn. 

Enkele in de praktijk vóórkomende gevallen worden nader beschouwd. 
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LINE ~IRE BEREKENING AAN EEN VLASOV-POISSON-PLASMA 

\':·~\ 

\ 

In dit hoofds~\lk wordt een berekening in eerste orde uitgevoerd 
\ 
\ 

aan een Vlasov....:~~oissonplasma in één dimensie. 

Het Vlasov-Pois\ 1nstelsel wordt opgelost door middel van dubbele 

Fourier-transforql.tie. 

Op analoge wijze \Drdt achtereenvolgens een beginwaardeprobleem 

behandeld en een p .t-:lbleem waarbij een oscillerende dipool (test

lading} in de oorspr0ng is aangebracht. 

Uitgangspunt zijn de vergelijkingen vanVlasoven Poisson:(1,5) 

Deze worden gelineariseerd met behulp van: 

en: 

= 
waarin t$ '') en E",,> eerste-orde-grootheden zijn. 

De index s heeft betrekking op de deeltjessoort (elektron,ion). 

(1.1.) 

(1.2.) 

(1.3.) 

(1.4.) 

n is het aantal deeltjes per volume-eenheid,m is de massa,e is de la

ding, éo de diëlektrische konstante,E het elektrisch veld en f de 

verdelingsfunktie. 

ts ( x,v, k) -zó .9~cle.~iYJieerd, d.a1' 

J t c~.vJ)dxdv .. i J f;Cv)dv = i ( t4.a) 
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(1.1.)en(1.2.) kunnen dan worden geschreven als: 

L n, ;: J ts dv • 0 
s 

(ladingsneutraliteit) 

vr Nu wordt de beginwaarde opgesteld: 

Definiëer: 

: "'fs(..,) i" d'~C•l (x,V) 

6 • ..- (x,k). E"c,) Cx,l) 

te~ c~.l). 0 

voor 

voor 

.l > 0 

.l < 0 

(l.S.) 

(1.6.) 

(1.7.) 

(1.8.) 

(1.9.) 

Voer een tweezijdige Fouriertransformatie uit naar de plaats over

eenkomstig de afspraak: 

fs:.r~.v. ~) : (2.rrrv~ J dk fs:/~.v.l) .vcpikx 

fs:.,c~.v.l) .. ('l.rrr''J. fdx. f~:.,< x,v,l) e.w.p-ikx. 

waardoor het stelsel (1.6.) ,(1.7.)overgaat in: 

c 0 

Vervolgens wordt een enkelzijdige Fouriertransformatie van dit 

stelsel uitgevoerd naar de tijd,overeenkomstig de afspraak: 

f..:( ~.v,k) • ( zrr l~'J d.., f~.Ck. v, "') IV< p _ wk 

fs:,\ (lt.~. c.>) = (21rr'
1'l:! ~ f;cv ( ~ .vJ) exp tQk 

( 1. 10. ) 

(1.11.) 

(1.12.) 

(1.13.) 

(1.14.) 

(1.15.) 
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Dan gaat het stelsel (1.12.),(1.13.)over in: 

( 1. 16. ) 

(1.17.) 

Uit (1.16.)volgt: 
,...., 

i.(~v-1.)) fsc~) 
zodat, 

(1.18.) 

De theorie der komplekse Fourier-integratie leert dat,indien 

~. 

bestaat, fscl) analytisch is in het pos. im. CJ· half-

vlak.Zie apendix 1. 
"'+ 

Evenzo kan men konkluderen dat Eta) analytisch is in het pos. im. 

halfvlak. 

Overeenkomstig apendix 1 (A.lO.)noteert men: 

(1.19.) 

Vult men (1.19.)in in (1.i7o.)dan krijgt men de uitdrukking: 

( 1. 20. ) 

Indien men definiëert de diëlektrische koëfficiënt: 

(1.21.) 

en: 

oç .. (k \ re}.,, (~.v) dv 
J c., ,wJ;s kv.t..)-+ 

(1.22.) 

kan men (1.2Q.)schrijven als: 

(1.23.) 
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De terugtransformatie: 
--~-------

De vergelijking ê+(~."') =r 0 heeft in het algemeen bij een bepaalde 

waarde van k meerdere waarden van ~ ,die een oplossing zijn. 

Deze waarden behoren tot verschillende oplossingstakken of modes. 

Over het algemeen bevinden zich de oplossingen in het negatief imagi

naire !.V -halfvlak.Dat hoeft niet het geval te zijn,doch in het laat

ste geval gaat de integratieweg in het Q -vlak steeds aan de boven

ka~t langs de singulariteiten. 

Geven we de diverse takken aan met index M. In het geval van een plas

ma met elektronen en een of meer ionsoorten zijn er in het algemeen on-

eindig veel elektronentakken en oneindig veel ionentakken. In het alge

meen echter bevinden zich de hogere- orde takken ver van de reëele ~-as 

af,aan de negatieve zijde,en fysisch betekent dit dat bijdragen van de

ze takken zeer sterk gedempt zijn. 

Daarom nemen we slechts de eerste-orde elektronentak (M=E} en de eerste-

orde ionentak (M=I} mee in de beschouwingen. 

Elk van deze takken is verantwoordelijk voor twee polen in het komplekse 

ca"' 1. . \, .~ . < o) ( 1. .2'3a) 

Van het bovenstaande wordt gebruik gemaakt bij de terugtransformatie van 

(1.23) .Met behulp van (1.14): 

( 1. 24) 

De kontoer gaat bovenlangs de singulariteiten (kontoer A in figuur 1.1.}, 

we kunnen de kontoer ook in het negatief imaginair halfvlak drukken,waar

bij de bijdragen van trajekt Bl en B2 naar nul gaan als die trajekten 

naar Re w> = ;-oo verschuiven. Omdat Im Lc) < 0 zal de bijdrage van trajekt 

B3 naar nul gaan voor .k ... coen wel des te sneller naarmate~mw negatiever 

wordt gekozen. 

figuur 1.1. 
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Aangezien ~s~1 (~,"') analytisch. is in c..> ,zijn er onder de integrand van 

(1.24lsleclits daar polen te vinden,waar aan de vergelijking E•(lc,L..>)"' o 

wordt voldaan. Geven we het residu aan door "R ( k,k>) dan kan men ~( 1. 2 3) 

vereenvoudigen tot: 

E-t (kt.)) = )f'R ( lc, ~,.,+i 4'~ + "R ( \(, -l'>t1-+ i. tM) l 
<u ' ~ Q_.- (~M+'lgH) CJ. - (-~-+i."(M)j 

( 1. 25) 

waarmee (1.24)geschreven wordt als: 

( 1. 26) 

Voor het residu geldt de uitdrukking: 

1{ ( ~. f->t1 .. 1. )"t1) ... -I. e.ns (: ~s~./ k, ~H + irtt). -:~:...---
.s 0 %t•(lt,&;>) Jt ( 1. 27) 

vergelijk (3) ,formule (19). P.11+i}'tt 

Indien dan teruggetransformeerd wordt volgens (1.10),wordt gevonden: 

(1.28) 

Uit (1.28)is te konkluderen,dat enkel die lopende-golfoplossingen vol

doen waarbij het verband tussen k en ~ wordt gegeven door de betrek

king: 

(1.29) 

die daarom de dispersierelatie heet. 
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In tegenstelling tot het beginwaardeprobleem,waarbij de verstoring 

van de verdelingsfunktie ten tijde t=O vastligt,kenmerkt het hier be

sproken randvoorwaardeprobleem zich door een opgelegde frekwente GJo . 
Deze wordt gerealiseerd door op het tijdstip t = 0 in de oorsprong 

een testlading aan te brengen,bestaande uit een oscillerende dipool. 

Deze kan als volgt worden beschreven: (7) 

p~~kt-xJ):: o .l:.<o 
met ~ 0 'X., 1. = konstant voor X 0 t 0 . · (1.30) 

Het gelineariseerde Vlasov-Poissonstelsel:(1.6~)en(1.7.)gaat over in: 

(1.31) 

( 1. 32) 

Voer de tweezijdige Fourier-transformatie uit naar k,waarbij: 

p+;x\. (~.~)~po Xo exp-i~ok (ex pi kxo- e.xp-ik x oJ = 

-(2'Trr'1~ ik fo ~o2. "-Jef- i. c.:>ol .l:. > o 

~ o i<o (1.33) 

en voer vervolgens de enkelzijdige Fourier-transformatie uit naar W , 

\'Taarbij voor de eenvoud gesteld wordt: <Js<•) (x, v): 0 . 

Daarbij geldt: 
Oo 

~:.~ (~.w) = .;_ ~t;, ""-' J !!.Xp iC"' _ <.:>.îld.l: 
0 ( 1. 34) 

Nu bestaat het rechterlid voor Im tJ) O,en daar geldt: 

( 1. 35) 

!-1et behulp van (1.35}kan (fL.'rL. analytisch worden voortgezet voor ImL.:> (O 

waarmee het Vlasov-Poissonstelsel overgaat in: 
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( 1. 36) 

( 1. 37) 

Uit (1.36)volgt,analoog aan (1.19): 
,../ N 

P + "· es ol "Fi E c~) 
is • --

co) ms dv RV- W-t-
( 1. 38) 

en wordt deze uitdrukking gesubstitueerd in (1.37)dan levert dit: 

( 1. 39) 

Analoog aan (1.24): 

E ~ (2. 11')-'/a. L_L p:A k. e.l< p - ic.:>k d LcJ 
U\ "" Jt:tEo 

( 1. 40) 

Qt"l (~,w)wordt analytisch voortgezet voor Im w ( 0 ,en om aan te 

geven dat bij terugtransformatie de kontoer in het komplekse ~ -vlak 

weer bovenlangs de singulariteiten moet gaan,gebruiken we de notatie: 

(1.41) 

(1.40)gaat over in: 

t: + ( ~ kl - (Q'tr)-~' r- k eo ~02. 
( 4) ' - J 2.crt'éo 

(1.42) 

Opnieuw wordt te werk gegaan zoal in figuur 1.1. is aangegeven. 
C'+ Naast de singulariteiten tengevel e van de nulpunten van ~ ,waar-

van we veronderstellen,dat ze allf in het negatief imaginaire ~ - half

vlak liggen,is er ook een singula~iteit voor t..): Oo ,welke op de reëele 

c..) -as ligt. Indien men nu de t·miet voor Jc. .. oo beschouwt :Plijkt,dat 

enkel de bijdrage van laatstgene de singulariteit haar invloed blijft 

behouden. 

Indien nu gesteld wordt: I 

'R(k,c..>) ." - k fo Xo?.. 

.2~€o e+(R,t..:>) (1.43) 



-iO-

dan volgt: 

E ~ (' " 'R c~."') 
Col llt,t.:>) = " , , 

k,.,... ""'+- ~0 ( 1. 44} 

Ingevuld in (1.42llevert dit: 

( 1. 45) 

(1.45lwordt teruggetransformeerd naar x: 

E",~ ( "· k) ~ (~:n· t (- 'l.11' i) up- iw.,\c Jdl. 'R. (~. 1.).,\. exr i"'" 
( 1. 46) 

en dat levert de uitdrukking voor het veld: 

E,~ (~. k.) • ie)(f -iool:.. fo -x,.a. ( k . ~r i ~x: J~. 
2~éo jË+(k,w.) ( 1. 4 7) 

(1.46) is het analogon van (1.28) 

(1.47) kan nog nader uitgewerkt worden,wat het rekenen versnelt: 

Analoog aan (1.21): 

waaruit volgt: 

(1.48) 

Voer in: 

t:±(~,wo) .. ~ _ L~e.st. ~l. \dv. 4fi · 1 · 
.s •t')'ls J dv V- (c..:>o\ 

Hiervoor gelden de volgende relaties: P. -

( 1. 49) 

( 1. 50) 

(1.51) 

De laatste relatie geldt slechts als tevens li{v) symmetrisch is in v. 
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'L 

• ~ '\. n~ es a. J dv. df$ . ---:~:.....---
- ~fo rns k d V V-(~~)_ O. 

Bewijs van (1.511: 

t-+ (-~ t.)o) • ~ _ [ t1s es\ r dv. dFS _i_ 
1 

.s êo fl'ls \t J dv V+(~)-+ 
Indien 1rs(v) symmetrisch is in v mag men schrijven: 

0 . 

Splits de integratieweg -oo ...... +oo in (1.47) in drie delen: 

A/ -oo ...... -E 

B/ + E . ..... . +~ 

C/ - E ... ..... -+ E 

waarbij E een klein,positief getal is. 

Beschouw eerst trajekt c. 

Uit (1.51}: (mits Fs symmetrisch in v) 

Deze bijdrage gaat naar nul. 

(l.47}kan dus geschreven worden als: 

(1.52) 

(1.53) 



• 
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Uitgaande van (1.54lwordt nu de integratieweg in het negatief reëele 

k-vlak verlegd naar het positief reëele k-vlak,zie figuur 1.2. 

X:/---- --t---~~~-,, _E 

/ ~I , 
/,. c;... x 

~ r.;{:r2. \ f . 1 2 " ~ ~guur •• 
'~, ," \ 

'~ '"V \ 
~... ' ~ 

~~ \ 
'"' ~ .... ~, ' 

" -- J) A-- !1~ k. 0 

De bijdrage van trajekt A is gelijk aan de som van de bijdragen van de 

trajekten D,E en F,plus 2ri maal de som van de residuen die behoren bij 

de singulariteiten G .• 
~ 

De bijdrage van trajekt F is nul. 

De bijdrage van trajekt E gaat naar nul als {k \ ~ oo . 

Beschouw dan de polen die aanwezig zijn in het positief reëele k-half

vlak.Deze bevinden zich daar ,waar €Yif,w~ nulpunten heeft. 

De pool,welke het dichtst bij de reëele k-as ligt heet de Debeye-pool. 

Hel: loe~baan ervan word! dls volsk af~e1eid: 
Gesteld wordt,dat l.s(vo) in de buurt van v=O de Maxwell-verdeling aanneemt. 

fs(v) - ~·Ja.exo- v~-._ 
Vs I 2. Vs ( 1. 5 5 ) 

Indien gesteld wordt: ~ «V.sgaat de integraal in (1.49) over in: 
I hl 

J ~ v~(~\ • -1T'i d~ / + 1'1~. dv 
"'- dv v.Q, d 1/ V- tc=2..a 

"- til 

(~ )''.,.·(- _!_) -p( dv . v .. exr- .:é. = 
- 2.:rr v,• .2.v.s.. J V .2.1/s,. 

Dit all es invullen in (1.49) ,en gebruikmakend van de definitie voor het 

Debeye-golfgetal: 

volgt: 

na e,_ 
Ka Te. 

# ±iV~+e' ( 1. 56) 
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Zie voor de definiëring van deze begrippen,hoofdstuk 2. 

Het Debeye-golfgetal is groot.Haar inverse is klein ten opzichte van 

de makroskopische afmetingen van het plasma (Debeye-golflengte). 

Uit ( 1. 54) volgt dan,dat de bijdrage van de Debeye-pool aan E(;\ (~J) ge

lijk wordt aan: 

- e )( p - i t.:>.l:. . eo ::( 0 l. 

Eo 
(1.57) 

en deze bijdrage gaat voor ;c-oo exponentiëel naar nul volgens: 

(1.58) 

Zij is op enkele malen de Debeye-golflengte van de oorsprong al vrij

wel uitgedoofd. 

(1.54}kan nu herschreven worden als: 

(1.59) 

wat met behulp van (1.5Q) overgaat in: 

en deze betrekking leidt,indien ze nader wordt uitgewerkt,tot: 

( 1.61) 

Dat is het resultaat uit (7) .Theorie over testladingen in plasma's is 

voorts te vinden in (14). 



2. 

2.0. 

-1~-

DE DISPERSIERELATIE BEHOREND BIJ EEN ENKELVOUDIG PLASMA 
===================~=================================== 

De dispersierelatie (1.29),die in hoofdstuk 1 is uitgewerkt,wordt na

der beschouwd voor een plasma,bestaande uit elektronen en één ionsoort. 

Daarbij wordt de plasma-dispersiefunktie ingevoerd. 

Er wordt nader ingegaan op de aard van de dispersievergelijking en er 

worden benaderingsformules afgeleid voor speciale gevallen van frekwen

tie en demping als funktie van het golfgetal. 

Tenslotte wordt een beschouwing gewijd aan de invloed van driftsnel

heid bij elektronen. 

Zoals al is afgeleid voldoen voor een longitudinale lineaire oscilla

tie k en ~ aan de volgende dispersierelatie: 

( 2 .1) 

Voor de nulde-orde verdelingsfunktie "f.s(v) wordt een Maxwellverdeling 

aangenomen.De bij een bepaalde deeltjessoort behorende driftsnelheid 

wordt u genoemd. 
s 

'Fs Cv) = 
(2.2) 

De volgende grootheden worden gedefiniëerd: 

Thermische snelheid: 

( 2. 3) 
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Plasma~eigenfrekwentie: 
-------------~--·-

(2.4) 

Hierin is KB de Boltzmannkonstante en Ts de temperatuur die behoort bij 
e 

de s deeltjessoort. 

In analogie met de uitdrukking voor het Debeye-golfgetal: 

(2. 5) 

wordt gedefiniëerd: 

(2.6) 

Met behulp van (2.2) en bovenstaande definities gaat (2.1) over in: 

2 ka. = [_ n$ k:s 2. Z 1 
( ~s) 

~ 
(2. 7) 

Zie ref (6). 

In deze uitdrukking staat Z (~) voor de plasma-dispersiefunktie of 

Fried-contefunktie,die als volgt is gedefiniëerd: 

Z(f;') • ~-V1.f exp- Xt ol y_ met X' reëeL 
x-~. 

( 2. 8) 

Er bestaan tabellen (8) van Z (t;') en Z'(~). 
De onafhankelijk variabele is: 

( 2. 9) 

T~neinde tot een goede beschrijving van zo'n plasma te komen,worden de 

volgende genormeerde grootheden ingevoerd: 

Temperatuurverhouding: 

Massa verhouding: 

ós = ms I rne. 

Ladingsverhouding.Deze wordt steeds 1 verondersteld. 

Koncentratieverhouding: 

Drift: 

(2.10) 

(2.11) 

(2 .12) 

(2.13) 
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Ge:reduceerd golfgetal: 

Gereduceerde frekwentie: 

t.'>s .. c.J/c.Jr~ 
wordt gesplitst in het reële en het imaginaire deel: 

&;", IV N 

:S .s c W.s + i. )'s 
z'(~s) wordt gesplitst in het t" eële en het imaginaire deel: 

z'(~,) .. ~s (~s~ + i~,(~s) 
De volgende betrekkingen gelden: 

<4Jrs • '""r~ I lfl:; 
K, • Ke Vë:. 
1i~ = 1t"e /\fë: 

.. 
En uit (2.9) en (2.16)volgt: 

cJs. • lJs. t .Vî" 
~ :: ~ · t. Vî 

( 2 0 14) 

(2.15) 

( 2 0 16) 

(2 . 17) 

(2 . 18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23a) 

( 2 0 2 3b) 

z'(~) wordt voor positieve ;::) in het komplekse x,y-vlak weergegeven 

als in figuur 2.1 

figuur 2.1 

Voor t:J < 0 wordt het punt dat overeenkomt met Ie:$) gespiegeld ten op-

zichte van de reëele as. 
,., 

Als "/ sterker negatief wordt "blaast de kurve op" en ze gaat zich meer 

en meer om de oorsprong winden. 
,., 

Als '}' sterker positief wordt "krimpt de kurve in" en ze snijdt ook de 

reëele as niet meer voor 
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De dispersierelatie (2.7) gaat over in: 

Elektronen en ionen worden aangegeven door de indices e resp. i. 

(;i5 wordt nu (.) genoenrl,en Ós wordt & genoenrl. 

(2.24) gaat over in: 

2 t&~ .. ez·t~;) + z'(~.> 

(2.24) 

(2.25) 

Het rechterlid van ( 2. 25) kan grafisch worden uitgezet. Daartoe is 1::;, 
gekozen als parameter • Neemt nu /;i toe dan zal, omdat ~. << ~i , !"e 
slechts wà.nig veranderen,en z'tr~) blijft ongeveer -2. z'(~.) begint pas 

merkbaar te veranderen als ~i » i en z·(~i.) ~ 0 

Verder blijkt dat de invloed van de elektronenbijdrage kleiner wordt 

naarmate e groter is. 

"' Figuur 2. 2. geeft het verloop aan voor ri = 0 

Figuur 2. 3 toont aan wat er gebeurt bij een waarde van ft die licht 

negatief is\De kurve snijdt dan de positieve x-as in punt E
1 

en ze 

snijdt de negatieve x-as in punt Ii· 
~ 

Wordt rl nog negatiever gekozen, dan schuift Ii naar rechts om uitein-

delijk op de positieve x-as terecht te komen. Dan noemen we het punt I
1

• 
"' Wordt ri 

lijk ook 

nog negatiever,dan verschijnen nog meer punten I. en w.teinde
~ . 

meer punten E. waar de kurve snijdt met de positieve x-as. 
l. 

De punten E. representeren de eerste- en hogere-orde elektronenmodes. 
l. 

De punten I. representeren de eerste- en hogere-orde ionenmodes. 
l. 

(Zie figuur 2.4) 

Het stuk dat van de positieve x-as wordt afgesneden is gelijk aan 2~~. 
De parameters die langs de kurve zijn uitgezet staan voor ~L . 

Met behulp van dit soort kurven zijn de volgende grafieken te konstru-

eren: 

A/ 

B/ 

-als funktie van c..Js 

als funktie van i5., :Plaats van de polen van ( 1. 2 3) in het. 

komplekse vlak. 

C/ 

D/ 

als funktie van it .. :Reële dispersiekromme. 

als funktie van 1i"e. :Imaginaire dispersiekromme. 
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().y 
s • ~8~4 

--:oe. 

figuur 2.2 

,., 
~guur 2.3 1\·<o f " 

figuur 2.4 



I 

I ~ 

-i9-

Me~ maakt de volgende afspraak: 

Naast de indices:s = e,i enz. voor de deeltjessoort worden de indices 

M = E,I enz. ingevoerd voor de (eerste orde) elektronen mode, de (eerste 

orde) ionenmode enz. 

Voor de hier vermelde benaderingsformules geldt steeds de voorwaarde: 

l'fl <<I~\ . 

De ~~~~~~!!!~:!:~~!:!:~5! is absoluut konvergent. Indien k>s « ~ kan men met 

de twee eerste termen volstaan. 

(2.26) 

De ~~ï~E!~!::!:~~~~-~!!!~:!:~~~!:!:!!5! is altijd divergent. Voor tJ~ ~ ~ vormt 

de eerste term een goede benadering. 

Al -2. 11 .V -'t 11 11/. -& '->$ + - Ws + 5.. L.Js -+ ....... 
2. 2i" (2.27) 

Voor de dispersie gelden (6) de volgende benaderingen: 

A/ reëele deel: 

(2.28) 

BI imaginaire deel,voor de modes die aan de bovengenoemde voorwaarde 

voldoen: 

(2.29) 

or"'erkifl~: 

(~n)!! .. (9..n)(1.n_1) ... ... (~~ • ~ ". n! 

~o+.f)!! "'(2tl+,)(CJ.r)_~) .... ~.~ = ~n-t1)! (2..'l&b) 
Q.". n! 
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2.4.1. De elektronentak 

rei~ 

~ 

Figuur 2. 3 en 2.4 tonen dat voor het W -gebied, waarin zich de bij de 

elektronentak behorende oplossingen bevinden, ~i )) i is. 

Dan is - overeenkomstig (2.27) - de bijdrage van 7'(~i)aan het rechter

lid van (2.25) verwaarloosbaar ,volgens: 

en de dispersierelatie gaat over in: 

( 2. 30) 

Met behulp van eenvoudige tabellen (8) is (2.30) gemakkelijk op te los

sen. Men kiest een vaste waarde voor "Ve, ~(0. In de tabel worden die 
,., 

waarden van W opgezocht, waarvoor y = 0 en xE" > 0. 

Dan volgt lëe uit 1< .. • (x. 11. )'11 

De figuren 2.5.t/m 2.8 geven de volgende relaties weer: 

Y~E ( C)ee) Yee (Wee) , l.>ee (te) en Y•e ( 1i".) 
Opgemerkt moet vrorden,dat slechts het gebied waarbij ~ « ~ fysisch ge-

zien zinvol is. 

V~!)\f»'H 
NiET ~iNVOL. 

-·\ -i 

-2 -'l 

ree- l 
-~ -.3 

figuur 2.5 figuur 2.6 

-~ -~ 
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I 

0 
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figuur 2.7 figuur 2.8 

2.4.2. De ionentak 

"' Figuur 2.3 en 2.4 tonen dat voor het ~ -gebied,waarin zich de bij de 

ionen tak behorende oplossingen bevinden, z,r ((! is. 

Dan is - overeenkomstig (2.26) - de bijdrage van z'{~,)aan het rechter

lid van (2.25) ongeveer -2. 

en de dispersierelatie gaat over in: 

(2.31) 

Indien nu aan de hand van (2.31) de kurve fi.I (wi.I:) wordt beschom-1d, 

dan blijkt deze identiek te verlopen aan de kurve van figuur 2.5,indien 
...; ....,. 

langs de assen l.Jir en Yïx worden uitgezet. Indien men als parameter xi 

neemt,een waarde die voor overeenkomstige punten overeenkomt met ~, 

moet men nu,teneinde~ te bepalen,uitgaan van de betrekking: 

Uit deze betrekking volgt tevens,dat men voor de kurve fi.t(wi.x:) 
dàt deel van de kurve van figuur 2.5 kan nemen,waarvoor geldt: 

:XI ) ~ e 
Voor cJ1, volgt uit (2.23a) dat: 

(2.32) 

slechts 

( 2. 33) 

( 2. 34) 
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Uit (2.34) volgt dat- bij grote Q -de kurve 45ix('fli) weinig ver

schilt van die voor de elektronenoplossing (afgezien van de schaalfak

torenJ. Slechts in het gebied waarvoor "':z:.;i ~ Jle is de afwijking 

dan aanzienlijk.Laatstgenoemd gebied is overigens wel dát gebied,waar

aan fysische betekenis kan worden toegekend. 

De figuren 2.9 t/m 2.12 geven het analogon van de betrekkingen uit fi

guur 2.5 t/m 2.8 voor de ionenoplossing. 

-2. 

figuur 2.9 figuur 2.10 

figuur 2.11 figuur 2.12 
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2.5.1. De elektronentak 

Voor voldoend grote (;c. ( ~t. ~ 4 1 en I yl << (~I kan in ( 2. 30) de asymp

totische ontwikkeling (2.271 worden toegepast.Dit levert: 

~ '3 - + -l<e .,. ..... 
1(e 1 (2.35) 

indien twee termen van de asymptotische ontwikkeling worden meegenomen. 

Indien i<e << 1 
N 

is t.lfr groot. 

Met behulp van (2.23a) volgt dan: 

(2.36) 

Dit is een veel gebruikte benadering. 

2.5.2. De ionentak 

Indien 

~ir ~ 4 
e niet te klein is geldt voor het fysisch betekenisvolle gebied: 

,zodat voor z'(~i) bij benadering de eerste term van (2.27) 

kan worden genomen. Uit (2.311 volgt: 

AJ '1. ....... e 
l.)ii 2. (i t 'l< .. z.) 

(2.37) 

Voor "Ve« .1 gaat dit over in: 

,..., 
l e (~- '!(&\ ... .. ) lc)it: ~ 

2. (2.38) 

Uit (2.37) volgt met behulp van (2.23a): 

(2.39) 

Dit kan, indien 1<.,<< i ,benaderd worden door: 

l..)i. .I: ,..., t ( ~ -i"/+ .... ) 
(2.40) 

In het fysisch zinvolle gebied is dus Wi'I ""kc. ,en daar geldt: 

cJi.I "" c...>p·· ""\[i ~is: ~ix ~ 4 
t<e "' \Jî VT 

Voor e ~ '32 mag bovenbeschreven benadering dus worden toegepast. 
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2.6.1. De elektronentak 

Indien ke. klein is volgt uit ( 2. 351 dat tJee groot zal zijn • 
... 

In de teller van het rechterlid van (2.29) komt~ voor in de vorm: 

exp- 'ij,~ .Dit is zeer klein. Aangezien t;)t 5 4:_ iJ ie- is de ionen-

bijdrage nog veel kleiner.De laatste kan worden verwaarloosd. 

In de noemer wordt voor zowel de ionen- als de elektronenbijdrage de 

asymptotische ontwikkeling genomen. 

1 k . 2-v -1 De e e tronenterm in de noemer ~s: - w~E ;de overeenkomstige ionen-

term is : - 2. e Vi IJ - 3 

5" e, 
Dan geldt: 

(2.!1) 

terwijl: 

(2.42) 

2.6.2. De ionentak 

Weer wordt uitgegaan van de voorwaarde: 
~ "' 

Nu geldt: tJer• ~ dus,als t} niet te klein is,kan in de teller van 
1/8& 

(2.29) worden volstaan met de elektronenbijdrage,vanwege de exponentiële 

term. 

In de noemer wordt voor Z'(~t!.) de reeksontwikkeling genomen en voor z'{~) 
de asymptotische ontwikkeling. 

De afgeleide van de eerste termen in de reeksontwikkeling voor Z'{fe)geeft 

een bijdrage die evenredig is metl:trdat is 45&r ,en volgens (2.29) is 
V8' 

dit tengevolge van de faktor b-• een orde kleiner dan de ionenbijdrage. 

Een en ander levert op: 

(2.43) 

Uit (2.39) .volgt: ,waaruit: 
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(2.44) 

In deze betrekking is de exponentiële koëfficiënt vrijwel gelijk aan 1. 

De beginhelling in de fir("-'ix) -kurve is vrijwel konstant en e -onaf-

hankelijk bij niet te kleine e 
De beginhelling bedraagt dan: 

(.1L) 'la. 
- 8S 

(2.45) - ,, 
Uit ( 2. 441 volgt tevens, dat maksimale demping optreedt bij '"'Lr~ 12. 

Deze bedraagt: 

(2.46) 

Dit is de normale Landau-demping. Ze is dus bij niet te kleine 6) vrij

wel uitsluitend een gevolg van de elektronenbijdrage. Daarom zou ze be

schouwd kunnen worden als een vorm van gegeneraliseerde contamination 

damping. Bij kleineBwordt in de teller van (2.29) ook de ionenbijdrage 

belangrijk. 

Aangezien voor kleine~ geldt: lJi.r"" 1c"e. 

ling van de grafiek fix(&.) ook schrijven: 

,kan men voor de beginhel-

(2 .47) 
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2.7. Invloed van de drift 

Slechts dat geval wordt beschouwd waarvoor Üi ... 0,; Üe. ,t 0 

2.7.1. De elektronentak,reëele deel. 

Het stelsel (2.23 L gaat over in: 

(2.48a) 

(2 . 48b) 

Hieruit volgt,met behulp van (2.35} voor kleine ~ 

(2.49) 

In dit geval is de beginhelling van de reëele dispersiekromme negatief. 

;;e~,is minimaal bij t<'c. = Y, V2 Üe ,en bereikt daar de waarde: 

(2.50) 

Zie figuur 2 . 13 en vergelijk figuur 2.7 

2 . ·7. 2 • De elektronen tak, imaginaire dee 1. 

(2.351 en (2.38) blijven geldig.Voor fevolgt dus: 

- 1Y' 1'1- ( ~ )3 ( ~ \2. 
"(e, ,.., - (1-t e'ffj . "keVi e.>tp- 'F.!Jï) 

(2.50a) 

Dus het verloop van i'~e als funktie van ke. is hetzelfde als bij het geval 

zonder drift. 

figuur 2.13 
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2o7o3o De ionentak,reëele deel 

"" 
Indien ~ « ~ en ~~ ~ Ü~ vült men in het reëele deel van de dis-

persierelatie (2o25l de reeksontwikkeling in: 

R~ Z'(~e) .- _ 2 ... 4 u.e.1 

Daaruit volqt dan: 

en verder: 

(2o5Gb) 

(2o50c) 

De beginhelling van de dispersiekromme wordt dus iets groter bij toe

nemende ik o Zie figuur 2 o14 o 

&J. ! 'r 

figuur 2o14 

2o 7o4o De ionentak,imaginaire deel 

Voor het imaginaire deel van Str geldt(2 o29) 

(2o5l) 
.V ,., 

.n.angezien Qer=~- Lfe.. ,is het mogelijk om deze uitdrukking nul te maken, 
VBi 

waarvoor moet gelden: 

(2o52) 

lndien gesteld wordt: , gaat dit over in: 

(2o53) 

zodat: 

Üt~- ~~ + e t.3ix: ll.><r- ~ii 2. 
(2o54) 
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en,uit (2.23a): 

levert: 

lAe -v-~ + 8 V8 . Wit . e)(r _ft( Qir)~ ~J 
Ie ~~ '{2: lë; ll k& 'l. (2.55) 

een betrekking die voor 't<e.-+ 0 overgaat in: 

(2.56) 

(vergelijk (9) l. 

Waarden van Ue ,waarbij (2.52)geldt worden kritische drift genoemd.(Uek) 

De kritische drift is een funktie van i<e . Onder genoemde voorwaarden is 

haar afgeleide naar k& : 0 bij ~~ = 0. 

Figuur 2.15 is gebaseerd op dispersierelatie (2.25).Ze geeft weer: 

z'(~\) + z·c~ .. ) 
e 

Tengevolge van de drift verschilt ge.. aanzienlijk van nul, en in feite is 

de oorsprong van het assenstelsel verschoven ten opzichte van de oorsprong 

zoals die zou zijn voor het geval zonder drift. 

Grafisch is het overzichtelijker om de methode van figuur 2.16 te volgen, 

waarbij het assenkruis schuift langs de kurve -Z'(~e) .Daarbij is heel ge

makkelijk in benadering de kritische drift als funktie van ke te konstru

eren.Het stuk dat door z'{Si) van de positieve X
1

-as wordt afgesneden is 

immers gelijk aan 2. "tëe/e 
Voor kleine 1<e. zijn in het algemeen twee waarden van Uek te vinden ,die resp. 

Cir1rt en Üe1c1 genoemd worden. Voor waarden van Üe die daartussenin liggen is 

')-- > 0 en het plasma instabiel. 

Bij een bepaalde waarde van ke. , 't<e111 , treedt een overgangssituatie op waar-

bij de twee waarden samenvallen. Bij nog grotere t'e. treedt geen instabili

teit meer op. 



-30-

Dan is: 

Ü~L • ifi.i~ =; .-v ib. (L 11 ~:) 
k li. R.'"+• v2.~ 

Dus,voor ke = 0: 

Zie ook figuur(2.18). 

(2&t~ 

figuur 2.18 
.... 

voor kleine ~ • (2.61) 

(2.62) 
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Dan is: 

ü\. v;l~ '"=;/V~. (L 'ft i:) 
2~. ~. +t v2.~ 

Dus,voor te = 0: 

Zie ook figuur(2.18). 

(2&tti. 

figuur 2.18 
..... 

voor kleine ~ • (2.61) 

(2.62) 
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Dit hoofdstuk houdt zich bezig met samengestelde plasma's,en wel plas

ma's die uit twee ionsoorten bestaan. 

Uitgaande van de dispersierelatie en gebruikmakend van een grafische 

methode,wordt ingegaan op de fundamentele verschillen die in de disper

sie optreden in vergelijking met een enkelvoudig plasma. 

De grafische methode is enkel bruikbaar indien j • 0. Voor een breder 

gebied kunnen benaderingsformules worden afgeleid. 

Er wordt een omrekeningsfaktor ingevoerd die de resultaten voor een en

kelvoudig plasma en een samengesteld plasma vergelijkbaar maakt. 

Tenslotte wordt het gedrag van de kritische drift bij een samengesteld 

plasma behandeld. 

Voor de deeltjessoorten worden de indices e,1 en 2 gebruikt. 

Verondersteld is: m
1 

< m
2

• 

Parameters: 

S,. ~ b j biJ./& t = 'WI~ /m,. = /" 
!l.~ :.~ ; ~~ & ~-'!] 

B1 = ~. e 

Dispersierelatie (2.24) gaat over in: 

waarin tussen de variabelen de betrekkingen gelden: 

(3.1) 

(3.2} 

(3.3) 

(3.4) 
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I 
I 

De kurve die behoort bij de uitdrukking _1 Z'(~,.) + (i-'J) z'(~a.) kan 

met behulp van (3.3) gekonstrueerd worden uit de kurve van z'(~) . 

Indien r = 0 gaat dit als volgt: 

Neem op de kurve voor z'(~) de gewenste waarde voor ~1 aan,dat levert 

punt P 1 • Punt P 2 behoort bij de overeenkomstige waarde voor ~'l. die 

vastligt door (3.3) 

D.m.v. de koorde P
1
P

2 
worden beide punten verbonden. Op deze koorde 

wordt het punt P. aangenomen,zodanig dat: 
~ 

(3.5) 

Dan is Pi een punt van de te konstrueren kur~e, en de gehele kurve 

vindt men door p 1 de kurve voor zr~) te laten doorlopen. 

~~~~j~: 

Noem de oorsprong O.(figuur 3.1).Geef het komplekse getal,dat het ver-

schil tussen (?) en (0) representeert weer door de notatie: (OP). 

Dan: 

(Ol=l) = (0 'Pf) + ( 'P1 "'Pi) = (o"P.t) + (-i- Y) )(P1 "P2.) = 

... Z'{g") + (1-~)[z·{~~)- z'l~'i)] = 

• !) z•{g1) + (1-~)Z'(~\.) 

0 

figuur 3.1 

0. 

X·QS 
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De gekonstrueerde kurve ligt met twee punten op en v.erder binnen de 

kurve van z'(~). 
Naarmate JU groter is,ligt ze meer naar binnen,en ze bezit een uit

stulping die naar binnen gericht is en voor kleinere ~ dichter bij de 

oorsprong ligt. 

Bij vaste f is de gemeenschappelijke raaklijn van alle koorden P1P2 
een omhullende,waarop ook de toppen van de uitstulpingen liggen. 

Naarmate ~ groter is,ligt ook deze omhullende meer naar binnen. 

Men kan de omhullende ook beschouwen als de meetkundige plaats van de 

toppen van de uitstulpingen en als zodanig a als parameter erop uit

zetten,zodat een karakteristiekenschaar ontstaat met parameters~ en~. 

Zie de figuren 3.2,3.3,3.4,3.5,3.6 • 

.... 

.z'(~) 

figuur 3.2 figuur 3. 3 

figuur 3.4 
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Hoewel de uitdrukking jZ'(€1)+(1-~)z'(gJ grafisch slechts dan 

gCted te konstrueren is voor het geval j';t 0 indien men beschikt over 

een zeer goede karakteristiekenschaar van z'f!5) (aangezien ï1f. fa. ) , 
<J 

maakt de konstruktie voor het geval )' = 0 plausibel dat een grotere 

demping vereist zal zijn om bij bepaalde k een oplossing van de dis-
e 

persierelatie te verkrijgen. Dit omdat de somkurve verder van de reëele 

x-as af ligt. 

Deze ekstra demping is reeds voor zeer kleine ~ van grote betekenis, 

ze wordt daarom contamination damping (verontreinigingsdemping) genoemd, 

daar ze is ontdekt als een gevolg van een verontreiniging van een plas

ma door lichte ionen. 

Benaderingsformules voor de mengdemping (zo genoemd omdat het uiteinde

lijk om plasma's gaat waarin 0 f !) ~ 1 ) zijn slechts gemakkelijk te ge-

ven indien S( ~ ~ (en dan dus ook ~t. ~ ~ ) .Daartoe weer mag ?J niet 

te klein zijn. 

Op de elektronentak heeft de aard van de samenstelling van het plasma 

geen enkele invloed. 

Beschouwd wordt dus slechts de ionentak. 

In (3.2) kan men,indien ~-4 ~4 ,naar analogie van (2.37) en (2.39) de 

volgende betrekkingen vinden: 

en hieruit volgt,dat het reëele deel van de dispersiekromme voor 

Ke. ...,- 0 een helling v!J ~ 1~~, heeft. 

(3.6) 

(3.7) 
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Om dit resultaat vergelijkbaar te maken met het resultaat dat behoort 

bij een enkelvoudig plasma,wordt de plasma-eigenfrekwentie van het 

mengsel gedefiniëerd als: 

Zie ref {11)-.De gereduceerde frekwentie: 

Met behulp van (2.23a)volgt: 

é:l = '""" ~ e '~~ + "--~' 
i I: ~e. 2. )-' 

wat konsistent is met (2.40) ,indien wordt genomen: 

= 

Definiëert men nu: 

dan volgt: 

v~'- = v/ (!J .. 1J) 
en tenslotte,analoog aan (2.6): 

l. 

= '"'e"" 
v".~ 

volgt: 

t. = c9 Ke 

( 3. 8) 

(3.9) 

(3.10) 

(3 •. 11) 

(3.12) 

(3 . 13) 

(3.14) 

Uitgegaan wordt van die situatie,waarin de asymptotische ontwikkeling 

voor de ionenbijdrage mag worden genomen,alsmede de reeksontwikkeling 

voor de elektronenbijdrage. 

Uitgegaan wordt van (2 . 29): 
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11' '/ .. 
'!:!' --

eVes 

~·la. é.J lt 
-· 1· e 

Substitueer (3.8): 

- ---- ------ (3: is) 

Deze is analoog aan (2.44a) ,zij het dat daar enkel de elektronenbijdra

ge is meegenomen.Vult men daar voor de exponentiële faktor 1 in,dan ver

krijgt men de elektronenterm van (3.15). 

De ionentermen mogen nu echter niet verwaarloosd worden,omdat de expo

nentiële faktor veel kleiner is door de vermenigvuldiging van de exponent 

met de mengfaktor: ~ + i - !1 
".... 

~~~~~~~~~~-l~~!~l~~~Q~ll· 

In het fysisch zinvolle gebied is "-x .J(~ en daar geldt: 

(3.16) 

De benadering mag dus worden toegepast voor: 

(3.17) 

Dit betekent dat de benaderingsformule - zeker bij grote/"' en kleine~ -

voor een veel beperkter B -gebied geldt dan het geval is bij het enkel

voudig plasma,aangenomen dat de ionentemperatuur voor beide ionsoorten 

gelijk is. 
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3.7. Invloed van de drift 

Met behulp van de grafische methode is gemakkelijk de kurve te bepalen 

van Ueo als funktie van ' met~ als parameter. (figuur 3. 7) 

Zij bezit een maksimurn tl,0 dat bij grotere~ groter wordt en meer naar 

lagere "1 -waarden toe verschuift. 
A 

Het is mogelijk om u,.als funktie van f4 uit te zetten (figuur 3.8) 

Daarnaast kan nog een hoogtekaart worden gemaakt,waarop U& als funktie 

van I' en "\ wordt weergegeven (figuur 3. 9) 

figuur 3.9 

I , 
,, I 11 fOS I 
I' 1

\/ I I I 
1 () 11 ~ • 0o)f ~ & 1 

I I I l I I i 
I 1\ \ ' ' 
l1 I 1 : I / I 
11 I \ ' lo;s I I 
I• I ' I I 

1 I \ 1 J I 
I 11 V I I 
I I : I I 
I r I I ,o.'l. 
I 1 1 : / I 
I 1 ~ I I I 
I I\ I I J 

I I I \ I ,' 
I \ I ._.,., I ( 
I 1 1 I IO.t 
I \ \ 1 I 
I \ 1 1 I 
I I I 
I \ I I I 
I \ \ / I 

I \ ' I 'I I' "()' 
\ \ 
\ \ I 
\ \ / 
\ ' ,' ' --~" \ 

' ' ... '-----... ........... ______ -- --- .... .,. .. "" "' 

/ 

I 
I 

/ 

b 

I 
I 
I 

' I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
/O.o) 
I 
~ 

J. ------ --- - - - - - --- - --- - - ---- 2-E !-!_----------------- ---------------------------- ..... ,, -----
o.s 
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DIGITALE METHODE TER BEREKENING VAN DE DISPERSIEKROMMEN ======================================================= 

Dit hoofdstuk beschrijft een algol-programma dat de eerste-orde ionen

oplossing berekent van de dispersierelatie (3.2) van een plasma dat be

staat uit een of twee ionsoorten. 

Dit programma kan overigens gemakkelijk worden uitgebreid tot algemener 

gevallen. Een kleine wijziging maakt het mogelijk ook de eerste-orde e

lektronentak te berekenen. 

In de litteratuur (7) ,(8) is een procedure beschreven die de komplekse 

funktie w(~) berekent,de procedure "wofz". 

Deze procedure berekent 

( 4. 1) 

in het eerste kwadrant van het komplekse vlak,doch ze kan door middel 

van de betrekkingen: 

gemakkelijk tot het gehele komplekse vlak worden uitgebreid. 

De plasma-dispersiefunktie: 

kan als volgt worden he r schreven (zie apendix 2): 

(4.2) 

( 4. 3) 

(4. 4) 
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zt~) ~ ~11' 1·e·r-f( l. ~ f~rX',H). 
(4.5) 

= ;" ~i11J {f;) 
(4.6) 

Indien uitdrukking (4.5) links en rechts wordt gedifferentiëerd ont

staat de volgende differentiaalvergelijking: 

z'(g) = _ 2 ~z(~) _ 2 
(4.7) 

met behulp waarvan z'(~) berekend kan worden. 

Er bestond een programma "minkie" ( 11) dat bij gegeven ~ de gewenste 
.., "" Waarden VOOr r 1 {..) enz, kon berekenen, 

Hoewel dat voordelen biedt bij het tekenen van dispersiekrommen 1waar 

immers lke als onafhankelijk variabele wordt gebruiktlis dit programma 

omslachtig en vergt het veel rekentijd. 

-.1 w 
Ook is een programma gemaakt waarbij r vastligt en t.J variabel is .Dit 

met het doel om uit te breiden tot hogere-orde modes.Nadeel is nu dat 
'\1 1 vaak erg klein moet zijn en de kurve waarvan het snijpunt met de 

reëele as moet worden bepaald,deze as onder zeer kleine hoek snijdt. 

(figuur 4.1) 

Uiteindelijk wordt het programma "ho chi minh" als standaardprogramma 

gebruikt. Het is overzichtelijk en snel en kan gemakkelijk worden ge

wijzigd om bepaalde berekeningen uit te voeren. 

Bijlage 1 geeft de programmatekst. 

Vanaf regel 1440 worden de plasma-parameters ingevoerd: b (DELTA), 

(;) (TE) 1m1 lm2 1 ~ (NU) en Üe (UE) . 

Als rekenparameters worden ingevoerd:de beginwaarde(BEX) 1stapwaarde 

(STAX) en eindwaarde(GREX) van de genormeerde beginhelling van het 

reëele deel van de dispersiekromme (vgl.(3.7) en figuur (2.11)). 

Deze is ongeveer 1 en wordt voor & ~ 30 wat groter dan !,hiermee zijn 

dan de beginwaarden enz. af te schatten. 
N 

Voor l (Y) wordt een beginwaarde ingevoerd.Het programma is in de oor-
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spronkelijke vorm niet zóver geautomatiseerd,dat het teken van Y omklapt, 

mocht het onjuist zijn (wat het geval is in het instabiele gebied, 

~)0 waar 
1 

) . 
Y wordt opgestapt door te vermenigvuldigen met,resp . te delen door ,de 

stapwaarde STAY. Dit heeft voordelen als de oplossing van de disper-

sierelatie (3.2) bij kleine Y ligt,dus kleine 
,., r ,wat bij een enkelvou-

dig plasma,voor k kleiner dan 1 en niet te kleine e,altijd zo is en 
e 

ook in de andere gevallen meestal. 

Nadeel is van deze methode,dat als de uiteindelijke Y groter is dan de 

ingevoerde (meer negatief) , de uitdrukking voor z'(~e)+ e(!l z'(t,)+O-'j)Z~)J ~ne.l 

divergeert,waarbij ze in het vierde of derde kwadrant kan komen liggen . 

In dat geval reageert het programma verkeerd en eksplodeert bovengenoem-
-v 

de uitdrukking omdat - r te groot wordt (vgl. ( 4. 5) ) . 

Dit treedt soms op bij samengestelde plasma's,waar de demping immers 

vrij sterk kan zijn. Het nadeel kan echter worden opgevangen door de 

stapwaarde klein te nemen. 

X WOrdt Vermenigvuldigd met w • v~+ ~I (3.9a)teneinde ~i te krijgen. 

"' ." Met behulp van (3.3)en (3.4) wordt ook ~~en ~verkregen. 
N ~ f" 

Dan worden de overeenkomstige waarden van y, , Y~ en Ye berekend. 

De- procedure "zetac(X,Y,REZA,IMZA)" berekent Z'(~) ,waar~= X+ iY. 

De oplossing is: REZA + i.IMZA 

Met behulp hiervan wordt het rechterlid van (3.2) berekend,en Y wordt zo

danig ingesteld dat het imaginaire deel van deze uitdrukking nul wordt. 

De berekening stopt als deze waarde beneden een bepaald bedrag komt. 

Het reëele deel van de uitdrukking,RET,is gelijk aan k 2 ,zodat k kan 
e e 

worden gevonden. 
N N -

Als uitgangsgrootheden print het programma: tcJ"':t, '(w.I ,ke , "'"''en Y"'x. . 
Eventueel kunnen als kontrole nog worden afgedrukt: RETen IMT,terwi jl 

,.; 
voorts nog uitgeprint kan worden hoe y{ verloopt gedurende het rekenen. 

figuur 4.1 
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4.3. Resultaten van berekeningen 
------~------------'----

4.3.1. De eerste-orde elektronenmode 

Indien de oplossing van de dispersierelatie die de elektronentak vormt 

moet worden berekend,zal het programma aangepast dienen te worden. 

Om als invoer de hellingen ~cy~i,zoals die zijn weergegeven in figu

ren als figuur 2.7,te kunnen gebruiken,worden deze in het gewijzigde 

programma steeds met ~ vermenigvuldigd. Dit geldt voor de parame

ters BEX,STAX en GREX. Zo worden de waarden van X omgezet in waarden 

van lJiE/1fc waarmee het programma werkt. 

Uit figuur 2.7. kan ook gekonkludeerd worden dat de waarden van ~eE~~e 
variëren van ongeveer 1 tot oneindig en in het fysisch zinvolle gebied 

( t~~ ~ ) zeer groot zijn,dit in tegenstelling tot het gedrag bij de 

berekening aan akoestische iongolven. 

Speciale aandacht moet worden besteed aan de grootheid die voorkomt 

in regel 1494 en het kriterium is waarbij de uitkomst nauwkeurig ge

noeg geacht wordt om de berekening te stoppen. 

Voor grote waarden van ~~~~~ moet ABS(IMT) heel nauwkeurig worden ge

diskrimineerd,anders komt een zeer onnauwkeurig resultaat tevoorschijn 

voor de demping. 

Tenslotte dient nog aandacht te worden besteed aan de uitvoergroothe~ 
..., ;v -

den.Niet w .. .,, y ...... i"e • O,.,er en \"'E dienen te worden uitgeprint, 

doch We.E. yee, t"a., tJe10 en '(e.e 

Een bijlage toont het programma in gewijzigde vorm voor de berekening 

van de eerste-orde elektronentak. 

De berekening geeft het verwachte resultaat zoals dat is weergegeven 

in de figuren 2.5 t/m 2.8. Zij kan verder gemakkelijk worden geverifi 

eerd met behulp van in de litteratuur voorkomend tabellenmateriaal 

("The Plasma Dispersion Function" van Fried en Comte) .(rll!'f.(s)) 
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4.3.2. De eerste~rde ionenmode. 

De berekening die bedoeld was om het programma en de benaderingsfor

mules te testen,is uitgevoerd voor een plasma dat bestaat uit proto

nen en elektronen. 

Er zijn twee waarden voor () genomen: één die voldoet aan de in (2 .40a) 

gestelde eis,en wel e = 1000 en één die niet voldoet aan de betref

fende eis,en wel Q = 10. 

In het tweede geval gelden de benaderingsformules niet. 

Indien de berekening voor Q = 1000 wordt beschouwd,kan worden nagegaan 

of de benaderingen (2.40), (2.40a),(2.43),(2.44) en (2.47) kloppen.Deze 

gelden voor het fysisch zinvolle gebied,waarin 1<e (< ~ . 

~?.~~~~~~-~2-~~-~~~~~~~!~2~~~~~~!~~ : 

a) Volgens de theorie moet de beginhellinq van de kurve die ~1 als funk

tie van t. weergeeft,precies 1 zijn.Ze bedraagt 1.02. 

b) (2.40a) zegt,dat de dispersierelatie reëele oplossingen heeft voor 

E:Ji1 !;, ~ = Vr;oo "' 22.36. De berekening geeft 22.38. 

c) ( 2 . 4 3) en ( 2. 44) houden in dat voor te. « 1 de verhouding tussen 

demping en reëele frekwentie moet bedragen: 

fix = Yïx -: - ('lY )"~1.. exf- -~ ~ -( :r~ \ 4/'l 
lJi:x Ui.T 8b" 2.S oo ) - 0.0146 

De berekening geeft een uitkomst die ongeveer 0.0145 is. 

Voor een groter gebied van~ is (2.39) toepasbaar.Daartoe moet slechts 

,." > +.'1. / ~- J d -r /I:;"" l.)i.r"" 4 zijn,dus l(e:;; .3'1. 1, us ~<'e ;;;c~.5 

V0or de verhouding tussen demping en reëele frekwentie kan dan wor

den uitgegaan van (2.44a),waarin (2.39) wordt ingevuld. 

Dit levert, indien ke. = 2. 32 ,ongeveer: 

-2 De berekening levert op : ongeveer 0.09.10 

-2 = 0.0912.10 

Deze benadering is dus in een zeer groot gebied van toepassing. 
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De berekening voor l1 = 10 toont aan dat - in vergelijking met het ge

val waarbij e= 1000- de demping zeer groot is. 

Ook verdwijnt het minimum in de demping dat in het geval met hoge e 
optreedt bij ~ir""' 1. 

Een en ander wordt geÏllustreerd door de kurve die Vl1 als funktie van 

i3it weergeeft,ook voor e = 1000 in de figuur te tekenen. 

In deze figuur is duidelijk te zien,dat de beginhelling groter is gewor

den.Ze kan worden gevonden uit (3.15} door ~ = 1 in te vullen: 

(4.8) 

4.4.0. Inleiding 

We nemen een pla~a dat gekarakteriseerd wordt door de volgende parame-

te>rs: m = 1 • m = 10 
1 ' 2 

~ = 0.1 

en daarbij worden twee waarden van e beschouwd, te weten: 

e = 10 ; e = 1ooo . 

4.4.1. Het geval e = 1ooo. 

Analoog aan de beschouwing van (2.44a) voor een enkelvoudig plasma,wordt 

nu (3.15) bekeken. Aan de voorwaarde (3.17),die voor dit geval inhoudt: 

() ~ 160,wordt voldaan,en dit betekent,dat de limiet voor 1<e .. 0 
... ;ji.r • 

van het quot~ent 1[". 1 is. 
e 

De exponentiële termen ~n (3.15),die verantwoordelijk zijn voor de con-. 

tamination damping,kunnen verwaarloosd worden. 

De helling heeft dan dezelfde beginwaarde als die bij het overeenkom

stige enkelvoudige plasma,doch vermenigvuldigd met een faktor 

De helling bedraagt: 

= 0.435 

-2 
0.635.10 

en dit is in goede overeenstemming met het rechtstreeks uit de berekening 

gevonden resultaat: -2 0.62 .10 
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De berekening toont dus aan dat in het geval van grote ede demping 

in het samengesteld plasma kleiner is dan in het overeenkomstige en

kelvoudige plasma. 

4.4.2. Het geval (} = 10. 

In dit geval is aan de eis (3.17) niet voldaan. (3.15) blijft geldig, 

doch enkel als de demping niet al te groot is (ze is afgeleid vanuit 

(2.29)).Voor het quotiënt (j~e moet de door de numerieke berekening 

gevonden waarde worden ingevoerd,ze is groter dan 1 en deze beginhel

ling bedraagt in ons geval: 76/51 

De derde term blijkt verwaarloosbaar. 

De tweede term van (3.15) levert 0.347 

Deze term is verantwoordelijk voor de contamination damping. 

De bijdrage die niet door een exponentiële term wordt geleverd is ana

loog aan de bijdrage welke in subparagraaf 4.4.1. werd gevonden.Ze be

draagt nu 0.021. 

De beginhelling zoals berekend volgens de benaderingsformule bedraagt: 

0.368 

terwijl de numerieke berekening rechtstreeks oplevert: 

0.358 

Konklusie: (3. 15) geeft een redelijk inzicht in de aard van de meng

of contamination-damping. 



-??-

..,. 

H 
l 

0 \~ 
' ""' 

~ 
ci 11 

~ ~ 

~ 

~ L 

c..«- .Jj 
0 ~. V\ 

Q) 
.......... a d ~ " •• ~ '-i ...... 

I~ a. ~ :t._.r' 



5. 

s.o. 

·. 

-7&-

GOLr'-GOLFKOPPELING ================== 

R.C.Davidson(5) voert een tweede-orde berekening uit aan een Vlasov

Poisson-plasma en verwaarloost daarbij de Landau-demping. Ook het lo

pende-golf gedeelte van de oplossing wordt daarin verwaarloosd. 

(zie formule (55) van ref.(5)). 

R.W.B.Best maakt deze verwaarlozingen niet en komt tot uitdrukkingen 

die meer overeenstemmen met de fysische werkelijkheid.(2),(3),(4). 

In plaats van het eenvoudige geval van Davidson,waarbij singulariteiten 
N+ 

optreden tengevolge van samenvallende polen in de uitdrukking voor E(-;_') 
(Vgl.(1.23)),treden nu ~~i~~ samenvallende polen op.(Formule (20) uit 

ref. ( 3) ) . 

Er wordt nader ingegaan op het gedrag van dit soort oplossingen.Gekeken 

wordt naar koppeling tussen de elektronenmode en de ionenmode-oplossin

gen,en naar koppeling tussen twee oplossingen van de ionenmode. 

De berekening in tweede orde,zoals uitgevoerd door R.W.B.Best,gaat over

eenkomstig dezelfde methode als toegepast in hoofdstuk !,paragraaf 1 • 

De snelheid en de plaats van een geladen deeltje worden ontwikkeld naar b~ 

.Zo ook het (willekeurig) veld. Dit al-

les wordt ingevuld in de bewegingsvergelijkingen van het deeltje. 

E.l:' worden verbanden gelegd tussen de ontwikkelingskoëfficiënten van de 

positie,de snelheid en het veld. 

De verdelingsfunktie wordt beschouwd als een funktie van de bewegings

konstanten ,ontwikkeld en ingevuld in het Vlasov-Poisson-stelsel (2). 

Uiteindelijk wordt een betrekking gevonden die de verdelingsfunktie 

als funktie van positie,snelheid en de ontwikkelingskoëfficiënten van 

het veld weergeeft. 

Uitgaande van het beginwaardeprobleem,analoog aan (1.8),wordt een betrek-

king gevonden die de - ,., . 
getransformeerde van E(,) en Et1.) , gegeven 
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docr: 

( 5. 1) 

{5.2) 

uitdrukt in de ontwikkelingskoëfficiënten van (1.22). 

Dit leidt tot de betrekkingen (20) en (21) uit ref. (3)voor het geval 

alleen de elektronen worden beschouwd,ofwel tot de betrekkingen (20) en 

(21) uit ref.(4) voor een plasma dat bestaat uit een willekeurig aantal 

geladen deeltjes. 

Wordt laatstgenoemde berekening uitgevoerd,dan komt naast de diëlek

trische koëfficiënt é':!(\t,.n.) (1.21)ook de partiële diëlektrische koëf

ficiënt voor in de vergelijking.Ze wordt gedefiniëerd: 

Hierin geldt: 

en: 

ës.'1 (lt.e,e;) .. o 

é: ± ( ~. t;) = 0 

Zodat dan: 

( 5. 3) 

(5. 4) 

(vgl. ( 1.29)) • (5.5) 

1\, ( k. ~) = _ e,'l J dv. filid . go\ 
€o 111$" 1/ :1- V (5.6) 

Om de bijdrage van ~t.!) aan het veld te vinden moet worden teruggetrans

formeerd volgens: 

( 5. 7) 

(5.9a)en(~.9b} geven de uitdrukkingen (20) en (21) uit ref.(4) weer. Ze 

zijn een uitdrukking van de wisselwerking tussen twee oscillaties,de een 

met golfgetalken de ander met golfgetal k',waarbij 

k" = " + ft' (5.8) 



E,;,c k.k',n). ± 1T' \ \ es RM+ R./ ·(k Bi (~.~.! .. .nlc/k") t k'~.: (k', ~.: .. n Ie/~")~ - ~~~'. d~:". "RM; . R!· ~t Fi.M' .. H,M1
-t M,R' 

é.1 ('R~n>L L ms 12-(~~+~!.) [n.- ~,.lk"/~] 1 [.a_ ~ + .. 1- ''/k•]2 k k' ~Jl (n- ~~''/k)(JL ~!ik Ïle') 
M,H' .S M 

~~· > 0 

( 5. 9a) 

. 
E(;, (!f, "',_n)_ = t 1l' \ \ !.\ 1 [ 'R..,+ R~t .lk3

8l (~.~J,.o.k/k'') + k'~ê.s:t (k,!L ~~ • .ak'/lt") \_ 
ê!(~~.rl)L L ..,s ln_(~J+~!.) ~ - k!t[.a -~:f.k''/k]~ -; 

l'f,H' .5 M 

I 

~ ., 

_ _ "R"'R"• • K ês- K,'.:>,..•,{bc k _ '~s K,,n_::,"•JlK/ft +L·~. 1"\f:! • r\t1' .,.M)"f'~~H'•R,H' ";" .t ~ r•· .(!'Go .1 1'/ •) kl :!(r' ~+ L'/1-")) ~~' .t" "'"[) + "'j: l- - -
.n_(~J-t~,;.) _[~-=--~~~-~·~"]:_ k

1 [n_ ~":+ k"/k]~ ~k' ~n (ll_:~Mf)k~Ïk)(~-!~·.1<~·~ 

\t/lt'(-i. 

( 5 .9b) 
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Analoog aan de redenering op blz. 6 heeft [c+ ( k,fl)T-t bij iedere oplos

singstak M twee polen in het komplekse fl -vlak,te weten: 

e;M- • Cc)l'1 +iYH ; SR : -c..>l'1 .. i YM 

zoöok heeft [é'i~.n)r~wee polen: 

+ 
; E:i1 = - c.., - i YM 

( Y" i.b.CL. < 0) 
(5.10a) 

(5.10b) 

In de uitdrukking (5.9a) en (5.9b) betekent MM' enz.:dezelfde uitdruk-

king,doch met voort 
fo, 

en "? die waarden genomen die behoren bij de mode 

M resp. M' 

R.i i& hel re&id" V..lt) ~ :f: ~ ~ = t.>H -t i )"H ( •r. ~Oe) 
(5.9a) geldt voor het geval dat kk' ) O,de wisselwerkende oscillaties 

hebben dan dezelfde richting. 

(5.9b} geldt voor het geval dat k/k' < -1 (en indien k en k' verwisseld 

worden voor k'/k < -l),de wisselwerkende oscillaties hebben dan tegenge

stelde richting. 

5.2.0. Inleiding 

De uitdrukkingen voor El,bevatten in vergelijking met die voor Ef (1.25) 

een groot aantal nieuwe polen in het fl. -vlak. 
-i 

Bij de terugtransformatie van E'2. wordt op dezelfde wijze te werk gegaan 

als op blz. 1.4 behandeld is. Beschouw nu (5.9). 

Indien bij bepaalde korobinaties vanken k' in deze uitdrukking (bijna) sa

menvallende polen verschijnen,kunnen deze een bijdrage aan E~ leveren, 

die groter is in orde dan de normale tweede-orde verstoringen. Genoemde 

term werkt dan "ordeverstorend" en mag als zodanig niet verwaarloosd wor

den. 

Beschouw drie gevallen: 

5.2.1. Enkelvoudige pool 

,V 

Et" (k,.ll) te schrijven,met t 
É;(~. n) - 1-( ~. n) 

.n- flo 

een funktie van k en Q als: 

g(k ,Cl ) analytisch in de omgeving van .n. flo 

(5.11) 
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Terugtransformeren volgens (5.7) geeft als bijdrage aan 

(5 .12) 

5.2.2. Dubbele pool 

( 5. 13) 

terugtransformeren: 

E,(k,l:.) =- - ,.(~.1l)ex -ifl~ .. + Jdn.~lb.n..,o~ . .a.).eltr-i.!l.k ~ ...... . 
.fl. - llo __ .n -llo 

= f exp -iJl.~. "%11. 't(k,.Q.)- Üexp-t.fl1., (lf,n) I fi 
sk.ok~rm + ..Cl._ fio - Q -+ • • •••• 

De stokterm gaat naar 01 cJoa.r ,_c~c,.n.) ... o uoor" .n.~ :t oo. 

Dan: 

(5.14) 

De eerste term is een tweede-orde term, de tweede term is "ordeverstorend". 

Daar is aangenomen dat lm{.a.o~(O,zal deze term aangroeien tot de waarde: 

(5.15) 

5.2.3. ~ijna samenvallende polen 

nu geldt: 

.....,t( ) jCit,il.) met: l.O.•- .!l:a.\ ~~12~1 
E1. '-,.!l • (JL.n,)(Q. .na) (5.16) 

Stel: 
Jl4 _ fi 'l • A w-+ i Ar (5.17) 

(5.18) 

terugtransformatie: 

Ît ( lt, l:..) __ 2..1l'i ( j: ( la,.n.) hp-i.Jl4 k - ~ ( lt,..n.:a.) ex p-i .n:a.~) ~ ..... 
A1 _ n1.. (5.19) 
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Ontwikkel nu ~(k,.ll) om .n_..a,. ,dan: 

.9c~.n:a.). 1(k".ni) + (..a.,_ .a .. Ll. ,ck,.n)f + ... . . 
1 ! {).Cl. A • .n. (5.20) 

De tweede term van (5.20) leidt tot een bijdrage die niet-ordeversto

rend is en daarom buiten beschouwing kan worden gelaten. 

Blijft over: 

-+ ..... 

(5.21) 

Indien 1lt.-- fl4 gaat deze uitdrukking over in (5.14);indien.Cl2 en .CL, 

sterk van elkaar verschillen,beschouwt men de polen als enkelvoudige 

polen en treedt geen ordeverstoring op. 

Indien (5.17) en (5.18) worden ingevuld,ontstaat: 

(5.22) 

Stel I c.l I '>'> \ yl 

Pas reeksontwikkeling toe op uri{Af.>+iAyH. ,wat is toegestaan indien 

geldt: c~w-+ i4y) l .((. ! 
Dan volgt de uitdrukking: 

(5.24) 

en deze is analoog aan (5.14),dus: 

Indien (p.c.:J -tiAy)l << 1 is het gedrag van de ordeverstorende bijdrage aan 

E,_(k,t) dus hetzelfde als in het geval dat de polen zouden samenvallen. 

Nu wordt het geval beschouwd voor grotere t. 

Aangezien gesteld is: l w:> l '>"> I yl mag men van het langzaam variërende deel 

de absolute waarde beschouwen.De wijze waarop deze evolueert is analoog 

aan de wijze waarop de amplitude van de (snelle) oscillatie evolueert. 

Als het ware heeft men ook hier twee tijdschalen: ~;:t'tk en 'l"i= «(~)k . 
wnak ~ = e << i . 

G( 
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De absolute waarde wordt dan: 

! =~~ir:y ( 4- cos .. .,l..e•p-<>y1- isi.u<.>k. e•r-"yl) \._. 

• e.x~ 2.r.ba. (~ + exr-2-avk.- Cl..CosA'-'l.exr-.a.yi)..,. 
4t.:> + Ay l 

= Q.~tp (ly-Ay),l (e)(P.4yk--t e>cp-AVt- 'lCDsAt.:>k) .. 
Ac..>~ + A ya. I \ 

= 2. e,._~( 2.(-Ay)k, ( Cb~h Ayl - CQS A~k.) 
At.i:) .... A YL 

(5. 25) 

Indien A'y en AW klein verondersteld worden,geeft reeksontwikkeling 

en de limietovergang Ay!-.o en AcJk...oweer dezelfde bijdrage als het lang

zaam variërende deel bij het geval met twee samenvallende polen. 

Indien verondersteld wordt (2 y-Ay)<o en '( < 0 ,heeft deze uitdrukking 

een maksimum.De grootte van het maksimurn en het tijdstip waarop het be

reikt wordt zijn funkties van AciJ en A'( , 12.1? v.:m '(. 

De reeksontwikkeling van uitdrukking (5.25): 

I i\1'1. ,_ f ~- Ayl + (J/2 Ay1
- A.Ql. )11- Ar (~Ar1- ALi)'l. )13 .... ... .Ji~e)lp 2 r1. 

lt__.o (5 . 26) 

Neem voor A'( een positieve waarde,dit betekent-(5.17)-dat~z.lnteer 

ne9.a.tie~ Is dctn ~"'~i~,en nu blijkt dat de beginhelling minder steil wordt. 

De reeks wordt alternerend, wat niet het geval is als Ay ( 0 . 

Indien wordt gekozen: 
3/2 A y"" -NAt.:}· geldt, indien A'( l << i 

5.4.1. Geval waarbij AY = 0 (zuiver frekwentieverschil) 

(5.25) gaat over in: 

lA\'1.. = 'lup 2y.t (~_cos A'-'k.) 
A '-'2. 

De afgeleide moet nul zijn,dus: 

(5. 27) 

(5. 28) 



.. 

-63-

2. y ( L eos .!ltü.\:.) + At.J .si...~. Ac.)\t • a 

~ + 4 c..::> &IM. Acu.lc. • 1 V 1 --.Ï-t\. '~- A«.J',r. 
'ly 

kwadrateren: 

oplossingen: 

1/ 

2/ 
si.ft. A&.),t_ :: - 4 r Ac.J 

"'r'+ ~ 
Indien IA t..>l«l r I gaat dit over in: 

Gedrag van de oplossingen: 

Voor oplossing 1/ volgt uit (5.28) datlAl
1 = 0. 

(5.29) 

( 5. 30) 

Voor oplossing 2/. Indien .c1~lt. « ~ is de oplossing waarbij de amplitude het 

grootst is: 

op het tijdstip: 

' --4+-Y-
~'- = 4 y '-+ ,.,,)'. 

5.4.2. Geval waarbij tnJ. o (zuiver dempingsverschil) 

Analoog aan (5.29) worden de volgende oplossingen gevonden: 

1/ siAh llyk .. 0 e., CD\h Art c 1 - .L. 0 

21 s"'b .tlrl = (y- 4Y) .. _ y'- er, cosh llrk = (y-Ay)
1

+ YL 
'1-yCy-Ay) 'Lr( y-Af) 

Oplossing 1/ is triviaal (t = 0). 

Oplossing 2/ heeft een aantal eigenaardigheden: 

( 5. 31) 

(5. 31a) 

c.m.h41y.l is definiet positief.Voor.Ay~yis geen oplossing te vinden 

voor .l > 0 • Dit klopt met het gegeven dat Jl1 en .0'1 beide in het 

neg. im. .!1. -halfvlak moeten liggen. 
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In ref.(4} worden een aantal gevallen gegeven waarbij ordeverstoring op

treedt doordat in (5.9) een aantal polen samenvallen. (golf-golfkoppeling). 

Beschouw het geval waarinken k 1 gelijkgericht zijn: 

5.5.1. Koppeling van elektronentak en ionentak. 

(zie figuur 5.l).Beschouw in (5.9a) de nulpunten bij: 

l..)E + \ Y· 
I • I 

k>:t + t yr 
heeft een nulpunt bij: 

~ _..., ..,...11 I 11 
Figuur (5,1) toont,dat gekozen kan worden: Kt+ ke 111 l(t .i QE .. Wr = c.Ja . 

(Eksakte koppeling in het frekwentiegebied). 

Het verschil,de mismatching,is zuiver imaginair: e~• - (e~ te;:~.) 
Ze is te vinden uit (2.42) en (2.44). 

De demping in de elektronentak (2.42) is verwaarloosbaar t.o.v. die in 

de ionentak.Zij bedraagt: 

-I ( 1r )Yt +- I ')'tr "' - 8b · l<t. ) 

Voor de frekwentie: (uit (2.36): 

zodat geldt: 
<j•norrM •e ~~ . 

nlisma.h:.l•""~ : 

Dat kan beschreven worden d.m.v.(5.31a). 

1 e k.t:-Yot\en~Q.k 

Q~ I 
I 

I I 
I I 
I I 
I I 
I k~ -I r 
I I 
I I 

Q• IL. I ione"la.k r "I 

1fa 

(5. 32) 

(5.33) 

( 5. 34) 

figuur 5.1 
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5.5.2. Koppeling van twee oplossingen van de ionentak 

(zie figuur 5.2}.Beschouw in (5.9al de polen bij 

t:; • c.J:t + 1. {:t 

~~~ - l.);; +i y:r 
e't ( k, .n.) heeft een nulpunt bij: 

n. t~ .... 4).; +1 Yt" 
Figuur (5.2) toont,dat gekozen kan worden: 1fe -t't<e.' = L<: 
Uit (2.40) volgt voor het reëele deel van de mismatching: 

ï ~ 1- I~ ....... s. +- +-,-Ir.-.. I I I ' -t-• +- 11 
- l(e - l<e. + l<e. ,... 3 J<e Ke. Ke. ; jenormeen::te. fM.Wiclld\in1 ~ .3 k'e. l<e. 

korre.lin~oool"...:>o.o..rc:l.G!, ~ 1<ë << 1.. ( 5. 35 > 

Het imaginaire deel van de mismatching volgt uit (2.44};met behulp van 

(2.40): 

(5. 36) 

Dit is een orde kleiner dan het reëele deel van de mismatching en 

kan i.h.a. worden verwaarloosd. 

~ n.i~~o.!'ltl.;'L _=:--=I 

I 

I 

I 
Käl--

I 
I 
I 
I 
I 

k.' -'+-" & Ke, 

-----'1<e 

figuur 5.2 

Opgemerkt dient te worden,dat de golf-golfkoppeling geen eli5kreel:: verSc.hiJI'l:-

sel is, hetgeen tot ingewikkelde oplossingen leidt. 
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APPENDIX 1 ========== 

Men komt als volgt tot ( 1.191(2) • 
........ 

Uitgaande van ( 1.18J, fs Ct) terugtransformeren: 

(A. 1) 

Er treden moeilijkheden op tengevolge van de singulariteit in de inte

grand.Formeel wordt de oplossing uitgeschreven als: 

(A. 2) 

waarinleen funktie van 0en k is,die nader bepaald moet worden met 

behulp van de voorwaarde: 

Stel nu: tJ = .0. + kv 
(A.2)gaat over in: 

A/ Integreer de singuliere term.Uitkomst: 

1' 
B/ Integreer de Cauchy-hoofdwaarde. ..n. is een oneveo 

Stel Qxp-i.O..k= cos!l.k._is\Ä\Sl~. 

De cosinustransformatie levert nul op. 

De sinustransformatie levert: 

(A. 3) 

(A. 4) 

(A. 5) 

funktie. 

Hierbij levert de singulariteit geen moeilijkheden 

meer op. 
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i ~Art 
!ndien men Je-.- beschouwt,zal de voornaamste bijdrage aan de uit-

komst komen van het deel van het trajekt in de direkte omgeving van 

.a. 0 

• .r_ I ~+('- L \ fsi+a...Q.t J.Q. 
t~p-'LRVt.. c:.C,\ I'(,JlV J ~ .J1. 

Nu is: 

tfT' a.ls k. > o 
0 o.ls J:. = o 

- Tr' Q.ls l < o 

zodat de volgende uitkomst wordt verkregen: 

(A.6.} 

(A. 7) 

Tengevolge van voorwaarde (A.3) moeten de uitkomsten (A.5)en(A.7)samen 

nul opleveren,waartoe moet gelden: 

(A. 8) 

Men krijgt hetzelfde resultaat als men de integratieweg bovenlangs de 

singulariteit laat gaan,opdat ze er kloksgewijs omheen draait. 

Voor de uitwerking van de tweede term van (A.l)geldt een analoge redene

ring. 

Een en ander wordt verkort weergegeven door middel van de notatie: 

(A.10) 
V.:lft &.> 

Hierbij geeft de.l'l!kenindc.x~an van welke funktie de analytische voort-

zetting wordt gekozen. 


