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Samenvatting

Met dit onderzoek heb ik geprobeerd een inzicht te krijgen in de
mogelijke poolrealisaties met het Sallen en Key actief laagdoorlaat~
filter voor diverse ordes ( tweede, derde en vierde orde ) onder
bepaalde voorwaarden,
Voor het tweede orde filter met gelijke capaciteiten bleek een ver-
sterkingsfactor twee voor de gebruikte versterker voldoende om eik
stabiel filter te kunnen realiserens elk filter is realiseerbaar van-
af een bepaalde ondergrens voor de versterkingsfactor, welke wordt
bepaald door de poolligging.Voor versterkingsfactoren kleiner dan
twee, waarvoor realisatie mogelijk is, bestaan twee of meer sets
van oplossingen voor de weerstanden bij dezelfde versterkingsfac~
sr, Dit geldt ook voor het derde en vierde orde filter,
dien alle componenten vrij tekiezen zijn is een versterkingsfac-
- é8n toereikend om elk gewensid stabiel filter te realisereny dit
nok zo voor het derde orde filter,
derde en vierde orde filters met gelijke capaciteiten zijn voor
versterkingsfactoren groter dan drie nagenoeg geen oplogsingen
2gelijk,
‘or het derde orde filter konden formules worden afgeleid, waar-
3 op eenvoudige wijze rechtstreeks uit de gewenste poolligging
componenten kunnen worden berekend { capaciteiten gelijk ); er

slechts een kleine strook in het linkerhalfvlak langs de imagi-

alre as waar geen poolligging gerealiseerd kan worden,
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1, Inleiding

In de literatuur is reeds vrij veel gepubliceerd over het derde orde
Sallen en Key filter ( zie 1it, 1, 2, 3, 7 ) en er zijn enkele
publicaties verschenen over het vierde orde filter ( onder meer
lit, 5 ),
"+ meeste publicaties hebben betrekking op realisaties wvan speciale
-lters zoals Butterworth, Tchebyshev, Bessel en anderen en geven
geen inzicht in wat nu de realiseerbare poolliggingen zijn voor de
diverse orde filters,
Tijdens dit onderzoek heb ik geprobeerd esn algemeen inzicht te
krijgen in wat theoretisch realiseerbzar is met een filter van een
bepaalde orde ( tot en met de vierde orde ), Ik heb getracht for-
mules af te leiden voor de diverse orde filters, waarmee, door een-
voudig de te realiseren poolligging in het complexe frequentievlak
~ te vullen, de componentwaarden kunnen worden berekend, Tevens heb
Lk grenzen bepaald die sangeven welke poolliggingen realiseerbaar zijn
voor een bepaald filter onder bepaalde vcorwaarden,
De meeste berekeningen heb ik uitgevoerd aan filters, waarin alle
capaciteiten gelijk gesteld zijn en genormeerd zijn op €én TFarad,
omdat dit vanuit praktisch oogpunt erg interessante filters zijn
{ een filter waarin een spreiding in de capaciteitswaarden opireedt
an een factor o' is namelijk al vrij moeilijk realiseerbaar ),
‘n gedeelte van de resultaten van dit onderzoek is inmiddels al
nandeld op het twentieth Midwest Symposium on Circuits and Systems
1it, 8 ),
¥ijn oprechte dank gaat uit naar mijn afstudeerhoogleraar Prof, dr,
ing, H,J, Butterweck, naar mijn coach ir, S, Tirtoprodjo, met wie
ik zeer vele gesprekken heb gehad,. die de bron bleken van zeer vele
vruchtbare ideeén, en naar alle medewerkers van de vakgroep ETB voor

de gezellige tijd in hun midden,



-2

7 v Tweede Orde Sallen en Key Filter

2.1 Afleiding van de overdrachtsfunctie

Voor het tweede orde filter kunnen we als volgt de overdrachis-~

actie afleiden (zie ook fig, 1)

[[
. ||
L L N
to——C : —0 +
L, 3 [

“"g, 1t tweede orde 3allen en Key laagdoorlaat filter.

Ja
we plo o= (1)
s L+ =2 . (pC ) 5
3= Rl + E T pCRox) L (2)
tan {9y-1) - pC, (3)
N3 (l\qflf;.\'-ﬁg +\75 (4)
Ja
‘{ch:ﬂuc;ﬁz r P(C;Rl*[l'v"]c;ﬁz +C‘T\’,) + ‘}"1— (5)
Voor de overdrac htsfunctie vinden we met (5):
S,
Hp) = — = k
v, PORCR, + p{CR, + CR(-RI+ CR} + 1
3 (6)

2
Cap + ap + |



2.2 Enige beschouwingen aan het filter

Indien we met dit filter een willekeurige ligging van de polen in
het linkerhalfvlak willen realiseren zal het noemerpolyncom van (6)
een Hurwitzpolynoom moeten 2ijn, De coéfficiénten moeten hiertoe
aan de Hurwitzvoorwaarden voldoen welke voor een tweede orde poly-

noom luiden:

N~

a,?0 en Q, 20 (

—~3

Verder zullen de R's en de C's positief re€el moeten zijn, opdat
filter realiseerbaar is,
(6) volgts
2,-R.CR,C, (8a)
Q-|I (‘RI+—R1]C| + ("&“RQCQ (8b)

(8) zien we dat a altijd positief recel is voor positiel

2
e R's en C'a, Om aan (7) te voldoen moeten we nog eisen:

Q.= (-R|1‘R1\CI + (|-LYR1C-:. 30 (9)
ofuz(: 9( < G + & + 1 (10)
R.C, C.

We zien dat altijd aan (10) is voldaan door k = 1 te kiezen, Dat wil
zeggen dat we voor k = 1 nooit polen in het rechterhalfwvalk kunnen
krijgen.

de kunnen nu nog nagaan of we met k = 1 alle polen in het linkerhalf-

viak kunnen realiseren,



Uit (8) zien we dat geldt:

o P
R.C = — (11)
R.C,
sivstitutie van (11) in de tweede vergelijking ven (8) met k = 1
geefts
e ;
g = a.-chz + _Rg C| =0 K12)
a, en az willekeurig positief,

(12) vinden we als oplossing voor R2:

'ﬁ Q, Cx + \/ QQ; C: Q; ' ( )
= —_ e 1
7200 W C' QG >

Hieruit zien we dat er altijd een positief re€le oplossing voor R,

[

te vinden is als geldt:

Cy boe (14)
C, a*
Omdat a, en a

1 2

02 nog elke positief reéle waarde kan worden toegekend, kunnen we

C1 en 02 zo kiezen dat aan (14) wordt voldaan, waarmee we twee

positief reé€le oplossingen voor R2 vinden met vergelijking (13)

positief reéle constanten zijn en omdat aan C1 en

-~ ook twee positief reé€le oplossingen voor R1 met (11),
at dit geldt voor elke willekeurige positief reéle a, en a,
n alle poolliggingen in het linkerhalfvlak met de versterkings-
tor k = 1 realiseerbaar,
.¢ vergelijking (8) zien we dat, indien we de weerstanden gelijk
kiezen en normeren op isr , ook het gehele linkerhalfvlak realiseer—

baar is met k = 1:



a, = CC,
(15)
a,. 2C,
BRFES |
C|= % (F\
(16)
C1= i = * %2 (F)
C. qQ,

5ellen nu verder de condensatoren gelijk en normeren zo dat geldt:

~
-

5 = C = 1P, Substitutie hiervan in (6) geeft voor de overdrachnis-—

‘e de volgende uitdrukking:

% %

P - (17)
RR. ¢+ (R (2-KRTp + d.p’ +Q,pr i

it we de polen realiseren met een negatief reéel deel moetan we

oéfficiénten van (17) weer voldoen aan de Hurwitzvoorwaarden (7).

i

umdat R1 en R, positief reéel zijn moet dus gelden:

2

k< ae (18)

a

Voor k = 2 geldt nu met (17):

Hep 3 k (19)
RRip'+ Rip+

Uit vergelijking (19) zien we nu dat bij gelijke condensatoren
1F) en voor de versterkingsfactor k = 2 alle willekeurige positief

reéle waarden voor de coéfficiénten a, en &, realiseerbaar zijn en

hiermee elke willekeurige ligging van de polen in het linkerhalf-
vliaks

Ri=a, (20)

Ql G-l




2,3 Grens van de realisatiemogelijkheden van het filter met gelijke

capaciteiten als functie van de versterkingsfactor

Voor het berekenen van de grens van de realiseerbare polen in het
complexe frequentievlak als functie van de versterkingsfactor zullen

we itwee gebieden onderscheiden, namelijk als eerste de reeks grenskrommen
voor de versterkingafactor k€ 2 en vervolgens die voor k» 2,

«v bekijken nu eerst de situatie voor een versterkingsfactor kg 2,
12 (17) zien we dat in dit geval zeker aan de Hurwitzvocrwsarden
is voldaan gzodat we altijd polen in het linkerhalfvlak hebben.

de polen geldt met (17)3

[= 9 i
Pra= " ¥ —VQ% -ha, (21)

A, 2Q,

i

V'~ zien nu dat we complex toegevoegde polen hebben als de uiitdrukking

sr het wortelteken van (21) kleiner dan nul ist

ol -u4a, <o (22)

met:

a, » RR,

—
rn

LS

~—

a, . K, + (z-pc)'ﬁ’l

Stel de polen complex toegevoegd, dus:
Pua= X * J,‘a (24)

Met

( -p.) - Pa 1
P:’ (|: pa) -— P; _ :.Xl S (25)
X + 1 x.+% X +%




vinden we:
\

Ga= X+ \a"
X (26)
Q=2 - x’_‘ 2
Uit (23) zien we:
(e ¥
a. — + @-WR, (27)
Ra
"1
WR: )
K)ﬁz - a.-ﬂ,_ +a, =0 (28)
~slossing voor Rzrvinden we hiermee:
a., :V al- '-t(:.-“q,l‘
s G (29)
Qa
K. - (30)

-R:.

Opdat R1 en R2 realiseerbaar zijn zien we dat moet gelden:

Q:. >« (1-9(\) Q, n @, 3O (31)

De grens van de realiseerbare polen als functie van de versierkings-
factor vinden we door in vergelijking (31) de uitdrukkingen (26) te

substitueren en het gelijkteken te nemen:

VR PR AT PO \f) (32)
2-k

2 2

X = b ‘j (33)




De vergelijkingen voor de grenskrommen zijn met (33)s

X« :\/%l Y i x50 (34)

Dit zijn rechten door de oorsprong (fig 2).

Nz Nkes N EENUEEE e 155 .
’ \l,'i- \ |,5\|, \L \of's \ '9 J w
~Lo \\\ \\\ \\\\\b\\?\ \\ \\ u«iT‘
\\\ ~ L _M
~— ~ \\\\\\\\\\ \\\ . =
T~ \\\\ ™~ \:\ ‘\\ \\\ d
~ \\\ \\\\\ \\ 4
- \\\\l\\" \\\;\\\\ ‘3
~ XN
T
B ‘|'2 jl -;O :; -8 j? -Z ‘_:5 j.; _:3 _:1 /_:}/ //0 —-9:
=
S/
// //////////// ‘-13
— -~ ey /'////
— - v / / -3
- T s .
call ~ / / / / / 9‘20
AT AL A SRy s e 1

fig, 2: '"grenskrommen" voor het tweede orde Sallen en Key Filter voor
|$ﬂsz

Voor de versterkingsfactor k2 gaan we op dezelfde wijze te werk,
Uit de vergelijking (29) zien we dat slechts het min teken voldoet
voor een positief reéle waarde voor RE' Substitutie van de uitdruk-
kxingen (26) in (29) en (30) geeft:

-ZX _\/uxz + uilea) v
Ra= xl’“jl (!("i»\a'")’L k-2 x’o\a" (35)

20
2 (2-%)




én
2(2-&)
xte 1"
R 20 (36)
- ;:: * -j\//f: RUS L‘(&‘z‘ 1(4]
3 (x +\a) X+ y
ni'wel

X + \/(Q(-\\X‘«- (Q«z\)\a‘l
(9&-2‘ (X1+ \{')

Y
' >0 (38)
X + -\%(1 v (k-2 7‘)‘

zien nu dat nu dat voor alle waarden van X en Y aan (37) en

(38) is voldaan zodat alle poolliggingen door het hele complexe
frequentievlak met versterkingsfactoren k2 2 realiseerbaar zijn;

er is dus nu geen sprake meer van eern ''grenskromme’,
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2.4  Nomogrammen voor Filters

We kunnen uit de overdrachtsfunctie voor het filter ( formule(6) )
rechtgtreeks een nomogram berekenen, waarin de weerstandswaarden
worden gegeven als functie van de versterkingsfactor voor elk
rawsngt filter, door de bij het filter behorende waarden voor de
cros7ieienten a, en a, te substitueren,

A¢ v.nden op deze wijze:

(39
- R R (392)
o Bol2-k) + T, (390)
ruit volgt door R2 te elimineren:
Lt
a- (M o+ (40)
ofwel:

'ﬁ? - o f, «+ (2-Wa,=0

1
a, t -\/o.?‘ - tay (a-6)
2

R, - (41)

We zien d=t er voor k< 2 twee oplossingen mogelijk zijn mits is

voldaan aan de volgende voorwaarde:

k? - a (42)

4o,
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Voor k3 2 is steeds één oplossing mogelijk.

Uit de vergelijkingen (39a), (41) en (42) kunnen we nu alle nomogrammen
berekenen,

Voor het Butterworth filter verkrijgen we op deze wijze het volgende

anomogranms ( zie ook lit, 9 )

Qy (43a)
Q,a \/ 2 (43b)

met (41) en (39&)!

T, —\/? + Vub -6

(44)

2
-Rl-”\/j? :-\/T:Ejzr (45)

Er zijn twee oplossingen mogelijk voor (42):

15 < p( < 2 (46)

: nomogram ziet U afgebeeld in fig. 3.
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3. Derde Orde Sallen en Key Filtier

3.1 Afleiding van de overdrachisfunctie

Het bepalen van de overdrachtafunctie van het derde orde systeem
gaat op dezelfde wijze als bij het tweede orde systeem, Het eerste
gedeelte van de afleiding is precies het zelfde als de afleiding
v paragraaf 2,1, We kunnen da afleiding dan ook beginnen met de
« -mules (2-1), (2-3) en (2-5). (zie ook fig., 1)

ﬂcz

t

Rs S Rz R,
e e d v o Q(, o
iy i L
=h Ju
I Cs c,

fig, 1: Derde orde Sallen sn Key laagdoorlaat filter,
£ (2-1) en (2-3):
Jau

Ls: &,F’.C.Cz‘ﬁ\ + FC\ + (\‘Q\-\ PC;} T (1)

Met (2-5):

Sy = {P’"Q.RIC&R‘ * P[C!-K:\. + CR, + (“Q‘\Cz-ﬁz]*‘k ii:— (2)

tus pCivia 1 (3)
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E- L r’ C:R.C.,‘R'_ CS-RL + Pz{cu‘RlQ;-Ks -GC.-R|Q3‘R3 + (“L\CI.RQ-C{R‘;
+ CR.CR;y + CRCR T+ plC,R, +CR;y + (1-h) CuRy

+ C\Ra. + C;ﬂ. + (!-Q(.) CI-R;} + | (4)

v syerdrachtsfunctie luidts

k

Su
e Eo=T :
PCROGR.GR, + P{CR GR, + CRGR: + (-LIGRCE,

EY C.Rq C5-R3 * Q{R.C{R‘} 4= F t C_;—Rg + C\-ﬁ; ¥

G-WCR, + CR, + CR, + (-RICR Y +1

k ()

3
Ap 4 a,_p"+ AP+
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3.2 Enige beschouwingen aan het filter

Indien we met dit derde orde filter slechis polen in het linkerkalf-
v1sk willen realiseren dan zullen de coéfficiénten 839 a, en a,
aan de Hurwitzvoorwaarden moeten voldoen, Voor een derde orde poly-

ncom luiden deze voorwaardens

a,z0, a,70 ,ay;3z0 (6)
én
A, -Q, >0,
* (7)
Met (5) en (6) moet gelden:
0.5. C-R. CLRLC3R3 ?0 (88.)

s = CR.CRt CRCR, + (W) CGRGR,; + CRGR, +CR.CR, (80)
>0

\ =GR, +CRs + (-WCRs +C R+ CRy+ (-LIC K, 70 (8e)

.v zullen zien dat aan deze voorwaarden 2ltijd is voldaan, wanneer
we de versterkingsfactor k = 1 kiezen, Aan de voorwaarden (6) is
altijd voldaan met positieve R's en C's,

Substitutie van de coefficienten a3, a, en a, en k =1 in (7) geeft:
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A, 0z {C;(Ru*iz +Rs) + CIKS}{C\CS‘R‘I (Ri+ Ra) +

C\ caKn (T\'z*-Rs\ }

= a3+ CCGRR, + CICGRs (R, +Ts RN+
+ CLCR (R s Rat R (RasRa)

+ C.C3 Ry (v Ry (9)

Uit (9) zien we dat voor de versterkingsfaotor k = 1 ook altijd

aan voorwaarde (7) is voldaan § voor deze versterkingsfactor

liggen de polen altijd in het linkervlak. We kunnen nu contro-

‘zren of we ook het gehdle linkervlak kunnen realissren met
=1,

gelijking (8c)geeft:

a,~ C.(R,+Ra)
R, (10)
C."’ C;

Substitutie van (10) in (8a) en (8b) geeft:

a, ~ C, (R, +R,) 3 (11)

Q3=KI.R1.CICLC§{ Ci+ C b
\ 3

- C(R,+Ta) }

a: {8 (R R+ CLRY{ ™ e + C,C.R.R, (12)
% 3
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Vergelijking (11) geeft:

Q;(c.* C,)
C’_'

K;Rz C;c, {G-‘ C‘(Kl* 'ﬁz)} (13)

Wo zien uit vergelijking (10) en (13) dat we altijd positieve waarden
ar R3 en 02 krijgen als geldt:

> C| (-Rl*’-Rz) (14)

Aen deze voorwaarde (14) is voor k = 1 automatisch voldaan, immera
5 (8e)s
Q.S C'(Rl+-Rl) + CIRS+ CJRS (15)

Substitutie van (13) in (12) geeft:

Q| - C| (-K| "'-Rz) . - ' { ¥ K
aus GG (R R | J o+ ok {2 T
C\’ C‘ C\+C§

) + —Rz}

{ A3 (C.+ C,\
K\.ﬁl C.Q,fa.-c.(‘ﬂ,-t'm)] ] (16)

Het is nu duidelijk dat we altijd positief reéle waarden voor
C.s Ryy C3 en R, kunnen vinden zodanig dat aan vergelijking (16)
wordt voldaan, Met vergelijking (10) en (13) kunnen we dan ver-—
volgens R3 en 02 nog bepalen,

Hisruit blijkt dat de versterkingsfacicr k = 1 toereikend is om

alle poolliggingen in het linkerhalfvlak te kunnen realiseren,



-18~-

Ten eerder gepubliceerd artikel (1it, 1) toont aan dat voor het
filter met gelijke weerstanden de versterkingsfactor k = 1 niet

...er toereikend is om het gehele linkerhalfvalk te realisereng

..v is een verboden gebied langs de imaginaire as van het complexe
"roquentievlak,

Een ander artikel (1lit, 2) laat zien dat voor het filter met
~r11ljke capaciteiten de versterkingsfactor k = 2 volstaat om precies

» gehele linkerhalfvlak te kunnen realiseren,
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3.3 Zoeken naar een mogelijk rechtstreeks verband tuseen pool-

ligging en weerstandswaarden van het filter met gelijke

capaciteiten

.18 we de capaciteiten van het filter gelijk stellen en normeren op

'F dan luiden de coéfficiénten met vergelijking (5):

O3« KiK. Rs (17a)
ars (2-W KR+ 28K + RRs (170)
Q= (z-&)(ﬁt*-ﬂa +—R|*-R3 (\17‘3)

We leggen nu vervolgens &én reéle pool vast in -13 dit vastleggen
van deze ene pcol vormt geen beperking omdat met een frequentie-
transformatie de pool nog naar iedere gewenste plaats op de reéle

a8 kan worden geschoven,

Er moet nu geldens

(pe)(stpls ppri)= a,r“o- Sup +a,pri (18)

t (18) volgt:

%« a3 KK Rs (19a)

[z Ri-%a (1-9“3;\?, + ZR-‘Rs + ‘K:Ra - R-T\’sz (19b)
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Verder moeten we eisent

Q, + Oy a ‘*q’z, (20)

"+ ;e laatste eis (20) schrijven we nu uit door de vergelijkingen

(17) te substitueren, Dit levert:

(2-?@)(3;"‘“;\*"“."‘33 "-ﬁ;ﬁ;ﬁs = |+ (1‘9‘)1Tz-ﬁ3 + Z‘ﬁlﬁg + _ﬁlT\?:L (21 )

ra&n nu proberen of we aan vergelijking (21) kunuen voldosn

aankelijk van é4n vean de vier variabelen (R1, R, R3 en k),

zodat we eigelijk twee onafhankelijke variabelen hebben en twee af-
hankelijke variabelenj met de twee onafhankelijke variabelen
kunnen we dan gaan kijken in welk gebied van het complexe frequentie~

vlak we de resterende twee polen buiten Py = -1 kunnen krijgsen.

We zullen eerat bekijken of we aan vergelijking (21) kunnen vol-

®

Jdoen onafhankelijk van de variabele 31.
R1 vrij te kiezen:

Hiertoe herschrijven we vergelijking (21)3

Rl By 2R,-Rad = 1+ G-RRR R -, (22)

We moeten nu twee eissn stellen:

(23)

ol "”-‘T;ﬁs" 2173 'R:U'O
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W @WER-R.-B) +1- §ya0 (24)

Uit (23) volgts

2R3 -\
Ta - Ry -1 « (25)

Substitutie van (25)in (24) geeft:
vy (LR,

-L) v (k-0 R,

Rsf

R; (tQ«'-L\) - Q‘“
T‘,; (Q‘—l\ +\

Verdere uitwerking van {(26) levert het volgende resultaat:

(26)

-Rsl (L-\\ - zﬁ,(k-.) 1 (L) =0

(Re-1) (LoD =0

e 1o ¢ ke (27)

In paragraaf 3,4.1 zullen we zien dat met de versterkingsfaktor

k=1 slechts polen op de negatief reéle as realiseerbaar zijn,
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Substitutie van (27) in (25) levert:

Ra= oo (28)

We zien dat het proberen te isoleren wvan R1 leidt tot het

oneindig worden van R2.

R2 vrij te kiezent

We herschrijven opnieuw vergelijking (21):

Rafake Ry - IR, -Futs 1+ 2B, - 6RIFs (29)

Opdat deze vergelijking onafhankelijk van R? wordl moeten

we nu eisen:
af 1'“* RKs - (’-‘Q‘YRS 'Rl‘o \30)

e.’) it ZRoRB 'Rl - (3°Q°)-ﬁs =0 (31)

Uit (30) volgt:s

2-k) (R, -
7. (2-%) (R, 1) sl . (32)

s -1
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(31) geeft:

- 210(

= = |
s — D n (33)

Hieruit zien we dat we R2 en k onafhankelijk kunnen kiezen

mite
ksa (34)

Door aan vergelijking (32) en (33) te voldoen hebben we auto-
matisch aan (21) voldaan en ligt dus &én van de drie polen

vast in Py = -13 de overige twee polen worden nu nog bepaald doox
R2 en k.,

Substitutie van (19), (32) en (33) in (18) geeft een uit-

drukking waaruit we deze twee polen kunnen berekenen:

—— 1 = (35)
u&m,} ° ’

¢+0{Pl+(|4.é)r +
De discriminant van de vierkantsvergelijking tussen de
accoladern kan kleiner dan nul zijn voor k:>3/2; dat wil
zeggen dat we voor 3/251{{2 complex toegevoegde poolparen
kunnen realiseren, We vragen ons nu nog af waar deze polen in het
complexe frequentievlak gelegd kunnen worden., Om dit fe onder-

zoeken bepalen we de oplossingen van de vierkantsvergeliljkinges:

2 2 !
P*(‘*T‘)f’ + Glw., =© (36)
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Stel de oplossingen:

Pia = X 2 }“a
w:\/x‘“i

(afstend van een pool tot de oorsprong)

en

Uit (36) volgts

Y — = (38)
n 0. )

o 4 2 2y, /
Met behulp van de vergelijkingen (37) en (38) kunneu we nu
R, en k uitdrukken in de X-coordinaat van de polen en de

2
afstand tussen de polen en de oorsprong:

i P (39)

2(‘ - 2x + 1 (20)

ax

Vergelijking (39) laat ons zien dat we voor de X-codrdinasat

van de polen moeten eisen:

\
X ¢ - 3 (41)

Opdat we steeds een positieve waarde voor R2 vinden,
Met vergelijking (40) en (41) volgt nog:
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ky 2+ - :l =l¥(x\

2
cl} 2X+2 X+t
: . = = - 3 =0
X 2x x

-l —_>
X
Voor X = =1 heeft £(X) een minimum met f£{(-1) = % . {zie fig,

|
i
t
i
|
I
]
¥
]
;
-t

48 40 -3s -30 -25 20 3 o -o= %

fig. 2 De ondergrens van k als functie van X

Als we vergelijking (40) nader bekijken dan zien we dat voor
X<~ % altijd een bovengrens voor de versterkingsfactor k is
aan te geven:

& < 2 (42)

Uit de beschouwingen kunnen we concluderen dat alle poollig-

gingen in het linkerhalfvlak realisserbear zijn mits &aan

voorwaarde (41) (Xg - % ) is voldaan,
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We kunnen nu bovendien rechtstreeks uit de ligging van de polen

de component waarden van het filter berekenen,

R3 vrij te kiezen,

Afsplitsen van R3 uit vergelijking (21) geeft:

K {@-00-R) 14 RR-2F Y= WRE B - &-LIR. (43)

Opdat (43) onafhankeli jk van R3 wordt moeten we eisen:

a, (2-W(-R) e 1+ R, - 2R, =0 (44)
b, 1+ 2KR, -R, - MR, -0 (45)

Uit (44) volgts

2R o+ k-3

e R o+ k-2 (46)

Na substitueren van (46) in (45) krijgen wes

(2k DK, + (Qx-z\z

Rl: { - 'ﬁ’. (47)

Vergelijking (47) werken we nu uit:
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'ﬁ’: + z(l-z)ﬁ‘ + (k) Lo

K. - (2- %) a (48)

Substitutie van (48) in (46) geeft:

R o (49)

Het onafhankelijk maken van vergelijking (21) van R3

tot een onbruikbaar resultaat (49}.
k vrij te kiezen,

Door vergelijking (21) te herschrijven krijgen wes

D( {-R; * Ry - -R;-Rg} = K:R;Rs + R, + 2R,

+ R, -2KRy -1 - 2RRy KR, (50)

Teneinde deze vergelijking onafhankeliji van k te maken moetsn

we eisent

a, WNa+* Ry -TF.Rs=0 (51)

bc R\K:.-K} + -KI + QRI. + 31?3 -2 I.Ti; -i- zﬁﬁ% ’Knﬁz'o(52)

Uit vergelijking (51) volgts

LiER i—* an (53)

R.-1

leidt
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Als extra eis moeten we stellen:

Kz z I (54)

Substitutie van (51) in (52) levert:

AT + R+ 2Ra + 38, -2,
-2R, -y - 2R R, '-K;R* =0
K+ H{s -1-RKRs=0
-Wl = t L (55)
Dit is weer een bruikbaar resultaat en we gaan dan nu cok
onderzosken welke poolliggingen we op deze manier kunnen
realiseren,
We substitueren (19), (53) en (55) in (18}
(pr ) {RaRap + (R a- W+ RTp 41t a0 (56)
Stel de oplossingen van de vierkanitsvergelijkings
P-.z'xzx"& en ‘"‘-=\/Xz+ \XL

(afstand van de pool tot de oorsprong)

Met vergelijking (56) vinden wes

1-2 )

=2 T Tw (57)
‘11: ! _Rz_" (58)
R.Ky K. (fig.3)
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N I
05
048 === =
}
!
i
{
]
b — 4 hd v
[ 2 3 4 5 6 —
1 R, (a)
fig. 3 verloop van r2 als functie van R,

ofwel met (58) en (54)

R. - 2“1 v \V- W ) (59)

We zien nu dat we alleen polen kunnen realiseren die binnen

een cirkel liggen met straal (fig., 4)
"< é (60)

De benodigde versterkingsfactor om een poolpaar te realiseren

volgt door het herschrijven van (57):

a = 2X + 2+ if; (61)
_ 1=
!
3
p— —

fig, 4 realiseerbare gebied
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Uit vergelijking (57) en (58)s

HaRs
= .Rf‘;\~1+9‘-zx}
2 N V«-l

3
X+-R3X+‘a. Rs

W .

LY (k-2) Ry +1 .
(x+ )4y, 270 (62)
AR =

Hieruit zien we tot slot dat voor:

9‘> 2= ‘_ = -R1+‘ (63)
o Rﬁ ‘Rl

komplex toegevoegde poolparen mogelijk zijn,

Ofwel door substitutie van (61) in {63) voor:

X7 -3 (64)
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3.4 Realisatie mogelijkheden met het filter als functie vau de

versterkingsfactor

We hebben in paragrasf 3,2 reeds gezien,dat met een versterkings-
"actor k = 1 en willekeurig te kiezen weerstands -—-en capaciteitswaarden
olliggingen in het gehele linkerhalfvlak van het frequentiedomein
sligseerbaar zijn,
sen publicatie (1it, 2) is verder reeds aangetoond,dat bij het
r met gelijke capaciteiten een versterkingsfactor k = 2 toe~
reikend is om het gehele linkerhalfvlak te bestrijken.
Ya willen nu onderzoeken welk gebied we kunnen realiseren als we
: versterkingsfactor gaan variéren, Het blijkt niet mogelijk te
jn om analystisch rechtsreeks een uitdrukking a&f te leiden voor
ze grenskromme als functie van de versterkingsfactor zoals we dat
j het tweede orde filter hebben gedaan, We zullen dan ook eserst een
uiterste bovengrens voor hetrealiseerbare gebied afleiden en ver-
volgens met behulp van de computer de werkelijke grenzen met de

versterkingsfactor als parameter gaan berekenen,

3.4,1 Afleiding van een uiterste bovengrens van het realiscerbare

gebied als functie van de versterkingsfactor.
We gaan uit van de vergelijkingen (17a), (17b) en (17c), Voor

versterkingsfactoren k ¢ 2 kunnen we als volgt een schatting voor een

bovengrens van het realiseerbare vlak afleiden:

aag= 1 (2-BR. Ry + 2R R, + BR} L0 (Ro4R) + R+ Rs |
< R (RIRRRD + 0 BRR, )+ RaR G- e

-o:fR.R: (2.-9«} * 2.?.21?3 + a."R"T\’: + R\R:("'e‘)"'
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+T R, + RR.R,
= aylg-ald + W RARIRR, + (-WGRRD + BRS + RuRE)

+ aK'R, + 2KE + R R, (65)

zien dat voor k ¢ 2 geldt:

20y 7 @y (g-uk) (66)

Stel nut

\
QP v ape apei. lp-p (p-p) tp-py)

) 3 Pit Put P a "1?&' Plrl + P&P’

= - — Pe——— P - ——————p +

PiPsPs PePaps PrPa Pa (67)
sruit volgt:s

Qs PP Ps (68a)
vt Pas

a,s 2P (68v)
PiPaps
P‘PL‘ P'P’* P"P’ ’

A= - (68¢)

PPaps

We stellen nu, omdat het polynoom zeker €én reéle wortel heefts
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P~ X (69a)

(69v)

Pa=s X +3t3
Ps= X‘J\a (69¢)

" bstitutie van (69) in (68) geeft:

1

0~3: - — 70
X.(xa-nf) (702)
X, + 2X%

oz ——— (70)

X, (x*+ \31)
2%, X + X+ y?
o, - 1 (70¢)

X, (X‘Hf)

bovengrens vinden we door de vergelijkingen (70) in te wullen

(66) en het gelijkteken te gebruiken:

2% + SX, X7 4 ua" (x,+ 2x) + 2x’ g-uk
X! (x’w\a‘\l X.(xz-*'-a") (71)

Verder uitwerken van vergelijking (71) levertis
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x&x"- 1(|~Q<)X.X +X."}

= - 2
1 X - ax, (2-%) (72)
»3llen we nu x's -;; en substitueren we dit in (72) dan
1den we:
x' {x*+ 26G-Dx +1} X
2 _ X,
1 x' + 2 (a-k) (73)
U ziet een paar krommen geschetst in fig, 5. kezo

|
|
|
|
|
l
|

|

awﬂn p Lok

k-0
f v i ¥ 4
<25 -225 -0 -5 -\5 a5 10

|
|
|
|
|
|
|

|
!
i
|
l
|
|
I
|
J
}

figs D Enkele krommen van (73) voor een aantal waarden van de ver-

gterkingsfactor k.
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Dat de hier afgeleide krommen niet de werkelijke grenskrommen zijn
maar slechts bovengrenzen blijkt direkt uit het volgende bewijs
.2t voor k = 1 en gelijke capaciteiten de polen slechts op de
r,gatief reéle as kunnen liggen.,

#~ geldt dan (k = 1)3

Ay T\"R;R; (74a)
a,: RaRs+ 2R R+ R R, (14b)
o,z R+, + 2K, (74¢)
t zijn de coéfficiénten van het noemerpolynoom van de over-

achtsfunctie,

s polen volgen uit:
Q5 P‘+ O»:.P“-\- Q\Fl- V2O (75)
Delen we de reéle pool uit dan krijgen wes

(.F\,\P"‘){T{;Ks Pz* (QT‘\’;rRz\Pq—i}=O (16

De twee overblijvende polen kunnen slechis op de negatieve reéle
as liggen, Dit volgt uit de discriminant van de tweede orde

vergelijking:s

D-" (zKi" sz - Q_ﬁz—ﬁi

kS

D- «K:+K »o0 (77)
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3.4,2 Berekening van de grenskrommen met de computer
Voor de berekening van de echte grenskrommen gaan we weer uit van
de overdrachisfunctie zoals we die in paragraaf 3,1 hebben afgeleid
vergelijking (5) ) met de coéfficiénten (17a), (17b) en (17c),
: polen van het filter volgen uit de volgende vergelijkings
3 a
Gsp + \prap+iao (78)

+3

ay. HRH, (17a)
ars (-WRR, + 2 KR+ {F, (170)
a,= (2-K(R, +R,) + W+ R, (17¢)
We gplitsen &én pool, de reéle pool, af en we leggen deze pool met
betulp van een frequentietransformatie vast in p = -1,
Dit geeft:
(P“\(a&‘;‘«r/SP-r ‘\: a”}a. al‘h ap+is0 (79)

Aan vergelijking (79) ig te voldoen door het volgende te eisen:

At Q3= &+ Ry (80‘)

Ay=-d (81)



Herschrijven van deze drie vergelijkingen en substitutie van de

vergelijkingen (17a), (17b) en {17c) leidt tots

Q etrf= (2-k)F. + R, + % +R, (83)

ar: «+fpa (2-WRTR, + 2RRy +HR, (84)

a,- 4= KRR, R, (85)
Vergelijking (83) laat ons zien dat voor k¢ 2 altijd moet gelden:

o¢R, < 1+ (86)

Opdat we positieve, reéle waarden voor R, en R, kunnen vinden,

2 3
Uit vergelijking (85) volgt:

_q L3 / \
e 87
RR, o
Substitueer (87) in (84):
o« o
(2-8) = 4 2 Rt = A+ (68)
R. HRs s

bstitutie van (87) in (83) levert:

o

(2-%) (R, + w}) * R, e (89)

Als we deze laatste twee vergelijkingen vermenigvuldigen met R1R3

vinden we:
:L'ﬁ,z“i: v {la-Bx - (x+ Y, IR+ <T,=0 (90)

G-WRE, + 4R - (IR, + (a-Kx=0 (91)
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Lossen we deze vierkantsvergelijkingen in R, op dan krijgen we:

3

2 R
‘K (dv/ﬂ'ﬂl -(2-‘()0‘ * -\/{{-(0-/3)11‘ - (J-Mu\ - 8« 'ﬁ.’

R (92)

(H/S\R. R s \/ﬁ.‘{l*/&—‘l{.\: - «(z-ﬁd(s-%«'ﬂ.‘
1&:’

2 (s-WE, (93)

We hebben met de vergelijkingen (92) en (93) vier uitdrukkingen

gekregen waarin R_ wordt uitgedrukt als functie van R

Wanneer we nu de 3eerstandswaarden willen bepalen di; de pclen van
vergelijking (79) realiseren dan zullen we hot snijpunt of de snijpunten
van één van de vergelijkingen (92) met één van de vergelijkingen (93)
iveten zoekeng de waarde van R1 en de biljbehorende waarde van R

31 7
32 = R3 zijn dan de gezochte waarden voor de weerstanden R1 en RB’

2 waarde van de weerstand R2 kunnen we nu berekenen uit vergelijking

31).

p deze wijze kunnen we berekenen wat voor alle coéfficiénten « enss
de bijbehorende weerstandswaarden R1, R2 em R3 zijn, mits deze oplos-—
sing bestaat voor de gebruikte versterkingsfactor k. Zoals we zien
kunnen we de versterkingsfactor nog vrij kiezen,

Wat we nu willen gaan doen is bij een aantal versterkingsfactoren
berekenen welke coéfficiénten & enp , dus welke poolliggingen in het
complexe frequentievlak, nog positief reéle waarden voor de weer-

standen R1, R2 en R., opleveren, De krommen die de grens van de re-—

3
aligseerbare poolliggingen aangeven, de grenskrommen, gaan we met behulp
van de rekenmachine door gebruik {e maken van bovenstaande vergelij-

kingen (92) en (93) vepalen.
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We gaan hiertoe het complexe fregquentievlak systematisch aftsasten,
Dit aftasten doen we met behulp van concentrische cirkels om de oor-

sprong (zie fig. 6). '
ju

complexe
frequentievliak

QJJ <

fig, 6 De wijze waarop we hei complexe frequentievliak aftasten

@)

om de grenskrommen te bepalen

We gaan -beginnend met ven heel kleine cirkel om de oorsprong-— op dezs
cirkel twee complex toegevoegde polen proberen te realiseren te be-
ginnen op de negatief reéle as ( we hebben 6én van de drie polen vast—
gelegd in p = =1 ) door snijpunten te zoeken van esn vergelijking
(92) met een vergelijking (93); dit doen we net zolang totdat we
een punt op de cirkel bereiken dat niet meer realiseerbaar is,
Dit punt is dan, onder voorwaarde dat de stappen op de cirkel on=-
eindig klein worden gekozen, een punt van de grenskromme.
et is mogelijk dat we op de hele cirkel realiseerbare poolliggingen
indeny dit betekent dan dat de hele cirkel in het realiseerbare
bied ligt, Hebben we een cirkel helemzal op deze wijze afgetast,
.an gaan we over op een lets grotere cirkel en we beginnen deze weer

op dezelfde wijze te onderzoeken,
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Op deze manier kunnen we punt voor punt een grenskromme bepalen,

Uit vergelijking (79) zien we dat de straal van de cirkel, waarop

Ze polen liggen die we willen realiseren, wordt bepaald door de
»o08fficiént & ,

ioor de coéfficiént « te veranderen, wijzigen we de siraal van de cir=-
«1l, De plaats op de cirkel wordt bepaald door de coéfficiént g j
‘eranderen we A bij constant houden van « dan wil dit ook zeggen dat
we de polen over de cirkel met straal W-vﬁq'verschuiven. Vet ver-
gelijking (79) zien we dat, wanneer we dug%ele re€le polen op de

‘weatief reéle as willen realiseren, voor A de waarde

Pa 1\/7 (94)

moet worden gekozen, Als we /s vanaf zVo( af laten nemen tot de waarde
-2\/ « Dbetekent dit in het frequentievliak een verschuiven van de

1
polen over een cirkel met straal{zs van een dubbele negatief reéle

pool naar een dubbele positief reéle pool (fig. 7)

Té~

feo

i~

complexe
frecuentievl
pe .1-V;' q_d (3] L ak

(o}

] —n

—

Ve a

-4

N

fig, 7 Tbeschreven poolbaan bij variéren van /A en constant houden

van o« ,
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Met het bovenstaande hebben we de mogelijkheid om numeriek de grens-
kKrommen te berekenen, De as waar alles om draait is het zoeken wvan

punten R, waar een vergelijking (92)

Raa « (R (958)

P 'a('ﬂ'.) (95%)

21ijk is aan een vergelijking (93):

-ﬁsz a ” F (‘ﬁ‘) (96&)

-ﬂsz b- 9 (-IT-) (961v)

Zoals we uit (95) en (96) direct irnzien zijn er vier mogelijkheden

om zulke punten te vinden:
). F (T (572)
J(®). G R (97%)
q(8) - F(R) (97¢)
7‘(17.) . Cj(R.) (974)

We gaan het zoeken naar punten R1,die aan vergeliljking (97) voldoen
als volgt numeriek aanpakken;

We kunnen achtereenvolgens zoeken naar oplossingen van (97) (a),
(b), (c) en tot slot (97d)s we kennen aan R, een beginwaarde

toe en we rekenen de functiewaarden in dat punt uit en tevens het
verschil tussen deze functiewaardeny vervolgens verhogen we R1 met
een bepaalde waarde en rekenenen opnieuw de functiewaarden en het

verschil tussen de functiewaarden uits we onderzoeken nu of
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het verschil van de functiewaarden van teken gewisseld isj als dit

zo is dan betekent het dat er een oplossing tussen de iwee punten

R1, waarvoor de functiewaarden zijn uitgerekend, ligt en als er geen

“skenwisseling is opgetreden dan 1igt er ook geen oplossing tussen

de twee punten, We verhogen zo telkens R1 met met een bepaalde waarde
A R, ( O R, is zo klein dat er in dit kleine interval maar &én

tekenwisseling op kan treden!! ), rekenen de functiewamarden en hun

ergchil uit en we onderzoeksn of er tussen de twee beschouwde punten

sen iekenwisseling is opgetreden,

um dit probleem met de computer op te kunnen lossen moeten we natuur-—

lijk een bovengrens zien te vinden voor de waarde van RT’ waarboven

zeker geen oplossingen meer liggen, opdat de rekenmachine niet eeuwig

door moet blijven gaan met het zoeken naar tekenwisselingen om alle

oplossingen te vinden, Zoals we in vergelijking (86) hebben gezien is

deze bovengrens voor versterkingsfactoren kg 2 eenvoudig aan te geven:

o¢ ‘\T\ ¢ 1 (86)

Ye zullen zien dat we ook voor versterkingsfactoren k> 2 zo'n grens
unnen aangeven,

adere beschouwing van de functie onder het wortelteken van vergelij-

ng (92)

MR) = xR, - D) -8R (58)

leert ons dat deze functie vanaf een bepaalde waarde voor R1 zeker
negatief wordt als d positief ig, en dat is altijd het geval,

Een grenswaarde voor R boven welke we zeker geen bruikbare oplossingen

1’
zullen vinden, kunnen we hieruit als volgt afleiden:

(mll‘:\l'ﬁ’,z - z(au/S\ (&) KT+ (2-&)2 « < @d“T: .
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" Ll }’
2
(L<Q(\ of 17, -ﬁ, (&-1\ of (99)

Dit is een oplossing van de vorm:

az X{x+ LY agJX\ (100)
met

_r
A = (1-?‘}1“ 20

Q)’a ;1-2 (?OOEI)
( LT

t
Xa — 30

¥,
Voor deze vergelijking gaan we nu ccn zodanige maximale waarde voor
X aangeven dat vooralle waarden 0«¢ X¢X

aan de ongelijk-
max
heid is voldaan,

In fig, 8 ziet U f1(x) geschetst voor de gevallen bH 2 Oen b O

fhea 1.
-50 4
4 ¥ i
Y R
|
Aouy
a, b> 0 b, bg O

fig, 8a, b: het verlcop van f1 (X) voor b > Oen b g O,



=44 -

-

We onderscheiden nu twee gevallen (b 0Oenbg O ) Waarvoor we aan

eis (100) gaan voldoen:

1. b O

In dit geval kunnen we schrijven:

(XJ:\’- | AL A sm‘x 5 xlxae b= s 2B+ bix

4

voor X>» Oen by O (101)

Wanneer we nu zorgen dat we altijd veldoen aan
3
3
(x;l:) -Y; £

dan is zeker altijd aan de gestelde eis voldaan., De waarde

voor X die hieruit volgt is:

X < \3/0.+V -4

N
(@)
(R

s

2, b <O
Dit geval splitsen we in twee gedeelten, nameli ik de situatie
dat geldt:

-::i_, 5o (103)

en als tweede:

(104)
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y
a. - ;} %} 2Q

We trekken nu een raaklijn aan f (X) in de oorsprong (zie ook
fig. 9) en we geven nu als schatting voor de waarde van X
tot welke we rekenen,die waarde waarvoor deze raaklijn de
waarde & bereikt, Voor de richtingscoéfficiént van £, (x)

in de oorsprong vinden we:

‘f.'(xh s e abx o b2

;:(O\ & QJ" (105>

De vergelijking voor de raaklijn en het gezochte punt X volgt

hier als volgt uits

‘*l!’zx‘-d'
Qa
X= > (106)

fig., 9 Schets van de gebruikte schatting voor -i%g’;q
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b, -;,,Q,"<o.
Ve voeren een nieuwe variabele in mets

%:‘Xi»‘r (107)

Substitutie van (107) in (100) geeft:
(\3.%) f <a (108)

We moeten nu zoeken naar een maximale waerde voor Y zodat
voor het interval b g Y ¢ Y-max altijd san de vergelijking
(108) is voldaan ( met b< O ! ),

Uit fig, 8b en uit vergelijking (104) zien we,dat we voor

de waarde X nex een waarde kunnen kiezen waarvoor geldts
max 7 P

zodat we voor Y alleen de waarden

Y > O
hoeven te beschouwen,

We kunnen nu dan ook voor dit gebied schrijven:
3
(ta-Q:) R A \3“- Qna‘ (109)
Wanneer we nu een Y nex zodanig kiezen dat steeds geldt:
5 3
(1-?,) +¥ ¢a (110)

dan is zeker altijd aan vergelijking (108) voldaan,
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Uit (110) volgts

tts-\’/m_q,s N (111)

Met (107) vinden we hieruit voor X

xg\s/o.- v (112)

Met de vergelijkingen (102), (106) en (112) hebben we mu grenswaarden
afreleid waarvoor in de diverse gevallen steeds aan voorwaarde (100)
osldaan,

~or in deze vergelijkingen de coéfficiénten a en b en de variabele X
J0a) te substitueren vinden we de grenswaarden voor R1 waarboven
ter geen bruikbare oplossingen bestaan voor het filter en tevens de
Jrwaarden waarvoor we een van de drie grenswaarden moeten gebruiken,

oA+

P30 = gTR e

De grenswaarde voor R, vinden we uit (102)1

(&-z\“

=, \ (113)
-\/&(9(-1)0(" +(qr/&)' - Laep)

o +
e = g

De twee gevallen die we hebben onderscheiden worden mus



~48~

[Ty
a, -~ 2—}?,330.

8 (aep) 8
SL I TP\ (2-0?

ofwel

(d+/¢f
(f-2) «2

$- 54 (114)

3

De bijbehorende maximale waarde voor R1 vinden we uit {106

.

b3
L ) (115)
max 8a
b e >-5
. T >-54
(h-2) 2

De gezochte maximale waarde wordt nu (112)

4
1 max =\7 a (e y“
(1.2)‘,( i (k-2 x>

(B-2) «

.3 ! (116)
8(k-2)x* - (ou/ﬂ’
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We hebben nu bijna het wiskundige gereedschap klaar om het j:robleem
met de computer aan te pakken, Het enige waar we nog voor moateun zor-
sen is dat de functies (92) en (93) in de te doorlopen treajecten
voor R1 en k geen singuliere punten bevatten,

Als we de vergelijkingen nader beschouwen zien we direct dat er twee

singuliere punten zijns

k=3 en R, =20

1

1

zien direct dat voor de versterkingsfactor k = } geen oplossingen
gelijk zijn, Omdat we de versterkingsfactor als een paramster

. gaan voeren hoeven we hier niets san te dcen, "eueinde het zinpu~

~1ere punt R1 = 0 kwijt te raken vermenigvuldigen we de bside var-

gelijkingen (92) en (93) met R123

go,i (.ﬁu ,4,/5,?(‘) = -‘7:"17“ = f:' {(q-é-/ﬂR' - {‘z.?ﬁcﬁ}

-

f\/%b | “au/sﬂf, - (2-Ka) - 80('!"{.3

-~
-
-

3

-~

3

At X !
N R Gl - a o l)(s-Be]  (1®)
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Nu kunnen we schematisch aangeven hoe het programma, dat de aplosmsingen
R1 en R3 moet gaan bepalen, eruit ziet, Dit schema ziet U afgeleeld
in fig, 10,

Het werkelijke programmadeel dat deze oplossingen berekent ( procedure
RTIBEPy zie ook bijlage 1 ) bevat nog enige extra stappen die in
net schema niet zijn aangegeven, Deze extra stappen dienen voornamelijk
om de benodigde rekentijd te verkortengtijdens het doorrekenen van
. functies de eerste keer ( plus - tekens voor de wortels, Torrules
"2) en (93) ) wordt opgeslagen, waar de argumenten van de woriels
zatief worden, zodat dit gebied bij de volgende drie stappen
vlus - min teken, min - plus teken en tot slot iwee min ~ iaiers)
dt overgeslagen,
behulp van deze procedure kan worden nagegaan of er voor de op-
.ven poolligging een realisatie meogelijk 1s en irdlen dit zo is worden
de waarden van de compounenten berekend, De ligging van de polen moet
in de coéfficiénten o en46 worden opgegeven en verder most de ver-
1terkingsfactor k als parameter worden ingevoerd, Als resuliaat van

e procedure krijgen we de waarden van de weerstanden RT en 1, die
)

ij de opgegeven poolligging horen, Uit vergell jking (87) Kunnan we

hiermee de bijbehorende waarde van R, berekensn,

Teneinde de krommen te berekenen diezvoor een bepaalde versterkings—
factor de grenzen sangeven van het deelgebied van het compiexe fre-
quentievlak waar poolliggingen realiseerbaar zijn gaan we te werk als
aangegeven in fig, 6 en fig, 7. We kiezen als beginwaarde voor p

( in het programma mu genaamd ) de waarde‘p-i\ﬂp ( de variabele
wordt in het programma eps genaamd ); in di%t punt ( een dubbele

redle pool op de negatier redle as ) wordt met RIBEP een oplossing
bepaalt, mits deze bestaats; vervolgens wordt 3 met de factor ah
verlaagd en wordt weer een oplossing gezocht, Indien er achtereenvol-
gens een punt wordt gevonden waar wel een ( respectievelijk geen ) op=
logsing mogelijk is en vervolgens een puni waar geen ( respectievelijk
wel een ) oplossing mogelijk is, wordt met intervalhalvering de waarde

van /3 bepaald, waar de grens ligt,
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it=1—> 4 (maximaal aantal
mogelijke functies
die kunnen snijden)

o
3 j1=0—> aantal stappen j—
-

+w

j= aantal sbtappen + 1_?
nee |ja
Egj:- R1max/aantal stappen it= i + 1
j8=4Q
R1t= jsxaR1
I
wortel 1 en wortel 2
1

één of beide wortels negeatief?

nee

ja

erste positieve wortel na

. negatieve wortel(s)?

- €
j» 1 én 17 stap waarvoor een
negatieve worteloptreedti?

ja

vaal waarde van
(++1 waarvoor wortel =0

nee Jja nee
Bepaal de waarde Pis= 3 + 1l 3
van R1 waarvoor L
wortel =0 :
T .
Bereken f_]’z(R‘l,o(,/’b, X) en 31,2(R1,d,/5,k)
*
verschils= f112 - g1,2
{ j=07? |
ja nee

v verschil:=
verschil

u—%‘ j3=j+1 |

L

verschil ¥ v verschilyg OF

<

nee

v verschils=
verschil

:_.Jl 5:: J + 1]

fig, 103

ja

Bepaal m,b,v,inter~
valhalvering de waarde
R1 waarvoor f=g

T
[ Schrijf de oplossging uit]

[ v _verschils= verschil1

j!=j+1‘}

Schema dat globaal de werking van de procedure RIBEP aanseeft,
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%t verlagen van/S met stapjes aA doen we totdat p de waarde /3»«-2\/:1
neaft bereikt, In fig,11 ziet U schematisch aangegeven hoe deze pro-
ovdure er uit ziet,

Ue twee hierboven beschreven procedures vormen de kern van het pro-
sramma dat de 'grenskrommen" bepaalt, Dit programma, waarvan de vol-
ledige tekst in bijlage 1 is afgedrukt, levert ons de werkelijke grens-

krommen voor de diverse versterkingsfactoren, zoals U ze ziet afge-

bee.d in fig., 12 ( 1¢k¢2 ), fig 13 ( 2sk¢3 ) en fig 14 ( k»3 ).
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Amax:= A ( beginwaarde opMX' zetten!)

i
lﬁlin;= -p ]

anp:

Anin - A max
=

aantal stappen

!

RIBEP ( a€.p

)

—

bestaat oplossing ?

onvergeerdls="true’

l

nee

gec

onvergeerdl:="'false’

1

it=1 —» aantal stappen

l

p t= Amax + in ApS

4

RIBEP{ «,p

)

i

Bestaat oplossing 7

ja

gecowvergeerd2:="true'

1

nee

geconvergeerd2:="'false’

1

geconvergeerd?2 = geconvergeerdl ?

ja

nee

geconvergeerdli=geconvergeerd?

pintervalhalvering

—li:=1

+ 1

*

gchrijf de resultaten -
(R1,32,R3, «,4, k ) op de grens~
uit

]

Igeconvergeerd1:=geconvergeerd2j

i8=i+1:

£ig, 113 Schematisch overzicht van de procedure MUSTA?
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3.5 Bepaling van nomogrammen voor enkele filters

De in de vorige paragraaf beschreven procedure RIBEP kunnen we ook

sebruiken voor het berekenen van nomogrammen voor diverse filters,

waarin de weerstandswaarden worden uitgezet als functie van de ver-

rterkingsfactor,

v gebruiken we de procedure echt voor het bepalen van de oplossingsn
9 R2 en R3 als functie van de versterkingsfactor, De poolligging

n het filter voeren we, nadat we de reéle pool met behuip van

1 frequentietransformatie in p = -1 hebben gelegd, in met de

~ameters o en f ( formules (79), (81) en (82) *,

. eerste nomogram dat ik heb berekend is dat voor het derde orde
Butterworth filter ( zie fig., 15 ). In dit nomogram ziet U, dat er
realisaties mogelijk zijn voor versterkingsfactoren 1,883 ¢ k< 3,0,
Voor versterkingsfactoren 1,863 ¢ k< 2,0 zijn er zelfs voor elke
versterkingsfactor twee realisaties mogelijk. Vargelijken we dit met
een eerdere publicatie van Huelsman ( 1it. 3) dan zien we, dat hij
slechts één oplossing over het gehele traject 1,863 ¢ k < 3,0 heeft
gevonden,

De wijze waarop de twee oplossingen voor veraterkingsfactoren k< 2,
slechts één oplossing voor k > 2 en géén voor k < 1,863 ontstaan

kunt U zien in fig. 16, waarin de functies (92) en (Y3) zijn getekend
voor de versterkingsfacoren k = 1,869, k = 1,863, k = 1,870, k = 1,980,
k = 2,000 en k = 2,100,

We zien, dat we op deze manier wel aile oplossingen vinden ( vergeli jk
fig, 15 met 1it, 3 ),

Ik heb tevens het nomogram bepaald voor de derde orde sectie van het
vijfde orde Butterworth filter, waarbij de derde orde sectie de polen
realisesert die het verst van de imaginaire as liggen ( fig, 17 ).

Voor het vijfde orde Butterworth filter is het noemerpolynocoms:

N (‘,\z (P,“‘;( .P" + ,6080 33?83 p+ W ?"1» 0,6180333&889 +)  (119)
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Het nomogram geldit voor het polynoom:
Plp) - (p+ﬂ(P‘+;,6\6o33939FH) (120)

We zien nu dat het gebied waar twee oplossingen bestaan grote:

geworden ( 1,66¢ k< 2 ),

Zoais we hebben gezien kunnen we nu een ncmogram maken voor elk

type derde orde filter.,

Het blijkt voor sommige poolliggingen megelijk dat er zelfs meer dan
twee oplosaingen bestaan voor dezelfde verstierkingsfactoren ( zie

fig, (18) en (19) ).
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4, Vierde Orde Sallen en Key HFilter

4,1 Afleiding van de overdrachtsfunctie

Voor het afleiden van de overdrachtsfunctie van dit filter ( fig, 1)
gaan we uit van de formulss (3,3) en (3.4) die we in paragraaf 3,1
hebben afgeleid,

Met formule (3,3)

o] POROTR.C +
P‘{C.T{‘C, +C.'ﬁ‘C, + (“MC;IT:C; + C-R.C:.‘J +

p{C3%C.+(|~i‘!Ca}}'_\Z‘:‘ (1)

‘Rn 1{5 Rﬂ- Ru \
| | = — T A 33— V( —C
-+ —— g — . *
iy ‘s
m— e,
£ C3 c, I,

fig, 11 Vierde orde 3allen en Key filter
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en met (3,4)

o [ ¢ CRERCH, + P {CRK. SRy + (-3 CF,CR, + CR.C.F,

+C"ﬁl cxﬁs ¥ Ctﬁ’.cz_ﬁz‘g ¥ F{C;FTS + C.ﬁ3+<n-9‘3 C;‘i; +C’R-"~
+CR, + G-BICR,Y +01 1 % (2)

i = [ ¢" QR CR],CRLCy
P!' {C'ﬁa C;F{scu ¥ C'ﬂucsﬁscu ¥ ("&)Ctﬁaczﬂscu *Ccﬁ.ca-ﬁﬁcu
 CRCRLY+ F{CRC, +CRCy + -WGTC, + CRC,

P CRC s G-RCTR Y +pG-bC,] _"i:_ (3)

5‘..“ = i,so l:' (4)

E. [ p CRORCRCR, +
P{CR.CRCuRy + CR, CRCuFy + G-WCE,CRCT, 40y B,
+CR.CE.CR, + CR.C.K.CR, + CHCR.CRY
+#{CRCR, + CRCR, + -WCFCT, + CR.CE,
+ CHOTRy + 0-LCR.CT, + CR.CyRo + CRCH.

+ (i—gf\;caﬁzc;ﬁh + C:W.C;R., + C:R‘C:ﬁl" C'RICSKS
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+ -KCRCR, + CRCTR, + CR CF,

rp LG-WCT, + R, « R, + (-WCR, + G, +CF,
¢(|~%C,T\', + C, R, +C.-IT. + (\-L)C;ﬁ,‘

+ \]- JT: (5)

Uit (5) volgt voor de overdrachtsfunctile:

E
R = 5.
%
= a 0 3 Y . . G
WPt oap's aupte ap e (©)
met:
o = C:ﬁ; Cx‘ﬁg C;ﬁ; C.“ﬁ"‘ {78')

Q;. C-—Fp. C;ﬁ?,cu-ﬁq + C.T)’,C;ﬁs(:;ﬁ“ + (“Q‘)C:ﬁzcs.—H&Cq‘gu
+C:T\’.C;ﬁsc., Y T C.T{. Cﬂi’l C.Ry + C,'ﬁ’,C;R,C;ﬁs

* C:ﬁlck-ﬁx C.&R‘J (7b>

ass GFCR, + CRCGRL + GRICE, R, + CR.CE, +C RO,
L0 CRCR, + CR,CR, +CROF, + 0-LCT LR, +CH,CoR,
+CRCH, + G-RCHCR, +CRCTR, + CRCOR, (70
+ CR,C.R,



o, = (\-Y«\ C.:ﬁ.‘ + C;ﬁ“ + C;T"?'3 + CTH, + (-3 C.H,

+ CR, +CX, + (-WCE, +CTH.
« G-Re, (1a)

.

Als we aan alle condensatoren gelijke waarden toekennen ( C=1F )

worden deze coéfficiénten:

o TATE, (5a)
ay: GWRRRL + RHFor HRX, +THT, (8v)
oy« (K, + 2R, f_ﬁ{ﬁﬁ(z-m R + ST+ R, (8c)
a, = (2T, +7], +-ﬁ’;\(z-% +R,+F, (84)
fergelijken we dit resulteat met de coéfficiénten zoals deze zijn af-

releid door Stephenson (1lit, 4) dan zien we dat zij inderdaad over-

yenstemmen,
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4,2 Enige beschouwingen aan het filter

Voor het tweede en derde orde filter met gelijke capaciteiten hebben
we gezien dat met een versterkingafactor k = 2 alle poolliggingen

in het linkerhalfvlak van het complexe frequentiedomein realiseerbaar
waren en dat er geen enkele oplossing in het rechterhalfvlak ge-
realiseerd kan worden,

Met een enkel voorbeeld zullen we zien dat voor lLei vierde orde
filter deze versterkingsfactor niei meer voldoende is om te allen
tijde sen stabiel filler te garanderen.

Voor het vierde orde filter luiden de Hurwitzvoorwaarden voor de

vergelijking:
a., P"‘:. q;?-'** Q&?".. Q‘P“‘\zﬁ (9)

opdat deze oplossingen heeft met een negallefl reéel deel:

o

s
QL8 Gy & G O \10&)

14

b acuay - al -alagse (10v)

Xiezen we als voorbeeld:

1T'=-R;“—ﬁﬁ =t

.ﬁzamn (11)

“y

en subsgtitueren we dit met k = 2 in de vergelijking (8a) tot

en met (8d) dan vinden we voor de coéfficiénten:



.

Q.. 12 (s']

a,.s8 [s*])

o,:18 [ S‘]

12)

LY [s'] (12}

Ms we dit invullen in {10b) zien we dat aan deze eis niet is volw
daan,

Dit betekent dat er &€én of meerdere wolen in het vechterbalfviak
liggen,

We kunnen wel een veoorwaarde voor de ligging van twes genorneer

polen afleiden waarvoor de andere itwee polen zeker noolt in Let
rechterhalfvlak kunnen liggen. Lsg daarice de gencrmeerde polen

op de eenheidscirkel,

Dit leverts

A p's ayp+ asp+apeis{pieppe) tong's (ay-padped (13)

‘pdat aan het gelijkteken wordit voldaan moeten we eisent

2 1+ G *ﬁfﬂi'/&“&"*ay’. (14a)

L peoy- panna, (14%)
Ofwels

ay + (A-No, s thfay (152)

Q +/5qq-/5+ oy (15b)
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Stel nu As-pMaq«bd met <o ( d.,w.z. polen in het rechterkalfviak)
Dit geeft met vergelijking (15b):
a, ./34»3 =—‘T.*-ﬁs (16)
‘ieruit volgts
Hosp & Mep am
Uit de eis volgt cok:
oy < frag
ofwel

THE, + 2K Fu + KR < pHRKE, (18)

T geldt zekers

TRT < AR
2 < /S_'T; (19)

En met (17):

2 < /f

/37.\/—;‘ (20)
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Voor /5;\/:1 zijn hiermee zeker nooit polen in het rechterhalfvlak
mogelijk ( zie ook fig, 2 ).

I
n;b
!
o8
/ A=l
/
/
{
[
/
) B2 '&1‘«50
-—ll“ w, ——wg_
\
\
\\ n=\
\
N\
\
\
PV
Kl
Nio

fig., 2% Als de twee genormeerde polen op het deoorgetrokken deel
van de cenheildscirkel liggeun, kunnen de twee overblijvende

polen noocit in het rechterhalfvlak komen,
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4,3 Mogelijke realisaties door het filter met versterkingsiactor

k = 2 en gelijke capaciteiten als functie van de ligging vauy

twee vastigelegde, genormeerde polen

We gaan mu proberen om, net als bij het derde orde geval in het
vorige hoofdstuk is gedaan, krommen te bepalen, die aangeven in
welk deel van het complexe frequentievlak poolliggingen met dit
‘11ter ( fig,1 )gerealiseerd kunnen worden, Bij het derde ords
‘ter hebben we daartoe de reéle pool genormeerd en hebben we
volgens de krommen, die deze grenzen aangeven, bepaald als
.ctie van de versterkingsfactor k van het filter, Deze werkwijze
is evenwel bij het vierde orde filter niet meer +oepasbhaar, omdsat
we nu niet meer kunnen zeggen dat er altijd een reéle pool is die
we kunnen normeren, We gaan nu dan ook anders te werk,
We leggen eerst de versterkingsfactor van het filter vast om niet
te veel vrijheidsgraden te krijgen, Een nadere beschouwing van de
formules ( 8a ) tot en met ( 8d ) leert ons, dat deze heel wai ge-
makkelijker hanteerbaar zullen worden als we de versterkingsfactor
de waarde k = 2 zullen geven (deze waarde is vanuit praktisch oog-
punt ook het gemakkelijkst realiseerbaar), We gaan verder twee van
de vier polen vastleggen, normeren, op de eenheidscirkel of reéle
as van het complexe frequentievlak; we doen dit door van het noemer-

polynoom van vergelijking ( 6 ) een factor

s~
v
-8

~—

ﬁ+ﬁp+\-0

af te splitsen,

Dit normeren van twee van de vier polen geeft geen verlies van
de algemeenheid van de beschouwing, omdat door een frequentie-
transformatie toch jiedere willekeurige poolligging realiseerbaar

blijft,
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De polen van (6) kunnen we hiermee bepalen uit

a.‘r"q a,?‘+ a.“a"a» AP+la (Pz-o-/sr-r l\(ep‘+ FP+\) -0 (22)

nadat we tenminste twee vean de vier polen hebben getransformeerd tot
ean complex toegevoegd paar op de eenheidscirkel of tot twee ré&éle
nolen , die aan de kwadratische vergelijking (21) voldoen,

( .1at het eerste gelijkteken van vergelijking (22) waar is moeten

42 eisens
A, - play-padsivay (23)
b oa- o, +pansp (24)
c A= € (25)
d A3-Sa = p (26)

Subgtitutie van de vergelijking (26) in (23) en (24) geefts
Quz 1+t Oy +fip (27)
a, .-/s+,. (28)
Met vergelijking (8d), k=2 en (28) vinden we:

Hyz pe n-T, (29)

We zien hieruit direct dat we moeten eisen:

osH, < ep (30)
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bpdat we steeds een positieve waarde voor R, vinden,

1
De vergelijkingen (8a), (25) en (29) leverent

(3

.- P (31)

Zubstitutie van de vergelijkingen (29) en (31) in (27) levert

na uitwerking van de resulterende vergelijking:

{(pnep-R) r 3R} :-r{z (pep-RY-i- c-AuYTH, + —  es
/ T, HilpepA ArIT Py
:odats
AR (pep-R) + 142 v

-q;'= z(po/5+-11$\

\ [} R H
+ —_‘\/[\'riff'.\—z‘ﬁ‘(r,/,;m\]_ '4(?‘ /’n.’R-\c(32)
- 1(}.&/&’0{5.\ H*/5 - R,
Substitutie van (29) en (31) in (26) geeft na uitwerkings
2%
KR,y
zodat ook moet gelden:
= NE +p < e
Hua pep-Ri

W (= TR))

V \/ 2t 2 -
LN ) e p R e O)

We zien dat we ook nu naar die waarden van R1moeten zoeken die

2R, (r*/!-‘xi)-ﬁ: + { -/\5 'f\-ﬁk + L=xo0

bij gegeven b, &€, en p eenzelfie R , ( vergelijking (32) Jen

4
R42 ( vergelijking (33) ) oplevereny die waarden voor R4en R,

en de bijbehorende waarde voor R, ( uit vergelijking (31) ) en
R3 ( uit vergelijking (29) ) zijn dan de oplossingen voor het
filter met versterkingsfactor k = 2 , die de gewenste poolligging
- bepaald door A ,p en & - realiseren,

e hebben hiermee een probleem dat analocog is aan de situatie in

het vorige hoofdstuk (de vergelijkingen (92) en (93) ),
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De grenskrommen kunnen we ook weer op dezelfde wijze gaan bepsalen
als ik heb aangegeven in de figuren 6 en 7 van het vorige hoofd-
stuk,

We gaan voor elke gegeven waarde van - hiermee ligt één pool-
paar vast - gzoeken naar g 's en u's die behoren bij poolparen
die nog juist realiseerbaar zijn.

Vsor de codrdinaten van de polen geldt:

I
¥Y: - — ( re€le deel van de polen) (34)

2

S -

s ( imaginaire deel van de
Wa _ £ .“l.

polen) (35)

(afstand van de polen tot
de oorsprong ) (36)

o~ -

Jm de gezochte krommen te bepalen gaan we ook nu weer over de
:irkel met straal r 4\/; , te beginnen bij een dubbele, negatief
‘e€le pool, bepalen, welke polen — bij een gegeven/ﬁ - nog net
ealiseerbaar zijngy vervolgens verlagen we &¢ iets, zodat we een
.ets grotere cirkel gaan beschrijven, en we doen weer precies
hetgelfde, Op deze wijze gaan we door, Dit levert ons dan de
gewenate kurven,
De grenswaarde van R1 tot welke we oplossingen kunnen verwachten
hebben we al gevonden met vergelijking (30),
We moeten er verder nog voor zorgen dat de functies (32) en (33)
in het beschouwde interval voor R1geen singulariteiten meer hebben,
voordat we met de computer cplogsingen gaan bepalen,

Wanneer we beide vergelijkingen met de factor
2
J®RY = (eap-I R (37)

vermenigvuldigen bevatten de nieuwe functies inderdaad geen singu=~

liere punten meer in het onderzochte interval,



Te nieuwe functies worden:

2:,: (R" P'/S'E\ ¥ (F’ﬂ-ﬁ'f. —‘T' .17'"

= ‘l‘ {(pn/}l.‘(,.n—/!-ﬁ.) - 21}

tVllb {E (»1»/“\(}”/5-17".\ -zt]l- 817,(,4 ;/s-'ﬁ')s. € (38)

%.1 (Wuf‘./-*,f-\ < P,/s_-ﬁ‘)z._ﬁl‘ 'I‘T‘u
2 (pu-,‘s;. 1-q|\

TT.I (poﬁ'-ﬁ.)) 2
t\/q (ﬁ*/‘ﬂl'ﬁf{ (H*P-R') { |+£¢ﬁ,u-z-ﬁ.(}-\+/5-ﬁ.\b

{'fﬁfryﬂ5ﬁ}+*+e+ﬂp}

-H(,—urﬂ# fﬁ.)&] . (39)

Van deze functies kunnen we nu met de procedure RIBEP van het

vorige hoofdstuk ( fig, 3,10 ) de oplosaingen R1 en R, gaan

4

bepalen,

Voor het zoeken van de grenskrommen kunnen we weer gebruik maken

van de procedure MUSTAP ( fig, 3,11 ) van het vorige hoofdstukj
re moeten daartoe o door & vervangen en A door m .

« volledige programmatekst vindt U in bijlage 2,
greunskrommen,die ik heb berekend met behulp van bovenstaande,

ndt U in fig, 34 de krommen zijn hier uitgezet voor diverse waarden



)
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van A ( Og fs 2,0 ) overeenkomend met diverse liggingen van de

iwee genormeerde polen op de eenheidscirkel in het complexe fras-

quentievlak ( van een zuiver imaginair complex toegevoegd poolpaar

tot een dubbele negatieve pool ),

it fig, 3 zien we dat voor ps 1,4 geen polen realiseerbaar zijn

n het rechterhalfvlak en dat voor A2z 1,5 de grenskromme sen
=zine uitstulping in het rechterhalfvlaek krijgt. Dit is volledig

.vereenstemming met hetgeen we in paragraaf 4.2 hebben afgeleid
..1 gezien,
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4.4 Bepaling van nomogrammen voor diverse filters

"1 de voorgaande paragraaf hebben we onder meer gebruik gemaakt
n een programma waarmee we voor k = 2, bij een gegeven ligging
. .3 de polen, de waarden voor de weerstanden konden berekenen,
~ i8 k = 2 praktisch wel een erg interessante waarde, omdat zij
remakkelijk realiseerbsar is, maar we willen toch ook voor andere
~terkingsfactoren aangeven, welke waarden de weerstanden voor een
1ld type filter moeten hebben, We gaan dan ook enige formules
den, waarmee we, als we een goede startwaarde hebben -eun deze
anen we met de procedure RIBEP ( zie vorige paragraaf ) berekenen—
nogrammen voor elk type filter berekenen ( itererend ), waarin
de weerstandswaarden worden gegeven als functie van de versierkings-
factor, bij een gegeven poolligging,

¥e gaan uit van uitdrukking (22)s

o..‘:“ + o.,r’f Q,.Pl-o- apris (F"./'Apoh(cpz-p PF"’“)

Substitutie van de coéfficiénten (8a) tot en met (84) geeft:

"
ﬁ
~
N
o
©
PNt

AN (
ay- GWRRE, +BER« ARR R, epon (4o
ags (. R AT B, KR HRy 4 TR ppr cn (400)
a,« (1R, + K, + R, ) a-k 2 B4, c pop (404)

llen we hierin R, gegeven dan kunnen we met (40a) schrijven:

£

AT

. (41)
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. rgelijking (40b) geeft:

;-t.( MR T\'z + %3 +'\T.TT;K,- ep (42)

‘v vergelijking (40c) vinden wes

f%Jﬁ‘ — *-‘T-ﬁa\(z W TY—‘L +-Et_s iR, + R, -1-e (43)

cargelijking (40d) levert tot slot:

11_11? +Fur R )2 B Ry - p (44)

Uit vergelijking (42) en (44) lossen we k op:

2¢ 2¢

E ¢ :7: + BR.H, - K. ‘T\'s ~/$(i.-t)
2-k-

2¢€

£

ET R S (45)

eruit verkrijgen we voor k de volgende uitdrukking:

1RE, « 2eRK, » RRORy
2t + 'ﬁ,'ﬁ:‘ﬁ's * 'ﬁﬂ'ﬁl‘q: - ¢R.H,

Ay
’(32‘

- Tfli.’{a.ﬁs N ‘ﬁl-ﬂx-ﬁ: - -q--‘iz‘ﬁx Vi (c-1) (46)
1e+ mﬁ:ﬁs M Ruﬁzﬁ: - "-ﬁa-ﬁs
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Substitueren we deze vergelijking (46) in (42) dan vinden we:

2Ty + 2R B Fy B, - KoK - ple-)
2+ B Ry « WA - FaFe

Rs E-

2¢€
+ TR— r — +17111T\’s"/5 (47)

rerken van deze uitdrukking resulteert in de volgende kwedraitische

:1ijking in R1 s

QAR SR
R {ﬁ:m("”/’d f'ﬂ;ﬁ: (s pe) ~s&1iﬂ7, -u'ﬁ:

-uﬁ:}ﬁ'.

+{u‘hv/5c)—'\1;ma(,u/s§- -? -— % e'ﬁ"ﬁ ] s0 (48)

%j gegeven waarden voor € , 3 enp ( bepaald door de poolligging )
n voor R2 en R3 kunnen we hieruit R1 berekenen,

plossingen die voldoen zijn alleen die waarden voor R‘I en R3 die,
ij gegeven € s f* s B en R2, tevens voldoen aan vergelijking (43)

't daarin (46) gesubstitueerds

3 ¢
/3*\: (ﬁz + ﬁ’ *T"zﬁs\'

2eRR, + 26 TH, +‘ﬁ.‘Tj: ﬁ: - ﬁ.zﬁa-ﬁ; 'T\'-‘ﬁ;ﬁ: - R Ry ples)
+
ey _"'K:Ki * -ﬁ‘-ﬁ*—ﬁ: - "ﬁ;ﬁs
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€ 3¢

A RR bt R

+

-\ -& = }p’(gl/s'f‘u-'iu.-ﬁzxs) (49)

nu al itererend een nomogram voor een bepaald type filter
bepalen gaan we uit van een goede startwaarde voor de weer-
«den, dile voor een bepaalde, willekeurige versterkingsfactor
1 de vergelijkingen (40&) tot en mex (40d) en dasrmee ook
aau vergelijkingen (48) en (49) voldoen, We keunen nu aan R, een

iets gewijzigde waarde toe:

T+ a®H,— T, (50)

Vervolgens gaan we, door R, te varié€ren in een iteratieproces,

3

schtereenvolgens bij die nieuwe waarden voor R, en RB met vergelij-—

<8
xing (48) de bijbehorende waarde voor R1 berekenen -we nemen hisrvoor
‘e oplossing voor R1, die het dichtst bij de beginwaarde ligt-

a met deze waardenvoor R1, R, en R het rechterlid van vergelijking

2 3

‘9) bepalen, We gaan nu de waarde voor H, net zo lang veranderen

3

s nodig is om aan het gelijkteken van vergelijking (49) te vol-

en, Op het moment dat we waarden voor R1 en R, hebben gevonden

3

.8, met de nieuwe waarde voor R aan vergelijking (49) voldoen,

b
bben we een nieuwe oplossing gzvonden. Met vergelijking (41} en (46)
erekenen we de bij deze oplossing behorende waarden voor R, en de
vergelijkingsfactor k.
Door dit proces te herhalen ( gebruik de zojuist gevonden oplossing
als startwaarde voor een volgende iteratiecyclus ) kunnen we, door
de waarde van R2 te variéren tussen O en ¢ , het volledige nomo-
gram voor het beschouwde filter afleiden,

-

In fig, 4 vindt U een schematisch overzicht van het programma dat
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lees de weaarden voor

€ ,p en pin

lees een startwaarde

voor R1,R2 en R3 in

1
| R20smR2 |

l jt=1 —> aantal stappen

3

R2:=R20+j* & R2 |

Bereken
R1( & YeRY o s R2,R3)

v verschils= b - g

" (e, ,p,R1,R2,R3)

p

R3:=R3+AR3|

R1( &4 4 p yR2,R3)

¥
verschils=/> A~ A (e,p,p,R1,R2,R3)
fad
1Y
[ v verschil % verschil € 0 7 }
nee Jja
Iv verschill«verschill ? R} intervalhalvering
ja nee i
J gchrijf de oplossing
 AR3t=-4R3 v verschil:averschil -R1,R2,R3,R4 en k-
<+ ulit

'j!=j+1 =4

fig. 43 programma dat, uitgaande van een goede startwaarde, het
nomogram voor een bepaald btype vierde orde filter berekent,
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tovenstaande bewerkingen uitvoert,
“e listing van het programma,dat de nomogrammen berekent, vindt U
in bijlage 3,

t behulp van dit programma heb ik eerst het nomogram voor het
v-¢rde orde Butterworth filter berekend, De overdrachtafunctie

woor dit filter luidt:

k

P
(g e LE8uy3p ¢V (p*+ 036 837 p+)) (

(2}
NS
~—r

sls startwaarde heb ik de weerstandswaarden van hev filter voor
de versterkingsfactor k = 2 berekend met de procedure RIBE? van de
rorige paragraaf ( zie ook fig, 3.10 en bijlage 2)e Alg startwasyder

.6b ik gevonden
, = 01339 N

y = 3,893!4\
3 = 1,&}3|41

34 = 03336~

Het nomogram dat ik hiermee heb verkregen ziet U in fig,., Ha en

fig. 5b,

(1it. 5) dan zien we direkt dat dit bijzonder onvolledig is,
Huelsman heeft voor versterkingsfactoren k<2 geen enkele oplossing
aangegeven, terwijl er, zoals we in fig, 5 zien, in sen klein gebied
zelfs twee oplossingen bestaan { 1,9836 ¢ k< 2 ), Ook heeft Huels-

ran niet aangegeven dat er tot k = 3 een oplossing mogelijk is.
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Vergelijken we het hierboven berekend nomogram ( fig., 5a en b )
met het in het vorige hoofdstuk berekend nomogram voor het derde
orde Butterworth filter, dat zien we dat ook hier weer k = 2 en
k = 3 limietgevallen zijn,

Vaast het nomogram voor dit filter heb ik ook nog het nomogram

epaald voor het Bessel filter met de overdrachtsfuncties

D) -

(Pz* '.wmvﬂ\(\.;s(,jp‘ea- 1480 p +1) (52)

waarden voor de coéfficiénten in bovenstaande cverdrachtsfunctie
3 ik berekend uit de poolligging zoals die is gegeven in 1it, £,

startwaarden heb ik weer met de procedure RIBEP berekend,

. heb hiervoor gevonden:

0,25478

a
H

o)
]

o = 252235 n

j=e]
L]

3,1346

R

4 = 0570777

Het nomogram ziet U getekend in fig, 6, Zoals we zien is het gebied,
waar twee oplossingen mogelijk zijn, groter geworden ( 1,942¢ k< 2 ) e
ok hier vormen de versterkingsfactoren k = 2 en k =« 3 weer limiet-

vallen,
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Tot slot heb ik het nomogram bepaald voor een filter met de over-

drachtsfunctie

k
H(p) -

(c*+ tgp st )
Prav 2 (53)

cor de startwaarden heb ik met behulp van de procedure RIBEP voor

= 2 gevonden:

3,7231- 107

5 1,4050 &

j=¢]
]

3 3,4277 S

5,5770 - 107" n

]

Het nomogram voor dit filter ziet U afgebeeld in fig, 7.
Het gebied, waar twee oplossingen mogelijk zijn, is weer groter
geworden ( 1,80 kg 2 ); de versterkingsfactoren k = 2 en k = 3

zijn opnieuw limietgevallen,
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5. Fysische Beschouwing van de diverse Filters

72 zijn tijdens de berekening van de realisatiemogelijk-
neden met de diverse orde filters met gelijke capaciteiten
uvige waarden voor de versterkingsfactoren tegengekomen,
c.arbij iets opmerkelijks gebeurde. Zo bleek vanaf de ver-
~rkingsfactor k = 2 voor alle orde filters één oplossing
: der mogelijk. Voor k 2 3 bleek voor het derde en vierde
a2 filter zelfs nagenoeg geen enkele oplossing meer moge-
NEA
gaan nu bekijken of we dit verschijnsel fysisch kunnen
:rklaren.

We beginnen met het tweede orde filter ( fig. 1 )

Ca

\F
————[— ) — 5‘>

©
+ _RJ. 'ﬁ‘ +
E P o = ‘&Jn
cs!F
o o
Je 1: tweede orde Sallen en Key filter
ellen we de ingangsspanning E gelijk aan £ = 0, dan kunnen

we de rondgaande versterking voor de teruggekoppelde ver-

sterker bekijken ( zie fig. 2 ).



+0

C¢I|F -ﬂl

0

Z. 2: vervangingsschema voor de bepaling van de rond-
gaande versterking.
* geldt:
S, :
' | Ue
2 + pRec s+ BB, (1)

R, PMC

De waarden van de weerstanden konden we, zZocals in hoofd-

stuk 2.4 is afgeleid, als volgt berekenen uit de coefficiénten

a, en a1, die worden bepaald uit de ligging van de polen:

Taz g, (2)

L
Q, _|_ 1
- o« 2\/ a, - q(a-ua,, (3)

=
»



-98 -

Uit deze formules zagen we, dat bij vasthouden van de poscl-
ligging en ophogen van de versterkingsfactor vanaf de waarde
waarvoor realisatie mogelijk is, tot k = 2, één van de twee

oplossingen de volgende limiet heeft voor k —» 2:

a de limiet geldt dan ( zie fig. 2 ):
S > U 13V = U

‘bstitueren we dit in vergelijking (1) dan blijkt dat

sor deze oplossing de rondgaande versterking steeds toe-
neemt totdat zij voor k = 2 gelijk aan &én is geworden:
er is nu precies aan de oscillatie voorwaarde voldaan
(& =9 )
Voor alle frequenties is de rondgaande versterking nu gelijk
aan één, zodat er geen sprake meer is van een realisatie

van een bepaalde poolligging.

Beschouwing van het derde orde filter levert analoge resul-

taten op:

fig. 3 derde orde Sallen en Key filter.
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v 0o de berekening van de rondgaande versterking vinden we

co { zie fige 4 )

Rs
R, =,
\50‘= ‘Ue
Ks
Ry + Hu Cl +H{, + — (4)
{ 1+pRLC ﬁﬁ } .ﬁ pC
+ = -
CoiF =
u, ) ke Y
CinF
. —
| " T

iz. 4: wvervangingsschema voor de bepaling wvan de rondgeande

versterking voor het dexde oirde filter.

Wanneer we, vanaf de versterkingsfactor, waarvoor het bne-

schouwde filter realiseerbaar is, de versterkingsiacior op=-
’ , . -

hogen, dan bleek dat voor één van de oplossingen geldt:

voor k —» 2:

iat in de limiet weer geldt:

50w zUo =3:29a S,
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Voor k = 2 ontstaat voor deze oplossing dezelfde situatie

- 1s bij het tweede orde filter: de rondgaande versterking
»:rdt weer gelijk aan &én. ( zie ook fig. 4 )

der opvoeren van de versterkingsfactor en beschouwing van

.~ andere oplossing leverde voor k-—» 3:
>0

-0

zien we uit fig 4 en door substitutie van bovenstaande

in vergelijking (4):

1}

'\“ -~ %‘uq - _;' 3\’. - \’|

Ook nu wordt de rondgaande versterking gelijk aan één voor

alle frequenties.

De beschouwde poolligging is hiermede dan ook niet meer
realiseerbaar.

taan we tot slot op dezelfde wijze te werk voor het vierde

rde filter ( fig. 5) dan verkrijgen we ook weer dezelfde
rsultaten.

Cs\F
‘ it
C.I!If
S
o - 94
Ty Rs LN L
~ —_— = ‘Su 'adl
CieiF Cl=1F
-G

fig. 5: vierde orde Sallen en Key fiiter,
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1 L s R
PG p e TR Y 0 R T

PR, POUARTs + ARy v e TR} + pC 3Ry suMur R, o
(5)

= ‘U
1:“:_‘; R 1&?} R R K. } . 31.\ . l_'K_;, L T \ °
*  Ru Ry R Ra R Ry pR.C

i
JLF
i

e TR _L Ry R '
+

u°‘ad‘<52> Ry Cle

o
i
S

fig. 6: vervengingsschema voor de bepaling van de rond=-
gaande versterking van het vierde orde filter.

e zagen dat bij ophogen van de versterkingsfactor vanaf

)

o waarde waarvoor het gewenste filter realiseerbaar is,

yor k =»2 één van de oplossingen naar de volgende limiet
w@at:s

- O

2—’%
In het limiet geval geidt dan:

\’;‘Q iuol ivl‘Jl' J
Bij ophogen van de versterkingsfactor zien we uit fig. 6
dat de rondgaande versterking steeds tcoceneemt totdat deze

in het limietgeval weer gelijk aan één wordt voor alle fre-
quenties,
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de schakeling oscilleert weer op alle frequenties en e¢r is
geen sprake van een realisering van een bepaalde poolligging
meer.,

"eschouwen we de tweede oplossing dan bleek bij nog verder
wohogen van de versterkingsfactor tot k = 3 in de limiet te

selden:

» O

We zien hiermee uit fig. 6 dat dan geldt:

g > g'.u..?".sss.. S,

. > PR Id
‘eer wordt de rondgaande versterking gelijk aan één voor alle

requenties en komt de beschouwde oplossing te vervallen.
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Conclusies en opmerkingen

in het voorgaande hebben we toch wel enige opmerkelijke resul-
taten verkregen.
We zagen dat voor het tweede orde filter, waarin alle com-
ponenten nog vrij te kiezen zijn, een versterkingsfactor
= 1 toereikend is om alle poolliggingen in het gehele
~erhalfvlak te realiseren. Door alle capaciteiten gelijkt
iezen kunnen nog slechts poolliggingen op de negatieve
-2 as worden verwezenlijkt. Verhogen van de versterkings-
factor resulteert in een uitbreiding van het realiseerbare
gebied totdat voor k = 2 het gehele linkerhalfvlak en voor
k » 2 het hele complexe frequentievlak realiseerbaar is.
elijk kiezen van de weerstanden maakt voor k = 1 weer het
ehele linkerhalfvalk realiseerbaar,
tj het derde orde filter is, voor k = 1 en voor willekeurig
> kiezen componenten, het gehele linkerhalfvlak realiscer-
.ar. Kiezen we de weerstanden gelijk dan ontstaat er een
aine verboden zone in het linkerhalfvlak vlak langs de
.naginaire as. Gelijk kiezen van de condensatoren leidt tot
een beperking van het realiseerbare gebied tot de negatief
re8le as; verhogen we in dit geval de versterkingsfactor dan
wordt het realiseerbare gebied weer groter, totdat voor k = 2
het gehele linkerhalfvliak te realiseren is, Voor versterkings-
factoren k » 2 blijft er een verboden gebied in het rechter~
halfvlak tot de versterkingsfactor k = 3-& { met es O )
waarvoor het gehele complexe frequentievlak realiseerbaar is,
Voor k » 3 is er een klein realiseerbaar gebied dat groten-
deels in het rechterhalfvlak ligt en met toenemende verster-
kingsfactor steeds kleiner wordt.

Voor het vierde orde filter met gelijke capaciteiten is de
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versterkingsfactor k = 2 niet meer toereikend om alle pool-
iiggingen in het linkerhalfvlak te realiseren; tevenskunnen
1 voor deze versterkingsfactor poolliggingen in het rechter-
4lfvliak optreden.
ok bij dit filter blijkt voor de versterkingsfactoren k > 3
-genoeg geen enkele poolligging realiseerbaar,
Voor alle filters was' een bepaalde poolligging vanaf een
i...argrens voor de versterkingsfactor op twee ( voor sommige
.liggingen zelfs meer ) manieren mogelijk. Voor k = 2
~11t één van de oplossingen. Voor het tweede orde filter
t realisatie verder op één manier mogelijk voor alle
veinsterkingsfactoren. Voor het derde en vierde orde filiter
blijft de tweede oplossing slechts bestaan tot de versterkings-
factor k = 3; hierboven zijn nagenceg geen pooiliggingen
aeer realiseerbaar,
et wegvallen van één oplossing bleek te ontstaan doordat de
mdgaande versterking van de teruggekoppelde versterker
‘1ijk aan één wordt voor alle fregquenties, zodat er dan geen

rake meer is van een gerealiseerde poolligging.
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BIJLAGE 4 Enige Numerieke Beschouwingen,

Als we numeriek snijpunten van twee functies en de bijbehorende
functiewaarden willen bepalen, zullen we deze waarden nooit exact
‘cunnen vinden door de fouten die we maken, doordat we niet alle
-e€le getallen tot onze beschikkeing hebben om mee te werken, maar
"lechts een bepaald aantal getallen uit deze oneindige verzameling.

zullen mwu formules af gaan leiden, waaruit we sen bovengrens

or de grootte van de gemaakte fout kunnen berekeneun,

31 dat we het punt X = XO willen bepalen waar de twee functies

1) en g(X) aan elkaar gelijk zijns

Y. (X (X

5 = t(E)= (X))
dan kunnen we, bij numerieke bepaling wvan dit punt, als vaélgt de Tout
en bijbehorende ¥, = f(XO) = g(X.;

]

in de gevonden waarden voor XO

berekenen, ( zie ook fig, 1)

4 f %M

_Qx

~ige 1: Snijpunt van f£(X) en g(X): YO = f(XO) = g(XO).



Voor de gevonden numerieke benadering geldt:

\z“,}n(xo+ax) = ‘3-\ (X +AX) (1)
X"(x\ - [0 ve, (2a)
1,,()&\ < 160 + &,y (2v)

€, en &, zijn enige malen de "machinefout"” ( de ‘out die ont-
staat doordat de rekenmachine voor een willekeurig getal het
dichtstbijiiggende machinegetal neemt ) door de bewerkingen
die met de niet exact juiste getallen moeten worden ultgevoerd

N

<o ~ Y - . =
volgens het voorschrift I(X)9 respectievelijk (X

P
A o
bl
k4
u
<
o
¢
3
)
b

arde van grootte van de "machinefout",

Substitutie van (2a) en (2b) in (1) zeefts

}(x,+ax\+¢;,= 1(x°+Ax)+£,_ (3)

N 7 - 4 SN . : - s
ntwikkelen we f\Xo + AX) en g\XQ_ +AX) in een Taylorreeks en ver-

rarlozen we de hogere afgeleiden darn levert dit hel volgende resul-

aats

}(xo\) + AK.E'();_O\ + &, = ?(x,\i— asxwg,‘i'xo) + &,

(4)
“fwels
TAR S { g.(¥°\ - 1‘(xo\} 2 £, ¢, (5:5

9]
P
(Gl
ot
’-J
@
=

we:



bed o le,l < 2lel (6)

.in vinder we hieruit wvoor de fout in de berekende waarde

or XO:

P
-3
S

2E
laxi< \ f‘(xo\ -cz'(x.,)g

at de fout erg grootl kan worden alis de af

Fu

ien hileruit

]

van de twee funciies naganceg aan elxaar reliik zijn,
L [&) u )

berekende waarde voor Y, kunnen we als va.
()

de fout in de

Lwitdrukking aflediden,

& (x0) + 9q (xo)

L%b = 2

De berekende waarde, dle we vinden, wordt echter

gw(xo Yexi Y (%04 &%)

\3{“=k3°*m32’ 2

(9)



substitutie van (2a) en (2b) in deze uitdrukking, toepassing van

de Taylorontwikkeling en verwaarlozen van de hogere afgeleiden geeft:

(xo) + q(x0) }‘(xo\ + o' (%) £.4 €,
uxo + A!z = + Aax- +
2 2 2
: _
IR i “’} Cot,
= ka’#' AX ( z + 2 ('i())

basolute Tout in de berekende waards vaoox ¥

o ¥o rdt hiermset
J

% 3‘(33 + ?‘(xo\.

’...s ‘i ‘ + t-' /‘;\r
‘g S\AXl i 2 !gi )

2

2 relatieve foutl in de berekende waarde voor Y, vinden we:
i

Aj AX \ -
= T {[ﬁ(xe +?'( \ o E * ——-—--—-—-—E"al
Ko

Koij- — i —
Y P Y

gilo\ +oé {xo) ?(x,,‘} + ca, {%0)

x? 3 + E'"_i'__"

?o SEx‘,} 'V?(KG) (12>



APPENDIX 1

EQUAL-VALUED-CAPACITOR ACTIVE-RC-
NETWORK REALISATION OF A 3RD-ORDER
LOWPASS BUTTERWORTH CHARACTERISTIC

Do ving terons Acnive fldeers, Capacitons

Fhe letier desatbes an active RC actwork which reabises
a drd-order lowpass Butterworth characienstic It reguires
one active element and has the prachical advantage that all
capacitors have the same value. A design chart by included.

by ihe practicai design of active RO circutts, it s highiy
destrable, from a fabrication viewpomt, to be able to constrain
the destgn so that all the capacitors have the same value.
b this detter, we discuss such a constrained active RO
necwora which reabises a 3rd-order towpass  Butterworth
chiavacteristic . The setwork  contfiguration is shown in
Frg. 1. The triangle represents a voltage-controtled voltage
source with a gamm of K. The open-Circuit voltage transfer
function for this network 1s

3 -
;,i = KR, K. Ryp* +12R, Ryt K3 Ry + R, R, (2-K)} p?
i t

FAR Ry + R+ R2- K)ip+ 117! hH
fhe frequency-normaiinsed  lowpass  Butterworth  transfer
function to be reahsed s

' _— - (2)
[ ptr2pte 2p i ’ -

%
>
B
T | =

[~}

F.uy. t Network conliguration

The ~oiution for the values of the resistors (as a function of
the gain of the voltage-controtled voltage source) which

realise this network function is readily found by solving the
set of nonhinear eguations
i Ry R, R,
2o 2RRCVR ROt R RS2
TR VROHIR, P R2 KD

Kl (3

for wosequence of valies of the parameter . The resuits are
rownan Fage 20 e should be noted that soiutions exist for a

e ol Kofrom approximately 1-86 to 299, although the
Locad of somewhat extreme at the fimits
ot this range. OF speciad interest s the solution for K+ 2,
snee this gain s castly produced by a high-gain differential-
mput amphifier wing two egual-valued feedback resistors.
var such a AL the resstors of the network shown in Fig. |
Dave the values

POSISIANCeS s

He [ERYIR

[

Ry, - i-469Q

Ry - 04350

28

24}

o8r

R 3 \\\
o4 —_
}-

2.4
gain K

resistance, 0}
5 o
A l T ] mg
/
\ 2
\ ;_
\\‘ —
e \%u&

]

Fig. 2 Resistance/gain results
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AN

Jued Capacitor Active RC Network Realization of
s1h-Order Low-Pass Butterworth Characteristic

L. P. HUELSMAN

Abstract —-This letter describes an active RC network which realizes a
fourth-order low-pass Butterworth characteristic. [t requires one active
element and has the practical advantage that all capacitors have the
same value. A design chart is included.

ln lhc pnw!:cai

tor the Butterworth case we fina that oy w33 = 26113
and aa =~ 1. oling tae seu of simulianeous nonlinear w;u.‘uon,, given
taese values, and £
Jhown iy
£, Yor which we ohiaimn
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