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ПРЕДИСЛОВИЕ ПЕРЕВОДЧИКА 

Книга. Камерона и ваu .ЛдRта представляет бег: 
лый, но. емкий. обзор. по еовре~енной. т~ОRИИ кодиро
вания; в ней с особенной Четкостью оттенены комби
наторные аспекты. Изложение носит конспективный 
характер, что делает щшгу удобным пособием для спе
циалистов по rеории кодирования и комбинаторному 
анализу. 

За небольшими ис·кл1оч'еннями (например, двой
сrвеiшый - дуальнЬ1й), rерми,но.Jюгия согласована с 
русским переводом [80], имеющиеся раЗночr'ения при-
веДеньJ в предмеrном указателе. · 

Когда книга была уже набрана, Издательство Кембридж
GН:ого университета сообщило Главной редакции о выходе но· 
вого издания книги: Gtaphs, Codes and Designs. - L" 1980.-,
LMS, LNS 43. К сожалению, эта информация оказалась слиш
ком запоздалой. Однако редакция пошла навстречу просьбе Из
дательства учесть переработку в русском издании. В корректуру_ 
бьши внесены почти все изменения - незначительная часть непо
средственно в тек~т, а основная часть - в виде Добавлений 11з 
второго издан_ия; к ним делаются .отсылки по тексту (курсивом); 
в Добавлени.ях делаются отс1:>1лки· на соответствующие страницы. 
Все изменения набраны петитом . 

. Выражаю признательность В. А. Зиновьеву, про
читавшему рукопись перевода и сделавшему ряд по

лезных замечаний. 



ВВЕДЕНИЕ 

В 1973 году _Jipoфeccop ван Линт и дgктор Камерон 
Прибыли в Вестфилдский колледж каждый для Чте• 
ния своей лекции на нашем семинаре по комбина· 
торной алгебре и геометрии. Как оказалось, содержа
ние их лекций .совпадало в наиболее интересном на·· 
правлении, в .связи с чем возникла идея переработать 
уже подготовленные заметки каждого из них .в единое 

целое. Результат этого - настоящая книга. 
Целью лекции являлось ознакомление аудитории 

(уже знакомой с теорией схем) с некоторыми свя
зями этой теории и ее приложениями в других обла
стях математики - в основном, теории графов и ко
дов. При этом на цель изложения пQ.влияла связь тео
рии схем с теорией графов и кодов; однако, Последо
вательного изложения этих областей не дано, хотя 
КаЖДОЙ ИЗ ЭТИХ теорий предшествует ВВОДНаЯ глава. 

Внимательный читатель может заметить различие 
стилей разных глав, демонстрирующее индивидуаль
iюсть подходов обоих авторов. Мы верим, что общее 
математическое единство лекций и книги будет оче
видным и полезным для студентов и исследователей 
этих разделов математики. 

Новый материал включает в себя овалы в симметричных 
схемах, неравенства Рай-Чаудхури и Вильсона, частичные гео
метрии, с теоремами Хофмана - Чанга и Холла-Коннора, 1-фак
торизации Кв, эквидистантные коды, плоскости и биплоскости, 
обобщения квадратично-вычетного кода и обратимые плоскости, 
двухвесовые проективные коды, границу Крейна. 



1. КРАТКОЕ ВВЕДЕНИЕ 
В ТЕОРИЮ СХЕМ 

Настоящие лекции читались для специалистов, зна: 
kомых с теорией схем; для не входящих в их число 
Эта вводная глава описывает основные понятия тео

рии схем и некоторые конкретные примеры. 

· Под · t-схемой с параметрами (v, k, Л)_ {или 
t- ( v, k, Л )-схемой) понимается ·совокупность q) под
множеств (называемых блоками) множества S, со• 
стоящего из v точек, такая, что каждое подмножество 
Из q) содержит k точек, а всякое множество из t то
чек содержится ровно в Л подмножествах из т. Это 
определение, для исключения вырожденных случаев, 

обычно пополняется различными условиями; так, мы 
Предполагаем, что S и q) не пусты и что v ~ k ~ t 
(Л >О). t-схема с параметром 'А = 1 называется 
штейнеровой системой. 

Иначе t-схему можно задать множеством точек, 
множеством блоков и бинарным отношением инци
дентности между точками и блоками, удовлетворяю
щим соответствующим условиям. 

Иногда в t-схемах допускаются «повторяющиеся» 
блоки, tак что q) - скорее семейство, чем множе. 
СТВО - ОДНО И ТО Же ПОДМНОЖеСТВО S может И неодНО• 
кратно фигурировать как блок. (Это естественнее 
согласуется с определением отношения: просто отсут
ствует условие, что всякие k точек инцидентны не 
более чем одному блоку.) В этой книге, как правило; 
не допускаются повторяющиеся блоки; случаи их по~ 
явления оговариваются особо. Для всякого t суще
ствуют нетривиальные t-схемы с повторяющимися 
блоками; но известны только те примеры схем без 
повторяющихся блоков с t > 5, в которых каждые k 
точек образуют блок. Существование нетривиальных 
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t-схем при t > 5 есть наиболее важная нерешенная 
задача в этой области; даже 5-схемы настолько ред
ки, что новые конструкции представили бы несом
ненный интерес. Конечно, для штейнеровых систем 
вопрос повторяющихся блоков не возникает. Лишь две 
штейнеровы системы с t = 5 и две с t = 4 известны; 
они будут описаны ниже*). 

, 3 а м е чан и е. О-схема есть просто совокупность 
k-элементных подмножеств некоторого множества. 

Пусть в t-схеме 'Лi обозначает число блоков, содер
жащих заданное множество из i точек (О ~ i ~ t). 
Независимо, подсчитывая число различных выборок 
остальных t - i точек и число б.h:оков, содержащих 
все t выделенных точек, находим: 

(k-i) (v-i) 'Л~ t-i = t-i л. (1.1) 

Отсюда следует, что 'Лi не зависит от начального вы
_бора i точек, значит, t-схема, в то же время, является 
и i-схемой для О~ i ~ t. Параметры Л0 (полное чис
ло блоков) и Л1 (число блоков, содержащих данную 
точку) обычно обозначают через Ь и r соответственно. 
При t = 1, i =О формула (1.1) показывает, что во 
всякой 1-схеме 

bk = vr. л.2) 

2-с:хема :~асто называется блок-схемой или просто 
схемой; в литературе термин «уравновешенная непоJI
ная бл0-к-схема» используется, когда не каждое k
подмножество является блоком. В 2-схеме имеем ра-

- ' 
венство 

r(k- l)=(v- l)Л. (1.3) 

Матрица инцидентности схемы есть матриц-а М, 
строки и столбць1 которой сопоставлены блоками_точ
·кам схемы соответственно, а элемент в пересечении 

-строки В и столбца р равен 1, если р ЕВ, и равен Q, 
если р ф В. (Заметим, что часто используется и иное 
определение, например, в книгах Дембовского [24] 
и Холла [33]; разница в том, что наша матрица яв
ляется транспонированной по отношению к приведен-

*) Несколько новых таких систем было недавно получено 
Деннистоном. 



ным в этих книгах. Такое соглашение здесь принято 
потому, что мы хотим представлять характеристиче

ские функции блоков, или строки М, как вектор-стро
ки, и рассматрива:гь их линейную оболочку.) 

Условия, что всякий блок содержит k точек, вся
кая точка лежит в r блоках, а всякая пара' точек -
в "л блоках, могут быть выражены в терминах матри· 
цыМ: 

MJ=kl, 
!M=rl, 

МтМ = (r - Л) I + Л!. (1.4) 

(Здесь и далее - ! - единичная матрица, а J - мат
рица, сплошь состоящая из единиц.) Нетрудно пока
зать, что 

det ((r -).,) ! + ЛJ) = rk (r - Л)v-i, 

так что если r > "л, то матрица мтм несингулярна, 
из чего следует неравенство Фишера: 

Теор ем а 1.5. Во всякой 2-схел1е при k :::;;; v--,- l 
выполняется неравенство 

b?:;:v. 

Кроме того, если Ь = v, то MJ = JM; таким обра
зом, М коммутирует с (r-"л)I+'Al, а значит, и с 
{(r - Л) ! + "л!) М-1 = мт. Следовательно, ммт = 
- (r- 'А)!+ ЛJ, из чего заключаем, что всякие два 
блока имеют Л общих точек. · 

Теор ем а 1.6. Во всякой 2-схеме при k :::;;; v - 1 
следующие утверждения эквивалентны:. 

1) Ь = v; 
2) r = k; 
3) всякие два блока имеют 'А общих точек. 
2-схема, удовлетворяющая условиям теоремь1 1.6; 

называется симметричной. Двойственная ей схема по
лучается переменой ролей точек и блоков, посред
ством отождествления точки с множеством блоков, 
ее содержащих; эта дiюйственная схема есть симмет
ричная 2-схема с теми же параметрами и матрицей 
инцИдентности МТ. Полярность симметричной схемы 
!!!) есть самообратимый изоморфизм между схемой !!!) 
и ей двойственной, т. е. взаимно однозначное соответ- . 
ствие а между точками и блоками схемы !?lJ, такое, 
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Теорема Брука - Райзера - Човла дает необходи
мые условия существования симметричных схем с 

данными параметрами (v, k, Л), удовлетворяющими 
условию (v- l)Л = k(k-1). 

Те о р ем а 1.8. Пред положим, что имеется сим
метричная 2-(v, k, Л)-схема и пусть п = k-Л. Тогда 

1) если v четно, то п - квадрат; 
2) если v нечетно, то уравнение 

2 2 = пх2 + (:.__ l)<v-1)/2 Л,у2 

резрешимо в целых х, у, z, из которых не все равны 

нулю. 

Инцидентностное уравнение мт М = п! + ЛJ пока
зывает, что матрицы / и п! + ЛJ рационально когра
диентны; стало ·быть, теорема 1.8 может быть полу
чена применением теоремы Хассе - Минковского,·хотя 
возможны и более элементарные доказательства. Тео
рема Хассе_::- Минковскоrо .rарантирует существова
ние рациональной матрицы М, удовлетворяющей ин
цидентностному равенству в случае выполнимости 

условий теоремы 1.8, но это не означает, что схема 
существует, и неизвестно, являются ли эти условия до

статочными для ее существования. Позже, в главе 11, 
будет подробнее обсуждаться случай (v, k, Л) = 
=(111, 11, 1). 

Матрица Адамара-пХп-матрица Н с элемен
тами +1, удовлетворяющая условию ннт = нтн = 
= nl. (Она называется так потому, что ее детерми
нант .достигает границы, принадлежащей Адамару.) 
Изменение знаков элементов строк и столбцов остав
·ляет определяемое свойство неизменным, поэтому 
можно предполагать, что все элементы в первой стро
ке и первом сто.Лбце равны + 1. Если вычеркнуть эту 
с;троку и этот столбец, а в оставшихся. заменить -1 
на О, то получится матрица М, которая (при п > 4) 
является матрицей инцидентности симметричной 

2-( п - 1, ; - 1, ~ - 1 )-схемы. Такая схема на
зывается адамаровой 2-схемой. Из схемы с такими 
параметрами можно восстановить матрицу Адамара 
обращением приведенной процедуры. Однако, мат
рица Адамара может быть видоизме.не:на перестанов
ками строк и столбцов, поэтому Из «эквивалентных» 
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что для всякой точки р и блока В включение р Е В 
выполняется тогда и только тогда, когда ва ера. 
Точка р (соотв. блок В) является абсолютной отно· 
сительно полярности а, если р е ра (соотв. ва_ е В). 
· Теоремы 1.5 и 1.6 следуют из более общего ре~ 
зультата, который приводится в главе 4. 

Теорем а 1.7. Во всякой 2-схеме число блоков, 
не пересекающихся с данным блоком В, не меньше 
чем 

k (r-1)2 

(k-,-1) (Л.-1)+ (r--: 1) · 

Равеf:lство достигается тогда и только тогда, когда 
всякий блок, пересекающийс.Я с В, имеет с ним по
стоянное число общих точек; если это условие выпол· 
·нено, то постоянное число общих точек равно 

l+(k-r~~-1). 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть d - число блоков, отличных от 
В и пересекающихся с ним, и n; из них пересекаются с В в i 
точках .. Независимо, подсчитывая число выборов j точек .. g В и 
в другом блоке, инцидентном с этими j точками, получаем для 
j =О, 1, 2 соответственно (суммируется от 1 до k): · 

,Lni=d, 

L ini = k (r - 1), 

L: i(i-1)пi =k <k - о <л....., 1>. 
Значит, 

L (i-x) 2 ni =dx2 -2k (r-1) х + k ((k- l) (?.-1) + (r-1)). 

Эта квадратичная форма от х должна быть положйтельно полу- • 
определенной и обращается в нуль, толнко если d =k (r - J)2/ 
/((k-1) (Л-1) + (r-=-1)) и щ =О для всех i # 1 + (k
-1) (Л-1)/(r-1). 

3 а меч ан и е. Теперь теорема 1.5 следует из не
равенства 

k (r-1)2 

b-l~ (k-l)(Л.-l)+(r-1) 
с применением формул (1.2) и (1.3); точно так же, 
если Ь = v, то r = k и 

1-+- (k-1)(/.,-1) -~ 
А ! r-1 -fvo 
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матриц Адамара можно· получать различные 2-схемы 
Адамара. 

·_ : Примеры адамаровых 2-схем включают в себя схемы Пэли, 
где п-1 = q-степень простого (q == 3 (mod4)). Точками та
кой схемы служат '3лементы поля GF(q), а блоками- множества 
Q + а (а s GF ( q)); где Q - множество ненулевых квадратов в 
GF(q). 

Пусть Н - матрица Адамара порядка п > 4, в ко
торой каждый элемент первой строки равен + 1. Вся
кая строка, .отличная от первой, имеет п/2 единиц и 
п/2 минус единиц, определяя таким образом два мно
жества столбцов, по п/2 в каждом. (Это разбиение 
не зависит от перемены знаков всех элементов стро

ки.) Если рассматривать столбцы как точки, а мно
жества, определяемые таким способом, - как блоки, 

.то получается з-( п, ~ ' ~ - 1 )-схема, именуемая 
адамаровой 3-схемой. Всякая схема с этими парамет
рами выводима из матрицы Адамара таким способо~1. 

Необходимо отметить, что множество адамаровых 
матриц весьма велико. Примеры их известны для мно
Гих порядков п, кратных 4 (наименьший невыяснен~ 
ный случай: п = 188 *)), а для умеренно малых п 
имеется много неэквивалентных матриц. 

Проективная геометрия ·над полем F есть, грубо 
Говоря, совокупность подпространств векторного про
странства конечного ранга над F. Точками геометрии 
Являются подпространства ранга 1. Проективная гео
метрия часто рассматривается как решетка, в кото
рой всякая точка является атомом и кажщ,1й элемент 
смежен атомам. Будем отождествлять подпростран
ство с множеством точек, его составляющих, пони
маемым как подмножество точечного множества. Раз
мерность подпространства на единицу меньше его 

векторно-пространственного ранга (так;' точки имеют 
размерность О); размерностр геометрии - та же, что 
И всего пространства. Прямые и плоскости - это под
пространства размерности 1 и 2 соответственно; ги
перплоскости - подпространства коразмерности 1. Та
ким образом, здесь имеют место обычные геометриче
ские утверждения: две точки лежат на одной прямой, 
точка и не смежная ей прямая лежат в единственной 
плоскости и т. д. 

*) п ~ 268 (1980 r., см. I80]. - Прим. перев. 



.. Для .. данной t~схемы f!l) производная схема !?/)р от
носительно точки р есть (t- 1) -схема, точки кото
рой~ ТОЧКИ СХеМЫ f!l), ОТЛИЧные ОТ р, а: бЛОКИ-:- МНО· 
Жества В-{р} для каждого блока в Е f!l), который 
содержит р. Остаточная схема §}Р относительно точки 
р имеет то же точечное множество, что и !11), но ее 
блоки-,,- блоки схемы 21), не содержащие точки р; она 
также 'является ( t - 1) -схемой. . 

Здесь, как для схем, так и для групп перестано
рок, весьма важен обратный вопрос, именуемый про
Длемой расширений~ 

Изоморфна ли Данная t-схема производной f!l)P для 
некоторой (t + 1) -схемы f!l)? Схема 91) в этом случае 
называется расширением данной схемы. Расширение 
может быть произведено не единожды, а может и не 
существовать вовсе. (Для построения расширения 
нужно найти подходящую схему 9.l)P,) Применяя фор
мулу (1.2) к расширению, получаем простое необхо
димое условие расширяемости: 

Предложение 1.10. Если t-(v,k,"A)-cxeмa с Ь 
блоками расширяема, то k + 1 делит Ь ( v + 1). 

Так, 2-схема PG (2, q) имеет параметры v = q2 +' 
+ q+ 1 = Ь, k= q + 1; применяя предложение 1.10, 
получаем результат Хьюза [39]. 

Теорема 1.11. Если PG(2,q) расширяема, то 
q =·2, 4, 10. 

Много изысканий было посвящено этим проектив
ным плоскостям и их расширениям. Более тонкое при
менение предложения 1.1 О показывает, что PG (2, 2) и 
PG(2, 10) могут быть расширены не более чем еди
ножды, а PG(2, п)-не более чем трижды. В действи
тельности PG (2, 2) единственна л имеет единственное 
расширение, именно А G (3, 2) .. Единственна также схе
ма PG (2, 4) и может быть расширена трижды; каж
дое Последующее ра~ширение едннственно (с точ
ностью до изоморфизма). Существование PG (2, 10) 
до сих пор не доказано (это будет обсуждаться в гла
ве 11) · и ее расширяемость выявится, по-видимому, не 
скоро. 

Позднее, Хьюз показал, что имеется лишь конеч
ное число расширений симметричных 2-( v, k, Л) -схем 
при всяком 'А. Наиболее сильный результат в этом 
направлении принадлежит Камерону [17]. Он будет 
использован и доюран в главе 4. · 
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_ Теорема 1.12. Если симJ'v~етричная 2-(v,k,·'A.J· 
схема !!/) расширяема, то выполняется одно из еле~ 
дующих условий. 

1) !!/) - q,дамарова 2-схема; 
2) v = (Л + 2) (Л2 + 4Л + 2), k = 'А.2 + 3/.. + 1; 
3) V= 111,k=ll,Л=l; 
4) v = 495, k = 39, л = 3. 
Далее см. Добавление 2: 
Согласно случаю 1) этого результата, адамарова 

2-схема допускает единственное расширение. Для 
этого нетрудно показать, что в адамаровой 3-схеме 
дополнение блька есть блок; тогда единственное о_ас· 
ширение адамаровой 2-схемы !!lJ получается добав
лением одной новой точки к каждому блоку !!/), и то
гда дополнение каждого такого блока будет блоком 
и в расширЕшии. Помимо адамаровых схем, извест
ной расширяемой симметричной схемой является 
Р G ( 2, 4) (случай 2) при Л = 1) ; она тоже допускает 
единственное расширение симметричной 2-схемой. 

Для аффинных плоскостей ситуация немного иная, 
поскольку необходимое условие (предложение 1.1 О) 
всегда выполнено. РасшИ:рение аффинной плоскости 
(т. е. 3-(q2 + 1, q + 1, 1)-схема) называется обращен~ 
ной плоскостью или . Мёбиус-плоскостью. Известно 
много примеров:- аффинные плоскости над·конечными 
полями все расширяемы, иногда более чем одним спо
собом. Однако, Дембовским [22, 23] показано, чтQ 
обращенная плоскость при четном q допускает есте
ственное вложение в РG(З, q) (q-степень двойки); 
Используя это в соединении с предложением 1.1 о, 
Кантор [42] показал, что, если AG(2, q) дважды рас
ширяема (q > 2), то q = 3, 13. В действительности, 
АО (2, 3) трижды расширяема; эти расширения яв~ -
ляются «погружениями» в соответствующие расшире

ния PG (2, 4), так же как в проективных геометриях 
над GF (3). Неизвестно, верно ли, что всякая AG (2, -13). 
дважды расширяема. · _. --

Расширения схем PG(2, 4) и AG(2, 3) столь важны, 
что мы приводим краткое описание их конструкций. 
См. также Витт [73, 74], Лунберг [46], Тодд [68], 
Джонсон [ 41] и т. д. · 

5-(24,8, !)-схема получается из PG(2,4) добавлеr 
нием трех точек р, q, r; блоки, содержащие все эти 
три точки, суть множества {р, q, r}U L~ где L- пря-
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~ мая в PG{2, 4). Мьr должны точно определить блоки, 
которые не содержат все эти три точки, как подмно-. 

жества PG (2, 4). Они оказываются естестЕенными гео
метрическими объектами: гиперовалами подплоско
стями PG (2, 2) .и симметрическими разностями пар 
прямых. Действительно, Это единственно возможные 
кандидаты; таким путем можно показать единствен

ность схем. (При этом важно, -что блоки 5-(24, 8, 1 )
ехемы моrут иметь 0,2 или 4 общих элемента; это до
казыва:ется nростьrм· вычислением.) . 

Если И-'- множество абсолютных то.чек полярности 
унитарного типа (унитарная поляра) в PG (2, 4), то 
{р; q, r} U И есть точечное множество 5- (12, 6,1 )-схе" 
мы. Иначе, последняя схема может быть получена 
троекратным расширением А G (2, 3) и, как и ранее, 
идентифицированием пополненных блоков с геометри" 
ческими объектами в плоскости. 

Иное построение 5- ( 12, 6, 1) -схемы основано на 
том, что симметрическая группа S 6 обладает внешним 
автоморфизмом. Взяв два множеств? из шести эле
мента~, на которых Sв действует двумя возможными 
способами, блоки 5- ( 12, 6, 1) -схемы можно описать 
при помощи перестановок. Этот метод также позво
ляет доказать единственность. Этот процесс может 
быть продолжен: группа автоморфизмов М12 схемы на 
себя имеет один внешний автоморфизм и аналогичное 
построение дает 5-(24, 8, 1 )-схему. 

Можно непосредственно строить 5-кратные транзи, 
тивные группы Матье М12 и М24 и выводить свойства 

_ схем из них. 
Для построения схем чисто алгебраическим путем, 

можно использовать приемы теории кодирования. Об 
Этом будет сказано в главах 11 и 12. · 

В случае более высоких размерностей ситуация 
проще. Схема PG (т, 2) (при т > 2) имеет расшире
IrИе лишь если q = 2,- когда. адамарова 3-схема 
AG(m + 1, 2) является единственно расширяемой; схе
ма AG(m, q) не расширяема при т > 2. 

Подробнее см. Дембовский [24]: схемы-в гла
ве 2; проективные и аффинные геометрии - в раз
деле 1 .4; проективные плоскости - в глав_ ах 3-5 и 
обращенные плоскости - в главе 6. Блок-схемы 
также рассматриваются в книгах Холла J33] и Рай~ 
зера [56]. Далее сл1. Добавление 3. · 
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Например, пусть п ~натуральное число, а V _. 
множество всех п Х п-латинских квадратов с элемен
тами {1, .•. ,/ п}. Образуем граф Гп на множестве 
вершин V, говоря, что два латинских квадрата смеж
ны тогда и только тогда, когда они ортогональны. Хо
рошо известно, что проективная (или аффинная) пло
скость порядка п существует тогда и только тогда, 

когда Г п содержит в качестве подграфа полный граф 
на п-1 вершинах. Теория графов дает нам некото
рые нижние оценки для объема полных подграфов в 
графе, и неудивительно, что они недостаточно сильны · 
для демонстрации существования плоскости данного 
порядка, за исключ,ением тривиальных случаев. В этом 
свете представляется малообнадеживающей полез
ность применения теории графов для конечных пло
скостей. 

Если р - вершина графа Г, то валентность р есть 
9:исло ребер, содержащих р (или 1 Г (р) 1, т. е. число 
вершин, смежных с р). Если все вершины имеют одну 
и ту же валентность, то граф называется регулярным, 
и в таком случае эта общая для всех вершин ва.Лент
ность есть валентность графа. (Таким образом, граф 
является О-схемой при. k = 2; регулярный граф есть 
1-схема, и лишь полный граф является 2-схемой, 
иногда называемой парной схемой ( схелюй пар). 

Как и теории схем, можно определить матрицу ин
цuдентности М (Г) графа Г, как матрицу инцидент
ностного отношения · (строки - ребра, столбцы- вер
шины, И элемент матрицы ае, р равен 1, если р Ее, И 
О в противном случае). Более полезна матрица смеж
ности А (Г)- матрица отношения смежности (строки 
и столбцы-вершины и ар Р = 1, если {р 1 , Р2}-реб-

1. 2 

. ро,. и О в противном случае). Отметим, что М (Г) т М (Г) 
есть сумма симметричной матрицы А (Г) и диагональ.
ной матрицы, элементы которой с индексом (р, р) 
равны валентности вершины р; так что М (Г) тм (Г) = 
:___А (Г) +а!, если Г- регулярный граф валентности 

а. Заметим также, что А (Г) = ! - ! -А (Г), где (как 
всегда) J - матрица, сплошь состоящая из единиц. 
Граф . Г регулярен тогда и только тогда, когда 
А (Г)J =а! для некоторого числа а (которое тогда 
и будет валентностью !) . . 

Сильно регулярный граф есть · регулярный граф 
(не полный и не пустой)., который обладает тем свой" 
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2. СИЛЬНО РЕГУЛЯРНЫЕ. ГРАФЫ 

В теории схем исследуются системы подмножеств 
(или отношений между двумя множествами) с высо
кой степенью симметрии. В противоположность этому; 
в большой и, на наш взгляд аморфной, области, назы
ваемой «теория графов», исследуются Еопросы об «об
щих» отношениях на множестве. Такая общность 
обычно означает, 'что либо задаваемые вопросы слиш
ком частны, либо получаемые результаты недостаточ
но мощны для вывода полезных следствий в теории 
схем. И все-таки есть несколько мест, в которых эти 
две теории взаимополезны; некоторые из них будут 
описаны в следующих пяти главах. Необходимая уни
фикация Здесь обеспечивается КЛаССОМ «СИЛЬНО регу
ЛЯрНЫХ графов», :Введенных Боузом [11], определение 
которых отражает симметрию, присущую t-схемам. 
Но прежде всего, без обсуждения, укажем пример таq 
кой ситуации. 

Граф состоит из конечного множества вершин · и 
множества ребер, где каждое ребро есть подмноже
ство множ~ства вершин мощности 2. (Иными словами, 
наши графы неориентированны, не имеют петель и 
кратных ребер.) Как и в схемах, есть иное определе
ние: граф состоит из множества вершин, множества 
ребер и «инцидентного» отношения между вершинами 
и ребрами, такого, что всякое ребро инцидентно двум 
вершинам, а любые две вершины инцидентн.ы не бо
лее чем одному ребру. Несколько иное определение: 
граф состоит из конечного множества вершин и сим
метричного иррефлексивного бинарного отношения 
(называемого смежностью) на этом множестве вер
шин. Граф является полным, если любая пара вершин 
смежна, и пустым, если он не имеет ребер. Доtiолне-

нuем графа Г является граф Г, множество ребер ко
торого есть дополнение множества ребер графа Г (от
носительно множества всех 2-элементных подмно
жеств этого вершинного множества). Во всяком гра
фе Г через Г(р) обозначаем множество вершин, смеж
ных вершине р. Для данного множества вершин S 
через Г /S обозначаем граф на множестве вершин S, 
ребра которого~ ребра графа Г на множестве вер-
р.щн $. . 



ством, что число вершин, смежных вершинам р1 и 
Р2 (Р1 =!= Р2), зависит лишь от того, смежны эти вер
шины или нет. Его параметры суть (п, а, с, d), где 
п - число вершин, а - валентность, с - число вер

шин, смежных Р1 и Р2, если {Р1, Р2} Е Г, и d-: число 
вершин, смежных Р1 и р2, если {р1, р2}Ф Г. (Эти обо
значения нестандартны. Мы их используем, поскольку 
стандартных :не существует; из двух основных пре

тендентов один здесь невозможен, так как он исполь· 

зует .символы k и 'А, а другой есть специальный слу
чай обозначения ассоциативных схем и очень громозд
кий. Так что обозначение, используемое здесь, лишь 

1) ' 2) 3) 

Рис. 2.1. 

временное, обусловленное его применением в теории 
схем.) 

Если Г-сильно регулярный граф, р 1 и р2 -пара 
его смежных вершин, то а - с - 1 вершин смежны р 1 
и не смежны р2 и (п- а-1)-(а- с- 1) вершин не 
смежны ни Р1, ни Р2· Аналогnчно проводится расчет, 
если l?l и Р2 не смежны. Стало быть, дополнительный 
граф Г тоже сильно регулярен. 

Лишь несколько графов достаточно малы для их 
явного изображения. На рис. 2.1 маленькие окружно
сти представляют вершины, а дуги - ребра, но две 
дуги могут пересекаться и не по вершине. Четыре 
сильно регулярных графа изображены на рис. 2.1. 

Большие графы требуют уже словесного описания. 
Например, треугольный граф Т (т) (т ;;:::: 4) имеет 
своими вершинами двуэлементные подмножества мно

жества мощности т: две вершины в нем смежны 

тогда и только тогда, когда отвечающие им подмно-
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жества nересекаются. Граф Т(т) сильно регулярен с 
параметрами· n=m(m-J)/2, а=2(т-2), с= 
_:.__ т - 2, d = 4. Четвертый граф на рис. 2.1, называе• 
мый графом Петерсена, есть граф, дополнительный к 
Т(5). Решетчатый граф L2 (m) (т ~ 2) имеет своими 
вершинами множество S Х S, где S - множество мощ
ности т; две вершины этого графа смежны тогда и 
только тогда, когда они имеют общую координату. 
Граф L2(m) сильно регулярен с параметрами п __: т2, 
а=2(т-1), c=m-·2, d=2. Первый и третий 
rрафы на рис. 2.1 суть L2 (2) и L2 (3). Объединение k 
непересекающихся полных гра:-фов на т вершинах 
каждый (k, т > t) также образует сильно регуляр
ный граф Г(k, т) с параметр(lМИ п = mk, а= т-1, 
с = т - 2, d =О, причем всякий сильно регулярный 
граф с d =О имеет такую форму. Граф Г(k, 2) назы
вается лестничным графом. Дополнение графа Г(k, т) 
называется полным k-дольным графом. Первый граф 
на рис. 2.1 есть полный двудольный ·граф Г(2, 2). 
Если q-степень простого и q = 1(mod4)" то граф 
Пэли P(q) имеет в качестве вершин элементы пqля 
GF(q), и. две его вершины смежны тогда и тол:r,;ш 
тогда, когда их разность есть ненулевой квадрат. Это 
сильно регулярньiй граф с параметрами п = q, а = 
=(q-1)/2, c=(q-5)/4, d=(q-1)/4,.изоморф
ный своему дополнению. Второй и третий графы на 
рис. 2.1 суть Р (5) и Р (9). Далее см. Добавление 4. 

Если G - группа перестановок на множестве V, то 
G обладает естественным покомпонентным действцем 
на V Х V. Будем говорить, что группа G имеет ранг 3, 
если она транзитивна на V и имеет точно три орбиты 
на, V Х V: диагональ { (р, р) 1 р е V} и еще две дру
гих орбиты О, О'. Если группа G ранга 3 имеет чет
ный порядок, она содержит инволюционно заменяе
мые точки, скажем, р и q; таким образом, орбита, со
держащая (р, q), симметрична, так же как и другая. 
Образуем граф Г с множеством вершин V, ребра ко
торого- неупорядоченные пары, соответствующие 

упорядоченным парам в О. Группа G является груп
пой автоморфизмов графа Г. Поскольку G транзи
тивна на вершинах, граф Г регулярен; поскольку G 
транзитивна на смежных и несмежных парах вершин, 

Г сильно регулярен. Много известных групп ранга 3 
Четного порядка дает боJrьшое число сильно регуляр-
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ных графов, включая все уже приведенные; такие 
графы иногда называют графами ранга 3. · · 

Пусть А -'-матрица смежности сильно регулярного 
графа Г с параметрами (п, а, с, d). Элемент . (р1, р2) 
матрицы А2 равен числу вершин, смежных р 1 и р2; это 
число есть а; с или d в зависимости от того, равны, 
смежны или не смежны р 1 и р2, так что 

A2=aI+cA+d(J~I-A), (2.1) 
а также 

Al=lA=al. (2.2) 

Та~им образом, матрицьr J, !, А образуют действи
тельную алгебру размерности 3, которая коммута
тивна и состо:Ит из симметричных матриц. Сильно ре
гулярные графы можно было бы определить как гра
фы, матрицы смежности которых удовлетворяют (2.1) 
и (2.2). Существует ортогональная матрица, которая 
одновременно диагонализирует /, J и А. Матрица А 
имеет собственное Значение ·с кратностью 1, соответ
ствующее собственному значению п матрицы J; та
ким образом, 

а (а - с - 1) = (п - а - 1) d. (2.3) 

Это уравнение можно так:Же установить, выбира5rв~р~ 
шину р1 ·и подсчитывая число ребер {р2, Рз} с Р2, 
смежным, и р3 , не смежным р1. Любое другое собствен
ное значение матрицы J есть нуль; значит, другие 
собственные значения р 1 , р2 матрицы А удовлетворяют 
уравнению 

р2 =(а - d) + (с - d) р, 
откуда 

. Р1, Р2 = ~ [с - d + -у1(с - d)2 + 4 (а -- d) ]. 

Если Р1 и Р2 имеют кратности f1 и f2 соответственно, то 
n=f1+f2+ 1, 

О =Tr (А) =а+ f1P1 + f2P2· 

Эти уращrения определяют f1 и f2 (так как с= d =а·· 
невозможно). Без труда находим, что 

. 1 г .. (n--l)(d-c)-2a l 
f1,f2=21n-l+ ,Y(d-c)2+4(a-d) J· (2.4) 
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Очевидно, f1 и f2 - неотрицательные целые: Это за
мечание налагает весьма строгие условия на _пара

метры---, так называемые «условия рациональности» 

(рациональные условия). Они включают в себя наи
более известный критерий несуществования для силь
но регулярных графов. Известны и иные условия; не
которые из них будут указаны ниже. 

Если граф Г имеет ранг 3, то алгебра, порожден
ная. матрицами /, J и А (Г), есть в точности централь
ная алгебра множества матриц в перестановочном 
представлении группы G =А U /,,а кратности соб
ственных значений А (Г) суть степени неприводимых 
элементов перестановочноrо характера G. 

Можно вьщелить два. типа параметрических мно
жеств, для которых f1 и f 2 - целые. 

Тип I. (n-1)(d-c)=2a; здесь n=I+' 
~+ 2a/(d- с)> 1 +а, О< d- с< 2. Таким образом, 
d - с = 1, и находим с = d - 1, а = 2d, п = 4d + 1. 
Можно показать, что выполнены условия, как в тео
реме Брука- Райзера: п должно быть суммой квад
ратов двух целых чисел, Графы Пали принадлежат 
типу I. 

Тип II. Здесь (d-c) 2 -4(a'---d) есть квадрат 
целого п, п Делит (n-.l)(d-c)-2a и частное от 
этого деления сравнимо с п- 1 (mod 2). Ясно, что 
графы принадлежат типу II тогда и только тогда, 
когда п - квадрат; например, L2 (3):::::: Р (9). -

Граф Г с матрицей смежности А регулярен тогда и 
только тогда, когда единичный, т. е. сплошь состоя
щий из единиц вектор j является собственным век
тором матрицы А; соответствующее собственное зна
чение есть валентность. Так как А симметрична, то j 
есть инвариант относительно А. Так что Г сильно ре
гулярен тогда и только тогда, когда AjjJ. имеет-ровно 
два различных собственных значения. (Необходи
J\Jость этого мы уже установили. Обратно, если 
(А - р1/) (А - Р2/) /jJ. = О, то (А - р1/) (А - р2/) = 
=а! для некоторого а, откуда А2 Е (/, J, А) и Г 
сильно регулярен.) 
Мы уже видели, что параметры сильно регуляр

ного графа Г оП:ределяют собственные значения мат
рицы А и их кратности. Имеет место и обратное -
собственные значения: А и их кратности определяют 
Параметр:61 Г: п является суммой кратностей, а -
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ных графов, включая все уже приведенные; такие 
графы иногда называют графами ранга З. 

Пусть А__.._ матрица: смежности сильно регулярного 
графа Г с параметрами (п, а, с, d). Элемент (р1, р2) 
матрицы А2 равен числу вершин, смежных р 1 и р2 ; Это 
число есть а,- с или d в зависимости от того, равны, 
смежны или не смежны Р1 и р2, так что 

А2 =а! + сА + d(!-I -А), (2.1) 
а также 

Al=!A=al. (2.2) 

- Таким образом, матрицы !, !, А образуют действи
тельную алгебру размерности 3, которая коммута
тивна iи состоИт из симметричных матриц. Сильно ре
гулярные графы можно было бы определить как гра
фы, матрицы смежности которых удовлетворяют (2.1) 
и (2.2). Существует ортогональная матрица, которая 
одновременно диагонализирует !, J и А. Матрица А 
имеет собственное Значение ·с кратностью 1, соответ· 
ствующее собственному зн:ачению п матрицы !; та-
ким образом, · 

а (а - с - 1) = (п - а - 1) d. (2:з) 

Это уравнение можно так:Же установить, выбирая в~р;; 
шину Р1 ·и подсчитывая число ребер {pz, Рз} с Р2, 
смежным, и р3 , не смежным р 1 • Любое другое собствен
ное значение матрицы J есть нуль; значит, другие 
собственные значения р 1 , р2 матрицы А удовлетворяют 
уравнению 

р2 =(а - d) + (с - d) р, 
откуда 

Р1, Р2 = ; [с - d + -vf (c - d)2 + 4 (а - d)]. 

Если Р1 и р2 имеют кратности f1 и f2 соответственно, то 

n=f1+f2+1, 

О =Tr (А) =а+ f1P1 + f2P2· 

Эти уращ~:ения определяют f1 и f2 (так как с= d =а_ 
невозможно). Без труда находим, что 

f f 
1 

1
... l+ (n-l)(d-c)-2a ,

1 1
' 

2 =2 .... п- - л/(d-c)2 +4(a-d) - . 
(2.4) 
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наибольшим собственным зна~ением 

пас= Tr (А3) = а3 + f1PY + fzp~· 
Система 

n=Tr(l)= 1 + f1 + fz, 
О_;_ Tr (А)= а+ f1P1+f2Р2. 

па= Tr (А2) = а2 + f1pf + f2p~ 
показывает, что собственные значения определяют их 
кратности, если они все различны. (Но если два соб
ственных значения равны, то граф является графом 
Г(k, т) .) Однако, значение кратностей не всегда оп
ределяет собственные ·значения однозначно. Иногда 
это дает лишь частичную информацию, как показы
вает, например, следующий результат Виландта [71 ]. 

Теор ем а 2.5. Предположим, что Г - сильно ре
гулярный граф на п = 2т вершинах, чьи собственные 
значения имеют кратtюсти 1, т .:- 1, т. Тогда 

1) либо Г или его дополнение является лестtщч
_ным графом; 

2) либо Г или его дополнение имеет параметры 
n=4s2 +4s+2, a=s(2s+l), c=s2 -1, d=s2 

для некоторого положительного целого s. 
3 а меч ан и е. Для 2) известно много примеров. 

Замена недиагональных нулей на -1, дает так назы
ваемые «регулярные симметричные конференс-мат
рицы» [29]. Имеется единственный пример с s = 1 -
граф Петерсена. · 
До к аз ат ель ст в о. Можно предполагать, что 

а < т (заменить, если необходимо, на граф, допол
нительный к нему). Имеем · 

а + (т - 1] Р1 + mpz =О, 

а2 + (m - 1) PI + mp~= 2та, 
а3 + (т - 1) Pf + тр~ = 2тас 

и [ р 1 [ ~ а согласно теореме Перрона - Фробениуса. 
Первое уравнение показывает, что а = р 1 (mocl т); 

значит, либо р1 =а, либо р1 =а- т. В первом слу
чае р2 = -а, 2ma2 = 2та, а = 1 и выполнено 1). Во 
втором случае положйм Р2 = s. Находим а = т -
- 1 - s, р 1 = -1- s; тогда из второго уравнения вы
текает, что т = 2s2 + 2s + 1; значение с следует из 
третьего уравнения. Далее см. Добавление 5. 
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связывающие эти неизвестные· нам параметрЬr; подчаG 
этих соотношений оказывается достаточно для опре
деления параметров. Так, в частности, имеет место 

Предложение 3.3. 1) Если Г- лестничный 
граф, то q) получается из сижметричной схемы удвое-' 
нием каждого блока ( т. е. подсчетом каждого блока 
P!J дважды). 

2) Если Г- дополнение лестничного графа, то g) 
является адамаровой 3-схемой. 

3) Г никогда не бывает решетчатым графом или 
его дополнением. 
Мы докажем 2) позже, используя лишь знание .Ь 

и v. Результатом, тесно связанным с теоремой 3.2, яв
ляется 

Пр ед ложен и е 3.4. В квазисимметрuчной схеме 
(без кратных блоков) выполняется н,еравен,ство 

Ь:;:;;; v (v - 1)/2. 

До ка за тельств о. Пусть М(во,81, в2)- мат
рица со строками, индексированными парами точек, 

и столбцами, индексированными блоками, по правилу: 
элемент ({р1, Р2}, В) равен ei, если 1 {р1, pz}n BI = i, 
i = О, 1, 2. Находим, что 

Мт (О, О, 1) М( 80, в1, О)= 

= (у (k - у) е1 + ( k-; у ) 80 J А+ 
+ ( х (k - х)в1 + ( k;x) 80) (! -1-А). 

Предположим, что Ь > v·(v-1)/2. Тогда это матрич
ное произведение сингулярно при любом выборе в0 и 
8 1• Собственный вектор с нулевым значением является 
собственным вектором для ! и А и не есть j. Так что, 
если а- соответствующее собственное значение А, то 
для (во, 8 1)=(0, 1), (1, О) имеем соответственно 

y(k-y)a + x(k-x)(-1-a)=O, 

(k-;y) а+( k;_x) (- 1_- а) =0. 

Поскол:ьку случаи а= О= -1-а исключаются, де· 
терминант этих уравнений должен быть равен нулю. 
Но он равен (k-x)(k-y)(k-I)(x-y)/2; сле
довательно, либо k :::::: х, либо k = у, либо k = 1, 
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либо х = у. Из первых двух равенств следует, что 
схема имеет кратные блоки; оставшиеся два равен• 
~тва невозможны. 

З а меч ан и е. ·В этом доказательстве, довольно 
слабо использована теорема 3.2. Более общий резуль~ 
!fат приведен в главе 15. 

В специальных случаях имеют м~сто более силь~ 
ные результаты. Так: 

, Л ред ложен и е 3.5; В квазисиktметричной схеме 
Р!) с пересечениями мощности х и у 

1) из х =О следует Ь ~ v (v-1)/k; 
2) из х=О, y=l следует b=v-(v-1)/(k(k-1)). 
Д о к а з а т е л ь ст в о. С утверждением 2) · мьi 

уже встречались. Для доказательства 1) предполо
жим, что х =О, и рассмотрим инцидентностную 
структуру, «точки» которой суть блоки т, содержа· 
щие р, а «блоки» - точки т, отличные от р, с инци• 
дентностью, двойственной той, что есть в т. Всякие 
две «точки» лежат в у- 1 «блоках» и всякий «блок» _ 
имеет '),,, «точек», т. е. эта структура образует 2-схему. 
Применяя для нее неравенство Фишера v - 1 ;::::: r, по
лучаем результат. Кроме того, если в этом неравен
стве выполнено равенство, то эта инцидентностная 

структура является симметричной 2-схемой, следова~ 
тельно, двойственная ей схема есть также 2-схема и q) 
есть 3-схема. С такими схе_мами мы вновь встретимся 
в сл_едующей главе. 

Петренюк [52] показал, что Ь ;::::: v'( v - 1) /2 в 4~ 
схеме. Из работы Дельсарта получим характеристики 
схем, достигающих этой границы (см. главу 15). 

Пр ед ложен и е 3.6. Для 2-схемы q) с парамет
рами 4 ~ k ~ v - 4 всякие два из следующих ут
верждений влекут третье: 

1) q) квазисимметрична; _ 
, 2) q) есть 4-схе.ма; · 
3) Ь =v(v-1)/2. 
В действительности, с точностью до дополнения, 

известна только одна схема, удовлетворяющая всем 

условиям теоремы 3.6, а именно 4-(23, 7, 1)-схема. -

Ито показал, ,что других не сущестJЗует. 

Эта 4-схема порождает ряд примеров квазисим
метричных cxe1Vr. ЕсJ1И qj - t-схема, то через -q)P 
(соотв. q)P)_ обозначаем инцидентностную структуру, 
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соединима путем в этом графе. Функция d, определяе
мая по правилу: d (р, q) равна длине кратчайшего пу-· 
ти, соединяющего вершины р и q, является метрикой 
в связном графе; диаметр графа есть наибольшее зна~ 
чение, принимаемое этой функцией. Обхват графа 
есть длина кратчайшего цикла без повторяющихся 
ребер, при условии, что такой цикл существует. 

Для сильно регулярных графов связность, диаметр 
и обхват легко устанавливаются из его. параметров. 
Граф Г связен с диаметром 2, если d > О, и несвязен 
при d = О. Г имеет обхват, если только а > 1; его 
_обхват равен 3, если с> О, 4, если с= О и d > 1, 5, 
если с = О, d = 1. 

Легко видеть, что граф с диаметром 2 и макси
мальной валентностью а имеет не более а2 + 1 вер
шин; а граф с диаметром 5 и максимальной валент
ностью а - no крайней мере а2 + 1 вершин. Равен
ство имеет место в обоих случаях тогда и только тог
да, когда граф сильно регулярен с параметрами 
с= О, d = 1. Такой граф называется графом Мура 
с диаметром 2. Следует отметить, что аналогичные 
границы существуют и для больших значений диа
метра и обхвата, но, как было показано Банней, Ито 
[7] и Дэймрелом [20], они дос~игаются лишь гра• 
фами, содержащими единственный цикл. В случае 
диаметра 2 существуют, однако, и нетривиальные · 
примеры. 

Условие с= О, d = 1 настолько сильно, что рацио
нальное условие может дать полезную информацию. 

д u . . 1[ 9 а(а-2)] 
еиствительно, это показывает, что2 а-+ . / -

-v4a-3 
целые. Тип I реализуется, только если а · 2; здесь 
пентагон является единственным графом. ·Для типа II 
имеем а = ( u2 + 3) /4 при некотором целом, делящем· 
(и2 + 3) (и2-5)/16, т.'е. и делитель 15. Случай и= 1 
невозможен, значит, и= 3, 5 или 15, а= 3, 7 или 5.7, 
п = 1 О, 50 или 3250. 

Впервые это было доказано Хофманом и Синглто
ном [38], которые проанализировали первые два слу
чая. Если п = 1 О, а = 3, то легко видеть, что граф 
Петерсена есть единственный пример. Они такщ:е по
казали существование и единственность графа с 
п = 50, а= 7. Последний случай пока еще слишком 
обширен для полного ана.т~иза. 
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Поскольку этот случай довольно плотно насыщен, 
мы исключим eto и рассмотрим сильно регулярные 
г.рафы обхвата 4. Они включают полные двудольные' 
графы (с с= О, d = а), которые не интересны -
исключим и их из рассмотрения, предполагая, что 

с= О, 1 < d < а. . 
Теорема 4.1. Пусть Г-силыю регулярный граф 

с с = О, 1 < d < а. Пусть р - некоторая его вершина 
и q) (Г; р) обозначает инцидентностную структуру с 
точечным множеством Г (р) и множеством блоков 

Г (р), с инцидентностью точки блоку тогда и только 
тогда, когда они смежн6t в Г. Тогда q)(Г, р) является 
2-схемой с параметрами v = а, k = d, Л, = k- 1, r = 
= v - 1, Ь _..:._ v ( v - 1) /k, возмоЖно обладающей крат-
ными блоками. · 

До к а з а т ел ь ст в. о. Очевидно, всякий блок ин· 
цидентен .d точкам. Возьмем две точки q) (Г, р). Обе 
они смежны р и не смежны между собой, и d- 1 
вершин смежны обеим, и все э.ти вершины должны 

леЖать в Г{р). Отсюда следуют значения и для ос-
тальных параметров. · 

В оставшейся части этой главь1 в схемах допу
скаются кратные блоки и используются параметры 
схем v и k вместо а и d. Сейчас нас интересует сле
дующее: какие 2-схемы с 'Л = k- 1 ,представимы как 
2l>(Г, р) для некоторого сильно регулярного графа 
обхвата 4? 

Условия рациональности дают некоторую инфор
мацию, хотя и не столь эффектную, как в случае гра~ 
фа Мура, именно, они показывают, что числа 

J_(n-l+ v(v+k-3)} 
2 ,Yk2-4k + 4v 

- целые. Тип I не может встречаться ( d =f=. с+ 1), по
этому k2 - 4k + 4v есть полный квадрат, скажем 

· k2 - 4k + 4v = (k + 2s)2
, 

где s- целое, s >О (поскольку k2 - 4k + 4v == 
= k2 (mod 2)). Тогда имеет место 
Предложение 4.2. Числа v=:(s;.El)k+s2 и 

l[((s + 1) k + s2)((s + 2) k + s2 -1) + 
2 . k ~ 

± ((s + 1) k + s2
) ((s + 2) k + s2 

- 31 
k+2s ..1 

....... целые. 
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Что можно сказать о случае равенства? Во-пер· 
вых, нам потребуется следующая простая лемма о 
схемах, которую полезно ·сравнить с предложе· 

нием 3.6. 
Лемм а 4.4. Расслютрим три следующие утверж-

дения о схеме !?lJ, где 2 < k < v - 1: 
1) !?!) - 3-cxejwa; 
2) q) - квазtiсимметричная 2-схема с х = О; 
3) ь = v ( v - 1) / k. 

любые два из этих условий влекут третье, а также то, 
что f!l) является расширением симметрuчно(t 2-схемы 
(т. е., что.теорема 1.12 справедлива для f!l)P). 
До к а з а т е л ь ст в о. Три этих утверждения, оче

видно, эквивалентны следующим трем утверждениям 

о !!/)р: 
1) $р-2-схема; 
2) двойственная к !!/)Р схема есть 2-схема; 
3) f!l)P имеет одинаково много точек и блоков. 
Теорем а 4.5. В условиях теоремы 4.3 предполо-

жим, что k > 2. Тогдq. следующие утверждения экви
валентны: 

1) !!/) (Г, р )- 3-схема; 
2) !!!) (Г, р) квазисимметричfl.а; 

3) Г / Г (р) сильно регулярен; 
4) v = [зk + i + (k - o-v·-4k_+_1--.J;2. 
Из. всякого из этих утверждений следует, что 

v = s ( s2 + Зs + 1) , k = s ( s + 1) 

и что Г J Г (р) является дополнением блок-графа схемьt · 
!!l)(Г,р). . 

3 а меч ан и е. Как показывает пример графа на 
56 вершинах, условие k =1= 2 существенно. 
До к аз ат ель ст в о. Согласно 4.4 утверждения 1} 

и 2) эквивалентны (поскольку Ь = v(v-1)/k). Если 
тот или другой пункт выполнен, то теорема 1.12 дает 
весьма ограниченные возможности для · параметров 
схемы !!!) (Г, р): 

J) v = 4у, k = 2у; 

2) v =у (у2 +Зу+ 1), k =у (у+ 1); 
3) v = 112, k = 12, у=2; 
4) v = 496, k = 40, у= 4. 

Первое из равенств исключается- согласно 4.3, а 
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третье и четвертое не удовлетворяют рациональному 

условию 4.2. Так что приходим к единственной воз
можности: 

v =у (у2 +Зу+ 1), k =у (у+ 1), 

для которой 4) легко проверяется. 
Если 4) выполнено, то имеем равенство в 4.3 и, 

значит, блоки смежны тогда и только тогда, когда 
они не пересекаются, в то время как пересекающиеся 
пары блоков имеют одинаково много общих точек. 
Значит, 2) и 3) выполнены. 

Предположим, наконец, что 3) выполнено. Тогда 
всякие два пересекающихся блока оба смежны, t дру
гим блокам и смежны k- t точкам (т. е. содержат 
.их) для некоторого целого t; смежные блоки не пере
секаются. Таким образом, Ю (Г, р) квазисимметрична 

и Г \ Г (р) есть дополнение к ее блоку-графу. 
Замечание. Большая часть доказательства (1.12) посвя

щена установлению того, что, за исключением адамарова слу

чая, число блоков, не пересекающихся с данным блоком, равно 
по крайней мере v - k. В ситуации ·(4.5) это выполнено авто
матически, и тем самым доказательство (1.12) может быть зна
чительно укорочено. Специальный случай (1.12), необходимый 
для ( 4.5), был доказан в первую очередь. 

Еслй Г удовлетворяет условиям теоремы 4.5, то 
2l> (Г, р) является квазисимметричной 3-схемой, и зна
чит, для всякой точки q 2l>(Г, p)q есть квази~симмет
ричная 2-схема. Таким образом, если р и q- смеж

ные вершины, то Г jr (р) и Г \ (Г (р) П f ( q)) являются 
сильно регулярными графами без треугольников. Па
раметры соответствующих схем таковы: 

2-(s2 (s + 2), s2, s 2 -1) 
и 

2 - ( s ( s2 + s - 1) , s ( s - 1) , s2 - s -- 1) . 

3 а метим только, что если р и r несмежны, то (Г (р) П 
П Г(r), f(р)П Г(r)) есть симметричная 2-схема с па
раметрами (s2 (s+2),s(s+l),s) с инцидентностью, 
равной смежности в Г. 

Укажем одно следствие те_оремы 4.5, относящееся 
к расширению схем. Теорема 1.12 показывает, что па
раметры расширенной симметричной схемы могут 
иметь один из следующих видов: 
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1) ( 4Л + 3, ,2л, + 1, Л) (адамарова 2-схема); 
2) ((Л+2) (Л2 +4"-+2), л2+з1"+ 1,Л); 
3) (111,11,1); . 
4) (495,39,3); 
Известно, что всящ1я адамарова схема единственно 

расширяема. Это неверно для других параметриче
СК!:IХ множеств. Рассмотрим случай 2). При Л = 1 
имеется единственная с~емq, именно, PG (2, 4), и она 
допускает три различных (хотя и изоморфных) рас
ширения. При Л = 2 имеется четыре Известных 
2-(56, 11, 2)-схемы (см. [26, 34] и Деннистон (частное 
сообщение)*' но Баумерт и .Холл показали ее нерас
ширяемость (частное сообщение Холла мл.). Однако, 
имеет место более слабый результат: 

Теорем а 4.6. Если сu.м.метрuчная 2-( (Л + 2) (Л,2 + + 4Л + 2, Л2 + 31" + 1, Л) -схе.ма расширяема, то та
ковой является и двойственная ей. 
До к аз ат ель ст в о. Пусть 2D - 3-схема, - а q -

точка 2D, для которой 2D изоморфна данной симмет
ричной схеме. В 2D ровно :Q - k блоков не пересе
каются с данным блоком и имеется сильно регуляр
ный ·граф Г обхвата 4 с вершиной р, такой, что 
2D (Г, р),...., 2D. Поскольку 4) из теоремы 4.5 не зависит 
от вершины р, :го 2D (Г, q) тоже явля_ется 3-схемой; 
легко видеть, что 2D (Г, q).p является двойственной к 
данной симметричной схеме. 

Нода [51] доказал некоторые результаты этого 
разде.frа,, исходg из иных соображений. Он показал, 
что если сильно регулярный граф с с= О и 1 < d < а 
обладает тем свойством, что ровно s вершин смежны 
каждой из трех попарно несмежных_ вершин, то а= 
=s(s2 +Зs+I), d=s(s+l). Из теоремы 4.5 мож
но вывести это заключение, исходя из более слабого 
предположения, именно, что ровно О или s вершин 
смежны каждой из всяких трех вершин при d > 2. 
(Граф на 56 вершинах представляет собой контрпри
мер для d = 1.) На самом деле нам нужно лишь 
условие для троек, содержащих данную вершину. 

Позднее Нода - показал, что если, кроме того, группа 
автоморфизмов графа Г транзитивна на тройках по
парно несмежных вершин и если s есть степень про
стого, то s--:- 1 или 2 (и граф известен). Это условие 
на s было ослаблено в диссертации Камерона, но из
бавиться от него совсем не удапось, 
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Далее с.м. Добавление 7. 
Если Г- произвольный сильно регулярный граф, 

то.®(Г,р) есть 1-схема (d>O) и, вообще говоря, не 
2-схема (параметры: v = а, Ь = п - а - 1, k = d, 

,r .· а - с - 1). Предположим теперь, что с > О и 
.® (Г, р )- это 2-схема. Тогда две точки из :(' (р) смеж
ны 'А ·точкам из Г (р) независимо от того, смежны они 
между собой или нет; в то же время они смежны с -
- /..,- 1 или d - 'А - 1 точкам из Г (р) в зависимости 
от того, смежны ли они друг· другу. Таким образом, 
граф Г 1 Г (р) сильно регулярен. 

Применяя «a(a-c-J)=(n-a-1)d» к нему, 
имеем с 'А = (а - с - 1) ( d - 'А .....:... 1) , откуда 

'А= (a-c-l)(d-1) 
а-1 

Таким образом, получена 
·Теорем а 4. 7. Пусть Г - сильно регулярный граф . 

с пара.метра.ми (п, а, с, d), где с> О и d > О. Тогда 
т (Г, р) образует 2-схе.му тогда и только тогда, когда 
Г 1 Г (р} является сильно регулярным графом с napa-
.мeтpahtu · 

( - d + с (d - 1) ' с (4- о) 
а, с, с . d - 1 ' d - 1 · · 

Пример такого графа найден Паулюсом и Зейде
лем. Г имеет параметры (26, 10, 3, 4); Г 1 Г (р)- граф 
Петерсена с параметрами (10, 3, О, 1) и .®(Г, р)-это 
2-(10, 4, 2)-схема. В действительности Паулюс нашел 
шесть неизоморфньiх графов с такими свойствами и 
параметрами. 

5. ПОЛЯРНОСТИ СХЕМ 

Пусть Г - сильно регулярный граф, в котором п = v, 
а = k, с · d-:---- 'А. Тогда в нем всякие две вершины 
смежны в точности 'А· другим вершинам. Такой граф 
называется (v,k,'А)-графом. Симметричная 2-(v,k,'A)
cxeмa может быть построена из такого графа следую
щим образом: и точки, и блоки этой схемы индекси
руются вершинами Г. При этом блок и точка инци
дентны тогда и только ·тогда, когда их индексы смеж

ны. Такая схема обладает следуIQщим замечательным 
свойством: соответствие между точками и блоками, , 
индексированными одними и теми же вершинами, 
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является полярностью без абсолютных точек. Не уди
вительно, что существование такой полярности есть 
очень сильное ограничение на схему. Рациональное 
условие показывает, что числа 

2-[(v-l)+ k ] 
2 "./k- '}., 

- целые. Полагая k - 'А= u2, видим, что и делит 
k = 'А+ u2 и, значит, и делит 'А. Таким образом, су
ществует лишь конечное число ( v, k, 'А)-графов с дан
ным 'А. В экстремальном случае 'А '·и имеем k = 
='А('А+ 1), v='А2 (Л+2). Арене и Секереш [1] пока-

- залп существование графа с этими параметрами для 
всякого 'А, являющегося степенью простого; их графы 
являются линейными графами обобщенных четырех
угольников. 

Наименьшими примерами являются: треугольник 
('А= 1), L2 (4) и другой граф с теми же параметрами, 
охарактеризованный Шриханде [61] ('А= 2), а также 
граф, вершинами которого служат 45 точек пересече
ния 27 прямых на общей кубической поверхности, 
смежных, если они коллинеарны ('А = 3). То, что 

Рис. 5.1. 
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треугольник является 

единственным . ( v, k, 1) -
графом, показывалось 
многократно, например, в 

форме теоремы Эрдеша, 
Реньи и Шош [25], для 
которой ряд элементар
ных доказательств (без 
использования рациональ

ных условий) был полу
чен недавно; Кроме того, 
Баером было· показано, 
что полярность конечной 
проективной плоскости 
имеет абсолютные точки 
( [24]' с. 152). 

Граф, в котором всякие две вершины смежны 'А 
вершинам, является либо ( v, k, Л)-rрафом, либо од
ним .из «ветряков» с 'Л = 1, как на рис. 5.1. 

Если симметричная 2- ( v, k, 'А) -схема имеет поляр
ность а без абсолютных точек, то можно восстановить 
( v, k, Л)-граф следуютпим образом: вершинамтт яв-
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ляются точки этой схемы, при . этом р и q смежньr, 
если q Е р0 (это отношение симметр-ично,. так как а
инволюция и р рефлексивно, поскольку а не имеет 
абсолютных точек; остальные условия следуют из 
свойств схемы). Итак, эти два понятия эквивалентны. 

Пусть теперь Г- сильно регулярный граф, в кото
ром п = v, а= k -1, с= 'А_:_ 2, d ='А. Построим не
которую инцидентностную структуру следующим об
разом: точки и блоки индексируются вершинами, при 
этом точка и блок смежны тогда и только тогда, 
когда их индексы либо равны, либо смежны. Такая 
инцидентностная структура является симметричной 
2-( v, k, 'А) -схемой и соответствие между точками и 
блоками с одинаковой пометкой есть снова .поляр
ность, но здесь уже каждая точка является абсолют-
-ной. (Такая полярность именуется нулевой.) Этот 
граф опять-таки может быть восстановлен из этой же 
схемы q) и полярности а. (Вершинами служат точки 
!!l); а р и q смежны, если q Е р0, но q =F р.) В то ·же 
время рациональное условие показывает, что числа 

l [v-1 + v-k ] 
2 л,/k- 'А 

- целые. Это не даст оценки для v в терминах 'А. 
Случай "л = 1 исключается, поскольку d = 'А- 2 

неотрицат_ельно. Этот факт, очевидно, не характерный 
для конечного случая вследствие того, Что абсолют
ная прямая в проективной плоскости имеет единствен
ную абсолютную точку. Нулевая полярность схемы 
индуцирует полярность дополнительной схемы без 
абсолютной точки; так что в действительности оба 
этих случая суть одно и то же. Однако часто их 
удобно разделять. Ненулевые полярности привлекают 
меньше внимания, чем полярности без абсолютных 
точек. Интересным является случай с Л = 2. Здесь 
d ='А- 2 =О, а графы-те же, что рассматривались 
в предыдущей главе, где мы видели, что k = и2 + 2 
для некоторого целого и, не кратного 4. Эти графы 
однозначно определяются их параметрами. (Для 
и= 2 это очевидно, для и= 3 это показал Гейвертц 
[26].) Таким образом, 2- ( 16, 6, 2) - и 2- ( 56, 11, 2)-схе
мы с нулевыми полярностями существуют и един

ственны.· Первая из них является той са~v1О,Й схем:ой, 
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которая также й:М:ееt полярности без абсолютньr:х то
чек! Легко проверить следующее: 

Те о р е м а 5.1. Пусть q) - симметричная 2-схема 
с 'А= 2 и а- нулевая полярность !?l). Тогда 

1) всякий блок В и всякие две точки р, q Е В -
- {Ва}, р, q и ва «nороа1рдают» тривиальную 2- ( 4, 3, 2) -
схему; 

2) а однозначно определяется образом любой точ
ки или блока; 

3) две различные нулевые полярности ком.мути
руют и их произведение есть свободная инволюция с 
фиксированrюй точкой; 

4) если а1 , а2 , а3 - различные нулевые полярно
сти, то а1 а2а3 - полярность без абсолютных точек. 

Эта теорема следует из предыдущего замечания, 
что единственной нетривиальной 2-схемой с 'А = 2, до
пускающей три различные нулевые полярности, яв
ляется 2- ( 16, 6, 2) -схема, которая имеет 6 таких по
лярностей. 

Теперь приведем несколько примеров графов со 
свойствами, указанными ранее. 
. Пусть Н - матрица Адамара:. Можно интерпрети
ровать Н как матрицу инцидентности (например, -1. 
для инцидентности и + 1 для неинцидентности). Если 
Н - симметричная матрица и имеет постоянную диа
гональ, то можно переменой знаков сделать так, что
бы первая строка и первый столбец состояли сплошь 
из -1; уда.Лив их, получим матрицу инцидентности 
адамаровой 2-схемы с параметрами 2 -( 4и2 - 1, 
2и2 -1, и2 -1) и с нулевой полярностью. Если к 
тому же исходная матрица Н имеет постоянные· по
строчные суммы, то она (или негативная к ней, т. е. 
-Н) яв-ляется матр:Ицей инцидентности 2-схемы с па
раметрами 2-(4и2,2u2 +и,и2 +и) и с нулевой по
лярностью; знак + или - выбирается в зависимости 
от совпадения или несовпадения знаков диагональной 
и построчной сумм. Такие адамаровы матр:ицы встре
чаются достаточно часто. Таким образом, эти схемы 
существуют при каждой возможной комбинации зна
ков, если существуют· адамаровы матрицы порядка 

2и. Существуют они и для других порядков, таких как 
36 (см. [29] и [16]). 

Иные примеры нулевых полярностей дают симп
лектические ПОJ1Ярности проективного (2т - 1 )-про-
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странства ·над полем GF(q) при т;;;::;: 2. Так, если 
а- ортогональная полярность проективного 2т-про
странства над GF(q) при т ~ 2 и нечетном q, то аб
солютные точки и гиперплоскости образуют симмет
ричную схему, а а индуцирует нулевую полярность 

этой схемы. Эта схема имеет те же параметры, что и 
PG(2m-1, q), но не изоморфна ей. 

Примеры с q = 3 получаются следующим обра
зом. Пусть 8 - квадратичная форма, связанная <;: а. 
Поскольку 8 (х) = 8 (-х), 8 индуцирует функцию из 
множества проективньiх точек в GF(З); обозначим 

· эту функцию также через 8. Если Pi - множество тех 
точек, на которых е принимает значение i (i = + 1), 
то (pi, р?) образует симметричную схему, а а инду
цирует ее полярность без абсолютных точек. Пара
метры этой схемы суть 

2 - (; 3т (Зт + i), ; 3m-i (Зт - i), ; 3m-I (зт-1 - i)), 

i=+ 1, 

при условии, что знак 0 выбран корректно. 
Так же, как существуют «свободные» симметрич

ные схемы с произвольным значением 'А (и даже 
много более общие инцидентностные структуры), су
ществуют и «свободные» графы, в которых число вер
шин, смежных р и q, равно с или d, в зависимости от 
того, смежны вершинЬI р и q или нет (с и d - пред
писанные неотрицательные целые с d > 1). В дей
ствительности эта конструкция даже еще проще; вер

шины и ребра добавляются при каждом шаге. В ча-
. стности, имеются свободные. симметричные схемы с 
полярностями без абсолютных точек, произвольным 'А 
и свободные симметричные схемы с нулевыми поляр
ностями и произвольным 'А> 1. При рассмотрении 
случая нулевой полярности с 'А= 2 (т. е. с= О, d = 2) 
имеем схему, в которой выполняется бесконечно много 
примеров «инцидентностной теоремы» (см. тео-
рему 5.1, 1) ) . ~ 

6. РАСШИРЕНИЕ ГРАФОВ 

в этой сrлаве графы рассматриваются. с несколько 
иной точки зрения - как инцидентностные структуры 

(см. главу 2). В частности, регулярный граф есть 
1-схема с k = 2, и обратно (при условии, что кратные . 
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блоки запрещены). Интересно следующее: когда та
кие 1-схемы обладают расширениями? Поскольку 
2-схемы с k = 3 встречаются часто, то эта проблема 
достаточно широка и мы будем обычно налагать до
полнительные условия на расширение. Расширения 
схем были первоначально использованы Виттом, Хью
зом и Дембовским при изучении транзитивных рас
ширений групп перестановок и можно было ожидать, 
что расширения регулярных графов могли бы быть 
полезны в изучении дважды транзитивных групп. 

Если мы расширяем схему добавлением новой точ
ки р, то мы знаем в.се блоки расширения, содержа
щие р, - они ПОJ!учаются добавлением р к старым 
блокам, но для блоков, не содержащих р, возникает 
неоднозначность. Предположим тогда, как первую 
возможность, что имеется множество троек Л, назы
ваемых блоками, в которой блоки, не содержащие 
точки р, однозначно определяются естественным об
разом из блоков, содержащих р; в частн9сти, предпо
ложим, что когда известно, какие из троек {р, q, r}, 
{р, q, s} и {р, r, s} являются блоками, то можно легко 
определить, является ли {q, r, s} блоком. Легко ви
деть, что это правило должно состоять в том, что для 

данного 4-множества {р, q, r, s} число его 3-подмно
жеств, являющихся блоками, принадлежит подмноже
ству S из {О, 1, 2, 3, 4} с тем свойством, что i, j Е S, 
i =1= j ~ 1 i - j 1 ~ 2. Дальнейший анализ показывает, 
что S есть подмножество одного из множеств {О, 2, 4}, 
{1, 4} или {О, 3} и что во втором или в третьем слу
чаях либо Л, либо его дополнение есть множество всех 
троек, содержащих данную точку, что неинтересно. 

Множество троек Л с тем свойством, что четное 
число 3-подмножеств всякого 4-:riшожества принадле
жит Л, мы называем два-графом Хигмана, который 
первый изучал такие множества. Два-графа оказы
ваются примечательными объектами, тесно связан
ными с теорией графов, конечной геометрией, обычной 
геометрией {множествами равноугольных прямых в 
евклидовом пространстве) и т. д. К тому же большое 
число известных конечных дважды транзитивных 

групп действует на два-графах. {Включая PSL (2, q)i 
для q= l(mod4), PSU(3,q) для нечетного q, 2 G2 (qy, 
Sp (2п, 2) в обоих дважды транзитивных представле
ниях V22п Sp (2п, 2), HS и 3). Два-графы интенсцвно 
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изучались Тейлором, Зейделем и многими другими. 
Зейдель [59] представил обзор по ним на недавней 
конференции в Риме, так что здесь мы опишем их 
весьма бегло. 

Очевидно два-граф можно рассматривать как ото
бражение троек на мно:Жестве в Z2 с исчезающей ко
границей, т. е. с 2-коциклом. Поскольку полностью 
подходящая когомология тривиальна, то это, таким 

образом, есть кограница 1-коцепи, а последнее, бу
дучи функцией пар в Z2, являет собой граф; тройки 
два-графа являются носителями нечетного числа ре
бер этого графа. Две 1-коцепи имеют одну и ту же 
кограницу тогда и только тогда, когда они отли

чаются на 1-коцикл, то есть кограницу 0-коцепи 
(функцию из точечного множества в Z2); это о;ша
чает существование разбиения точечного множества 
Х U У и двух графов, согласованных внутри Х и внут
ри У и являющихся дополнительными между этими 
множествами. В термиуюлогии Зейделя эти графы · 
являются сЕязанными по переключению относительно 

разбиения Х U У. Таким образом, два-граф эквивален
тен «переключательному классу» графов. Зейдель ис
пользует (О,-,+ )-матрицу смежности длЯ: графов 
(О на диагонали, -1 - смежность, + 1 - несмеж
ность). Матрицы смежности А, А' переключательно 
эквивалентных графов связаны равенством А'= DAD, 
где D - диагональная матрица с диагональными эле
ментами + 1. Пустой два-граф соответствует переклю
чательному классу полных двудольных графов, а пол
ный два-граф - двум полным графам. Эти случаи 
исключаются из дальнейшего рассмотрения. 

Если Л есть некоторое множество троек на Р, а 
р- точка из Р, то через Л (р) обозначаем граф с вер
шинами Р-{р} и ребрами { {.q, r} 1 {р, q, r} ЕЛ}. Лег
ко видеть, что если Л является два-графом, то пере
ключательный класс, соответствующий Л, содержит 
непересекающееся объединение изолированной вер
шины р и Л(р). (Возьмем любой граф в этом классе 
и переключим относительно соседей р.) Предполо
жим, что Л(р) регулярен. Граф Л(р) определяет Л 
однозначно; когда Л является расширением Л (р) в 
смысле схемы, т. е. когда Л является 2-схемой? Два
граф, являющийся также и 2-схемой, называется ре
гулярным два-графоJ'rt. Ответ дает 
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Как кажется, если предположить, что только Л 
(но не его дополнение) удовлетворят (*), то методы, 
используемые для два~графов, перестают работать; 
но структура Л достаточно ограничена, чтобы некото
рый прогресс был возможен. Полезной является 
Лемм а 6.4. Пусть Г- граф на v - 1 вершинах, 

в котором наибольшие полные подграфы (клики) 
имеют объем k- 1 всякая вершина находится в Л из 
них, и ~сякое ребро лежит, по крайней мере, в одном 
из них. Пред положим, что Л есть множество троек, 
удовлетворяющих ( *), с Л (р) :::::: Г для любой точки р. 
Тогда существует 2-( v, k, Л)-схели D такая, что Л есть 
множество троек из некоторого блока схемы D. 

Блоки являются множествами S с / S 1 = k, тройки 
которых принадлежат Л; это есть множества S, для 
которых / S /-{р} есть (k- 1 )-клика в Л (р) для не
которого (и следовательно, каждого) р Е S. Очевид
но, что две точки лежат в /, таких блоков, и тройка 
находится в блоке тогда и только тогда, когда она 
есть в Л. Будем говорить, что эта схема представляет 
множество троек. Заме.тим, что. Г удовлетворяет пред
положению из леммы 6.4, если он допускает вершин
но- и реберно-транзитивную группу автоморфизмов. 
Для некоторых приложений полезна следующая 

Теорем а 6.5"Предположим, что Г-граф и Л
множество троек, удовлетворяющее ( *) с Л (р):::::: Г для 
любой точки р. . 

1) Если Г есть непересекающееся объединение 
полных графов на k - 1 вершинах, то 2-(v, k, 1 )-схема 
представляет Л и наоборот. 

2) Если Г есть трангуляционный граф Т (k), то Л 
представляется симметричной 2- ( v, k, 2)-схе,пой, удов
летворяющей следующей аксиоме: если В - блок и 
р, q, r ЕВ, то «вторичные блоки» pq, qr и rp - совпа
дают. (Таким образом, р, q, r порождают 2-(4, 3, 2)
схему.) Верно и обратное. 

3) Если Г - решетчатый граф L2 (т), то т = 3 и 
Л есть единственный регулярный 2-граф на 1 О точках. 
До к а з ат ель ст в о. Доказать 1) очень просто. 

В случае 2) заметим, что при k > 4 трангуляционный 
граф T(k) имеет два вида клик, а именно: { {12}, 
{13}, ... , {lk}} и {{12}, {13}, {23}}. Первое расши-
ряется до блоков, второе указывает множество 
2- ( 4, 3, 2) -схем. (Случай k = 4 можно рассмотреть 
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вручную. В случае 3) имеем v = т2 + 1, k = т + 1, 
2т (m2 + 1) 

'А= 2; так что r = 2т, Ь = т + 1 , где т = 3, а 

однозначность устанавливается легко. 

Единственная известная схема с k > 3, удовлетво
ряющая аксиоме (2) из теоремы 6.5, - это 2-( 16, 6, 2)
схема; которую мы уже встречали в предыдущем 

разделе; для этой схемы Л является регулярным два
графом. Полная характеризация этой схемы посред
ством этой аксиомы представ:ляется трудной задачей; 
отметим более слабую характеризацию. Обозначим на 
время эту схему через тlб· 

Теорема 6.6.Если !l>-симметричная 2-(v,k,2)
cxeмa, а блок В из q) таков, что всякие четыре точки 
из S порождают .®15, то !l> с:::: .®15. 

В качестве следствия это влечет результат о тран
зитивных расширениях, тесно связанных с расшире

ниями треугольных графов: 
Теорем а 6.7. Пусть Н - группа перестановок 

степени k, индуцирующая группу автоморфизмов ран
га 3 графа Т (k), а G - транзитивное расширение 
этой группы ранга 3. Тогда выполняется одно из сле-
дующих утверждений: · 

1) k = 4, Н ~ S4, G :::=.PS1(2, 7); 
2) k = 5, Н,.,,, As, G,.,,, РSЦ2, 11); 
3) k = 6, Н,....., Ав или Sв, G,...;, V1в.Ав или Viв.Sв. 

В каждо;и случае группа G действует на симметрич
ной 2-(v, k, 2)-схеме. 

Теорежу 6.8 см. в Добавлении 8. Далее следует гла
ва 8* (см. Добавление 9). 

7. коды 

В теории кодирования рассматривается множество F 
из q различных символов, называемых алфавитом. 
Обыкновенно, q = 2 и F ={О, 1}; в более общей тео
рии q = р' (р- простое) и F = GF(q). 

Используя символы множества F, образуем из них 
все возможные п-векторы, т. е. множество fn; будем 
называть эти п:векторы словами, а число п - длиной 
слова. Если в этом случае F = GF(q), то множество 
всех слов будем обозначать через ff(,<n> и интерпрети
ровать это множество как п-мерное векторное про

странство над GF(q)_. 



В !Jl,(n) введем функцию расстояний d, называемую 
расстоянием (.метрикой Хэ1w.минга), которая естест
венным образом характеризует число ошибок в слове, 
т. е. число неправильных букв. 

Определение 7.1. Для xE.rl<n> и yE!Jl,(n) _че
рез d (х, у) обозначаем число различньrх координат в 
словах х и у. 

Следующие два опредеделия_н~ло_ср_еД_с3венно свя
заны с d и с языком метрических пространств. 

Определение 7.2. Для х Е !Jl,<n> определяем 
вес слова х как величину w (х) = d (х, О).' (Как обыч
но, О обозначает нулевой вектор в !Jl,<n).) 

Определение 7.3. Для р >О и х Е Рд<n> шар 
радиуса р с центром в х _ определяем как множество 

S (х, р) ={у Е ,n<nJ 1 d (х, у)~ р}. 

Рассмотрим подмножество С множества !Jl,<n>, об
ладающее тем свойством, что расстояние между лю_
быми двумя _различными словами из С не менее чем 
2е + 1. Если взять произвольное слово х из С и изме
нить t его координат, где t ~ е (т. е. внести t оши
бок), то полученное слово, тем не менее, ближе к ис
ходному, нежели любое другое из множества С (т. е. 
оно имеет меньшее расстояние до х, чем другие слова _ 
из С). Стадо быть, - если мы знаем С, то мы можем 
исправить t ошибок. Цель теории кодирования и со-, 
стоит в· изучении таких «е-кодов, исправляющих ошиб
ки». Мы же по преимуществу будем интересоваться 
связями кодов с комбинаторными схемами. 

Определение 7.4. е-код, исправляющий ошиб
ки, есть подмножество С множества !Jl,<n>, обладающее 
свойством: 

vx sC VY Е С [х =1= у =?-d (х, у)~ 2е + 1}, 
т.е. 

'tJXEC 'rfyEC [x=/=y=?-S(x,e)ПS(y,e)=0J. 

Один специальный вид кода, который не столь 
важен практически, но весьма интересен комбинато
рикам и алгебраистам, представляет собой совершен
ный код. 

Определение 7.5. е-код, исправляющий ошиб
ки, С с !Jl,<n>, называется совершенным, если 

П S (х, е) = ytln), 
ха С 



Одним из многих интересных типов кодов являет-
ся линейный код. 

Оп ре Деление 7.6. Всякое k-мерное линейное 
подпространство С пространства fj(,(n) назьщается ли
нейным кодом, или иначе,- (п, k)-кодо.м над GF(q). 

Емкость кода, т. е. способность исправлять ошиб
ки*), определяется наименьшим расстоянием между 
парамIJ: всех различных слов. Для произвольного кода, 
содержащего К кодовых слов, чтобы найти это мини-. к 

мальное расстояние, надо .выполнить ( 2 ) сравнений. 
Преимущ~ство линейных кодов состоит в том, что они 
позволяют сократить число сравнений. , 

Теорем а 7.7. В линейнол1 коде наименьшее рас
стояние равно 1:1:аи.меньще.му весу среди всех ненуле-
вых кодов слов. ' 

До к аз ат ель ст в о. , Если х Е С, у Е С, то 
х--у Е С и, значит, d(x, у)= d(x-y, О)= w(x-y). 

Рассмотрим теперь два способа описания линей
ного кода С. Первый задается порождающей .матри
цей G, _строки которой--,- множество баЗисных векто
ров линейного -подпространства С. Поскольку нас, 
прежде всего, интересует свойство исправления оши
бок, и ~войство это не изменяется, если во всех кодо
вьrх словах переставить два символа (например, пер
вую и вторую буквы каждого кодового слова), мы 
будем называть два кода эквивалентны.ми, если один 
можно получить применением фиксированной пере
становки символов слов другого кода. Учитывая это, 
видим, что для каждого линейного кода есть эквива
лентный код, обладающий порождающей матрицей 
вида 

G = (IkP), (7.8) 

_rде_ ь_ ее_т!:>_ _k х k-единичная матрица, а р есть k х 
-Х (п - k)-матрИ:да::-мьI-1IаЗываем матрицу (7.8) стан
дартной фор.мой порождающей матрицы G. К.од С на
зывается систематическим, если существует k-подмно
жество координатных мест такое, что каждой возмож
ной k-энке элементов на этих k местах соответствует 
ровно одно кодовое слово. Заметим, что согласно 
(7.8) всякий (п, k)-код является систематическим. 



Перейдем к иному описанию линейного кода С~ 
Оп ред ел ен и е 7.9. Если С-линейный код раз

мерности k, то множество 

CJ_ = {х s [Jl,<n) 1 VY s С [(х, у)= О]}, 

где (х, у) обозначает скалярное произведение, назы
вается двойственлым кодом кода С. 

Код C.L является (п, п - k)-кодом. Если Н -по
рождающая матрица для C.L, то Н называется прове
рочной матрицей (матрицей проверки на четность) 
кода С. Вообще, проверку на четность кода С обес
печивает вектор х, который ортогонален всем кодо
вым словам кода С, и мы будем всякую матрицу Н 
называть проверочной (на четность), если строки Н 
порождают подпространство CJ... Следовательно, код 
С определяется такой проверочной матрицей Н: 

(7.10) 

·. 
3 а меч а ни е. Часто кодЬI С, С* называют двой-

ственными, если С* эквивалентен CJ... Это подчас при
водит к недоразумениям, но имеет, однако, и' свои 

преимущества. 

Опишем один .важный пример линейных кодов. 
Рассмотрим в А G (т; q) прямые, проходящие через 
начало координат, и вдоль каждой из них выберем 
вектор Xi, i = 1, 2, "" п =(qm-1)/(q-1). Обра
зуем матрицу Н (т строк, п столбцов) из Xi как 
вектор-столбцов. Поскольку в Н нет двух линейно 
Зависимых столбцов, видим, что Н является провероч
ной матрицей кода С, в котором каждое ненулевое 
слово х имеет все w(x)~3 (см. (7.10)). Очевидно, 
этот код имеет размерность п - т. Он называется 
(п,п-т)~кодом Хемминга над GF(q). Предыдущее 
замечание показывает, что это есть 1-код, исправляю
щий ошиб~и. 

Теорем а 7.11. Коды Хэмминга являются совер
шеннылщ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. 

код Хэмминга над GF(q). 

ХЕ С, ТО 

Пусть С есть (п, п- in)
qm- 1 

Тогда п = 
1 

. Если q-

jS(x; 1)1=1 +п(q-l)=qm. 
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Поскольку ! С 1 = qп~т и С являете.Я 1-кодом, исправ
ляющим ошибки, находим, что 

1 
U S(x, l)j=qri, 

ХЕС 

т. е. С - совершенный код. 
Пусть С- некоторый (п, k)-код. К каждому сло

ву (с1, С2; .•. , Сп) из С добавим новую букву Со 
(например, спереди) такую, что с0 + с1 + ... +Сп= 
=О. Этот процесс называется общей проверкой. (на 
четность). Таким способом получаем новый линейный 
код ё, который называется расширенным кодом, со- . 
ответствующим С. Если Н - проверочная матрица С, 
то 

-1 1 ... i-
о 

о 

Й= 
н 

L о 
- проверочная матрица для ё. Конечно, если вектор, 
сплошь состоящий из единиц (обозначаемый через 1), 
является проверочным вектором для Н, то расшире
ние тривиально, поскольку тогда с0 = О для всех слов 
из С. Однако, если С - бинарный код с нечетным 
минимальным расстоянием d, то максимальное рас-

. стояние ё равно d + 1. 
В качестве первого примера связи кодов и схем 

рассмотрим расширенный (8, 4)-бинарный код Хэл~· 
минга. Как мы уже знаем, матрица 

r
l 1 1 l 1 1 1 1] 

- 00001111 
Н= о о 1 1 оо 1 1 

LQ 1 0 1 0 l 0 l 

является проверочной матрицей этого кода .. Легко ви
деть, что этот код эквивалентен коду с порождающей 
матрицей G =(/4J4 - /4). В списке из 16 слов этого 
кода имеются О, 1 и 14 слов веса 4. Поскольку два 
слова веса _4 имеют расстояние ~4, они имеют не бо
лее двух общих едишщ. Отсюда следует, что нет сло
ва веса 3, являющегося «подсловом» более чем 
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одного кодового слова. Имеется ( ~ }= 56 слов веса 3 

и каждое кодовое слово веса 4 имеет четыре подслова 
веса 3 .. Таким образом, получена 

Те о р ем а 7.12. 14 слов веса 4 в расширенном 
{8, 4)-бинарном коде Хэмминга образуют 3-схему с 
параметрами v = 8, k ::-- 4, Л = 1. 

Читателю в качестве упражнения предлагается 
проверить, что эта схема является расширением схе

мы PG (2, 2), т. е. схемы А G (3,2). 
Все это, в частности, показывает, насколько полез

но знать количество слов фиксированного веса в коде. 
Простой способ описания такой информации дает -

Оцределение 7.13. Пусть С-код длины п и 
пусть А;, i = О, 1, ... , п, - чИсло кодовых слов веса i. 
Тог Да 

п 

А (6; '1'}-) = L AiGlrJn-i 
i=O 

называется весовым энумератором кода С. 
В.есовые энумераторы кодов С и CJ_ связаны ме

жду собой; следующее описание этой связи принад
лежит МакВильямс. 

Теорема 7.14. Пуст.ь A(s,ri)- весовой энумера
тор некоторого (п, k)-кода над GF(q) и АЧs, r~)
весовой энумерат<Jр двойственного кода CJ_. Тогда 

Al. (6, 11) = q-k А (ri :- 6, 'l'J + (q - 1) S). 

Доказательство 7.14 основано на следующей лем
ме. (Далее пишем fJl, вместо [Jl,<n>.) 
Лемм а 7.15. Пусть х- нетривиальный характер 

на группе (GF(q), +) и для всякого vEfll, опреде-
лено х,.,: fll, ~ С* по правилу: · · 

Vu е Рд [х,., (и)= х ((и, v))]. 

Если А-векторное пространство над С, f: Рд-+А и 
если g: !lt, ~А определяется по правилу: 

Vu Е m[g(u) 'll~Slf(v)x,.,(и)} 

то для всякого линейного подпространства V с Рд 
и двойственного подпространства VJ_ выполняется 
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равенство' 

L g(u)=~VI L f(v). 
ueV vevl. 

До к а з а т ель ст в о. 

L g(и)= L:' L f(v)xv(u)= 
eV ueVv<=.$'l 

= L f(v) L х((и, v))= 
veS'l ueV 

= 1 V 1 L f (v) + L f (v) L Х ((и-, v)). 
vevl:· v<;Evl. usv 

Во внутренней сумме второго слагаемого величина 
(и, v) принимает каждое значение поля GP(q) одина
ковое число раз, поскольку 

L х(а)=О-
а.е GF(q) 

для каждого нетривиального характера; это и дока

зывает Jlемму. 

Доказательство теор-емы 7.14. Пусть в лем· 
ме 7.15 А - пространство всех полиномов от двух пе
ременных 6, '11 с коэффициентами в С и пусть f ( v) = 
= 5w<v)YJп-w(v). Если а Е GF(q),-пишем w(a)= 1; если 
а =F О, то w (О)= О. Тогда имеем 

g(и)= .L 
v1 eGF(q) 

L Sw (v,)+ ... +w (vп) Х 
vn е GF (q) 

п 

= П { L 6w (v)'l']l-w (v)X (u;v)}. 
i=I v е GF (q) 

Поскольку внутренняя сумма есть ri + (q - 1 )6, если 
Ui =О, и 

ч+6( L - x(a))='YJ-6, 
а. е GF (q) "'-{О} 

если и; =F О, то 

g (и)= (п + (q - l) 6)n-w (и) ('11 - s)w (и). 
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Теперь, согласно лемме 7.15, имеем (полаrая 
V= С): 

L f(v)=Al.(6, 'l'!)=q-k L g(и)= 
..,ecl. иеС 

В главе 11 · мы покажем, какую роль играет это 
уравнение в исследованиях по существованию проек

тивной плоскости порядка 10. 
Ради полноты отметим, что известны обобщения 

теоремы 7.14 и на нелинейные коды (см. [21,47]). 
Далее см. Добавление 10. 

8. ЦИКЛИЧЕСКИЕ КОДЫ 

Многие интересные и известные коды оказываются 
циклическими. Определим их следующим образом: 

Определение 8.1. (п,k)-код С над GF(q) ·на
зывается циклическим, если 

V (со, С1, ... , Сп-1) Е С [(сп-1> с0 , С1, ... , Сп_2) Е С]. 

Примем ограничение (п, q)·= 1. Пусть R- кольцо 
всех многочденов с коэффициентами из GF(q) и пусть 
S - идеал, порожденный xn - 1. Ясно, · что кольцо 
классов вычетов R mod S (рассматривае1у,юе как ад
дитивная группа) изоморфно RCn)_ Изоморфизм за
дается соответствием 

(ао, а1, ... , ап-1) .,,._.;. ао + а1х + ... + ап_ 1хп- 1 , 

поскольку очевидно, что многочлены степени < п об
разуют множество представителей для R mod S. Да
лее мы не делаеf,,r различия между словами и много
членами степени <n(modxn-1). Заметим, что до
множение на х в R mod S равносильно циклическому 
сдвигу 

(ао, а1, ... , ап-1) ..__,,. (ап-1• ао, а1, ... , ап-2). 

Отсюда следует, что цикличес~ий код С соответствует 
идеалу (который мы также обоЗначаем через С) в 
R mod S. Каждый идеал в R mod S ,(т. е. каждый цик
лический код в R<n)) порождается многочленом g (х), 
который делит xn- I. Будем называть g(x) порож
дающим многочленом циклического кода. 
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Пусть g(x)= g0+ g1x-:+" ... + gп-dхп-d_порож
дающий многочлен циклического кода С и пусть 

хп-1 d 
h(x) = g(X') = ho + h1x+ ... + hdx. 

Слова g(x), xg(x), 
С, т. е. матрица 

о •• ' 
xa-1g (х) образуют базис кода 

gl g2 · • • gn-d О 
go gl gn-d 
о . 

о ... о 
о о 

(8.2) 

является порождающей матрицей для С. Поскольку 
g(x)h(x)=O в кольце R modS, матрица 

-о о ... о hd hd-I h1 h -
о 

• hd .1io о 

Н= (8.3) 
о 

_hd: ho о ... о 

является проверочной матрицей для С. Это позволяет 
перейти к терминологии главы 7 и называть. h (х) про
верочным многочленом диклического кода С. Заме
тим, что размерность циклического кода совпадает со 

степенью проверочного многочлена. Код, порожден
ный многочленом h (х), есть код, двойственный С, но 
с символами, расположеккы/vtи в обратном порядке 
(см. замечание после формулы (7.10)). 

Весьма часто циклические коды задают не порож
дающим многочленом g (х), а заданием некоторых 
Корней всем кодовым словам (в расширении поля 
GF (q)). Я:сно, что такое задание кода равносильно 
явному заданию многочленами, потому что условие, 

что все кодовые слова кратны g (х), означает, что они 
являются О в нулях g (х). Для демонстрации такого 
задания кодов приведем один пример. 

Пусть q = 2, п = 2т - 1 и пусть d - примитивный 
элемент поля GF.(2m). Пусть т 1 (х),=(х - а) (х -
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- а2) ... (х- а2т- 1)- минимальный многочлен от а., 
Рассмотрим циклический код, порожденный т1 (х). 
Каждый элемент из GF (2т) может быть един-

т-1 

ственным образом представлен в виде L вiai, где 
i=O 

е; Е GP(2). Ненулевые элементы из GF(2m) являются 
степенями а/ (j =О, 1, ... , 2т - 2). Построим мат
рицу Н, для которой j-й столб~ц есть (во, в1, "" 8m-i) т, 

т-1 

если а1 = L eia.1 (j = О, 1, ... , 2т - 2). Если 
i=O 

а= (ао, ai, ... : ап-i), 
а (х) = а0 + а,х + ... + ап-1хп-1, 

то вектор ант соответствует элементу а (а) _поля 
GF(q). Следовательно, ант =О означает то же,. что 
т1 (х) /а (х). Поскольку столбцы матрицы Н являются 
перестановкой бинарных представлений для 1, 2, ... 
. . . , 2т - 1, получена следующая -

Теор ем а 8.4. Бинар}tый циклический код ifлины 
п = 2т--:- 1, для t<аторого порождающим многочленом 
служит мiтимальный многочлен nримитивного эле
мента поля QF (2m), эквивалентен (п, п - т)-бинар
ному коду Хэмминга. 

Цример. Положим q=2, n=7, g(x)=l+x+ ·+ х2 • В этом случае циклический код С, порожденный 
g (х), имеет размерность 4. Он эквивалентен (7, 4)
коду Хэмминга, которыЦ соответствует примеру после 
теоремы 7.11. Отметим, что 7 циклических сдвигов 
первой строки матрицы (8.2) д:Ля этого примера об
разуют матрицу инцидентности схемы PG (2, 2). Этот 
код состоит из этйх 7 с.Лов, О и 8 слов, получаемых 
переменой О и 1. Этот пример l!'меет отношение к од
ному интересному вопросу, связывающему теорию 

схем с теорией кодирования. Предположим, что задана 
Штейнерова система троек S (подобно, например, 
схеме PG (2, 2) в нашем примере). Существует ли ли
нейный код С над некоторым полем GF(q) такой, что 
в каждом кодовом слове веса 3 ненулевые позиции 
образуют блок из S, и все блоки из S представимы в 
этой форме (ер. [3])? Далее с.м. Добавление 11. 

При выводе теоре'мы 8.4 мы показали, что условие: 
а - нуль для всех кодовых с.·юв, - соответствует за-
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- данию проверочной матрицы Н = ( 1 а а2 • • • an-1), 
где а! следует интерпретировать как (е0 s1 •.. ет..:.1), 

п-1 

если а/ = L вiа/. 
i=O 

Второй полезный пример получается заменой 
mi (х) на (х + i) т1 (х). Я:сно, что новый код является 
подкодом кода Хэмминга. То, что 1 является нулем 
всех кодовых слов, означает, что все -они имеют чет

ный вес, т. е. получается (п, п - т-1 )-код, состоя
щий из всех слов четного веса в (п, п - т)-коде Хэм
минга. В терминах проверочных матриц можно ска
зать, ~то добавляется строка из единиц. 

Введем сейчас очень важный класс кодов, изве
стных под названием БЧХ-кодов. Коды эти были от· 
крыты Боузом, Рай-Чаудхури и Хокуенхемом. Пусть 
/3 ~примитивный п-корень единицы в GF (qm). 

О пр еде л е н и е 8.5. Циклический код в Рд<n), со
стоящий из всех слов, которые имеют /3, (32, ••• , /3d,-l 

в качестве нулей, называется БЧХ-кодом конструк· 
тивного расстояния d. Если /3 - примитивный элемент 

, поля GF (qm), п = qm - 1, то код называется прими-
тивным. . 

Поро:Ждающий многочлен g(x) кода, введенного 
определением 8.5, представляет собой произведение 
максимальных многочленов т1 (х) от fY, где i = 1, 2, ._ .. 
. . . , d- 1, с тем условием, что нет сомножителя, 
взятого более чем однократно. 

Основанием для использования термина «конструк
тивное расстояние» может служить 

Теор ем а 8.6. Н аимеhЬшее расстояние Б Ч Х-кода 
конструктивного расстояния d есть по крайней мере d. 
До к аз ат ель ст в о. Используя сокращевия, при

нятые ранее, введем m(d- l)X п-матрицу Н над 
GF(q) вида 

н -:-[ ~ :2 
1 [3d-1 

Слово с принадлежит БЧХ-коду тогда и- только тогда, 
когда сНт = О. Если бы с имело вес <d, то в Н на
шлось бы d - 1 столбuов, линейно зависимых над 
GF_(q). Детерминант матрицы, составленной из этих 
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столбцов, обозначаемых через 61 = Bi1' 62 = ~\ ... 
. . . , 6d-i = Bid- 1, равен 

' 61 62 ... 6d-1 
/ 67 6~ · ". 6~-1 
1 

t•d_:I. ~d . .:_1 • • • r:d_:I 
bl Ь2 • • • bd-1 

= 6162 ... Sd-1 П (6i - 61) =!=О. 
i>j 

Это показывает, что все кодовые слова с=/= О дей
ствительно имеют вес ;:::.d. 

3 а м е ч а н и е. Если в определении 8.5 не требо
вать, чтобы и 1 являлась нулем всех кодовых слов, 
то полученный код имеет наименьшее расстояние по 
крайней мере d + 1. Доказательство то же, что и ра· 
нее. 

Посмотрим теперь на БЧХ-коды с точки зрения 
теории групп. Рассмотрим примитивный БЧХ-код 
длины п = qm - 1 над GF(q) с нулями а, а2, .•• , ad-I 
(где а-примитивный элемент в GF(qm)). Обозна
чим позиции символов в кодовых словах через. Х;, 
i =О, 1, ·.·., п-1, где xi = cr/. Расширим этот КОД 
добавлением полной проверки на четность. Обозначим 
добавочную Позицию через Хоо и примем, что 

Представим кодовые слова в виде с0 ·+ с1х + ... + Cn_1xn-I + СооХ00 • Покажем теперь, что расши
ренный код инвариантен относительно перестановок 
аффинной группы перестановок на GF (qm), nриме
няемой к позициям кода. Эта группа состоит из пере-

· становок 
Ри, v·(X) = иХ'+ V 

(и Е GF (qm), v s GF (qm), и =F О) 

и является дважды транзитивной группой. Прежде 
всего заметим, что перестановка Р а. о является цик
лическим сдвигом на позициях Хо, Х1, ... , Хп-1 и 
что эта перестановка составляет Хоо инвариантным. 
Следовательно, Р ~. 0 переводит каждый расширенный 
циклический код в себя. Пусть теперь (со, с1, ... , соо)
некоторое кодовое слово в расширенном БЧХ-коде и 
пусть Ри, v дает (со, с!, ... , с~). Тогда для k =О, 
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1, ... , d-1 имеем 
k 

L <a)k = L ct (иа} + v/' = L ci L ( 7) иla,,ilvk-l = 
i. t i l=O 

k . k 
= L ( l) иlvk-l L c1(al)i =0, 

l-0 i 

поскольку внутренняя сумма равна О· для l = О, 1, ... 
. . . , d- 1; следовательно-, представленное слово так
же лежит в расширенном слове. Тем самым получена 

Теорем а 8:7. Каждый расширенный примитив
ный БЧХ-код длины п + 1 = qm над GF (q) инвариан
тен относительно аффинной группы перестановок на 
GF(qm). 

В качестве приложения рассмотрим примитивный 
п 

бинарный БЧХ-код ·С длины п. Пусть L a1s111n-i -
i=O 

n+I 

весовой энумератор кода С, а L Аs111п+ 1 - 1 - весо-
1-0 

вой энумератор кода ё. Имеем A2i = a2i-1 + a2i и 
A2i-I = О. В ё имеется a2i-J слов· веса 2i с 1 в пози
ции Хоо. Полный вес кq_довых слов веса 2i в ё равен 
2iA21. Поскольку расширенный код инвариантен отно
сительно транзитивной группы перестановок, этот вес 
равномерно распределен среди всех позиций, т. е. 
(п + 1) а21-1 1= 2iA21. В качестве следствия получена 
Теорем а 8.8. Минимальный вес примитивного 

бинарного БЧХ-кода неч.етен. 
3 а меч ан и е. Заметим, что результат теоремы 8.8 

имеет место для всякого бинар.ного кода, для кото
рого расширенный код инвариантен относительно 
транзитивной группы перестановок. 

9. ПОРОГОВОЕ ДЕКОДИРОВАНИЕ 

Имеется ряд кодов, допускающих очень Простую про
цедуру декодирования; простейший пример представ
ляет мажоритарное декодирование. Рас~ма,тривается 
линейный код С. · · 

О пр еде л е н и е 9 .1. Ортогональным провероч
ным множеством. порядк,а r позиции i кода С назы-
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. 
ва_ется множество из r слов кода C.L, скажем, у(!>, 
у<2), . : . , y(r); такое, что 

1) y~v) = 1 (v = 1, 2, ... , r); 

2) если j =,Ь i, то yjv) =,Ь О для не более чем одного 
значения v. 

Покажем процедуру декодирования. Пусть i = 1 

и а - слово с t::::;:;; [; r J ошибками. Р'lссмотрим орто
гональное проверочное· множество . у<1>, ..• , уИ пози
ции 1. Тогда 

(а, g(V)) =j=. Q ДЛЯ 

f ::::;:;; t значений v, если символ а1 
1 правильный; 
J ~ r ;_ (t - 1) значений v, если а1 · 
l ошибочен. 

Поскольку r - (t-::-' 1) > t, большинство значений 
(а, y<vJ) определяет, Является ли а 1 правильным или 

. нет. В случае GF(2) ошибку сразу можно исправить. 
Эта процедура применима к каждой позиции кода. 
Здесь видно преимущество циклических кодов, по
скольку эта процедура, примененная к одной фикси
рованной позиции, продолжается циклическим сдви
гом полученного слова. 

Нетрудно обобщить определение 9.1, заменив в 2) 
слова «не более чем одного» на «не более чем "л». 

Тогда, если имеется t::::;:;; [ r + 2~ -
1 

] ошибок в а, мы 
можем использовать множество общих проверок, на
зываемое "А-проверочным множеством порядка r, для 
исправления позиции i. Тем же способом, что и ранее, 
легко проверить, что если число проверок, которые не 

влекут О, превосходит порог t"-"л(t-1)-1/2, то в 
позиции i имеется ошибка. 

Читатель, естественно, уже увидел связь с комби
наторными схемами. Пусть А~ матрица инцидентно
сти В/В-схемы с параметрами (Ь, v, r, k, "л). Рассмот
рим строки матрицы А как базисные векторы ли
нейного кода C.L над GF(q); тогда двойственный ему 
код С имеет строки C.L как проверки на четность и, 
кроме того, для каждой позиции · i кода С можн:о 
найти "А-проверочное множество порядка r позиции i 
(по определению В! В-схемы). Здесь мы сталкиваемся 
с задачей теории кодирован~я, которая решена ,11ишь 
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для некоторых случаев; именно, задача определения 

размерности кода С в вышеолис-анной ситуации. Это 
равносильно нахождению ранга матрицы А над GF(q). 
Если этот ранг равен v, то С состоит лишь из О, и 
этот случай едва ли интересен. Мы вернемся. к этой 
задаче в главе 11. Рассмотрим теперь один ·пример 
с q = 2. Пусть А - матрица инцидентности схемьr 
PG(2, 2).: 

-1 о о о о-

о о о о 

о о 1 1 о 1 о 

А= о о о 1 о 1 
1 о о о 1 о 

о 1 о о о 1 1 
о о о о 1 

В этом примере, следуя теореме 8.4, видим, что пер
вые 4 строки матрицы А порождают циклический код 

· CJ. над G F (2), который имеет g (х) = 1 + х + х3 в ка~ 
честве порождающего многочлена. Значит, код С, 
выписанный в обратном порядке, .порождается много
членом ( 1 + х) ( 1 + х2 + х3 ). Из второго примера 
главы 8 знаем, что этот код С состоит из слов чет
ного веса в (7, 4)-коде Хэмминга. Для каждой пози
ции этого (цикЛического) кода имеются 3 строки 

. ма-~:рицы А, которые образуют ортогональное прове
рочное .множество (исправляющее 1 ошибку) порядка 
3 этой позиции. Конечно, есть намного более простая 
процедура исправления ошибок для кодов Хэмминга, 
однако этот пример подводит к обсуждению кодов, 
порождаемых проективными плоскостями. 

Здесь следует упомянуть и дальнейшие обобще
ния. Вместо использования ч:Исла общих проверок для 
проверки одной поЗиции можно использовать ту же 
самую процедуру для выяснения того, содержит ли 

9пределенное подмножество позиций слова ошибку 
или нет. Это делает возможным использовать другие 
общие проверки (тем же способом) для локализации 
ошибки. Это называется многошаговым мажоритар
ны.х1 декодированием (см. главу 10). 

Тем, кто более подробно интересуется вопросами 
этого направления, мы рекомендуем литературу [28] 
и [50]. См. также гл. «Самоортоrональные коды». · 
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10. КОДЫ РИДА - МАЛЛЕРА *) 

Этот класс кодов, связанных с конечными геомет
риями, был впервые исследован Маллером и Ридом. 
Введем некотооые обозначения. РассматрИвается схе
ма А G (т, 2); векторы стандартного базиса будем 
обозначать через (и1, ... , ит) (векторы-столбцы). 
Можно выписать все точки А G (т, 2) как столбцы 
матрицы Е (состоящей из т строк и п = 2т столб
цов). Порядок· столбцов задается по правилу: стол
бец j есть двоичное представление целого j (j = О, 1, . : • 
. . . , 2m -,.- 1) . 

т 

Если j = L Gii2i-l (это обозначение использует_ся 
i=l . 

на протяжении всей главы), то j-й столбец матрицы Е 
т 

есть х1 = L Gijui. Нам также понадобится следующее 
i=l 

Определение 10.1. Ai= {xie:AG(m,2)/6ii= 
= 1}. . 

Заметим, что А; есть (т-1)-мерное аффинное 
подпространство ( (т - 1) -плоскость). 
Определение 10.2. V; (i = 1, ... , т) есть i-5). 

строка матрицы Е, т. е. характеристическая функция 
множества А;, а v0 = 1 -характеристическая функ
ция схемы AG(m, 2). (Здесь строки матрицы Е рас
сматриваются как слова в ,9l<nJ.) 
СОпределение 10.3. Пусть а=(ао, ... , ап-1) и 

Ь = (Ьо, ... , Ьп-1), тогда аЬ = (аоЬо, а1Ь1, ... 
. . . , ап-1Ьп-1). 

Заметим, что, согласно определениям 10.1_:10.3, 
произведение Vi

1
Vi

2 
••• Vik является характеристиче-

ской функцией множества А~1 П А;2 П ... П A1k. Если 
все индексы i1, ••• , ik ·различны, то это есть некото
рое (т - k)-мерное аффинное подпространство из 
AG(m,2). 

Следовательно, имеет место 

Теорема 10.4. w(v 1v2 ". vk)=2m-k. 
Определени~ 10.5. Пусть Sc:{l,2, "" т}; 

подмножество C(S) множества {О, 1, ... , 2т- l} оп-

*) В новом издании эта глава называется «Конечные геомет-
рии и КОДЫ», 1 

62 



ределяем по прави.J1у 

C(S) = { i -~ ~1 sii2i~l j i Ф S *SiJ =О}. 
Стандартный базисный вектор е1 =(О, О, ... , О, 1, 

О, О, ... , О) Е fiit<n) (1 на j-й позиции) является харак
теристической функцией для {xj}. Имеем 

т 

ej = п {vi + (1 + su)vo}. 
i=\ 

(10.6) 

Следовательно, каждый из 2т. базисных векторов в 
fiit<n) может быть представлен как многочлен степени 
~т от v1, v2, ••• , Vm. Значит, [iil(n) порождается 1v1но
жеством 

Это множество содержит 1 + ( ~ ) + . . . + ( : ) =2т 
векторов, т. е. является базисом в [Jt,<n> так что 
доказана 

Теорема 10.7.· Векторы Vo, V1, •.• , Vm, V1V2, ••• 
• . . , v1v2 ... Vm образуют базис пространства [Jt,<n>. 

Пример. Пусть т =4, п = 16; тогда 

Vo = 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
V1 = 0 1 0 1 0 1 0·1 0 1 0 1 0 1 0 1 
V2 = 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1. 1 
V3 = 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 
V4 = 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

V1V2 = 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 
V1 Vз = 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 l 0 1 
V1V4 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 l 0 1 0 1 0 1 
V2Vз = 0 0 0 0 0 0 1 l 0 0 0 0 0 0 1 1 
V2V 4 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 
V3V4 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 

V(V2'Vз = 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0/ 0 0 1 
V1V2V4 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 

. Vj'V3V4 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 
V2V3V4 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 О·. 0 0 0 0 1 l 

V(ViV3V4 = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
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Оп р еде лен и е 10.8. Линейное nодпространство 
пространства !Jl<n>, базисом которого являются век
торы v 0, v 1, ••. , Vm и все произведения Vi

1 
• • • Vik 

(k~r), · называется кодом Рида-Маллера (РМ-ко
дом) г-го порядка длины п = 2т. РМ-коД ·нулевого 
порядка имеет v0 в качестве базиса. Это есть повто
ряЮщийся код с повторением длины 2т. 

Многие авторы предпочитают следующее описание 
РМ-кодов. Рассмотрим все многочлены степени ~r 
от т переменных.х1 , х2, ~·., хт, которые принимают 

значения в GF(2). Пусть имеется фиксированный по
рядок точек в А G (m; 2). Последовательность значе
ний многочленов в этих точках есть кодовое слово 
длины 2т РМ-кода порядка r. 

Пусть а= Vi
1 

••• vik - базисный вектор РМ"кода 

порядка r и пусть Ь = Vj
1 

••• viz - базисный вектор 

РМ-кода порядка т- r..:- 1. Тогда·аь есть баЗисный 
вектор РМ.-кода порядка т-1 и, согласно теоре
ме 10.4, он имеет четный вес. Отсюда следует, что 
(а, Ь) =О. Размерность РМ-кода r-го порядка равна 

1 + ( ~) + ... + ( ~ ) . Поскольку разме~ность 
РМ-кода порядка т - r - 1 равна l + ( ~) + ... + 

' . 
+ ( т - ~ - 1 ) = ( r ~ 1) + · " + ( : ) . имеет место 
Теорем а 10.9. Двойственный код к РМ-коду по

рядка r длины 2т есть РМ-код порядка т - r- 1 
длины 2т. / 

Следствие 10.10. РМ-код порядка т- 2 длины 
п = 2т есть расширенный (п, п - т - 1) -код Хэм
минга. 

·Следующая теорема устанавливает связь с преды-
дущей главой. · · 

Теорем а 10.11. Пусть С-РМ-код порядка 
m- l длины 2т. Тогда характеристическая функция 
всякого !-мерного аффинного подпространства из 
А G ( т, 2) есть кодовое слово из С. 

До к аз ат е лъ ст в о. Пусть А есть !-плоскость в 
А G (т, 2) и пусть f Е !Jln - характеристическая функ

п-1 

ция плоскости А. Предположим, что f = ·z: f 1е1 ; 
i=O 
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тогда 

т 

f=L .. L. {. 2; . f1}v1 1vi2 ••• v1k' 
k-o (il' i2, "·· ik) 1 е с (ip i 2"", ik) 

(10.12) 
поскольку, согласно формуле (10.6), произведение 
V1

1 
••• v1k содержится в представлении ei, только 

если SiJ =О для · всех i ф {i1, i2, ... , ik}. Далее 
L f1 есть число точек из А, которые лежат 

J е; с (i1• " .• ik) 

также и в k-мерном линейном подпространстве L = 
={xi Е1Е AG(m, 2) jj е C(i,, "., ik)}. Если k > m-l, 
то L ПА либо пусто, либо является аффинным под
пространством размерности >О. В обоих случаях 

L ПА имеет четное чи~ло точек, т. е. L f 1 = 
· f е С (il' . ", ik) 

=О, если k > т - l. Это доказывает, что f есть РМ
код порядка т - l. 

Будем теперь комбинировать теоремы 10.9 и 10.11. 
Пусть С-:- это РМ-код порядка t длины 2т. Мы уже 
знаем, что каждая (t + 1 )-плоскость в А G (m, 2) дает 
нам ур,авнение общей проверки. Эти (t + 1 )'-плоско
сти образуют В/В-схему с параметрами 

V = 2т, Ь = 2m-t-I (2т- !) (2m-l - 1) ... (2m-t - 1) 
(2t+ 1 - 1) (2t - 1) ... (2 - 1) 

k = 2t+1, 
(2т - 1) (2m-l - 1) · · · (2m-t - 1) r = ...:.-~---'--'------'----'----=-

(2t+1 - 1)(2t - 1) ". (2 - 1) ' ' 

(2m-I _ l) ... (2m-t _ !) 
'А= ( t ) 2 - 1, ". (2 - 1) 

Рассмотрим произвольную t-п.лоскость Т в 
А G (т, 2). Имеется ровно 2т-t - 1 различных (t + 1 )
плоскостей, содержащих Т. Каждая точка, не принад
лежащая Т, располагается в точности в одной из этих 
(t + 1 )-плоскостей. Следуя процедуре, описанной в 
главе 9, можно ввести мажоритарную процедуру, 
обеспечивающую общую проверку в позициях Т, если 
имеется менее чем 2т-1-1 ошибок. По индукции вид
но, что за t + 1 шагов мажоритарного декодирования 
можно исправить до 2т-,t-1 - 1 ошибок. Исходя из 
того, что минимальный вес в Р М-коде порядка t четен, 

/ 
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и используя теорему 10.4, щ:>лучаем следующую тео
рему. 

Теорема 10.13. Минимальный вес в РМ-коде 
порядка t длины 2т равен 2т-t. 

По определению каждое кодовое слово в РМ-коде 
порядка r--длины 2т есть сумма характеристических 
функций аффинных подпространств размерности 
~т ~ r. Согласно теореме 10.11, сумма характери
стических функций аффинных подпространств размер
ности ~т - r есть кодовое слово в РМ-коде r-го по
рядка. Отсюда следует, что каждая перестановка 
AG (т, 2), которая также переставляет аффинные под
пространства, оставляет все РМ-коды инвариант
ными. Это есть группа аффинных преобразований 
А G (т, 2)- трижды транзитивная группа порядка 

т-1 · 

2т П (2т ~ 2i). 
i.=0 

Теорема 10.14. Всякий РМ-код длины 2т инва
риантен относительно всех аффинных преобразований, 
действующих на позициях, интерпретируемых как 
точки в AG (т, 2). 

Поскольку первоначальное определение РМ-кодов 
более комбинаторно, мы избрали этот путь для пред
ставления-их здесь. Для полноты следует подчеркнуть, 
что лишь позже было установлено, что РМ-коды яв
ляются расширенными циклическими кодами. Чтобы 
дать циклическое определение, введем обозначение 
w (j) для веса двоичного представления j (интерпре
тируемого как вектор над GF (2)). 

Т е о р е м а 10.15. Пусть а - примитивный элемент 

в GF(2m) и пусть g(x) = П*<х - а1), где п· - про
изведение по всем целым j из [О, 2т - 2] с w (j) < 
,< т-:-- r. Если С - циклический код длины 2т, по
рожденный g (х), то код ё эквивалентен Р М-коду r-го 

.. порядка. _ 
Мы не приводим здесь доказательство этой тео

ремы; оно не сложно (см. [ 44]). Отметим лишь, что 
теорему 10.13 можно легко вывести из теорем 8.6 и 
10.15. Одно из преимуществ теоремы 10.15 как опре
деления РМ-кодов состоит в том, что это понятие 
может быть обобщено на другие поля GF(q). 

Все РМ-коды, приводимые в этом параграфе, яв
ляются примерами широкого класса кодов, известных 

66 



под названием евклидово геометрических кодов (см. 
[28]). 

Тесно связанными с ними оказываются проектив
но геометрические коды. Укажем здесь лишь один 
пример. 

Определение 10.16. Пусть р-простое, q=pa 
и пусть А - матрица инцидентности точек и гипер
плоскостей в PG(m, q). Строки А порождают код с.ь 
над алфавитом GF(p). Двойственный код С назы
вается проективно геометрическим. 

Показано (см" например, [28]), что С.1 имеет раз-

( 
т + р 1 )и. мерность 1 + Р _ ;- • Примером, связанным с 

тематикой следующей главы, служит случай р-:- rx = 
= т = 2. В этом случае А ~матрица инцидентности 
схемы PG (2, 4) и код CJ. имеет размерность 10. Не
посредственное вычисление показывает, что Cl. имеет 
ровно 21 слово веса 5. Следовательно, кодовое слово 
C.L имеет вес 5 тогда и только. тогда, когда оно яв
ляется прямой в PG (2, 4). Иными словами, А может 
быть найдена из своей линейной оболочки. Вновь мы 
имеем пример линейного кода, в котором векторы ми
нимального веса ( ::;6:0) образуют 2-схему. 

В заключение этого параграфа укажем пример 
еще одной связи РМ-кодов и комбинаторной теории. 

Рассмотрим РМ-код 1-го порядка длины 2т. Со
гласно теореме 10.9 и следствию 10.10, это есть двой
ственный код к расширенному коду Хэмминга. Кроме 
этого, согласно теореме 10.9, этот код является само
орт9гональным, т. е. (а, Ь) =О для каждой пары ко
довых слов; и имеет размерность т + 1. В этом коде 
для каждого. кодового слова а 1 + а также является 
кодовым словом. Из каждой такой пары выберем 
одно слово и из этих выбранны·х слов образуем мат
рицу (2m строк, 2т столбцов). Если. в этой матрице 
заменить О на -1, то полученная матрица будет мат
рицей Адамара. Далее см. Добавление 12. 

11. САМООРТОГОНАЛЬНЫЕ КОДЫ, 
СХЕМЫ И ПРОЕКТИВНЫЕ ПЛОСКОСТИ 

Расширенный (8.4)-бинарный код Хэмминга, описан
ный в главе 7, совпадает с двойственным к нему ко
дом. Это служит примером класса РМ-кодов r-го по-
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рядка длины 22г+ 1 (см. следствие 10.1 О), которые яв
ляются самодвойственными по теореме 10.9. Дадим 
теперь пример такого кода над GР(З). 

Пусть S5 - циркулянтная матрица с первой стро
кой (О, 1, ~1, -1, 1). Определим G как 

-1 о о о о о 1 1 1-

о 

G= 
о /5 Ss (11.1) 
о 

о 

о -
а Н-как 

н~[j Ss 1,} 
Тогда онт =О. Очевидно, -что строки О независимы 
и поэтому G есть порождающая матрица (11, 6)-кода 
С над G F (3) ,_а Н - проверочная матрица для С. За-
метим, что 

r 
о о о о 

QGT= ~ -}5 
о . 

lo 
(11.2) 

т. е. все слова в С имеют. вес Ф 1(mod3). Очевидно, 
нет кодового слова веса 2; отсюда сразу следует, что 
линейная комбинация двух строк G образует слово 
веса 5 или 6, а также, что линейная комбинация трех 
строк имеет вес >3, но поскольку этот вес не равен 4, 
то он дqлжен быть по крайней мере 5. Линейная ком
бинация более чем трех строк G имеет вес ~4 и, сле
довательно, ~5. Значит, минимальный вес и мини
мальное расстояние равно 5, т. е. этот код явля
ется 2-кодом, исправляющим ошибки. Поскольку 
числов слов равно 36, а объем сферы S (х, 2} равен 
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1 + 2 ( \
1 

) + 4 ( 
1

2

1 
) = 35 , ВИДИМ, ЧТО ЭТОТ КОД ЯВЛЯ

ется совершенным. К:од этот известен как тернарный 
код Галея. Его весовой энумератор имеет вид .. 

Рассмотрим теперь расширенный (12, 6)-код ё над 
GP(3). Он имеет порождающую матрицу G, получае
мую из G в (11.1) добавлением к ней столбца (О, -1, 
-1, -1, -1, -1). Тогда согласно (11.2) имеем, что 
(j(JТ = О, т. е. этот код С самодвойствен. Из ( 11.3) 
находим, что его энумератор имеет вид 

(11.4) 

3 а меч ан и е. Если бы мы начали с ё вместо С, 
то доказl!.тельство даже упростилось бы (см. главу 13). 

Рассмотрим два кодовых слова а и Ь из ё, оба 
веса 6. Пусть будет k позиций, где а и Ь оба имеют 
ненулевые координаты. Тогда либо а+ Ь, либо а - Ь 

. [k + 1] имеет вес ~ 12-k- - 2- . Значит, либо а= +Ь, 

либо k ~ 4. Будем говорить, что подмножество D мно
жества {1, 2, ... , 12} поддерживает кодовое слово а 
из С, если номер.<! его-ненулевых координат есть в D 
(иначе-D является опорным подмножеством). 
Теорем а 11.5. Пусть !!lJ - совокупность 6-под

множеств множества S: = {1, 2, ... , 12}, которые под
держивают кодовые слова веса 6 в С. Тогда !!!) обра
зует 5-схему с параметрами ( 12, 6, 1), т. е. является 
системой Штейнера. 
До к аз ат ель ст в о. Ранее уже показано, что два 

кодовых слова а и Ь поддерживаются множества
ми, которые пересекаются не более чем в 4 точках, 
только если а=/=.±Ь. Поэтому, согласно (11:4), есть t Х 264 Х 6 = 792 различных .5-подмножеств множе
·ства S, содержащихся в множествах совокупности !!lJ. 
Поскольк:у S имеет ( 

1
:) = 792 5-подмножеств, дока

зательство закончено. 

Конечно, это хорошо известная 5-схема (см. гла
ву 1). Мы привели ее здесь, чтобы обосновать поиск 
5-схем такого типа. В главе 13 мы вернемся; к этому· 
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вопросу. Результат теоремы 11.5 есть специальный 
случай теоремы 13.13. Далее см. Добавление 13. 

Теперь покажем, как проективная плоскость по
рождает самодвойственный код. Первый пример кода, 
порожденного плоскостью, был приведен в главе 9. 
Пусть А - матрица инцидентности схемы PG (2, п). 
Рассмотрим подпространство С простр~НС-'l'Ва .o/l<n'+n+I) -
над полем G F (2), которое порождается строками этой 
матрицы А. Если п - нечетно, то легко видеть, что С 
есть код. Если взять сумму строк А, которые имеют 1 
в фиксированной позиции, то результатом будет стро
ка с нулем на этой позиции и едищщами - на осталь
ных. Эти векторы порождают подпространство про

странства .o/l(n'+n+l), состоящее из всех слов четного 
веса и подпространство это есть С (поскольку С, 
очевидно, не содержит слов нечетного веса). Случай 
четного п сложнее. 

Теорема 11.6. Если п == 2(mod4), то строки 
.матрицы инцидентности А схемы PG (2, п) порождают 
код С раз.мерности (п2 + п + 2) /2. 

Доказательств/о. 1) Так как n---"четно, то 
код ё самоортогонален, т. е. ё с ( ё) J.. Следовательно, 

dim С~ (п2 + п + 2)/2. 
2) Пусть Цim С = r_ и k = п2 + п + 1- r = dim CJ. 

и пусть Н - проверочная матрица ранга k для С. 
Предположим, что координатные места переставлены 
так, что Н имеет форму (/т,,Р)~ 

. Определим N = (~k ~). Интерпретируем А и N 

как рациональные матрицы. Тогда det ANT = det А= · 
= (п + 1) п<n'+n)f2 • Поскольку все элементы в первых k 
столбцах матрицы А№ четны, находим, что 2k 1 det А, 
откуда следует, что r ~ (п2 + п + 2) /2. 

Из 1) и 2) следует утверждение теоремы. 
Из теоремы 11.6 сразу следует 
Теорема 11.7. Если п == 2(mod4), то строки 

.матрицы инцидентности А плоскости PG(2, п) порож
дают код С, для которого ё самодвойствен. 
Мы продолжаем анализировать свойства плоско

сти PG(2, п), п = 2(mod 4), в термин·ах кодирования. 
Теорем а 11.8. Код С из теоремы (11.6) имеет 

.минимальный вес п + 1 и каждый вектор минималь
ного веса является прямой в PG (2, п),. 
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До к аз ат ель ст в о. Пусть v =1= О есть кодовое 
слово с весом w (v) = d. Так как для каждой прямой 1 
есть общая проверка на четность, то 

1) если d - нече:гно, то v пересекает каждую пря
мую по крайней мере едИножды, а 

2) если d ~четно, то каждая прямая, проходящая 
через фиксированную точку v, пересекает v во второй 
точке. 

В случае 2) сразу получаем, что d > п + 1. В слу
чае 1) находим, что (п+l)d~п2 +п+1, т. е. d~ 
;;;;;::: п + 1. Если w (v) = п + 1, то в PG (2, п) найдется 
прямая l, которая пересекает v, по крайней мере, в 
3 точках. Если на l есть точка, не принадлежащая v, 
то каждая прямая, отличная от l, прохрдящая через 
эту точку, пересекает v согласно ( 1). Отсюда d ~ 
~п+з. 

Определение 11.9. s-дуга в PG(2,n) есть мно
жество из s точек, лl()бые три из которых неколли-
неарны. · 

Теорема 11.10. Векторы веса п+2 в коде С яв
ляются в точности (п + 2)-дугами в PG (2, п). 

Доказательство. ·1) Пусть vs С и w(v)= 
= п + 2. Каждая прямая пересекает v в четном чис
ле точек. Пусть l - прямая и предположим, что v и l 
имеют 2а общих точек. Каждая из п прямых, отлич
ных от l, проходящих через одну из этих 2а точек, пе
ресекает v по крайней мере еще один раз. Следова
тельно, 2а + п :::::=;; п + 2, т. е. а = О или а = l. 

2) Пусть v - некоторая (п + 2)-дуга, а S- мно
жество из (п + 2) (п2 - 1) /2 различных прямых в 
PG (2, п), проходящих через пары точек v. Каждая 
прямая из S содержит п- 1 точек не из v. Таким об
разом, насчитываем (п + 2) (п2 - 1) /2 точек. Имеется 
п2 _:_ 1 точек не из v, и каждая из них лежит на, по 

. крайней мере, (п + 2) /2 прямых из S. Следовательно, 
каждая из них лежит в точности на (п + 2) /2 прямых 
йз S. Каждая точка Из v лежит на п + 1 прямых из S. 
Следовательно, v есть сумма прямых из S, т. е. v Е С. 

(См. также [3]). 
3 а меч ан и е. · В качестве интересного упражне

ния читателю предлагается проверить, что теоре

ма 11.1 О также выполняется для кода, порожденного 
плоскостью PG (2, п)' приведенного в конце ГJ1а-
вы 10. . . 
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Для самодвойственноrо (п, k) кода С над GF(q) 
из теоремы 7.14 выводим следующие соотношения для 
весового энумератора А (5, YJ): 

А(5, ч)=q-kА(ч-5, ч+<17-ОЮ, (11.11) 

где k = п/2 .. Это означает, что полином инвариантен 
относительно линейного преобразования с матрицей 

q-112 (-: q-;- 1 
) . Если q = 2, то все кодовые слова 

в С имеют четный вес, т. е .. А (5, YJ) инвариантен от.
носительно преобразования 6-+ -5. Эти два преобра
зования порождают группу диэдра f!i)8• Глисоном (см. 
[8], [27], [ 49]) бьщо показано, что кольцо полино
мов от 5 и 'YJ, которые инвариантны относительно этой 
группы, есть свободное кольцо, порождаемое посред
ством 62 + 'YJ2 и 521]2 (~2 - 112) 2. 
· Рассмотрим теперь гипотетическую плоскость де
сятого порядка. Из теорем 11.6, 11.7 и 11.8 мы знаем, 
Что матрица инцидентности такой плоскости порож
дает код С, для которого ё является (112,56)-само
двойственным кодом, а такж~, что ·весовой энумератор · 
А (6, ri) кода С имеет коэффициенты А0 = 1, Ai = 
= А2 = ... = Aio =О, А11 = 111: Так как все гене
раторы С имеют вес 12, а всякИе два слова из ё 
имеют четное число общих единиц, то .все веса в С 
кратны 4. Следовательно, А 13 = А 1 4 =о: Подставляя 
это в (11.11) или учитывая результаты Глисон.а, мож
но видеть, что А (5, ri) однозначно определяется, если 
известны А12, А 15 и А1в- Недавно МакВильямс, Слоэн 
и Томпсон ([48]) исследовали кодовые слова веса 15 
в С. Предполагалось, что матрица инцидентности этой 
плоскости _приводит к коду, у которого A 1s =/=О. Рас-· 
суждения, аналогичные используемым при доказа

тельстве теорем 11.8 и 11.1 О, несколько ограничивают 
эту возможность. Действительно, было обнаружено, 
что эта плоскость должна содержать частичную кон

фигурацию из 15 прямых. Поиск с помощью ЭВМ по
казал, что если отталкиваться от такой конфигура
ции, то плоскость не может быть полной. Следова
тельно, мы знаем, что если плоскость порядка 10 
существует, то 

(11.12) 
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Бруэном и Фишером в совсем недавней · работе 
было отмечено (см. [14]), что такой же результат 
следует из результата, полученного Деннистоном с по
мощью ЭВМ, о 6-дугах, не содержащихся в 7-дугах 
(применительно к двойственной плоскости). 

Идея ортогоналъности может быть применима и к 
t-схемам: t-схема называется самоортогоналыюй, если 
каждые два блока пересекаются в четном числе точек. 
Рассмотрим сейчас возможные самоортогональные 
Штейнеровы системы. Используя хорошо известные 
соопюшения между t, Ь, v, r, k (см. главу 1) и про
стые оценочные рассуждения, легко показать (как уп
ражнение для читателя, см. [3], [6]), что Имеется 
четыре возможности: 

1) - t = 3, k = 4, v = 8. Это пример теоремы 7.12, 
:r. е. AG(3, 2). 
· 2) t · . 3, k = 6, v = 22. Это единственное расши~ 
рение PG(2, 4) (см._ главу 1 и пример, следующий за 
теоремой 10.16). 

3) t = 5, k = 8, v = 24 (см. главу 1). 
4) t = 3, k = 12, v = 112. Это было бы расшире

нием проективной плоскости порядка 1.0 (если он.а 
существует). 

3 а меч ан и е. Этим путем можно вновь доказать 
теорему 1.11. · 

- Результат (11.12) однозначно определяет энумера-
тор кода ё, если мы предполагаем, что плоскость по
рядка 10 расширяема, т. е., что пример (4) возможен. 

Подробнее см. [57, 2*]. Далее см. Добавление 14. 

12. КВАДРАТИЧНО-ВЫЧЕТНЫЕ КОДЫ 

Прежде чем обратиться к теме этой главы, мы долж
ны доказать теоре-му о. циклических кодах (см. гла
ву 8). Мы используем символ щ для обозначения пе
рестановки элементов {О, 1, ... , п - 1}, задаваемой 
по правилу щ(k)= jk(modn), а также для обозначе
ния автоморфизма tЛ,<n>, задаваемого по правилу 
щ (xk) = xik (mod (хп- 1)); здесь мы отождествляем 
векторы из R<n> и многочлены по mod(xn-1). Рас
сматриваются бинарные циклические коды длины п 
при нечетном п. 

Т е о р е м а 12.1. Для каждого идеала V в tЛ,<n> су
ществует едuнстt}енныа .многочлен (;(Х) Е V, называе-
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мый идемпотентом этого V, со следующими свой~ 
ствамц: 

1) с(х)= с2 (х); 
2) с (х) порождает V; 
3) Vf(x)E V [c(x)f(x)= f(x)], т. е. с(х)-единица 

для V; 
4) если (j,n)= 1, то щ(с(х)) есть идемпотентщV. 
Доказательство. 1) Пусть g(х)-порождаю

щий многочлен V и g(x)h(x)=xп-_1 (в GF(2) [х]). 
Так как xn - 1 не имеет кратных ну~ей, то (g (х), 
h(x))= 1. Следовательно, есть многочлены р1 (х) и 
Р2(х), для которых 

Р1 (х) g (х) + р2 (х) h (х) = 1 (в GF (2)[х] ). (12.2) 

Умножая обе части равенства на с (х}= р 1 (х) g (х), 
находим 

с2 (х) + Р1 (х) Р2 (х) g (х) h (х) =с (х). 

Так как в [Jl,<n) выполняется равенство g(x)h(x)=O, 
то 1) доказано. 

2) Нормированный многочлен наименьшей степени 
в идеале, порожденном с(х), есть 

(с (х), хп - 1) = (Р1 (х) g (х), g (х) h (х)) = g (х). 

3) Согласно 2) каждый многочлен f (х) Е V кра
тен многочЛену с(х). Пусть f(x)= c(x)f1(x). Тогда 

с (х) f (х) = с2 (х)f1 (х) =с (х) f1 (х) = f (х), 
т. е. с(х)- единица в V. .. 

4) Поскольку щ есть автоморфизм [Jl,<n>, то много
член щ(с(х)) является идемпотентом и единицей для 
щ V. В силу единственности единицы 4) доказано. 

Пр им ер 12.3. Рассмотрим подробно следующий 
пример. Пусть п = 2т - 1 и пусть т1 (х) ,.._ минималь
ный многочлен примитивного элемента а поля GF(2m). 
Тогда по теореме 8.4 этот многочлен т1 (х) порождает 
код ХэммИнга, который мы обозначим сейчас через' 
Нт. Пусть xn-1 = т(х)h(х) в GF(2) [х]. Мы знаем, 
что h(x) порождает двойственный код Н':п к коду Нт 
(см. главу 8). Этот код Н*т имеет размерность т и, 
стало быть, он состоит из О и п циклических сдвигов 
слова h (х). Это влечет существование такого показа
теля s, при котором f(x),= X 8 h_(x) есть идемпотентНт 
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и, значит, ( 12.2) принимает вид 

Р1 (х) т1 (х) + x 8h(x) = 1. 

Ясно, что многочлен 1 + f (х) является идемпотен
том Н m· Предоставляем читателю провер.ить, что f (х) 
имеет вес 2т-1 (см. последний пример в главе 10). 
Например, если т = 4, п = 15, т1 (х) = х4 .+ х -1-; 1,-ть 
(х8 + х2 + l)m1 (х) + 

+ х (х 11 + х8 + х7 + х5 + х3 + х2 + х + 1) = 1 

xh(x) = f (х) = (х+ х2 + х4 + х8) + (х3 + х6 + х9 + х12). 
Пример 12.3 и нижеследующее предложение 12.4 

понадобятся нам в главе 14. 
Согласно п. 2) теоремы 12.1 имеем 
Предложение 12.4. Для каждого многочлена 

q'(x) слово q(x) {1 + f(x)} принадлежит коду Нт. 
При описании квадратично-вычетных кодов будем 

использовать следующие обозначения. 
о б о з н а ч е н и я 12.5. 1) п - нечетное простое; 
2) а - примитивный п-й корень единицы в неко

тором расширении поля GF(q) (а выбирается позже 
надлежащим образом); 

· 3) Ro - множество квадратичных вычетов по 
mod п, R1 - множество ненулевых элементов И:3 
GF(n) \Ro; 

4) go (х) = П (х - a.r), g1 (х) = П (х - a.r) (заме-
' Е Ro·. r Е Ri 

тим, что xn-1 = (x- l)go(x)g1 (x)). 
Предполагается, что q<n-IJ/2 = 1 (mod п)', т. е. q 

есть квадратичный вычет по mod п. 
Ненулевые элементы из GF(n) являются степе

нями примитивного элемента а Е GF(n). Ясно, что ае 
является квадратичным вычетом, если е = O(mod 2) 
и не является таковым, если е == 1 (mod 2). Так как 
q __;квадратичный вычет, то множество Ro замкнуто 
относительно умножения на q ( mod п). 
Определение 12.6. Циклические коды длины 

п над полем GF(q) с порождающими многочленами 
g 0 (х) и (х - 1) go (х) оба называются квадратично
вычетнымц кодами (КВ-кодами). Расширенный квад
ратично-вычетный код длины п + 1 получается добав
лением общей проверки на четность к коду с порож
дающим многочленом go(x)_, 
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(См. замечание, следующее за теоремой 12.10.) 
В бинарном случае код с порождающим многочле

ном (х ~ 1) g0 (х) состоит из слов четногЬ веса в коде 
с порождающим многочленом g0 (х). Если G - по
рождающая матрица для первого из этих кодов, то 

/1 1 ... 1\ . . t G ) - порождающая матрица для второго 

кода; а порождающая матрица для расширенного 
кода имеет вид 

см. главу 7). Заметим, что в бинарном случае усло
вие о том, что q - квадратичный вычет по mod п, 
выполнено, если п == + 1 (rriod 8). Если j Е R. 1, то пе~ 
рестановка Лi отображает Ro в R1, и обратно. Легко. 
13идеть, что если заменить Ro на R1 в теореме 1.6, то 
получим эквивалентные коды в смысле главы 7 · (см. 
[44], теорема 3.2.2). Если п = -1(mod4), то -1 Е 
Е R.1, и следовательно, преобразование х-+ х-1 ото
бражает кодовое слово кода, порождаемого многочле
ном g0 (x), в кодовое слово кода, порождаемого g1 (х):. 

п-1 

Теорема 12.7. Ес·ли с=с(х)=Lс1 (х1)естько
i=О 

довое слово !(В-кода с порождающим многочленом 
п-1 · · 

g0 (x), L: c1 =FO и w(c)=d есть вес этого кодового 
t=O 

слова, то 

1) d2 ?;::. п; 
2) если п = -1(mod4), то d2 - d + 1?;::. п; 
3) если п == -:-1(mod8) и q = 2, то d == З(mod 4). 

п-1 

Доказательство. 1) Поскольку L с1 =F О, то 
i=O 

многочлен с (х) не делится на х- 1. Посредством под
ходящей перестановки щ можно ~реобразовать с (х): 
в многочлен 8 (х), который делится на g1 (х) и не де
лится на х-1. Следовательно, с(х) с (х) = 1 + х +' 
+ х2 + . . . + хп-1 • Число ненулев·ых коэффициентов 
левой части не больше, чем d2• Это доказывает 1} •. 
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2) Теперь 'Лj можно выбрать таR, что с (х) =с~(х-1 )', 
и тогда с (х) с (х) имеет не более d2 - d + 1 ненулевых 
коэффициентов. · 

d d 

3) Пусть с (х) = L xei, с (х) = L .х-е1. Если вi -
i=l i=l 

- е1 = ek - ez, то ei -· е; = ez = ek. Поэтому, если ка~ 
кие-то члены взаимно сокращаются, то сразу по че

тыре члена, т. е. п = d2 - d + 1 - 4а для некоторого 
а ;;;;:: О. Это доказывает 3). 

Рассмотрим вновь бинарньfе КВ-коды. Положим 

9(х)= L х7• (12.8) 
r Е R.o 

.Ясно, что 8{х) есть идемпотент в Рд,<n) (2 является 
квадfатичным вычетом по mod п). Следовательно; 
{0(а.) 2 = 0 (а), т. е. 8 (а) Е Gf (2). Аналогично полу
чаем 8(ai)= 8(а), если i Е Ro, и 8(ai)+ 8(а)= 1, 
если i Е Ri. Выберем теперь а так, чтобы 8 (а)= О. 
Тогда 8(а/)=0, если iERo, 8(ai)=l, если ieR1, и, 
наконец, 8 ( а0) = ( п - 1) /2. Это доказывает следуrо-
щую теорему. · 

Теорем а 12.9. Если а из п. Q) обозначений 12.5 
выбрано надлежащим образом, то многочлен е (х) из 
(12.8) является идемпотентом КВ-кода с производя
щим многочленом (x-1)g0 (x), если п = 1 (mod8), 
и КВ-кода с производящим многочленом g0 (х), если 
п = -1(mod8). 

Пусть С- циркулянтная матрица с кодовым сло
вом 8 в качестве первой строки. Положим 

С= {
о, 

1, 

если п = 1 (mod 8), 

если п == - 1 (mod 8); 

G=C~ ~ ]. 
Из теоремы 12.9 следует, что строки матрицы G 

(которые не являются независимыми) порождают рас
ширенный бинарный КВ-код длины п + 1. 

Занумеруем координаты места кодовых слов в 
этом расширенном бин.арном КВ-коде, используя ко
ординаты проективной прямой, т. е. оо, О, 1, ... , п- I. 
Позиция общей проверки аа четность есть оо. Мы 
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исnользуем обычные соглашения при арифметических 
операциях: +О-1 = оо, + осг1 = О, оо + а = оо для 
а Е GF(n). Рассмотрим теперь PSL(2, п)-группупе
рестановок позиций и покажем, что расширенный КВ
код остается ш1вариантным. Эта группа порождается 
преобразованиями Sx = х + 1, Тх = -х-1 • Так как 
преобразование S оставляет оо инвариантным и яв
ляется циклическим сдвигом на других позициях, то 

это преобразование оставляет код инвариантным. Не
сложно показать, что Т отображает строки О в линей
ные комбинации не более чем трех строк о (см. [ 44], 
стр. 83). Для большинства читателей это, вероятно, 
простое свойство О (сопоставить с группой автомор
физмов некоторых матриц Адамара). Итак, нами до
казана 

Теорем а 12.10. Группа автоморфизмов расши
ренного бинарного КВ-кода длины п + 1 содержит 
PSL(2, п). . 

3 а меч ан и е. Глесон и Прэнг (СМ; [2]) слегка 
изменили определение расширенного. кода для неби
нарного случая. Они потребовали, чтобы координата 
в расширенной позиции умножалась на множество 
таким образом, чтобы результирующий код был либо 
самоортогональным (если п = -1(mod4) ), либо ор
тогональным другому КВ-коду (если п = I (mod 4)). 
Они показали, что теорема 12.10 верна также и для 
q-арных кодов. 

Вновь рассмотрим расширенный бинарный КВ-код. 
Согласно теореме 12.10 этот код инвариантен относи
тельно дважды транзитивной группы. Учитывая заме
чание, следующее за 8.8, видим, что бинарный КВ-код 
имеет нечетный минимальный вес. Это позволяет nри-
менить теорему 12.7. Таким образом, ПО.[.!учена · 

Теорем а 12.11. Минимальrtый вес бинарного 
КВ-кода длины п с порождающим многочленом g0 (х) 
есть нечетное число d, для которого 

1) d2 > п, еслuп == 1(mod8), 
2) ·d2 - d + 1 ~ п, если п == -1 (mod8). 
3 а меч ан и е. Читателю, близко знакомому с тео

рией разностных множеств и схем, нетрудно прове
рить, что из доказательства п. 2), 3) в теореме 12.7 
следует, что если в п. 2) теоремы 12.11 имеет место 
равенство, то существ:ует проективная шюскость по

рядка d-1 (ер. [67]). 
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Более комбинаторная форма границы квадратного 
корня (именно под таким названием известна тео
рема 12.11) была недавно найдена Ассмусом, Мэттсо- _ 
ном и Сэчером (см. [57]). Утверждается, что если С 
есть (п, (п + 1) /2)-циклический код с минимальным 
весом d и CJ_ =С, а также если подмножества пози
ций, которые поддерживают слова минимального веса, 

, образуют 2-схему, то d2 - d + 1 ~ п, причем равен
ство имеет место тогда и только тогда, когда эта схе

ма есть проективная плоскость порядка d- 1. 
Рассмотрим в.ажный пример КВ-кодов. 
Пр им ер 12.12. Над GF (2) имеем 

х23 - 1 = (х - 1) (х11 + х9 + х7 + х6 + х5 + х + 1) Х. 
Х (х11 + xio+ х6 + х5+х4+ х2 + 1) = 

= (х - 1) go (х) g1 (х). 

Бинарный КВ-код С длины 23 с порождающим мно
гочленом g0 (x) является (23, 12)-кодом. Согласно тео
реме 12.11 минимальное расстояние d этого кода удов
летворяет неравенству d ( d - 1) ~ 22. Так как d не
четно, имеем, что d ~ 7. В этом случае объем шара 
S (х, 3) равен 211 , т. е. / U S (х, е) f = 223, или, иными 

ХЕС 1 

словами, этот код совершенный (ер. с определением 
(7.5)). Этот код известен как бинарный код Галея. 
В этом случае группа автоморфизмов кода С есть М24 • 

Если п = -1 (mod4), то р11сширенный бинарный 
КВ-код Е длины п + 1 является самодвойственным. 
Это следует из замечания, предшествующего теоре
мам 12.7 и 8.3 и формы порождаюшей матрицы кода 
Е, найденной нами ранее. Это также можно увидеть и 
из матрицы G, определенной после теоремы 12.9. 

Теперь мы приступаем к одной из наиболее важ
ных теорем нашего курса. Эта теорема, которая по
казывает, что многие коды могут быть использованы 
для построения t-схем, принадлежит Ассмусу и Мэтт-
сону [2]. . . 

Теорем а 12.13. Пусть А -некоторый (п, k)-код 
над G F ( q) и пусть А J_ - это ( п, п - k) -двойственный 
код. Пусть минимальные _в.еса этих кодов суть d и е. 
Пусть t - целое, .меньшее чем d. Пусть v0 - наи
большее целое число, удовлетворяющее неравенству 

7~ 



v0 -[vo ~ :!_ 7 2 ]<d, и w - наибольшее целое, удовле

творяющее неравенству w0 -[ wo :__: 
1
-

2
] <е, где, если. 

q = 2, то v.0 = w0 = п. Предположим, что число не
нулевых весов в А -L, которые меньше или равны п - t, 
само меньше или равно d - t. Тогда для каж.дого 
веса v, где d :=::;;; v :=::;;; v0, подлтожества множества 
S ={1, 2, ... , п}, которые поддерживают кодовые 
слова веса d в А, образуют t-схему. Кроме того, для 
каждого веса w, где е :=::;;; w :=::;;; min{п _:_ t, w0}, подмно-

- жества множества S, которые поддерживают кодовые 
слова веса w в А_]_, образуют t-схему. 
До к аз ат ел ьс тв 6. В доказательстве исполь

зуются следующие обозначения. А_]_ обознаЧим через 
В; если Т - фиксированное t-подмножество множе
ства S, а С есть некоторый :код, то через С' обоз_на
чим код, получаемый удалением координат Т из 
кодовых слов С. Обозначим через С0 подкод кода 
С, который состоит из тех слов С, которые имеют 
нули на всех позициях т. Доказательство состоит из . 
6 шагов. 

1) По определению Vo два слова из А с весом 
:=::;;; v0 , которые поддерживаются одним и тем же мно

жеством, должны быть скалярно кратными друг другу 
(поскольку имеется линейная комбинация этих двух 
слов с весом <d). Аналогичное утверждение выпол
няется и ДJJ:Я В. 

2) Будем исnользовать следующее свойство t-схем. 
Пусть (S, 2D)-::- это t-схема и пусть Т - это t-подмно
жество множества S. Обозначим через ak число бло
ков D из 2D, для •которых 1 D П Т J = k. Тогда, согласно 
формуле (1.1), имеем 

t 

L (:) ak ~ С) Лi (j =О; 1, ... , t) .. 
k=O 

Решая эти уравнения, находим, что ak не зависит от 
' выбора множества Т. Из этого утверждения при 

k =О следует, что дополнения блоков 2D также обра
зуют t-схему. 

. 3) Рассмотрим любые d- 1 столбцов порождаю
щей матрицы кода А, и удалим их. Из опредеJ1ения d 
следует, что полученная матрица имеет ранг k, ·~ 

. . 
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4) Рассмотр!1м произвольное t-подмножество Т 
множества S. Согласно 3) А' образует (п- t, k)-код~ 
Ясно, что (Во)' с: (А') 1.. Размерность Вб есть по край
ней мере п - k - t. Следовательно, Вб = (A').l.. Пусть 
О< V1 < V2 < ... < v, ~ п - t (где r ~ d - t) _:_ 
возможные ненулевые веса; меньше или равные п- t 
в коде В. Тогда лишь они являются возможными не-

нулевыми весами для Вб. Поскольку минимальный 
вес А' есть по крайней мере d ~ t, то мы знаем d - t 
коэффициентов весового энумератора для А'. Это 
равно числу коэффициентов весового энумератора для 
Вб, которого мы еще не знаем. Соотношения Мак
Вильямс, .т. е. теорема 7.14, приводят к системе линей
ных независимых уравнений, которую мы можем, в 
принципе, решить. Важно, однако, что это решение, 

т. е. весовой энумератор для Вб, не зависит от вы

бора Т. Так как А'= (ВО).l., то то же самое верно и 
для А', опять-таки по теореме 7.14. 

5) Вначале докажем второе утверждение теоремы. 
Пусть w~min{n-t,w0}. Пусть Ф-это совокуп
ность w-подмножеств множества S, которые поддер
живают слова веса w в В. Рассмотрим множество Ф' 
дополнений множеств в Ф. Для всякого t-подмноже
ства Т из S из 1) находим, что число множеств из Ф', 
содержащих Т, равно 1 / ( q - 1) раз взятое число слов 
веса w в В0 . Согласно 4) это число не зависит от Т. 
Следовательно, Ф' есть t-схема. Согласно 2), Ф есть 
также t-схема. 

6) Для доказательства первого утверждения нач
нем со случая v = d. Пусть I1/) - совокупность v-под
множеств из S, которые поддерживают слова веса v 
в А. Тем же способом, как в 5), получаем, что число 
множеств в Il); содержащих данное .f-подмножество Т 
из S, есть l/ (q- 1) раз взятое число слов веса d - t 
в А'. Согласно 4), это число не зависит от Т. Теперь 
применим индукцию" Пу<;:ть d ~ v ~ v0 и пусть ут
верждение теоремы выполнено для всех· v', d ~ v' < 
< v. Пусть I1!) то же, что и ранее. Число подмножеств 
из -Il), содержащих данное t-подмножество Т из S, 
~сть 1/(q::_ 1) раз взятое число слов v - t в А', соот
ветствующим словам веса v в А. Согласно 4) полное 
число слов веса v - t в А' не зависит от Т. По пред-

/ цоложению индукции и 21 это число слов веса v - t 
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в А', соответствующих словам веса < v в А также не 
зависит от Т. Следовательно, q) есть t-схема. 

Рассмотрим несколько· примеров этой теоремы. 
Пример 12.14. Положим n=8, k=4, q=2 и 

пусть А = А .t - это расширенный ( 8, 4) -код Хэммин
rа. Тогда d = е = 4. Положим t = 3. Условие теоре
мы 12.13 выполнено. Полагая v = 4, получаем р(;)зуль
тат теоремы 7.12. 

Пр им ер 12.15. Положим п = 12, k = 6, q = 3 и 
пусть А =А .t - расширенный тернарный код Галея. 
Тогда d=e=6 (см. (11.4)). Согласно (11.4), усло
вие теоремы 12.13 выполнено для t = 5. Получаем ре· 
зультат теоремы 11.5. 

Пример 12.16. Пусть А-это (1_2l~6l)-самодвой
ственный код над GF(3). Предположим, что d > 3/. 
Положим t = 5. Поскольку все веса в А делятся на 3, 
то условие нашей теоремы выполнено. Полагая v = d, 
находим, что поддержки слов минимального веса в А 
образуют 5-схему. · 

Пример 12.17. Положим n=24, k=l2, q=2 
и пусть А =А .i - это расширенный бинарный код 
Галея ё из примера 12.12. Тогда d = е = 8. Так как 
С совершенен, то весовой энумератор определен. Лег
ко проверить, что лишь О, 8, 12, 16 и 24 наличествуют 
в качестве весов. Следовательно, можно вновь приме
нить нашу теорему с t = 5. Поддержки кодовых слов 
веса 8 в А образуют хорошо известную 5- (24, 8, 1) 
штейнерову систему (см. главу 1). 

Пр им ер 12.18. Пусть п = 47. Рассмотрим би
нарный КВ-код длины 47. Согласно теореме 12.11, 
минимальное расстояние есть по крайней мере 9. 
Тогда из п. 3 теоремы 12.7 следует, что минимальное 
!?асстояние есть по крайней мере 11. Поскольку 
1 S (х, 6) 1 > 223, этот код не может быть 6-кодом, ис
правляющим ошибки. Поэтому минимальное расстоя
ние равно 11. Следовательно, расширенный код ё 
имеет минимальное расстояние d = 12 и вновь яв
ляется самодвойственным. Можно вычислить весовой 
энумератор этого кода, используя теорему 7.14. В нем 
имеются лишь веса О, 12, 16, 20, 24, .28, 32, 36 и 48. 
Поэтому теорема 12.13 применима при t = 5. Можно 
положить v = 12, 16, 20 или 24. Это дает 4 различных 
5-схем. Если положить v = 28, 32, 36, получим допол
нительные схемы. 



Эти примеры объясняют интерес (с точки зрения 
специалистов по схемам) к вычислению минималь
ного веса КВ-кодов. Весьма мало известно в этой об
ласти, обзор для п ~ 59 можно найти в [ 4]. 

Остается за рамками нашего курса вхождение в 
метод изучения КВ-кодов, который представляется 
весьма обнадеживающим. Его идея состоит в стяги
вании самоортоrональных кодов. Эта идея заключает
ся в использовании некоторого элемента группы авто

морфизмов самоортогонального кода для отображе
ния этого кода в код меньшей длины, который все же 
самоортогонален. Этот метод был успешно использо
ван Ассмусом и Мэттсоном для определения мини
мального веса (6, О, 36)-расширенного КВ-кода над 
G F (3) (см. [5]). Этот минимальный вес оказался 
раю~:ьrм 18. Это означает, что условие теоремы -12.13 
выполнено при t = 5. В итоге этот КВ-код приводит 
к 5-схемам на 30 точках. 

Приведем еще один пример применения теоремы 
12.13, который пригодится нам позже. 

Пр им ер 12.19. Рассмотрим примитивный (221_1, 
221-1 - 1 _:___ 2!)- 2-код С, исправляющий ошибки. Ис
пользуя теорему 7.14, можно показать, что в С J_ мо
гут присутствовать лишь веса 221- 2, 221- 2 + 21-1. Поло
жим п = 221- 1, k = 221- 1 - 1-2!, q = 2 и пусть А это 
будет ё. В А J_ присутствует лишь 3 веса. Поэтому, 
если положить t = 3, то условие 12.13 будет выпол
нено. Значит, для каждого v подмножества, которые 
поддерживают слова веса v, образуют 3-схему. 

Дополнительно по материалу этой главы см. [ 49], 
[64], [70], {80]. О связях между квадратично-вычет
ными кодами и 3-(п2 + 1, п + 1, !}-схемами см. [76], 
[79]. Далее см. Добавление 15. 

13. СИММЕТРИЧНЫЕ КОДЫ НАД GF(3) 

В этом разделе мы обратимся к последовательности 
кодов, которые обладают целым рядом свойств об
щих с КВ-кодами; так например, они также приводят 
к 5-схемам. Эти результаты принадлежат Плесе 
[53,54]. 
Определение 13.1. С-матрица порядка т есть 

матрица С с элементами + 1 (вне диагонали) и О (на 
диагонали) такая, что сет = (т - 1 }! m· 
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Об этих матрицах .известно многое. Первая кон
струкция представляет собой хорошо известную кон-
струкцию Пэли: . 

Пусть q - степень нечетного простого и пусть х -
квадратичный характер на GF(q). Занумеруем стро
ки и столбцы матрицы порядка q + 1, используя ко~ 
ординаты проективной прямой порядка q, т. е. оо и 
элементы GF(q). Определяем Сн1 по правилу 

Соо,оо=О, Coo,a=I" Са,оо=Х(-1), 

fa. ь-:- 'Х (Ь - а) (а, Ь е GF (q)). 

Тогда Сн1 является С-матрицей порядка q + 1 (см. 
[38]). Заметим, что Cq+1C~+1 = - lq+1 над GF(3), 
если q == -1(mod3), и что Сн1 симметрична, если 
q== l(mod4) и кососимметрична,еслиq~-1(mоd4). 

Определение 13.2. Пусть q=-l(modб). Оп
ределим симметричный код размерности q + 1 как 
(2q + 2, q + 1)-код sym2н2 над GF(3) с порождаю
щей матрицей 

G2н2 = (/q+1Сн1), 
где Cq+1 есть С-матрица порядка q + 1. Если q- сте
пень нечетного простого, то полагаем, что Cq+I -
матрица Пэли, определенная выше. 

Докажем ряд свойств этих кодов. 
Предложение 13.3. Код sym2q+2 самодвойствен 

(и следовательно, все веса делятся на 3). 
До к аз ат ель ст в о.. Это следует из ·равенства 

Cq+1C~+1 = -1 q+1 над GF (3). 

. Пр ед л о Жен и е 13.4. Если матрица Сн1 -мат
рица Пэли, то a;q+2 = ((-1)<q+IJ/2 Cq+1lq+1) также яв.;. 
ляется порождающей матрицей для sym2н2 . 

. , *Т 

До к а за тел ь ст в о. G2q+2G2q+z =О, код sym2н2 
является самодвойственным и матрица Gzq+2 имеет 
ранг q+l. 

Пред л о щ: е ни е 13.5. Линейное преобразование 
пространства .o/l<2H 2J посредством матрицы 

оставляет sym2q+2 инвариантным. 
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До к аз ат ель ст в о. Это следует из теоремы 13.4. 
Пр им ер 13.6. Полагая q = 5, находим 

G12= 16 

о 1 1 1 1 i-
0 -1 -1 l 

1 
-1 

--"! 
1 

о 

1 
-1 
-1 

1 -1 -1 
о 

1 
-1 

т. е. sym12 есть расширенный тернарный код Галея 
(см.(11.1)). 

3 а меч ан и е. В случае бинарного кода Галея · 
также можно найти порождающую матрицу в форме, 
указанной в определении 13.2 (см. [ 44] с. 1О1). 

При описании кодовых слов симметричного кода 
будем обозначать чере:З w1 (х), Wr (х) соответственно 
сужение веса слова х на первые q + 1 и на послед
ние q + 1 координат. 
Лемм а 13.7. Для каждого слова х. симметрич-

ного кода имеем: 
1) еслиw1(х)= 1,тowr(x)=q; 
2) если w1(x)= 2, то Wт(x)=(q+3)/2; 
3) если w1(x}=3, то 'Wr(x)=[З(q-3)/4]. 
До к а &ат ель с тв о. Рассмотрим три строки по

рождающей матрицы. Поскольку умножение столбца 
на -1 не изменяет весов,. можно предполагать, что х 
в 1), 2), 3) есть сумма 1, 2 или 3 строк следующей 
таблицы: 

а Ь с d 
~,--..л.-.. ~ ~ 

[

1000 ••• О]·/О + + 1++ ... + 1++ ... + 1++".+ 1++ ... +] 
0 1 0 0 • , , 0 Х21 0 Х23 g + + ... + 1 + + ... + j - - ... ·- S - - ••• -

1 0 1 О ••• 0 Хз1 Х32 0 Е + + ... + ~ - - • · • - 1 + + · · · + ; - - • • • -

Буквы а, Ь, с, d обозначают число столбцов четы
рех различных типов. 

По определению· С-ма1рицы имеем (над R} 

а+ Ь + с + d = q - 2, 

. а+ Ь - С - d = - Х23, 

а - Ь + С - d = - Х32, 

а - Ь - С + d = - Х21Х31. 

Теперь 1) очевидно. Для доказательства 2) сложим 
первую и вторую строки. Тогда находим wr (х) = 2 + 
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+ ; (1 + х23) + а+ Ь ' ; (q + 3). Теперь сложим все 

три строки. Тогда Wr(x);;;::: Ь +с+ d ·· ~ {3 (q - 2) + 
. ' ' 3 + Х23 + Хз2+ Х21Хз1};;;::: 4 (q - 3). 

Лемм а 13.8. Пусть w1 и w2 - целые. Тогда в сим
метричном коде: 

1) кодовое слово х с Wz (х) = w1, w, (х) = W2 суще
ствует тогда и только тогда, когда сущестgует кодо
вое слово у с w1(Y) = w2, w,(y) = w1; 

2) для всех кодовых слов х Ufiлeeм wr'(x) >О. 
До к а з ат ел ь ст в о. 1) Это следует из предло-

жения 13.4; 2) Сн1 несингулярна. \ 
Пример 13.9. Пусть q= 17; рассмотрим sym36• 

Согласно лемм(:) 13.7 кодовое слово х с w1(x)~3 
имеет вес ;;::::: 12. Согласно предложению 13.3 все веса 
делятся на 3. Согласно лемме 13.8 существование 
кодового слова с весом < 12 влечет существование 
кодового слова х с wz (х) = 4, Wr (х) = 5. Так как С18 
явJ1яется граничной циркулянтной матрицей, то имеет
ся не очень много различных возможностей для та
кого х, и. вручную легко проверить, что такого х не 

существует. Это получается добавлением еще одной 
строки к таблице в доказательстве леммы 13.7 и ана
лизом небольшого числа возможных вариантов. 
С компьютером это тривиальная задача. Итак, со
гласно п. 2) леммы 13.7, код sym36 имеет минималь
ный вес 12. Применим теперь теорему 12.13. Здесь 
n=36, k= 18, q=3, d=e= 12, v0 =w0 =23.Зна
чит, можно положить v = 12, 15, 18 или 21. Если 
t = 5, то условия теоремы выполнены и мьi находим 
5-схему на 36 точках с блоками объемов 12, 15, 18 
или 21. Схемы эти являются новыми, как и им допол
нительные (с одним возможным исключением). Не
известно, является ли схема с блоками объема 18 са
модополнительной. 

В [54] приведены примеры для q = 5, 11, 17, 23 
и 29. Конечно, случай q = 5 приводит к хорошо из
вестной штейнеровой системе 5- ( i 2, 6, 1), как пока
зано в теореме 11.5. Другие схемы являются но
выми. Чтобы показать это, нужно изучить преобразо
вания, оставляющие такие коды инвариантными. 

Пусть G (q) обозначает группу мономиальных преоб· 

86 



разований, которые оставляют sym2н2 инвариант
ными, а й (q)- группу перестановок, индуцированную 
группой G (q). 
Лемм а 13.10. Если А и В-inономиальные пре

образования порядка q + 1· такuе, что А-1Сн1В = 
= Сн1, то [ ~ ~] Е G(q). 
До к аз ат ель с тв о. Кодовые слова в sym2н2 

имеют форму ат(Jq+1 Сн1). Значит, 

ат(! q+1Cq+1) [ ~ ~] _.: t/ А(! q+1A- 1Cq+1B), 

что является кодовым словом. 

Пусть q - степень нечетного простого. Мы опреде
лили Cq+1 нумерацией строк и столбцов координа
тами проективной прямой. Мы упорядочиваем их так 
же, как для циклических кодов. Определим теперь 
мономиальные преобразования таким же образом, 
как это было сделано (в главе 12) в бинарном случае 
для КВ-кодов. S есть перестановка х-+х+ 1. Рас
смотрим Сн1 и S как линейные преобразования ·про, 
странства ,9'l(q+l) над GF(З). Для стандартных базис
ных векто.ров еоо, еа(а Е GF(q)) имеем 

eooCq+I = L еа, 
а Е GF (q) 

eaCq+1=x(-I)eoo+ L х;(Ь-а)еь, 
bEGF(q} 

откуда e00Cq+1S = e00SCq+1 и 

eaCp+1S=x;(-I)e00 + L х;(Ь-а)еь+1= 
Ь Е GF(q) 

=x(-l)e00 + L x;(b-a-l)eь=eaSCq+l• 
_,, Ь Е GF (q) 

т. е. 

s-1Cq+ 1S=Cq+l· (13.11) 

Аналогично, для перестановки Р(Ь2) вида х-+Ь2х 
:<ь *О) можно показать, что 

Р (Ь2)- 1 Cq+1P (Ь2) = Cq+1· (13.12) 

Перестановка Тх = х- 1 , которая использоваJ1ась для 
КВ-кодов ,заменяется теперь на мономиальное преоб-
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разование Р, которое ведет себя так же, как Т, когда 
оно рассматривается только как перестановка. Опре
деляем это Т* по правилу e

0
J*=(-1)(q-l)/2 ео,_ е~т* . е00 , 

еаТ* = х, (а) е-1/а (а=/= О, оо ). И вновь нетрудно про
верить, что 

т*- 1С Т* С p+l = q-!-1· (13.13) 

Из (13.11)-(13.13) видно, что перестановки S, Р(Ь2)'~ 
и мономиальное преобразование_ Р порождают груп
пу R*. Легко видеть, что ·группа R* / { 1, -1} изо
морфна - группе PSL (2, q): -Комбинируя это с лем
мой 13.10, получаем следующую теорему. 

Теорем а 13.14. Группа ёJ ( q) содержит подгруп
пу, изоморфную группе PSL(2, q). 

3 а меч ан и е. в [54] показано, что (] (q) содер
жит подгруппу, изоморфную PGL (2, q) Х Z2. Известно, 
что G-(5) = М12 . ·для других знаgений q вид группь! 
О ( q) неизвестен. · 

Пр им ер 13.15. Одно из приложений теоре
мы 12.13 в [2] использует (24, 12)-расширенный КВ
код над GF (3). Поскольку минимальный вес этого 
кода равен 9, находится 5-схема с параметрами 
(24, 9, 6). В [2] показано, что _;PSL(2, 23) является 
группой автоморфизмов этой схемы. Если мы рас
смотрим простое q = 11 и построим соответствующий 
симметричный код sym24, то мы вновь можем приме
нять теорему 12.13. Это также дает 5-схему. Эти две 
схемы имеют одинаковые параметры. По теореме 13.14 
это неэквивалентные 5-схемы, поскольку Р SL (2, 11) 
не содержится в PSL (2, 23). Для более детального и 
дальнейшего ознакомления мы рекомендуем чита
телю [53] и [54]. Метод, применяемый в [54], пред
ставляет собой иной пример сужения, которое кратко 
описано в конце главы 12. Во многих случаях sym2н2 
можно сузить к тернарному коду Галея. 

14. ПОЧТИ СОВЕРШЕННЫЕ БИНАРНЫЕ 
КОДЫ И РАВНОМЕРНО УПАКОВАННЫЕ 

коды 

Две 5-схемы, связанные с кодами Галея, имеют очень 
интересные группы автоморфизмов. Легко видеть, что 
совокупность тех (2е .+ 1 )-подмножеств множеств?. 
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{1, 2, ... , п}, которые поддерживают кодовые слом 
веса 2е + 1 в бинарном совершенном -е-коде, исправ
ляющем ошибки со словами длины п, образуют 
(е+ 1)-схему с параметрами (п,2е+ 1, 1), т. е. штей
нерову систему (см. [ 44], ( 5.2.6)). Эта схема расши
ряема до ( е + 2)-схемы. Эти два факта обусловли
вают интерес к совершенным кодам как специали~ 

стов по теории групп, так и специалистов по теории 

схем. Однако показано, что для е > 1 коды Галея яв~ 
ляются нетривиальными совершенными кодами, толь~ 

ко если объем алфавита есть степень простого (см. 
[ 45, 66] ) *) . . 

Рассмотрим теперь некоторые элементы теории би
нарных почти совершенных кодов, принадлежащей 
Гётхальсу и. Сноверу [31] **).Эти коды являются спе
циальным случаем более широкого класса равномерно 
упакованных кодов, введенным Семаковым, Зиновье
вым и Зайцевым [60]. Все эти коды rакже приводят 
к t-схемам. Необходимые условия существования та
ких кодов очень схожи с аналогичными условиями су

ществования· совершенных кодов. В этой главе все 
коды бинарны. 

Далее см. Добавление 16. 
Пусть С с: [Jl<n> - код с минимальным расстоянием 

d = 2t + 1. Для всех кодов v Е С. определяем: 

1) Т (v) = S (v, t + 1) "'S (v, t); 
2) Ta(v)={xe.:T(v)l3иEC [xc:S(u, t)]}; 
3) Т13 (v) = Т (v) "'Та (v). 

(Заметим, что в 2) кодовое слово и однозначно 
определяется через х.) 
Лемм а 14.2. Для каждого v Е С имеем 

1) ITa(v)J~(;)[·;+~]; 
2) 1r~(v)1~c_; 1 )-(;)[;;:]. 
Доказательство. Если ХЕ Ta(v) и иЕСта

ковы, что xES(u,t), то d(v,u)::;:;;2t+1, т. е. 

*) См. также [82°]. (Г[рим. перев.) 
**) Большинство результатов этой теории можно найти в 

[60], где О:ыли t1ведены равномерно упакованные коды и выде• 
J1ены коды с максимальной плотностью упаковки1 т. е. почти 
совершенные коды. (Прим. перев.) 
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d (v, и)= 2t::.+: 1. Но тогда 

/Ta(v)ПS(u, t)/=( 2
:: 1

1 
). 

Пусть N2t+1 (v) ={и Е CI d(v, и)= 2t + 1}. Тогда 

[ т ( \ 1 ( 2t + 1 '\ i N ( \ 1 Д ' н ( ) 1 а v, = \. t + l) 1 21+f V1 • ЛЯ оценки 11v21+1 V 

заметим, что для двух кодовых слов в N21+1 (v) есть 
не более t координатных мест, в которых оба они 
отличаются от v. Для каждого t-подмножества коор-

динатных мест это. дает не более [ ~.;: J элементов 
_множества N2t+1 (v). Следовательно, 

. [Тi-f](;) 
/N2t+1(v)/~ (2t+1). 

t+ 1 

Это доказывает 1), пoc,,Jie чего 2) очевидно. 
_Следующая оценка есть специальный случай гра

ницы Джонсона [40]. 
Теорем а 14.3. Если С с [fl_(n) - код с минималь

ным расстоянием d = 2t + 1, то 

/С 1{ t (;) + [~] (;)с:+:~[;_;_:]) }~2п._ 
i-0 t + 1 

Доказательство. По определению T13(v) ви

дим, что все S(v, t), где v Е С и U T13 (v), являются 
- V ЕЕ С 

попарно непересекающимися множествами. Так как 
кодовые слова имеют расстояние по крайней мере 
2t + 1, то х Е [fl_(n) может содержаться не более чем 

в [ t ~ 1 ] различных множествах Т 13 (v), v Е С. Сле
дователыю, согла9но п. 2) леммы 14.2 имеем 

1 

U T13(v)/~[~]{C;1)-(;)[;+{]}· 
'!leC t+l-

Это и завершает доказательство, поскольку / [ll,<nJ 1 = 
t 

= 2п и 1 S (v, t) i = L ( 7). 
i=O 
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Определение Н.4. Бинарные коды, для кото
рых в теореме 14.3 выполняется равенство, щ1зывают
ся почти совершенными; 

3 а м е ч а н и е. Если (t + 1) / ( п + 1) , то почти со
вершенный код с этими параметрами оказывается со
вершенным. Это условие делимости представляет со
бой известное необходимое условие существования би
нарных совершенных кодов (см. [ 44], (5.2.8)). 

Определение 14.5*). Если Сс~<n>-код с 
минимальным расстоянием d = 2t + 1 и если для каж
дого кодового ·слова из ~<n>, отстоящего от кода С 
на расстоянии, большем чем t- 1, имеется ровно r 
кодовых слов на расстоянии, меньшем чем t + 2, то 
код С называется равномерно упакованным. · 

Связь этих двух подходов устанавливается сле
дующей теоремой. , 

(Всюду далее С обозначает почти совершенный 
код в J!д<n> с минимальным расстоянием d = 2t + 1.) 

Теорема 14.6. 1) Если хе.~<п> и если Vvs.C 

[d(v, х) > t], то d(v, х) = t + 1 ровно для [t ~ 1 ]кодо
вых с.лов v. 

2) Если xs~<n>, us.C и d(u,x)=t, то d(v,x)= 
= t + 1 ровно для [; .+ {] кодовых слов v. 

До к аз ат~ ль с тв о. Из равенства в теореме 14.3 
следует равенство в лемме 14.2 и в оценках для 

/ N2t+1 (v) / и U т (v), последняя из которых вле-
. osC fЗ 

чет 1), а первая - 2) . 
3 а меч ан и е. Эти определения и теоремы 14.3, 

14.6 показывают, что равномерно упакованный код 
с r = [ (п + 1) / (t + 1)] является почти совершенным. 
Если r = 1 или r = (п + 1) / (t + 1), то равномерно 
упакованный код совершенен. В основном, мы будем 
иметь дело именно с почти совершенными кодами и 

лишь кратко рассмотрим один пример иных равно

мерно упакованных кодов (см. пример 14.21}. 
Теорем а 14.7. Если v Е С, то совокупность 201 

из d-подмножеств множества {1, 2, ... , п}, которые 
поддерживают слова u-v, где us.Nd(v), образует 
t-схему с параметрами (п, d, 'А= [ (п - t) / (t + 1)]). 

"'} Параллельное определение см. в Добавлении 17. 
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До к аз ат ель ст в о. Пусть А - t-подмножество 
координатных мест и пусть а - слово с единицами на 

позициях А. По п. 2) теоремы 14.6 имеется 
[ (п - t) /(t + 1)] кодовых слов и J3 Nd(v) т,аких, что 
d (и, v +а)= t + 1, т. е. таких, что А содержится в 
множестве координатных мест, где и - v имеет коор
динату 1. 

Теорем а 14.8. Если v Е С, то совокупность q)2 
из (t + 1 )-подмножеств множества {1, 2, ... , п}, ко-. 
торые поддерживают слова u-v, где ие= T13(v), об
разует t-cxeJrty с Л, = (п-t)-(t + 1.) [ (п- t)/(t + 1) ]. · 

Д9казательство. T13(v) состоит из векторов и 
таких, что d(u,v)= t+ 1 и d(u,w)> 1 для всех 
w Е N d (v). Следовательно, q)2 содержит все (t + 1) • 
подмножества из {1, 2, ... , п}, которые не содер-' 
жатся в подмножестве, принадлежащем схеме q)1• 

Эти ( t + 1 )-подмножества блоков образуют t-схему. 
Очевидно, q) 2 является t-схемой, образованной всеми 
{ t + 1) -подмножествами множества { 1, 2, ... , п}. 
Теорема 14.9. Схема q)I расширяема до и+ l)-

схемы с параметрами (п ""1-- 1, d + 1, Л, = [ (п-
- t) / ( t + 1) ] ) . 

До к аз ат ель ст в о. Рассмотрим ё и удалим 
k-ю координату каждого слова Jk фиксировано). Ре
зультирующий код С11, вновь имеет слово длины п, мИ
нимальное расстояние d и 1С11,\=1 С\. Стало быть, С~ 
почти совершенен. Поскольку это верно при каждом k, 
то из теоремы 14. 7 следует, что совокупностh ( d + 1)
подмножеств множества { 1, 2, ... , п, п + 1}, которые 
поддерживают слова и- v, где и ЕЕ, v Е Е, и Е 
е. Nd+I (v), образует (t + 1)-схему с тем же Л, как 
и в теореме 14.7. 

До сих пор пессимистически настроенные спедиа
листьr по теории схем задают себе вопрос, существуют 
ли произвольные почти совершенные коды. · 

Пр им ер 14.1 О. Рассмотрим проверочную мат
рицу бинарного кода Хэмминга (см. главу 7) и уда
лим какой-нибудь столбец. Получаем проверочную 
матрицу линейного кода с d = 3, п = 2т - 2 и раз
мерностью 2т - 2- т. В теореме 14 .. 3 мы имеем ра
венство, т. е. этот код почти совершенен, но не со

вершенен. 

Коды Препараты (см. [55]). Введем теперь 
последовательность кодов, пр€дставляю!:IJ.ИХ большой 
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комбинаторный интерес. Необходима некоторая под
готовка. Пусть т ~ 3 и Нт - циклический код Хэм
минга с длиной слова п = 2т - 1, такой же, как в 
примере 12.3. Слово 1 рассматривается как много
член в GF(2)[x](mod(xn-1)) вида и(х)=(хп
-1) /(х- 1). Пусть Вт- циклический код с порож
дающим многочленом (х- l)m1 (х)т3 (х). Этот БЧХ
код является подкодом кода Н т и, согласно замеча
нию после теоремы 8.6, видим, что этот код :имеет 
минимальное расстояние, равное по крайней мере 6. 

Определяем код Ст по правцлу: · 

Ст={(т(х), i, m(x)+(m(l)+i)u(x)+ 
+s(х))/т(х)е:Нт, is;{0,-1}, s(х)ЕВт}. (14.11) 

Это, очевидно, линейный код с длиной слова 2п + 1 и 
размерностью, равной Н т + 1 + dim Вт = 2,п- Зт. 

Докажем теперь следующую лемму: 
Лемм а 14.12. Код Ст имеет минимальное рас

стояние ~5. 
До к а з а тел ь с TJ3 о. Поскольку код линеен, мо

жем рассматривать веса. 

1) Пусть т(х) =О, i =О, s·(x) *О. Тогда 
w (s (х) ~ 6, потому что s (х) Е Вт. 

2) Пусть т(х)=О, i=l. Тогда и(х)+s(х)*О, 
и(a)+s(a)=u(a3)+s(a3)=0, и следовательно, 
w (и (х) + s (х)) ~ 5 по теореме 8.6. 

3) т(х)*О. Поскольку m(x)+(m(l)+i)u(x)+ 
:+ s (х) Е Н т, то доказательство завершено, если толь
ко не выполняется m(x)+(m(l)+i)u(x)+s(x)=O. 
В этом случае, пользуясь заменой х = а3 , находим, 
что т(а3)=0, т. е. w(m(x))~ 5. 

Рассмотрим теперь S (О, 1) в полиномиальной фор
ме, т. е. 

S (О, 1) ={О, 1, х, х2, ••• , хп- 1} с GF (2) [х] (mod (xn-1)) 
~~ 

В .rl<2n+l) рассмотрим множество векторов 

S = {(q (х), О, q (x)f (х)) 1 g (х) е S (О, 1)}, (14.3) 

где f (х)- идемпотент кода Н'т, опр(щеленного в при· 
мере 12.3. 

Определение 14.14. Код Препараты Кт есть 
объединение комножеств Ст вида Ст+ S. 
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Очевидно, что нет. Двух элементов из S, входящих 
в одно ко множество. Поэтому 1Кт1 = ( п + 1) 1 Ст/. 

Т е о р е м а 14 .15. Для нечетного т к.од Препараты 
Кт является почти совершенным кодом с минималь
ным расстоянием 5. 

До к аз ат ель ст в о. 1) Так как код Кт нели
неен, мы должны рассматривать пары слов из Кт и 
определять вес их суммы. По лемме 14.12 для этого 
достаточно рассматривать слова из разных комно

жеств. Такая сумма имеет вид 

(т(х), i, m(x)+(m(l)+i)и(x)+s(x))+ 

+ (q1 (х) + q2 (х), О, (q1 (х) f- q2 (x))f (х)). (14.16) 

Поскольку Н т - соверш-енный код, то имеется 
единственный элемент xs Е S (О, 1) такой, что 

m' (х) = ql (х) + q2 (х) + Х8 Е Н m• 

Заметим, что т' (х) =О, если q1 (х) ===О или q2'(x)'= О. 
Положим 

т" (х)-:- Х8 (1 + f (х)) + т' (х) + т1 (1) и (х). 

Кроме того, т" (х) Е Н т (см. пример 12.3). Поскольку 
все многочлены рассматриваются по mod (хп - 1), 
имеем, что m'(x)f(x)=O. Заменим m(x)+m'(x) на. 
т(х) и перепишем (14.16) так: 

(т (х), i, т (х) + (т (1) + i) и (х) + s (х)) + 
+ (х8 , О, Х8) +(О, О, т" (х)). (14.17) 

2) Из ( 14.17) находим, что вес W, который мы 
хотим определить, есть 

w = w (т (х) + Х8) + i + w (т (х} + 
+ (m(l) + i) и(х) + s(x)+ Х8 + т" (х)). (14.18) 

3) Если т' (х) =F О, то т' (х) имеет форму xs + 
+ xi + xk и, по определению, т' (а)= О. Это влечет, 
что т' (а3 ) = а38 (ah + a 2h), где h = j - s =F О. Если 
же т'(х)=О, то т'(а3) можно также записать как 
азs (ah + a2h)' где h =О. 

4) Поскольку т нечетно, то уравнение a3h = 1 
имеет h = О · как единственное решение ( ah Е 
Е GF(2т)). Отсюда 1 + ah + a2h =F О для всех h. Сле
довательно, т11 

( а3),= азs + т' ( а3)_= a,ss,( 1 +_ a,h + 
+ a;2h)=F о. 
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5) Пусть <р-(хУ- некоторое слово с <p(l) =О, 
ср(а) = а8 , ср(а3 ) = a35 (ah + a 2h) для некоторого h. 
Тогда <р (х) иii11еет вес по крайней мере 4. Для дока
зательства этого, ,во-первых, заметим, что <р (х), оче
видно, не О и что оно имеет четный вес. Если бы <р (х) 
имело вес 2, то это влекло бы наличие двух элемен-

- . 3 
тов Х1 и х2 в GF(2m) таких, что х1 + х2 =а} и х1 +: 
+ х~ = а35 (ah + a 2h). Из этого находим, что и а-8х1 +: 
+ ah и а-8х2 + ah являются решениями уравнения 
1 + 6 + 62 =О. Но мы Показали выше, что это урав
нение не имеет решений в GF(2m) при нечетном т. 

6) Пусть s (х) Е Вт. Определим s1 (х) = т11 (х) + 
+ Х8 + s (х). Тогда в 5) можно положить <р (х) = 
= s1 (х), откуда 

w (s' (х))?::: 4. (14.19) 

:В заключительной части нашего доказательства 
мы рассматриваем 5 различных возможных форм вы
ражения (14.17). 

7) Пусть m(l)=O, i= 1. Согласно (14.18) имеем 

W ;;;;::: 1 + w (s 11 (х)), 

где s11 (x)= и(х)+ s(x)+ т'1 (х). Поскольку s"(l)= 
= sп (а) = О и s11 

( а3) :;6: О согласно 4), то из тео
ремы 8.6 находим, что w (s11 (х)) ~ 4. 

8) Пусть m{l) =О, i =О, т(х) :;6: О. Тогда по тео
реме 8.6 имеем, что w (т(х)) ~ 4. Значит, (14.18) 
влечет: 

W;;;;::: w (т (х)) + w (т (х) + тп (х) + s (х)) - 2;;;;::: 
;;;;::: 4 + 3 --- 2 = 5; 

вновь исi:тользуется теорема 8.6 и тот факт, что т ( 1) + 
+т'1 (l)+s(l)=l и т(а)+т"(а)+s(а)=О. 

9) Пусть т (х) =О, i =О. Тогда из ( 14.18) и 
(14.19) находим:· 

W ~ 1 + w (s1 (х));;:;;.: 5. 

10) Пусть m(l)= 1,' i =О. Пусть <р(х)== т(х)+ 
+ и(х)+ s1 (x). Тогда ср(х):;6:0. Из (14.18) получаем: 

W?::: w(m (х) + х8) + w (<р (х)). 

По теореме 8.6 w(m(x)+ Х8)? 4, если только т(х)
не трехчлен. В этом случае q:> (х) удовлетворяет усло-
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виям 5} И, следовательно, wг(срг(х)};;::: 4. Значит, в 
обоих случаях W ;;:::: 5 . 

. 11) Пусть т = 1, i = 1. Из (14.18) находимi 

W;;::: w (т (х) + ·Х8) + 1 + w (т (х) + s' (х)). 

Если т,(х) не трехчлен, то завершаем доказатель
ство так же, как в 10). Если же т (х)- трехчлен, ска
жем, т(х)= xs +хе+ xd, то в этом случае m(l)+ 
+ s' ( 1) = О, и, следовательно, из w < 5 следовало бы, 
что s' (х) = xs + хе + xd + х", т. е. т (х) + т" (х) + :+ s (х) = Х8 +хе ф Н т' - противоречие. 

Пункты 7)-11) доказывают, что Кт имеет мини
мальное расстояние 5. 

12) Мы уже видели, что 1Кт1=2т22п-Зт = 22п-2т. 
Длина слова равна 2п + 1 и d = 2t + 1 = 5. Если т 
нечетно, то 

/ Кт / { 1 + ( 2п( l ) + ( 2п ; 1 ) + 
+ _з_ с2п + 1 ) (2п - l ) - [ 2п - 1 ] 1=22n+l 

2п + 1 2 3 . 3 J ' 
т. е. в теореме 14.3 имеет место равенство. 

Пр им ер 14.20. Пусть т = 2k + 1. Рассмотрим 
расширенный код Препараты Rт, который имеет 
длину слова 4k. По теореме 1-4.9 слова веса 6 в этом 
коде образуют 3-схему с параметрами (4k, 6, (4k
- 4) /3). В качестве упражнения читателю предлагает
ся рассмотреть случай k = 2, используя пример, сле
дующий за теоремой 8.4, и пример 12.3. В этом случае 
Вт состоит лишь из О и Ст имеет минимальное рас
стояние 7. В силу цикличности определения должно 
рассматривать комножество Ст, задаваемое порож
дающим многочленом q(x)= 1 в (14.13). Это комно
жество им~ет 6 слов веса 5 и 1 О слов веса 6. В рас
ширенном коде эти слова порождают 16 слов веса 6, 
образующих 2-схему, соответствующую матрице Ада
мара порядка 16. Это та же самая схема, что приве
дена после теоремы 5.1 и еще раз в теореме 6.6. 
112 блоков этой 3-схемы получаются одновремен- · 
ными циклическими сдвигами позиций от О до 6 и от 
8 до 14 в предположении, что общая проверка на чет
}!ость расположена на 15-й позиции. Блоки этой схемы 
могут бki_т_ь рассмотрены как 112 слов веса 6 и дли
ны 6 с взаимными расстояниями по крайней мере 6. 
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Показано, что такой код не может иметь более чем 
112 слов и 112 может быть реализовано лишь бло
ками 3-схемы. 

В [33*, 81] показано, что кодами из (14.10) и (14.15) яв• 
ляются только почти совершенные коды. В действительности 
в [81] показано; что при е ~ 4 не существует нетривиального 
равномерно упакованного кода. При меньших значениях е 
имеется много интересных примеров (таких, как G24). Во-первых, _ 
дадим пример равномерно упакованного кода. 

Равномерно упакованные коды также приводят к 
t-схемам (см. [60]). Примеры равномерно упакован
ных кодов я некоторые результаты несуществования 

см. в [ 45]. Все q-арные равномерно упакованные 
коды с е ~ 4 и все бинарные равномер_но упакован
ные коды известны см. [81]. 

Пример 14.21. Пусть С-это 2-исправляющий 
ошибки БЧХ-код из примера 12.19. Поддержки кодо
вых слов веса 6 в расширенном коде ё образуют 
3-схему. Следовательно, что каждое слово веса 2 или 
3 имеет расстояние 2 или 3 от О и Л кодовых слов С 
(где Л- параметр этой 3-схемы). Следовательно, С 
есть равномерно упакованный код с ~ = Л + 1, а = Л. 

~ополнительно см. [78]. Далее см. Добавление 18. 

15. АССОЦИАТИВНЫЕ СХЕМЫ 
(СХЕМЫ ОТНОШЕНИИ) 

Помимо краткого ознакомления с теорией ассоциа
тивных схем, эта последняя глава содержит очерк 

части диссертации П. Дельсарта, в которой многие 
понятия классической ~теории кодирования и теории 
схем обобщены на классы ассоциативных схем. За 
доказательствами мы отсылаем читателя к [21]. 

Ассоциативные схемы были введены · Боузом и 
Шимамото [13]. как обобщение сильно регулярных 
графов. Ассоциативная схема состоит из множества Х 
вместе с разб_иением множества 2-элементных подмно
жеств этого Х на п классов Г1 , ••• , Г п, удовлетворяю-
щих условиям: . 

1) для р Е Х чИсло ni тех q Е Х, для которых 
{р, q} е: Гi, зависит только от i; 

2) для данных р, q Е Х, {р, q} Е Гk, число aiik тех 
r Е Х, д.т.tя которых {р, r}s Гi, {q, r}E Гi, зависит 
только от i, j, k. . 

4 П, Камерон, Дж, ван Лнн"j' 



Удобно sзять п «цветов» с 1 , ••• , Сп и красить реб
ро полного графа на множестве вершин Х в цвет Ci, 

если это ребро принадлежит Гi; так что Гi- это 
подграф цвета ci. Первое условие утверждает: каждый 
граф ri регулярен; второе: число треугольников с дан-. 
ной раскраской на данном основании зависит лишь от 
раскраски, а не от основания. Взаимодополняющая 
пара сильно регулярных графов образует ассоциатив
ную схему из двух классов и обратно. 

Имеется два важных класса ассоциативных схем, 
которые Дельсарт назьrвает схемами Хэмминга и 
Джонсона; они обобщают соответственно квадратную 
решетку и триангуляционные графы. В схеме Хэм
минга Н (п, q) множество Х есть множество упорядо
ченных п.-строк из элементов множества мощности q 
(на практике это часто конечное поле, но здесь это 
несущественно), а Гi - это множество пар п-строк, 
которые совпадают на п - i координатных местах, где 
1:;:;;:;; i:;:;;:;; п. В схеме Джонсона J(v, k) с k:;:;;:;; v/2 мно
жество Х есть множество. k-подмножеств v-множе· 
ства, а Гi - это множество пар k-подмножеств, пе
ресечение которых есть (k - t)-подмножество, где 
1 ~ i ~ k=n. Схемы Хэмминга составляют расшире
ние теории кодов, исправляющих ошибки, а схемы 
Джонсона можно рассматриватр как некоторое рас
ширение теории схем. Мы увидим, что эти схемы об
ладают свойствами, которые не типичны для ассоциа
тивных схем вообще. Схему H(v, 2) можно отожде
ствить с· множеством всех подмножеств и-множества, 

значит, она «Содержит» все схемы Джонсона J ( v, k). 
Если G - транзитивная группа перестановок на 

множестве Х с тем свойством, что всякие две точки· 
взаимно переставляемы некоторым элементом из G, 
то орбиты группы G на множестве 2-подмножеств 
множества Х образуют ассоциативную схему на Х. 
(Это условИе на G может быть ослаблено: достаточно, 
чтобы перестановочный хар(lктер G был «мультипли
кативно-свободным»; достаточны и еще более слабые 
условия, но их не легко формулировать.) Хигманом 
[35] введен и изучен более общий комбинаторный 
объект, названный им «когерентной конфигурацией», 
который тем же способом «описывает» действие про
извольной rруппы перестановок. (Основное отличие в 
замене неупорядоченнь~х пар упорядоченными.) 
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Ассоциативная схема называется метрической, 
если Гi есть множество пар точек, отстоящих друг от 
друга на расстоянии i в графе Гi для 1 ~ i ~ п. (Г1 
в этом ~лучае называется метрически регулярным, 

или совершенно регулярным графом.) Сильно регу
лярный граф является метрически . регулярным, но 
для п > 2 метрические схемы, по"видимому, должны 
быть весьма редки среди ассоциативных схем. Однако, 
схемы Хэмминга и Джонсона, как легко видеть, яв
ляются таковыми. (В схеме J (2k + 1, k) граф Гk мет
рически регулярен.) Схема является метрической 
тогда и только тогда, когда aiik =О, исключая слу
чаи, когда 1 i - jl ~ k ~ i + j (это как раз и есть 
«неравенство треугольника») и aiu+1 =!= О для 1 ~ i ~ 
~п-1. 

Для упрощения формул расширим область опре-
, деления индексов, включив О, положив по = 1, aiio = 
= бiini, aiOk = aoik = б;k. (Это можно интерпретиро
вать как то, что Го есть граф, в котором каждая вер
шина смежна себе и никаким другим.) Теперь этИ па
раметры удовлетворяют ряду тождеств, например, 

alik = aflk, nkaifk = niakfi, 
п 

L aifk =ni, 
j=O 

п IJ 

L alitatfm = L aikmalfk• 
t=O k=O 

(15.1) 

(Последнее равенство получается, если двумя спосо
бами, как показано на рис. 15.1, подсчитывать пути 

Рис. 15.1. 

цветовой последовательности Ct, Ci, Cj, соединяющие х 
с у, где {х, у} Е Гт.) 

Пусть Ai - матрица смежности графа Гi и А0 = !. 
Тогда 

4* 



значит, коммутирующие симметрические матрицы 

А0, ... , Ап задают (п + 1 )-мерную действительную 
алгебру, называемую алгеброй Боуза-Меснера [12], 
или центральной алгеброй [35] схемы. (Второе на
звание вытекает из того факта, что если схема полу
чена из группы перестановок, как это описано выше, 

то эта алгебра есть в точности множе.ство матриц, 
коммутирующих со всеми матр·ицами в матричном 

представлении группы.) Заметим, что если схема мет· 
рическая, то А 1 порождает центральную алгебру. 

Соотношения ( 15.1) интерпретируемы в терминах 
структуры этой алгебры; в частности, первое и вто~ 
рое означают, что AiAi = AiAi и (A1Ai)Ai = A1(AAi) 
соответственно. · 

Как и для сильно регулярных графов, здесь важн-ы 
собственные значения матриц Ai и их кратности. Для 
удобства ·мы говорим 6 (неприводимых) представле
ниях, или характерах, алгебры Боуза - Меснера; ха
рактер есть просто функция, ставяЩая в соответствие 
каждой матрице ее собственное значение на общем 
векторе собственных значений. (ЗаметИ:м, что эти 
матрицы могут быть одновременно диагонализиро
ваны.) Неприводимые представления и их кратности 
определя~ртся и опре_деляют параметры ащ; таким 

образом проявJiяются · «раЦиональные условия» для 
произвоJiьных схем. Опишем этот процесс. 

Определим «матрицы пересечений» Mi, О~ i ~ п, 
по правилу (Mi) tm = а11т- Тогда 

п 

Значит, MiMi = L at1kMk и отображение Ai--+ М1 
k=O 

индуцирует изоморфизм этих алгебр. Значит, непри
водимые представления можно находить одновремен

ным диагонаJiизированием М1. (Этих матриц обычно 
много меньше, чем Ai, и зависят они только от пара
метров a;jk, а не от конкретной схемы.) 

Пусть р0 , .•• , Рп - неприводимые представления; 
можно предположить, что р0 (А;) = ni для О~ i ~ п 
(р0 соответствует собственному вектору из одних 1}. 
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Пусть µт - кратность Рт· Тог Да µ0 = 1 и 
п 

1 Х / бiо = Tr (At) = L µтРт (At) 
т=О 

есть система линейных уравнений для кратностей µт~ 
Обратно, предполагаем, что Рт и µт известны. Ва

лентности а; определяются .как р0 (А;), или 

n 
/ Х 1 пДi = Tr (AtAi) = !: µтРт (Ад Рт (А1)· 

m=O 

Подсчитывая треугольники с реберной раскраской Ct, 

· Cf, Ck, мы определяем a;1k: 

п 

/ Х 1 akaiik = Tr (AtA!Ak) = J: µ тРт (At) Рт (А1) Рт (Ak). 
. m=O 

Если схема метрическая, то процесс упрощается. 
Во~первых, А 1 порождает алгебру Боуза ~ Меснера; 
значит, мы должны лишь диагонализировс~ть М1 • Во
вторых, эта матрица трехдиагональна, значит, . она 
легче диагонализируется и ее собственные значения 
различны. Почти все приложения рациональных ус
ловий для ассоциативных схем были именно к: метри· 
Ческим схемам; теорема Баннаи и Ито [7] и Даме
релла [20] о графах Мура тому хороший пример. 

Пу_сть Р-(п+l)Х(п+l)-матрица с (i,k)-м 
элементом р; (Ak), т. е. «таблица характеров» алгебры 
Боуза - Меснера; пусть Q- матрица, определяемая 
соотношением PQ = QP = /Х/1. Из главы 14 видим, 
что Q можно также определить, как л; 1 рт Лµ, где 
п =(по, ... , nп), µ = (µ 0, ••• , µп), и что для каждого 
и Ли есть диагональная матрица с диагональными 
элементами - компонентами и. 

Код, ·исправляющий ошибки, есть просто подмно
жество У- точечного множества Х схемы Хэмминга; 
за~iмемся расстоянием (в графе Г 1 ) между двумя чле
~ами У или между членом из У и членом из Х. Для 
формализации этого Дельсарт вводит для всякого 
подмножества У точечного множества Х любой схемы 
его внутреннее распределение а = ( ао, ... , ап). по 
правилу 
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где. Го ={(х, х) lx Е Х} и i\ ={(х, у) 1 {х, у}Е Г;} для 
i > О, и распределительную матрицу В множества У 
как IХ!Х(п+ 1)-матрицу, (х, i)-й элемент которой 
есть Вх, i =!Гi(x)n YI, х Е Х, О::::;; i::::;; п. Таким обра
зом, а0 = 1 и ai есть средняя валентность графа 
Гi [У. Говорим, что множество У есть регулярtюе под
множество, если каждый граф Гi\У регулярен (с ва
лентностью а;). Если У-регулярное подмножество, 
то строки В, соответствуюЩие точкам У, равны а, и 
наоборот. 

Какая (п + 1) -строка может служить внутренним 
распределением некоторого подмножества? Ясно, что 
элементы строки должны быть неотрицательными ра

п 

циональными числами ао = 1, а число L ai = 1 У 1-
i=O 

целым. Дельсарт нашел более серьезное необходимое 
условие: 

'втв-Шртл Р - IXI aQ • 

Это вытекает из того, что в aQ все компоненты неот
рицательны. 

Этот факт с использованием техники линейного 
программирования применен Дельсартом для нахож
дения границ для объемов подмножеств, внутренние 
распределения которых удовлетворяют различным ус

ловиям. 

Ясно, что для любых различных действительных 
чисел z0, •.. , Zn можно найти многочлены Ф0, •.• , Фп, 
каждый степени не выше п, такие, что Pik = Фk (zi) 
для· О ::::;; i, k ::;:;;; п. Дельсарт называют схему Р-поли
номиальной, если имеется такой набор чисел zo, ... , Zn, 
Zo=O, для которого Фk имеет степень k для O::::;;k::::;;n. 

Q-nолино.миальные схемы определяются аналогич
но, заменой Р на Q в определении. Вообще говоря, 
полиномиальные схемы довольно редки среди ассо

циативных схем; ни Р-полиномиальные, ни Q-полино
~шальные условия не следуют один из других, но при

мечательно, что важные схемы Хэмминг1t. и Джонсона 
являются как Р- 'Так и Q-полиномиальными. (Для 
схем Хэмминга Р = Q, Zi = i для схем Джонсона, 
Zi = i(v + 1 - i) для ?-многочленов и Zi = i для Q
многочленов. Фактически многочленами, не говоря о 
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tривиальньiх модификациях, для этих двух схем я:в
ляются многочлены Кравчука и Эберлейна соответ
ственно.) Заметим, что Р-полиномиальное условие за
висит от упорядочения графов Гi, в то время как Q· 
полиномиальное условие зависит от представлений Pi· 

Р-полиномиальное условие имеет простую комби
наторную трактовку: 

Теорем а 15.3. Ассоциативная схема является 
Р-полиномиальной тогда и только тогда, когда она 
является метрической . 

.. Показать это можно весьма просто, замечая, что 
схема является метрической тогда и только тогда, 
когда Ai - многочлен от А 1 степени i для О::;:;;; i ~ п. 
Аналогичной характеристики для Q-многочленов не 
обнаружено. Однако для них допустимо следующее 
представление: Q- это Р-матрида ассоциативной схе
мЬI и определим ее «числа пересечений» biik по выше
приведенной формуле. Это будут неотрицательные 
числа с biio = µДj, удовлетворяющие соотношениям, 
аналогичным тем, которым удовлетворяют aiik· Тогда 
схема будет Q-полиномиальной. тогда и: только тогда, 
когда biik удовлетворяют «неравенству треугольника», 
т. е. ~iik =О всюду, кроме 1i-j1 ~ k::;:;;; i + j, и 
bili+I =/== 0 ДЛЯ 1 ~ i ~ n-1. 

Суммарные многочлены в Р-полиномиальной схеме 
k 

определяются как Ч1 k (z) = L Фi (z) для О ~ k ~ п. 
i=O 

Аналогично определяются суммарные многочлены и 
в Q-полиномиальной схеме. 

Предположим, имеется Р-полиномиальная (т. е. 
метрическая) схема на Х. Для каждого У с Х опре
дели.м минимальное расстояние на У как индекс пер~ 
вой ненулевой после ао компоненты его внутреннего 
распределения а и определим внешнее расстояние r 
как число ненулевых компонент aQ, исключая (aQ) 0• 

Минимальное расстояние, очевидно, является наи
меньшим расстоянием между двумя. различными точ

ками из У. Название «Внешнее расстояние» оправдано 
тем, что любая точка из Х лежит на расстоянии не 
более чем r от любой точки из У, хотя r может и не 
быть наименьшим. 

Теорем а 15.4. Пусть У - подмножество Х с ми
нимальным расстоянием d и внешним р_асстоянием r; 
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пвложим е = [ (d- 1) /2]. Тогд,а 

(В частности, е ~ r.) Если одна· из этих границ до
стигается, то достигается и другая. 
До к а з а тел ь с тв о. Для всякого целого с «шар 

радиуса с» с центром в точке х (т. е. множество то
чек, отстоящих от с не более чем на х) содержит 
с . 

L ni точек. Шары радиуса е с центрами в точках У 
i=O 
попарно не пересекаются, в то время как шары ра~ 

дйуса r покрывают Х. Отсюда следует утверждение 
теоремы.~ · 

Можно дать и чисто алгебраичес·кое доказатель
ство, основывая его на ?-полиномиальной концепции 
и методах линейного программирования, отмеченных 
ранее. 

Подмножество, достигающее границы из теоре
мы 15.4, называется совершенным е-кодом; это про
сто подмножество У с Х, обладающее тем свойством, 
что всякая точка из Х состоит не более чем на е от 
некоторой единственной точки из У. Его минимальное 
расстояние равно 2е + 1 (лучше, чем 2е + 2). В схе
мах Хэмминга примерами тому могут служить коды 
Хэмминга и Галея. Пара непересекающихся (2е + 1)
множеств образует с·овершенный е-код в схеме Джон
сона J ( 4е + 2, 2е + 1). Также, в схеме Джонсона 
J (2k + 1, k) с иной метрикой, определяемой графом 
Гk, нетрудно показать, что_ совершенный 1-код есть 
(k-1)-(2k + 1, k, 1)-схема, и обратно. Известны при
меры с k = 3 и k = 5. Биггсом (10] приведены иные 
примеры. 

Наиболее сильной теоремой о классических совер
шенных кодах является теорема Ллойда, которая на 
произвольные метрические схемы обобщена незави
симо Дельсартом и Биггсом [10]. 

Теорем а 15.5. Если соверШенный е-код У суще
ствует, то нули суммарного многочлена 'Уе (z) содер
жатся в множестве {z1, .•• ; zп} и внутреннее распре
деление У определяется посредством е и параметров 
схемы. 
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Заметим, что W'e(zY зависит лишь от е и парамет
ров схемы, а множество {z1, ..• , Zn} есть множество 
корней 'У п (z); значит, первая часть теоремы может 
быть выражена так: 'Ye(z) делит 1Р'п(z) в R[z]'. Это 
можно сравнить с «условием сферической упаковки», 

которое гласит, что 'Уе(О) (объем сферы радиуса е) 
делит Ч'п(О) = /Х/ в Z. Дале~ с.м. Добавление 19. 

Теорема 15.5 полезна для определения парамет. 
ров совершенных кодов в схемах Хэмминга Н(п, q), 
где q- степень простого. Аналогичное исследование 
схем Джонсона было начато Дельсартом. Заметим, 
однако, ~что для совершенных 1-кодов в J(2k + 1, k) 
с метрикой, задаваемой Гk, теорема 15.5 показывает 
лишь, что k нечетно; более сильное заключение (о том, 
что k + 2 - простое) можно вывести из ( 1.1). 

·· Читатель, наверное, уже подметил формальную 
«двойственность» между Р и Q, возникающую в раз
личных местах. Эта двойственность наводит на мысль, 
что можно получить рщ~ультаты о Q~полиномиальных 
схемах, похожие на теоремы 15.4 и 15.5. Действитель
но, для нас это единственная возможность в поисках 

этих результатов, поскольку мы не обладаем достаточ
но хорошей геометрической интерпретацией Р-полино~ 
·миальных схем; все доказательства должны быть чи
сто алгебраическими. Это подтверждает, что точные 
аналоги этих результатов существуют, но отсутствие 

геометрических трактовок препятствует их открытие. 

В Q-полиномиальной схеме на Х определяем .мак
симальную интенсивность t подмножества У с Х как 
на единицу меньший индекс первой ненулевой после 
(aQ) 0 компоненты aQ и определяем степень s под
множества У как число ненулевых компонент а, ис
ключая а0 , где а - внутреннее распределение У. 
Таким образом, имеем двойственность t ~ d _..::_ 1, 
s +-7 r. Эта степень есть число красок, встречающихся 
в сужении схемы на подмножество У. Смысл макси
мальной интенсивности не столь очевиден, и должен 
раскрываться в каждом конкретном случае. 

Теорем а 15.6. Пусть У - под.множество Х с .мак
симальной интенсивностью t и степенью s; положим 
е = t/2. Тогда 

е s 

L µt<I У 1< 2: µt· 
tmo g.;.o 
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(13 частности, е ~ s.) Если одна из Этих границ аости
гается, то достигается и другая. 

Подмножество, достигающее эти границы, назы
вается плотной 2е-схемой; причины такого определе
ния станут ясны ниже. Ее максимальная интенсив
ность 2е (а не 2е + l). 

Теорема 15.7. Если плотная 2е-схема У суще
ствует, то нули суммарного многочлена Ч'е (z) распо

. ложены в множестве {z1, ••. , zп} и внутреннее рас
пределение У определяется посредством е и парамет
ров этой схемы. 

Отметим иной результат, который двойствен менее 
извес:гному результату для метрических схем. 

Теорем а 15.8 *). В предположениях теоремы 15.6: 
1) если t ;::;: s - 1, то У - регулярное подмноже

ство; 

2) если t ;::;: 2s - 2, то сужение данной схемы на У 
представляет собой ассоциативную схему, которая 
Q-полиномиальна с кратностями µ0, •.. , µs-1, и 

s-1 

IYI= L µi. 
i=O 

. Для нас важность результатов 15,6-15.8 основы
вается на следующем факте. 

Теорем а 15.9. Максимальная интенсивность t 
подмножества У в схелiе Джонсона!(v, k) равна тому 
наибольше1wу t, для которого У является t-схем6й. 

Интерпретируем теперь этот результат в терминах 
t-схем. Для этого нам понадобится тот факт, что 

кратности в J (v, k) задаются формулой µi = ( ~) -

-С~ 1), О~ i~k. Это может быть доказано непо
средственно рассуждением, использующим вложение 

'алгебры Боуза-Меснера схемы J(v,k-1) в алгеб
ру схемы J ( v, k), или рассуждением, основанным на 
теории характеров симметрической группы. Степень 
схемы есть число значений, принимаемых объемом пе
ресечения двух различных блоков. Таким образом, 
учитывая, что рассматриваются лишь схемы с k ~ 
~ v/2 и без 'Кj;>атных блоков, получаем следующую 
теорему. 

") В новом варианте теоремы отсутствует п. 1). (Прим. 
перев.) 
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. Теорема 15.6'. 1) 

1riepe (;) блоков, где 
место тогда и только 
2s-схема. 

t-схема имеет по крайней 

е = [ t /2] ; равенство ил-~еет 

тогда, когда это есть 

2) 0-cxe{'ia степени s имеет не более чем ( ~ ) бло
ков; равенство имеет место тогда и только тогда, 
когда эта схема является 2-схемой. 

Таким образом, 1) обобщает неравенство Фишера 
(см. теорему 1.5); это было доказано в общем случае 
Вильсоном [72] после Петренюка [52], доказавшего 
первую чаеть при t = 4. Плотные 2-схемы оказывают
ся просто симметричными 2-схемами. 

2) обобщает предложение 3.4. . 
Теорем а 15.8'. В (2s - 2)-схеме имеющей сте

пень s, s отношений на блоках, определяемые мощ
ностью пересечения, образуют ассоциативную схему. 

Это обобщает теорему 3.2; кратности, задаваемые. 
теоремой 15.8, согласуются с найденными в теоре
ме 3.2 для квазисимметричных схем. 

Теорема 15.8- «наилучшая возможная». Рассмот
рим схему точек и плоскостей в А G ( 4, 2). Это есть 
3-(16, 4, 1)-схема; она имеет степень 3 (поскольку два 
блока имеют не более двух общих точек); но число 
блоков, не пересекающихся с данной парой непересе
кающихся блоков, зависит от параллельности этих за
данных блоков. Примерами 4-схем со степенью 3 слу
жат 5-(24, 8, 1), 4-(23, 8, 4) (остаточная для первой), 
4- ( 11, 5, 1) -схемы. 4- ( 23, 7, 1) -схема есть единственная 
известная плотная 4-схема и вообще единственная из
вестная плотная 2s-схема при s > 1. Это еще не дает 
полной характеризации, хотя некоторый прогресс и 
достигнут Вильсоном, Нода и Ито. (Результат 15.7 
оказывается полезным инструментом для этого.) 
Сравните предложение 3.6 и замечания, следующие за 
ним. 

Максимальная интенсивность имеет хорошо изве
стную трактов-ку в схемах Хэмминга. Максимальная 
интенсивность подмножества есть просто его макси

мальная инtенсивность как ортогональной таблицы, 
как определено Рао, который доказал теорему 15.6 
в этом случае. (Ортогональная таблющ интенсивно
сти t есть подмножество У точечного множества схе-
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мы Н (п, q), обладающее тем свойством, что для дан
ных t координатных мест каждая t-строка одинаково 
часто имеет член У на этих местах.) 

ЗаклЮчительнае замечание о двойственности. В не
которых схемах, особенно в аддитивных (допускаю
щих транзитивную абелеву группу автоморфизмов А), 
можно определять двойственные сх~мы, для которых 
Р- и Q-матрицы являются соответственно Q- и ?-мат
рицами исходной схемы. Аддитивную схему можно 
рассматривать как кольцо Шура на А и эта двой
ственность согласуется с концепцией, определенной 
Тамашке [65]. Точечные множества этой схемы и 
двойственной ей отождествляются с группой А и двой
ственной ей группой А' (группа характеров группы А). 
Подгруппе У группы А соответствует подгруппа У' 
группы А' (множество характеров, чье сужение на У 
тривиально). Внутренние распределения а и а' свя
заны соотношениями 

IY la'=aQ, IY'la=a'P. 

Таким образом, благодаря двойственности, пара
метры d- 1 и t и параметры r и s взаимно заме
няемы. Схемы Хэмминга являются аддитивными и 
изоморфны двойственным; для них соотношение 
1 У\а' = aQ выражает тождества МакВильямс тео-
ремы 7.14, · 
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·ДОБАВЛЕНИЯ ИЗ ВТОРОГО ИЗДАНИЯ 

1 (к стр. 13) 

Аналогичным вопросом можно задаться и относительно более 
общих схем. Пусть f!l5 - симметричная 2-(V, К., Л)-схема и В -
ее блок. Если удалить из q) .блок В и все его точки, то· полу
ченная структура f!l5 8 образует 2-( V - К., К - 'Л, /..)-схему. Если 
положить v = V- К, k =К. - ').;, то v = k(k + /.:,- !)//.:,. Мы 
называем f!l5 8 вычетной (остаточной) схемой схемы !!!) относи· 
тельно бло!(:а В. Произвольная 2-(v, k, /.;)-схема с параметрами 
v = k(k + ').; - !)//.:,·называется квазиостаточной. Естествен во· 
прос: какие квазиостаточные схемы являются остаточными? 

Квазивычетная схема с /.:, = 1 .есть 2-(k2, k, !)-схема, т. е. 
аффинная плоскость, и значит, вычетная схема. Это также верно 
и при /.:, = 2 по теореме Холла и Коннора [26*]. Мы докажем 
эту теорему и сформулируем теорему Боуза, Шрикханде и Синг
ха [6*] при рассмотрении квазивычетных схем с ').; < 2 в гл. «Ча
стичные геометрии». Имеются квазивычетные схемы, не являю
щиеся вычетными; см. ван Линт [35*]. 

2 (к стр. 15) 

Теорема 1.12.* Если 3-(v,k,'A,)-cxeмa f!l5 является расши
рену,ем симметричной 2-схел~ы, то выполнено одно из следующих 
усло:вий: 1) f!l5- адалtарова 3-схема; 2) v = (/.:, + 1) ('А,2 + 5').; + 
+5), k=(k+l)(Л.+2); 3) v=ll2, k=l2, k=l; 4) V= 

= 496; k = 40, л, = 3. 
До к аз ат ель е тв о. Во-первых, заметим, что 3-схема f!l5 

является расширением симметричной 2-схемы тогда и только то
гда, когда всякие два_ блока схемы f!l5 пересекаются в О либо 
в k+ 1 точках; в 3-(v,k,k)-cxeмe с такими свойствами r = v-1, 
Л=k-1, (v-2)k=(k-l)(k-2). 

Пусть В Е !!/); если р, q ЕВ, то найдется k'A,f('A, + 1) блоков, 
содержащих р и q и пересекающих В в /.:, + 1 точках, и значит, 
(k- Л.- 1)/(/.:, + 1) блоков, не пересекающихся с В. Это пока· 
зывает, что _инцидентностная структура !!/)о, чьи точки суть точки 
вне В, а блоки - блоки, не . пересекающиеся с В, образует 
2-(v - k, k, (k-::- ').; - 1)/('А, + 1) )-схему. Согласно (1.2) и (1.3) 
(или применяя (1.7) к !!!)) число блоков схемы f!l5o равно -

(v - k) (v - k - 1) (k - /.., - 1)/(k (k - 1) (Л + 1)). 

рсли схема f!l5o вырожденная (имеет, но единственный, блок), 
то v = 2k, откуда v = 4(Л + 1), k = 2(/.:, + 1), и значит, q) есть 
адамарова 3-схема. В альтернативном случае применение нера· 
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венства Фишера к !!!)0 влечет, что 

(v - k - 1) (k - Л - 1);;;;;, k (k - 1) (Л + 1), 
(k - 1) (k - (Л +1) (Л + 2)).;;;, О, 

и значит, k;;;;, (Л + 1) (Л + 2). Однако Ь = v(v - l)/k =· 
= (k2 - Зk + 2Л + 2) (k2 - 3k + Л + 2) / (kЛ2); значит, k делит 
2 (Л + 1) (Л + 2). Это же рассуждение показывает, что если k = 
= 2(Л + 1) (Л + 2), то 'А= 1 или 3, что и влечет случаи 3) и 4) 
теоремы. Если k = (Л + 1) ('А+ 2), то получаем случай (2). 

3 (к стр. 16) 

.Нашим следующим объектом в этой главе служат овалы. 
Пусть !llJ - симметричная 2-(v, k, 'А)-схема. п-дуга есть множество 
из п точек !llJ, в котором нет трех точек, лежащих в одном бло· 
ке !llJ. Для данной п-дуги S блок В называется секантом, тан
г·еliтом. или пассантом к S, если соответственно IB n SI =' 2, 1 
uиQ · 

. Пр ед л о ж е н и е 1.13. Любая точка п-дуги в симметричной 
2-(v, k, Л)-схеме лежит на (п ~ l)Л секантах и k-(п - l)Л тан• 
гентах. В частности, п ~ 1 + k/Л. -

До к аз ат ель ст в о. Пусть S - п-дуга и р s S. Подсчи.· 
таем пары (q, В), где В - секант, содержащий р и q, q Е S. 

п-дуга называется овалом типа I, если каждая точка лежит 
на единственном тангенте ( т. е. п .:_ 1 + ( k - 1) /'А), и овалом 
типа II, если п-дуга не имеет тангентов (т. е. п = 1 + k/').,). За
метим, что овалы могут существовать только если 'Alk - 1 или 

· 'А 1 k соответственно. · 
Предложение 1.14. Если симметричная 2-(v,k,'A)-cxeмa 

имеет овал типа II, то k - Л четно. . 
До к аз ат ель ст в о. Пусть S - овал, а р -·точка вне S. 

Число сек антов, содержащих р, равно пЛ/2 = (k + 'А) 2. 
Предложение 1.15. Пусть S-овал типа I в симметрич

ной 2-(v, k, 'А)-схеме с четным k - 'А. Тогда каждая точка при
надлежит либо одному, либо всем. тангентам к овалу S. 

До к аз ат ель ст в о. Заметим, что k, 'А, п нечетны и, зна
чит, каждая точка лежит по кр_айней мере на одном тангенте 
к овалу S. Пусть n; - число точек, которые лежат на i танген
тах. Тогда 

Следовательно, L (i - 1) ( l - п) п i = О,. поэтому каждая точка 
лежит на одном или на всех тангентах. 

Из 1.15 следует, что в проективной плоскости четного по• 
рядка все тангенты к овалу S типа I проходят через точ1<у р ~ 
узел (или ядро, центр) овала S, а {р} U S есть ова.Л типа II. 

Данный овал S типа II, пассанты к S и точки вне S (при 
обращении данного отношения инцидентности) образуют 
2-( (k - 2) (k - Л)/ (2Л), (k - 'А) /2, Л)-схему. 

Если !lJ) есть 3-схема, которая является расширением проек• 
тивной плоскости, р - точка !llJ, а В - блок, не содержащий р. 
то В есть овал типа II в проектив11ой плоскосттт $ 9• 
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Рассмотрим 2-( Ll, 5, 2)-схему Дэли f!!J. Каждая троiiка то
чек, не содержащихся g блоке, образует овал типа I. Поэтому 
всякие две точкИ 5!lJ располагаются на двух различных блоках !lf) 
и трех овалах. Любые три точки либо лежат в одном блоке, либо 
образуют овал. Определим новую схему f!!J' следующим образом. 
Точки !!lJ' - точки и б"'локи f!!J. Блоки f!!J' - множества объема 
6 следующих видов: 1) точка 15 и пять блоков f!!J, инцидентных 
с ней; 2) блок f!lJ и пять точек !!lJ, инцидентных с ним; 3) овал 
из f!lJ и три его тангента. 

Теперь легко проверить, что f!!J' образует 3-(22, 6, 1)-схему, 
т. е. некоторое расширение PG (2, 4) (см. [2*]). Дополнительно 
по овалам см. [ 1 *]. 

Перейдем теперь к обобщению . неравенства Фишера для 
схем с большими значениями t. Оно было получено в [52) для 

. t = 4 и в [39*] для общего случая. 
· Теорема 1.16. Пусть f!!J-t-(v,k,ЛJ-cxeмa с t=2s и 

t:;;;; k ,;;;; v '- s: Тогда Ь ~ ( ~). Равенство имеет место тогда 
и только тогда, когда мощность пересечения двух блоков прини-
мает в точности s различных значений. · 

До к аз ат ель ст в о. Докажем то~ько неравенство Ь ;;;;;,, ( ~) 
Пусть М - матрица инцидентности со строками, индексирован
ными блоками, и столбцами, индексированными s-подмножества
ми точечного множества схемы, в которой (В, S)-й .элемент равен 
1, если S о; В, и О в противном случае. Достаточно показать, 

что строки М образуют !Jl ( ~) (в смысле щшейной оболочки). 
Поэтому пусть рв- строка М с меткой В, а Ys - вектор с 1 в 
столбце с меткой S и с О в остальных местах. Для О :;;;; i :;;;; s 
и фиксированного s-множества S положим 

i 

Yi= L·Pв=L L L'Ys'= 
\ВПS l=i /=О 1 S'ПS =i В ;;а S' 

\ BПSl=i 
i 

== L (: = ~) lvs+i-f. s-i ( L 'Ys')• 
f=O ·. 1 sns' \=! 

где Лт, п обозначает число блоков, содержащих данное т-множе
ство М и не пересекающихся с данным п-множеством N (где 
М П N = J;Q); число это, как легко видеть, зависит лишь от т 

и п, еели т + п ,;;;; t. Полагая xi · L у8,, имеем систему 
· 1 S'ПS i=/ 

из s + 1 линейных уравнений относительно Xj. Матрица коэффи
циентов тр.еугольна с ненулевыми диагональными элементами 

Лs, s-i (s :;;;; k :;::;; v - s). Значит, система имеет единственное ре
шение. В частности, Xs = ys есть линейная комбинация у-ов и, 
значит, располагается в пространстве строк матрицы М, что и 
требовалось показать. 

Эта теорема будет далее обсуждаться в гл. «Квазисиммет
ричные схемы» и «Ассоциативные схемы». 
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t-схема·, реализующая границу из 1.16, называется плотной. 
Таким образом, из 2-схем только сИ:мметричные являются .плот
ными (и весьма многочисленными). Однако при t > 2 ситуация 
меняется; так, в [30*, 7*, 37*] доказана 

Теор ем а 1.17. С точностью до дополнения единственной 
плотной 4-(v, k, Л)-схемой с 2 < k < v - 2 является 4-(23, 7, 1)
схема. 

Имеются также результаты несуществования и для больших 
значений t; в [4*] показано, что для четных t;;;:;;, 10 имеется лишь 
конечное число плотных t-схем. 

Несколько раз в этой главе мы соприкасались с расшире
ниями PG (2, 4) и А G (2, 3) - достаточно, чтобы убедить читате,ля 
в их важности для теории схем. Они также присутствуют и в 
теории кодирования, и в теории групп. Заканчиваем -эту главу 

. кратким обзором нескольких таких конструкций. 
Простейшие ·конструкции используют идеи ·теории кодирова

ния, поскольку эти две схемы связаны . с двумя совершенными. 
кодами Голея. Мы переносим их обсуждение в гл. «Самоортого
нальные коды и схемы» и «Ассоциативные схемы». 

В [73] представлено непрямое конструирование этих схем; 
там рассмотрены две 5-кратно транзитивные группы Матье М24 
и М12 как расширения известных групп перестановок и показано, 
что они являются группами автоморфизмов схем с подходящими 
свойствами. В [74] также доказана единственность этих схем. 

В [46] представлена конструкция, подобная по духу (при
влечением расширений известных структур), но комбинаторная 
по природе. Обозначим PG(2, 4) через П ·и рассмотрим задачу 
расширения П до 5-(24, 8, 1 )-схемы. Мы должны добавить три 
новые точки р, q, r и взять в качестве блоков все множества 
{р, q, r} U L, где L - прямая в П. Для i < 3 блок, содержащий 
i новых точек, содержит также 8 - i точек из П, образуя неко
торую геометрическую конфигурацию в П. I(ргда i - 2, эта кон
фигурация есть овал типа II (см. замечание после 1. 15). Имеется . 
168 таких овалов в П, а оценочные .рассуждения показывают" что 
эта форма и является требуемой. Будем писать S1 ~ S2 .(где S1 

· и S2 - овалы в П), если 1S1 n S 2 / четно. Можно показать, что 
это отношение эквивалентности с тремя классами эквивалентно

сти объема 56 каждый. Установим взаимно .однозначное соот
ветствие между классами эквивалентности парами новых точек 

и присоединим каждую пару ко .всем овалам в соответствующем 
классе. Подобные рассуждения применимы и в случае i = 1 и 
i·= О, когда эти геометрические конфигурации представляют .со
бой баеровские подплоскости и симметрические разности пар 
прямых соответственно. Этот способ обеспечивает как построе· 
ние схемы, так и доказательство единственности. 

· Аналогичный метод применим и при получении 5- ( 12, 6, 1) • 
охемы из AG(2, 3). 

4 (к стр. 20) 

Граф Клебша своими вершинами имеет все подмножества 
четной мощности множества {1, ... , 5}; две его вершины смеж
ны всякий раз как их (как rюдмножеств) симметрическая раз

ность имеет мощность 4. В этом графе множество f(p) вершин, 
не смежных вершине р, образует граф Петерсена. 
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Граф Г евиртца на 56 вершинах с а = 1 О, с = О, d = 2 · мо• 
жет быть .определен посредством следующей конструкции, пред· 
ложенной Симсом. Вершинное множество есть {оо} U 9' U Q, 
где 9' - множество силовских 3-подгрупп зцакопеременной груп
пы Ав, а Q - множество инволюций в Ав. Соединяем оо со всеми 
вершинами в 9'; соединяем РЕ 9' с qE Q всякий раз как 
q-1Pq = Р; соединяем q1 с q2, q1, q2 Е Q, всякий раз как q1q2 
имеет порядок 4. Комбинаторно можно отождествлять Р Е 9' с 
парой непересекающихся 3-подмножеств множества {1, ... , 6}. 
Тогда типичные ребра второго и третьего типов соединяют 
{{1,2,3}, {4,5,6}} с (12) (45), и (12) (34) с (23) (56) соот-
ветственно. 

Иное описание графа Гевиртца использует в качестве вершин 
один класс овалов в PG(2,4) (см. замечание о конструкции Лю
небурга в гл. 1), которые смежны в этом графе, если они не 
пересекаются. Тот факт, что этот граф сильно регулярен, будет 
следовать из (3.2). 

Полные k-дольные графы, граф Петерсена, графы КJiебша 
и Гевиртца - все они определяются однозначно с точностью до 
изоморфизма своими параметрами. (Для трех последних из этих 
типов графов см. [58, 26]. То же верно и для Т (п) при п =1= 8 
и L2(n) при п =1= 4; эти результаты (см. [18, 29*, 61]) будут 
.описаны в главе «Частичные геометрии». Графы Пэли, вообще 
говоря, не определяются своими параметрами; соответствующие 

примеры представлены в конце этой .р1авы. 

5 (к стр. 23) 

Единственный граф с s = 1 из п. 2) теорема 2.5 есть ·граф 
Петерсена. Мы заканчиваем эту главу одним примером, принад. 
лежащим Дельсарту, Гётхальсу и Турину, который показывает, 
что такие графы· существуют вс.який раз как 2s + 1 есть степень 
простого. Связаны эти графы с так называемыми «симметриче
скими конференс-матрицами» [18*, 24*]. 

Пусть V = V(2, q), где q-нечетная степень простого. Раза· 
бьем 1-мерное подпространство пространства V на два непересе~ 
кающИхся множества Р и N равного объема. (q.+ 1)/2. Образуем 
граф со множеством вершин V, в котором х и у смежны всякий 
раз ка·к· (х -. у) е: Р. ·такой граф сильно реtуJ]ярен с параметс 
рами п = q2, а= (q2 - 1)/2, с= (q2 - 5)/4, d = (q2 - 1)/4 (те 
же параметры, что у графа Пэли P(q2). Далее выберем элемент 
из множества Р и отберем (q - 1)/2 его подмножеств; пусть 
Х - множество из q(q- 1)/2 вершин, содержащихся в этих 
подмножествах. Удалим каждое ребро {х, у} для х Е Х, уф Х 
и добавим новые ребра {х, у} для всех ранее не смежных ·пар 
такой формы. Добавим, наконец, новую вершину оо, смежную 
каждой вершине в Х. Читателю предлагается проверить, что по
лученный граф сильно регулярен с параметрами, отвечающими 
п. 2) теоремы 2.5 при q = 2s + 1. Эта «переключательная» кон
струкция будет рассматриваться далее В· гл. «Расширение 
графов». 

Заканчиваем эту главу одним неравенством о параметрах 
сильно регулярного графа (см. [19*]). 

Теорем а 2.6. Пусть Г- сильно регулярный граф на п 

вершинах, обладающий тем свойством, что Г и f оба связны и 
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ч.то матрица смежности графа Г имеет собственное знач.ение 
кратности f > 1. Тогда п ~ f (f + 3)/2. 

Д о к аз а тел ь с тв о . .Матрица смежности А = А (Г) имеет 
три различных собственных пространства, и любая матрица с 
этими собственными пространствами есть линейная комбинация 
матриц /, А_ и 1 - / - А. В частности, существует такая их ли
нейная комбинация F, что F имеет собственные значения О, 1 с 
кратностями п - f, f соответственно. -Тогда F - положительная 
полуопределенная симметрическая -матрица, и значит, это есть 

матрица Грама скалярных произведений множества S векторов 
в fЛJ. Так как F =а/+ М +у(! - /-А), то всякий вектор 
из S имеет длину а 1 12 , а два вектора из S имеют угол cos- 1 (~/а) 
или cos- 1 (v/rx). Нам, стало быть, надо показать, что такое мно
жество может иметь мощность, не превосходящую f(f + 3)/2 . 
.Можно ввести нормировку а= 1, предполагая тем самым, что 
S есть подмножество единичной сферы Q. 

Для v Е S пусть f.,,: Q-+ fJl, - функция, определяемая по пра-

вилу f.,, (х) = ((v,x)-~) ((v,x)-v)/((1-~(l-y)). Ясно, что 
f.,, есть полиномиальная функция степени 2 и все функции 

f.,,(vES) линейно независимы, посколькуf.,,(v) = 1, f"(w) =О, 
v, w Е S, v # w. Но пространство- однородных линейных и квад
ратичных функций на Q имеют размерности f и f (f + 1)/2 соот
ветственно; и значит, _можно пренебречь константами, поскольку 

xf + ... + х} = 1 на Q. Таким образом, п = /S/ = f + f (f + 1)/2. 

6 (к стр. 29) 

4*. Частичные геометрии 
Начинаем эту главу теоремой Чанга [18] и Х9ффмана [29*], 

о которой ранее упоминалось в гл. 2. К:лика в графе опрещ:
ляется как максимальный полный подграф. 

Теорем а 4*. 1. Пусть Г- сильно регулярный граф с теми 
же параметражи, что и у графа Т(п), где п ~ 8. Тогда Г изо
морфен Т(п). 

Д о к а з а те л ь с т в о. Для любой вершины х графа Г 
граф Г(х) содержит р·егулярный граф Л степени п - 2 на 
2 (п - 2) вершинах. Пусть у, z Е Г(х) не смежны, и пусть т 
вершин Г(х) смежны с у и z. Поскольку с= 4 и х смежны с у 
и z, то т ~ 3. Имеется п --2 - т вершин графа Г(х), смежных 
с у, но не смежных с z, п - 2 - т вершин, смежных с z и не 
смежных с у, и, наконец, т - 2 вершин, не смежных ни с у, 
ни с z; значит, т ~ 2. Если т = 3, то пусть w - вершина, не 
смежная ни с у, ни с z. Тогда каждая вершина графа Г(х), 
смежная с w, смежна либо с у, либо с z, откуда п -- 2 ~ 3 + 3, 
что противоречит предположению. Значит, т = 2. 

Рассмотрим дополнительный граф Л: Предположим, что он 
содержит цикл нечетной длины; выберем такой цикл С =. 
= (х0 , х 1 , ••• , Xk = х0) с минимально возможным k. Тогда, зна• 

чит, нет ребер {x;,xi} в Л с i-j"I= ±l(modk); такое_ребро де• 
лило бьi цикл С нн два меньших цикла, один из которых имел 
бы нечетную длину. Из предыдущего абзаца следует, что k # 3. 
Вершины х0 и х 1 не смежны в Л и имеют k - 4 общих соседей 
х3 , ••• , Xk- 2; значит, k .::;;;; 6. Итак, k = 5. Имеется· п - 5 вершrrн, 
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смежных _с х0 в л (иных, чем х 1 и х4); они должны быть не 
смежны с х 1 и х4•· Аналогично имеется п - 5 вершин, не смеж
ных с Х1 и Хз. Поскольку х 1 не смежна с п - 4 с вершинами. 
вне С, то имеется по крайней мере п - 6 вершин вне С, не 
смежных с Хз и х4 • Согласно предыдущему абзацу п - 6,;;;;; 1, 
что противоречит предположению. 

. Итак, граф Л не содержит нечетных циклов; стало быть, он 
двудолен. Это означает, что Л содержит две непересекающиеся 
клики размера п - 2. Эквивалентно: всякая вершина в Г лежит 
в двух «больших кликах» размера п - 1, а всякое ребро:--- в 
единственной большой клике. Имеется ( (п - 1) п/2) · (2/ (п - 1)) = 
= п больших клик и две, имеющие не более (а значит, точно) 
чем одну общую вершину. Таким образом, большие клики и 
J:lершины ·являются точками и блоками 2-(п, 2, 1 )-схемы (парная 
схема на п вершинах), а Г есть ее блок-граф; значит, Г ~ Т(п). 

Эта теорема верна и при ослабленных ограничениях: п =1= 8. 
Случаи п < 8 нужно проверять отдельно. При п ·= 8 имеются 

три исключительных графа, описанных в [19]. 
Для изучения больших клик в более общих сильно регуляр· 

ных графах в [11] введено следующее 
. Определение 4.*2. Частичная геометрия с параметрами 

(r, k, t) есть инцидентностная структура из точек и Прямых, удов
летворяющая следующим условиям: 

1) всякая точка инцидентна r прямым, а всякая прямая ~ 
k точкам; 

2) две точки инцидентны не более чем одной прямой; 
3) если точка р не инцидентна прямой L, то найдется ров

но t точек, инцидентных L и коллинеарных с р. 
Заметим,. что двойственной к частичной геометрии с пара

метрами (r, k, t) оказывается частичная геометрия с параметра· 
ми (k, r, t). 

Определение 4:*3. Точечный граф частичной геометрии 
имеет в качестве вершин точки геометрии, две вершины в 1Iем 

смежны всякий раз как они коллинеарны (как точки геометрии.) 
Предложение 4.*4. Пусть Г- точечный граф частичной 

геометрии с параметрами (r, k, t). Тогда Г сильно регулярен 
с параметрами а= r(k- 1), с= (k- 2)+(r - 1) (t- 1), d = rt. 

Линейный граф частичной геометрии определяется д~юй
ственным образом; он '!'акже сильно регулярен. 

В доказательстве теоремы 4. * 1 мы просто показали, что· 
точки и большие клики образуют частичную геом~отрию с пара
метрами (2, п-1, 2). В доказател1>стве теоремы 4.*6 (см. [11]) 
используется та же самая идея. 

Определение 4.*5. Сильно регулярный граф называем 
псевдогеометрическим (r, k, t)-графом, если а= r(k - 1), с= 
= (k - 2) + (r - 1) (t - 1), d = rt; назовем его геометрическим, 
если он является точечным графом некоторой частичной гео-

. метрии. 
Теор е м а 4.*6 [11]. П севдогеометрический (r, k, t)-граф 

является гео.11етрическим, если k > (1/2) [r(r- 1)+ t(r + l)X 
Х (r2 - 2r + 2)]. · 

Поскольку частичная геометрия с параметрами (п - 1, 2, 2) 
с необходимостью является парной схемой на п точках, то 4.*1 
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можно рассматривать как специальный случай 4.*6 .. Иной важн:Ь1й 
специальный случай представляет 

Теорем а 4.*7 [61]. Сильно регулярный граф с теми же 
параметрами, что и L2 (п), при п > 4 изоморфен L2 (п). 

До к аз ат ель ст в о. Согласно 4. *6 такой граф является 
геометрическим. Но частичная геометрия (п, 2, 1) есть полный 
двудольный граф, и значит, двойственная ей (2, п, 1) с необхо· 
димостью есть п Х п-квадратная решетка. 

Эта теорема верна при п =F 4. В случае п = 4 Шрикханде 
нашел, что имеется единственное исключение. Это граф на 
рис. 4. * 1, в котором противоположные стороны отождествляют- . 
ся, как это показано (т. е. это следует рассматривать как рису
нок на торе). 

Мы не пойдем далее в изучении частичных геометри.й, отсы
лая читателя к [11] и [44*]. Вместо этого опишем четыре связи 
с теоремой схем. Во-первых, 
тривиальные: частичная геомет

рия' t = k есть то же самое, 
что и 2-(v, k, !)-схема (с (v
-1) = r(k-1)), а ее линей
ный граф есть блок-граф схе
мы (см. гл. 3). 

Во-вторых, остановимся на 
двух конструкциях частичных 

геометрий, получаемых из ова
лов. Пусть П - проективная 
плоскость порядка п, а О -
это овал типа II в П. Тогда 
точки вне О и- секанты к О об- Рис. 4*.1. 

разуют частичную геометрию 

с параметрами r = (п + 2)/2, k = п- 1, t = (п - 2)/2. Если 
плоскость П - дезаргова, то можно понимать О как совокуп
ность одномерных подпространств векторного пространства V = 
= V(3, п), где п-степень 2. Рассматривая элементы V как точки, 
а множества членов овала О как прямые, получаем частичную 
геометрию с параметрами/r = п + 2, k = п, t • 1. (Частичная 
геометрия с t = 1 называется обобщенным четырехугольником.), 

1:3-третьих, покажем, как теорема Холла - Коннора может 
быть выведена из 4.*1. 

Те о р ем а 4. *8. [26*]. Квазивьtчетная схема с ')., = 2 яв-
ляется вычетной. _ _ 

Доказательство. Пусть 2Ь-2-(v,k,Л)-схема с v = 
= k(k + .1)/2. Предполагаем, что k > 6 (случаи k < 6 следуют 
тем же, -но слегка усиленным, способом из 4.*1, в то время как 
случай k = 6 требует отдельного рассмотрения). Пусть В -
блок !?lJ, а пi - число блоков, которые пересекают В в i точках 
(i ~О). Подсчитывая как в (1.7), находим, что L ni=k (k + 3)/2 

L ini = k (k + 1), L i (i - 1) ni = k (k - 1). Таким образом, 
'°' (i - 1) (i- 2) п. =О. Отсюда п. =О при всех i за исключе-L.. t t -
пнем i = 1 или 2. Значит, всякие два блока !?l) пересекаются 
в 1 или 2 точках и f!l) квазисимметрична. 

Пусть Г -·_блок-граф схемы !?l) (где смежность соответствует 
пересечению мощности 1). Тогда Г сильно регулярен и имеет те 
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же параметры, что и Т (k+ 2). Согласно 4.* ( Г ~ Т (k + 2), т. е. 
можно так пометить блоки 2-подмножествами множества Х = 
= {!, ... , k + 2}, что два блока пересекаются в i точках тогда 
и только тогда, когда их метки пересекаются в 2 - i точках для 
i = !, 2. Присоединим теперь Х к точЕ:чному множеству схе
мы !lJ; присоединим к каждому блоку его метку и будем счи
тать Х за новый блок. Получим тем самым симметричную схему 
с Л = 2, чей остаток относительно Х есть !!IJ. 

Развивая эти идеи, Боуз, Шрикханде и Сингхи получиди 
следующий результат. 
· Теорем а 4.*9. [6*]. Существует функция g, определенная 
на натуральных числах и обладающая тем свойством, что квази
вычетная схема с k > g(Л) является вычетной. 

В частности, они нашли, что· 

g (Л) = ; (Л - 1) (Л4 
- 2Л2 + Л + 2), 4:;;;;; Л:;;;;; 9, 

{

76, л =3, . 

;°(Л- !)(Л-2)(М + ,,./М2 + 4(Л -1), - (Л-1),Л;;;?:lО, 

где М = (Л - !) (Л2 - 3Л + 3), 
НаконеЦ,· связь с латинскими квадратами. Известно, что су

ществование аффинной плоскости порядка п эквивалентно суще
ствованию системы из п - 1 взаимно ортогональных латинских 
квадратов порядка п (см. [24], стр. 142). То же рассуждение 
указывает на болЕ:е общий факт - эквивадентность существова
ния частичной геометрии с параметрами (r, п, r - !) существо
ванию r - 2 ортогональных латшkких квадратов порядка п. Та
кая частичная геометрия называется се~к:,ой. Например, пусть 
V = V(2, п) - 2-мерное векторное пространство и S - некоторое 
множество его !-мерных подпространств. Тогда комножЕ:ства из 
членов .S являются прямыми сетки на точечном множестве V. 

Связи 4. *7 с лат.rrнскими квадратами см. в [8*]. 
Мы вернемся к частичным геометриям в гл. «Конечные гео

метрии и коды». 

Смежные классы гЕ:ометрий, включающие в себя обобщенные 
многоугольники, получастичные геометрии, геометрии Мура и ча
стично геометрические схемы см. соответственно в [23*, 16*, 
31*, 6*]. 

7 (к стр. 36) 

Результаты этого·· раздела могут быть обобщены. Имеется 
НЕ:равенство («граница Крейна») для произвольных сильно регу
лярных графов, которое включает в себя (4.3); случай равенства 
характеризуется 'результатом, блИзким к (4.5). Все это подроб
нее обсуждается в главе «Ассоциативные схемы». 

8 (к стр. 47) 

Аналогичный р€эультат имеет место и для решЕ:тчатых гра
фов: 

Теорем а 6.8. Пусть Н - группа автоморфизJлов ранга ~ 
L2 (k), .а О- транзитивное расширение группы Н. Тогда k = 3 
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и (J = PSL(2, 9) или P'2L (2, 9) действует на регулярном 2-гра
фв на 1 О точках. 

См. [9*, 10*]: 

9 (к стр. 47) 

8*. 1-факторизации графа 1(6 

В этой главе демонстрируется замечательноЕ: комбИнаторное, 
свойство числа 6, которое применимо для построения и доказа· 
тельства единственности проективной плоскости порядка 4, гра· 
фа Мура степени 7 и 5-(12, 6, !) штейнеровой системы. Этот 
материал основан на лекциях Хигмана. 

Пусть А = {а, Ь, с, d, е, f} - множЕ:ство объема 6, которое мы 
будем далее понимать как множество вершин полного графа К6• 
1-фактор есть множество из трех взаимно непересекаЮщихся 
(иначе не.Зависимых) ребер, покрывающих все А, а !-фактори
зация есть разбиениЕ: множества всех пятнадцати ребер А на 
пять !-факторов. (Для краткости, вместо ребер, !-факторов пол
ного графа на А будем просто говорить о ребрах и !-факто
рах А.) 

Предложение 8. * 1. Существует шесть различных факто
ризаций А, всякие две из которых изоморфны. Два непересекаю

. щихсЯ 1-фактора содержатся в единственной !-факторизации. 
До к аз ат ель ст в о. Всякие два непересекающихся 1-фак

тора образуют систему из непересекающихся циклов четной 
длины, стало быть в нашем случае - шестиугольник. Таким.обра
зом, в нашем ·случае шести вершин третий !-фактор должен уже 
включать в себя одну или все длинные диагонали этого шести
угольника. Поскольку имеются три длинных диагонали, то ка
ждый !-фактор должен содержать одну из них, и значит, !-фак
торизация определяется однозначно. Имеется 15 · 8 выборов двух 
непересекающихся lсфакторов; любая !-факторизация содержит 
5·4 таких пар. 

Рассмотрим теперь следующую структуру !?l5: точками слу
жат вершины (элементы множества А) и !-факторы А; блоками 
являются ребра и !-факторизации А. Инцидентность между вер
шинами и ребрами, а также между !-факторами и 1-факториза
циями устанавливается по включtнию, тогда как инцидентность 

между ребрами и ·!-факторами - по обратному включению. 
Пр ед л о жен и е 8. *2. Структура !?l5 образует проективную 

плоскость порядка 4. 
До к аз ат ель ст в о. Структура !?!) имеет 21 точку. Ра

венство k = 5 выполняется, поскольку ребро содержит 2 вер
шины и содержится в трех !-факторах, так как !-факторизация 
содЕ:ржит пяц,-1-факторов. Равенство Л = 1 следует из рассмот
рения следующих случаев: 

· 1) две точки определяют единственное ребро; 
2) для данной точки и !-фактора единственное ребро этого 

!-фактора содержит эту одну точку; 
3) два !-фактора либо имеют единственное общее ребро, 

либо лежат в единственной !-факторизации согласно 8.*1. 
След с·т в и е 8.*3. Всякие две !-факторизации обладают 

единствеюtЫht общим !-фактором. 
До к аз ат ель ст в о. Два блока в проективной п.поскости 

пересекаются в единственной точке. 
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Следствие 8.*4. Проек:tивная плоскость порядка 4 един
ственна (с точностью до изоморфизма). 

До к аз ат ель ст в о. Заметим, что А является овалом 
типа II в плоскости f!/J. Можно показать, что проективная пло· 
скость порядка 4 обязательно содержит овал А типа II. Всякое 
ребро определяет прямую. Для данной точки х не из А три п~я· 
мые, проходiщие через х и пересекающие А, определяют 1-фак· 
тор. Для данной прямой, не пересекающейся с пятью 1-факторов, 
определяемых ее точками, образуют 1-факторизацию. Таким об
разом, такая плоскость совпадает с fl). 

Пусть Х - множество 1-факторизаций А. Согласно 8.*~ 
1-факторы А можно пометить парами элементов множества Х, 
т .. е. ·ребрами Х. Ребро А лежит в трех 1-факторах; их пометки 
не пересекаются, а значит, образуют 1-фактор множества Х. 
Пять 1-факторов Х, соответствующих таким образом пяти реб
р.ам, исходящим из одной вершины множества А, образуют 
!-факторизацию. Таким ·образом, мы имеем двойственность ме
жду А и Х: вершина~-~ !.-факторизация, ребро~-~ 1-фактор. (Это 
может быть также установлено привлечением схемы, двойствен· 
ной к схеме f!/J.) 

Удобно ввести. отношение между ребрами А и ребрами Х: 
аЬ ~ ху, если аЬ является ребром в 1-факторе с пометкой ху. 
Такое определение самодвойственно, т. е. аналогичным образом 
определяя ху ~ аЬ, получаем, что ху ~ аЬ ~аь ~ ху. 

Обратимся теперь к конструкции трафа Хофмана - Сингле
тона. Предположим, во-первых, что Г = М(п + 1) есть граф 
Мура степени п + 1 и диаметра 2. Пусть {оо, О} есть произволь· 
иое ребро, А- множество вершин (отличных от О), смежных 
с оо, а Х - множество вершин (отличных от оо), смежных с О. 
Тогда множества А и Х не пересекаются. Всякая другая верши
на смежна единственной вершине а е: А и единственной вершине 
х е: Х, а значит, может быть помечена упорядоченной парой 
(а, х) е:А Х Х. Это приводит к описанию ребер в А Х Х. Для 
любого такого ребра {(а,х),(Ь,у)} мы должны иметь а#=Ь и 
х =!=у; кроме того, если (а, х) смежно с (Ь, у) и (с, z), то Ь 9= с 
и у =# z. Таким образом, для данных а, Ь е: А, х е: Х имеется 
единственная вершина у е: Х такая, что (а, х) смежно (Ь, у). 

Отсюда сразу имеем: 
1) единственность М (3): если А = {а, Ь} и Х = {х, у}, то 

{(а,х), (Ь,у)} и {(а,у), (Ь,х)}-ребра; 
2) несуществование М ( 4): если А = {а, Ь, с} и Х = {х, у, z} 

и если {(а, х), (Ь, у)} образуют ребро, то (а, х) и (Ь, у) смежны 
с (с, z), что и влечет треугольник. К:онечно, это так.же следует 
из (2.4). 

Построение М(7). проведем следующим образом. Отожде~· 
ствим множество А с нашим исходным множеством из шести 
вершин, а множество Х - с множеством из шести 1-факториза
ций А. Введем ребра {(а, х), (Ь, у)}, где. аЬ ~ ху. Рассмотрение 
ряда случаев показывает, что этот граф сильно регулярен. 

Доказательство единственности М (7) основывается на еле~ 
дующей лемме, доказательство которой мы опускаем. 

Лемм а 8.*5. Предположим, что lУtНожество из десяти вер". 
шин М (7) содержит четырнадцать из пятнадцати ребер М (3):. 
Тогда это множество содержит также и пятнадцатое ребро. 
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В наших прежних обозначениях это обеспечивает то, что 
{(а,х), (Ь,у)} является ребром тогда же, когда и {(а,у), (Ь,х)}: 
(Рассмотрите десять вершин оо, О, а, Ь, х, у, (а, х), (а, у), (Ь, х), 
(Ь, у).) 

Определим отношение аЬ ~ ху, если оно имеет смысл. Непо· 
средственно проверяется, что это отношение· возникает из ото

ждествления Х с множеством 1-факторизацнй А, как это опре
делялось ранее. 

Обратимся теперь к 5-(12, 6, !)-схеме. Выберем три- элемента 
х, у, z Е Х. Три !-фактора ху, yz, zx множества А являются 
попарно не пересекающимися, но не содержатся в 1-факториза
ции; значит, оставшиеся шесть ребер должны образовывать объ
единение двух треугольников. Пишем, что аЬс ~ xyz, если аЬс -
один иЗ этих треугольников. Это отношение явлЯется также са
модвойственным. Возьмем теперь инцидентностную структуру ·с 
точечным множеством А U Х и блоками следующих типов: . 

А, Х; 
А "- {а, Ь} U {х, у}, Х '-. {х, у} U {а, Ь} всякий раЗ как аЬ ~ ху; 
{а, Ь, с} U {х, у, z} всякий раз как аЬс ~ xyz. 

Имеется 132 = ( ~2 ) / ( .~) блоков, и легко пр~верить, что лю
бые пять точек лежат по крайней мере в одном блоке. Значит, 
мы имеем требуемую схему. Ее единственность может быть до-
казана аналогичным способом. · 

10 (к стр. 54) 

Приведем один пример нелинейного кода, в конструкции 
которого используются схемы. Нетрудно показать, что двоичный 
код длины 10 с минимальным расстоЯнием 5 может иметь не 
более 12 кодовых слов. Для построения кода, реализующего эту 
границу, возьмем строки матрицы инцидентности 2-(1!,5, 2)-схе-
мы Пэли и добавим к этому множеству слово Т, состоящее из 
единиц. Эти двенадцать двоичных слов имеют, очевидно, рас
стояние 6. Убирая фиксированную координату, получаем код с 
требуемыми свойствами. 

Читателю, интересующемуся нелинейными кодами, рекомен
дуем обратиться к [80]. 

11 (к стр.· 56) 

Легко видеть, что двоичные коды Хэмминга, определенные 
как в предыдущей главе, .обладают тем свойством, что слова 
веса 3 представляют систему троек Штейнера на 2т - 1 точках 
(как это мы уже видели для т = 3). В действительности, если 
система троек Штейнера на -п точках соответствует множеству 
слов веса 3 двоичного линейного кода С, то п = 2т - 1 и С 
есть код Хэмминга, а сама штейнерова система есть РG(т-1, 2). 

Для систем троек Штейнера на 9 и 13 точках задача решена 
(см. [77]). Пусть q = 1 (mod 3), и пусть а - примитивный куби
ческий корень из i в GF (q). 

125 



Поль жим 

Н=[ ~ 
-1 

о 

-а 

о 

1 
-а2 

-1 
о 

-а -а2 

о о -1 
о 

-а 

о -~]. 
Тогда Н есть проверочная матрица (9.6) линейного кода над 
GF(q) такого, что ненулевые позиции кодовых слов веса 3 об· 
разуют AG (2, 3). Мы отсылаем читателя к [77] за доказатель
ством того, что две неизоморфные системы троек Штейнера на 
13 точках невыводимы из линейных кодов таким способом. 

12 (к стр. 67) 

Рассмотрим сейчас так называемые эквидистантные коды. 
Они представляют собой коды с тем свойством, что всякие-r два 
кодовых слова отделены друг от друга в этом коде на одинако

вое расстояние d. Код, описанный в конце главы «Коды», пред-. 
ставляет собой пример эквидистантного кода с d = 6. Мы ис
следуем лишь случай бинарных кодов. Если d - нечетно, то код, 
очевидно, может иметь лишь два слова. Если d = 2k и код 
имеет т слов длины п (где п Достаточно велико), то нетрудно 
показать, что п ~ k2 + k + 2 или что код тривиален, т. е. если 
каждый столбец 111 Х п-матрицы со строками - кодовыми слова
ми - по крайней мере т - 1 равных элементов (см. [21 *]). 

Пусть А - матрица инцидентности PG (2, k). К А добавим 
k - 1 столбцов из единиц и добавим строку из нулей. Получен
ная матрица имеет своими строками кодовые слова эквидистант

ного кода с k2 + k + 2 словами с общим расстоянием d = 2k. 
Гораздо более трудно показать, что верно и обратное - если 
/Эквидистантный код с k~ + k + 2 словами и общим расстоянием 
2k существует, то PG(2, k) существует (см, [34*]). Заметим, 
что в случае k = 6, т. е. d = 2, максимальное число слов есть 32 
(см. [25*]). · 

Отметим связь между теорией кодирования и частичными 
г·еометриями. Известна лишь одна частичная геометрия с t = 2 
и min {п, k} > 3. Ее параметры -r == R = 6. Простейший способ 
описать соответствующий сильно регулярный граф заключается 
в следующем: возьмем в качестве 81 вершины кодовые слова 
(5.4) линейного кода С над· GF(3), определяемого по правилу 
с Е С~(с, 1) =О, и соединяем две вершины ребром тогда и 
только тогда, когда расстояние Хэмминга между ними (как ко
довыми словами) равно 2 или 5. Нетрудно проверить, что этот 
граф действительно является сильно регулярным с параметрами 
(81, 30, 9, 12), собственными значениями 3 И -6 с кратностями 
50 и 30. Для построения частичной геометрии следует отобрать 
6-клики и рассматривать их как прямые. Сделаем это так: по
ложим Со= 0, С1 = (!, 22, 2, 2), С2 = (2, !, 2, 2, 2), С3 = 
=(2,2,1,2,2), с4 =(2,2,2,!,2), с5 =(2,2,2,2,1); шесть этих 
кодовых слов. образуют клику в нашем графе. Возьмем теперь 
множество S = {со, с1, с2, са, С4, cs} в качестве прямой, а .осталь
ные прямые зададим трансляцией; т. е. с+ S, где с Е С. По 
существу, доказатеJ1ьство того, что мы теперь имеем частичную 
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5 

геометрию, основывается на том факте, что L с i =О есть един·. 
i=l 

ственное неотрицательное линейное соотношение, связываюtцее 
с1 с с5 . Следовательно, все разности с; - ci (i =1= j) различны, 
Две тqчки х и у коллинеарны, если существуют с, i, j такие, 
что х = с+ с;, у = с+ ci, т. е. х - у = с; - Cj. Это значит, что· 
две точки ,лежат не более чем на одной прямой, каждая прямая 
имеет 6 точек и всякая точка принадлежит 6 прямым. Посред· · 
ством простых подсчетов можно убедиться, что для неинцидент· 
ной «точечно-линейной» пары (х, L) среднее число прямых, про
ходящих -через х и пересекающих L, равно 2. Достаточно взять 
хф S и показать, что имеются две точки в S, коллинеарных с х, 
Мы видели ранее, что х коллинеарна с Ck, если х = Ck + с; - ci. 
Если k =1= i, то х также коллинеарна с с;. Если k = i, то х = 
= -с; - ci и х коллинеарна с Cj. Имеется 15 комбинаций 
см+ с; - ci при k = i =1= j и 60 таких комбинаций при попарно 
различных i, j, k. Согласно вышеприведенному- замечанию все эти 
75 комбинаций различны, а наличие 75 точек- х ф S завершает 
доказательство. 

За дальнейшей информацией о частичных геометриях -и их 
связях с ассоциативными схемами мы отсылаем читателя к [36*]. 

13 (к стр. 69) 

Наш следующий объект - иной замечательный совершенный 
код, который даст нам штейнерову систему 5-(24, 8, 1) (см. гл. 1). 
Рассмотрим (8, 4)-расширенный код Хэмминга С, как это опре· 
делялось в примере, следующем за теоремой (8.4). Пусть С' -
код, пgлученный из С обращением порядка символов. Легко про
веряется, ЧТО с n с'= {О, 1}. Построим теперь бинарный линей
ный код 024 дJ1Ины 24, беря в качестве кодовых слов линейные 
комбинации векторов (а, О, а), (О, Ь, Ь), (х, х, х), где а Е с, Ь е: 
Е С, х Е С'. Следующие замечания очевидны: 

! ) 024 - линейный код размерности 12; 
2) любые два базисных вектора ортогональны, т. е. 0 24 -

самодвойственный код; 
3) все базисные векторы имеют вес, кратный 4, и стало 

быт6 из 2) следует, что это выполняется для всех кодовых слов 
в 024; 

4) если в некотором кодовом слове (р, q,r) один из симво
лов р, q или r есть О, то (р, q,· r) есть линейная комбинация ба
зисных векторов с х = О или 1. Следовательно, вес этого кодо· 
вого слова есть- сумма весов двух ненулевых слов из С, т. е. 8, 
или один из символов р, q, r равен 1 и вес вновь равен 8. 

Комбинируя 1) с 4), видим, что 0 24 имеет минимальное рас· 
стояние 8. Если укоротить 0 24 отбрасыванием одной координаты, 
то получатся бинарньiй (23, 12)-код с минимальным расстоя· 
нием 7. Тем же способом, что мы действовали ранее для тернар
ного кода Галея, находим, что этот код совершенен. Этот зна
менитый код известен как бинарный код Галея ( 0 24 есть со
ответствующий расширенный код). 

Взгдянем теперь на с"•юва веса 8 в G24. Поскольку код Галея 
сgвершенен, можно выпцсать ~го весовой нумератор (читате"1ь 
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должен проверить это) и найти, что 0 24 имеет 759 слов веса 8. 
Поскольку нет двух из этих слов с 1 на одних и тех же пяти 

позициях, то они покрывают 759 ( ~ ) = ( 
2
5
4 

) различных ПЯ• 
терок. Следовательно, эти кодовые слова представляют блоки 
5-(24, 8, 1 )-схемы. 

В [24 *] показано, что код 0 24 может быть деколирован раз
· личными методами, обсуждавшимися в гл. 9. 

14 (к стр, 73) 

Обратимся теперь !( обобщению теоремы 11.6. Заменим обыч
ное скалярное произведение в 9\!<N+!), где N = ti2 + п + 1, на 
скалярное произведение Минковского 

(х, у)= Х1У1 + Х2У2 + ... + xNyN - XN+IYN+I" 

Теорем а 11.12. Пусть А - матрица шщидентности проек~ 
тивной плоскости :rt порядка п, а С - код, порожденный строками 
матрицы А над GF(p) с присоединенной проверкой на четность. 
Тогда если plJп, то С сшvюдвойствен относительно скалярного 
произведения N1инковског6. . 

Теорема 11.13 [32*]. Пусть п-проективная плоскость 
порядка п с матрицей инцидентности А. Пусть N = п2 + п + 1 
.и р-такое .простое, что p8 llп (s >О). Тогда существует после
довательность 

{О}= C-i s Со s ... s С8 = m<.IV+IJ 
из кодов длины N + 1 над GF(p) со следующими свойствами: 

1) каждый к.од С; инвариантен относительно всех автомор
физАюв проективной плоскости· :rt; 

2) С0 есть расширенный код, порожденный строками матри
цы А; 

. 3) для - 1 ~ i ~ s ct == с s-1- i (относительно скалярного 
произведения Nfинковского); 

4) dim С1 равна числу инвариантных факторов А, не деля
щихся на pi+I для i < s; 

5) для О ~ i ~ s - 1 С; имеет минимальный вес п + 2 и 
слова веса п + 2 в. С0 соответствуют прямым или (возможно, 
если_ р = 2) овалам в п. · 

Замечания. 1. Если s нечетно, из 3) видим, что С<•-1)/2 
есть самодвойственный код, соответствующий л:. 

2) Ландер вычислил размерности кодов С; в случае дезар
говой плоскости :rt, обобщая тем самым известный результат, что 

в этом случае dim С0 = 1 + ( р-; 1 
) s/ (см. [28]). 

Теорема 11.8 привела к новой попытке найти PG(2, 10) (см. 
[2*, 3~, 45*]). / 

Пусть А - матрица инцидентности блок-схемы 2-(56, 11, 2) 
(четыре из которых известны, см. гл. 4). Тогда строки G = UsвA) 
порождают (112, 56)-бинарный самодвойственный код С. Будем 
обсуждать лишь тот случай, когда 2- ( 56, 11, 2)-схема соответ
ствует графу Гевиртца. В этом случае А симметрична, и ста,10 
быть (А/56) такще является порождающе!1 матрицей .цля с;._ Этg 
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значит, ЧТО ДЛЯ демонстрации ТОГО, ЧТО С имеет МИНИМаЛЬНЫЙ 
вес 12, достаточно рассмотреть сумму i ::::;; 6 строк а. Пусть Xj 

(1 ::::;; j ::::;; 56) - число единиц в i выбранных строках и j-м 

, столбце матрицы А. Тогда имеем L xi = l li, I( d) = 2 ( ~ ). 

Стало быть L х i ( х i - 2) = 2i2 
- 13i, т. е. по крайней_ мере 

13i - 2i2 столбцов имеют ровно одну 1, что и показывает, что 
все суммы этих i строк - по крайней мере 2i (7 - i). Это рав
но 12, если i = 1 или 6. Кроме того, если сумма 6 строк G 
равна 12, то Xi = О для 20 значений j, xi = 1 для 6 значений j, 
Xi = 2 д.'lя остальных 30 столбцов А. Значит, эти 6 строк А 
обладают тем свойством, что !fет точки, расположенной более чем 
в двух из них, т. е. они соотв-етствуют тангентам некоторого ова
ла в 2-(56, 11,2). В случае удачи (112,56)-код соответствует 
PG (2, 1 О). Тогда мы можем реконструировать плоскость, исполь
зуя теорему 11.8, рассмотрением овалов 2-(56, 11,2)~схемы, про
ходящих через фиксированную точку. Другие схемы с теми же 
параметрами могут быть рассмотрены аналогичным образом. Ни 
одна из известных схем не привела к желаемому результату. 

·Теорема Jl,14 [1*]. Пусть m-симметричная 2-(v,k,Л)
схема с k = O(mod 4), 'А== 2(mod 4), Лlk. Предположим, что т 
qмеет овалы и что эти овалы· также образуют 2-(v, К, А)-схему. 
Тогда т есть единственная 2-(7, 4, 2)-схема. · 

15 (к стр. 83) 

Рядом авторов обобщалась идея КВ-кодов (см. [14, 76, 
70, 79]). Мы лишь кратко опишем здесь эти идеи и покажем 
связь с некоторыми хорошо известными схемами; В обобщении 
длина кода есть q == рт ( т > 1). Мы возьмем т = 2. В каче
стве алфавита мы можем использовать любое конечное поле F, 
Пусть G- аддитивная группа поля GF(q). Мы отождествляем 
позиции кода с элементами G и ·представляем кодовое слово как 
выражение 

q_= L CgXg (cg Е F), (12.20) 
geG 

которое должно рассматривать как формальное. Заметим, что 
это соответствует- представлению циклических кодов в случае 
т = 1, где G = {О, 1, ... , р - 1}. 

Групповая алгебра FG состоит и.з всех выражений вида 
(12.20) со следующими правилами сложения и умножения: 

L agxgEJЭ L bgxg = L (ag + bg) xg, 

L agxg * L bgxg = L ( L ag,bg;) xg, 
g,+g,=g 

(12.21) 

где суммирование проводится по всем g Е G. Тогда (FG,$, •) 
образует кольцо. 

Пусть 6 - примитивный р-й корень единицы в некотором рас· 
ширении Р поля F. Пусть а- примитивный элемент поля GF(q). 
}\аЖДЫЙ ЭЩ'МеНТ g Е G может 6Р!ТЬ предсТа!JЛ~Ц как g ""' io + i1a 
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с io и ir 
правилу: 

из GF(p). Определим теперь характер 'ljJ1: G-+ F по 

(12.22) 

и для каждого h е G определяем характер '\]Jh по правилу 

Фh (g) = Ф1 (gh). (12.23) 

Наконец, характеры, расширеннь\е до FG, линейны по опреде· 
лению: 

Фr ( L agxg) = L agфf (g). 
gaG gaG 

(12.24) 

Читатель, близко знакомый с теорией характеров, увидит, что 
мы сейчас имеем все характеры G и что h~-+-'Фh устанавливает 
·изоморфизм между G и группой характеров. Мы опускаем до
казательство фактов, приводимых ниже (см. [79] ). Обозначаем 
через И (соотв. V) множество ненулевых квадратов (соотв. не
квадратов) в G. 

Определение 12.25. Обобщенный квадратично-вычетный 

код (ОКБ-код) длины q над F состоит из всех с= L cgxg 
таких, что 'Фи (с)= О для всех и Е И. 

Обозначаем этот код через А+ и обозначаем_ через В+ код, 
получаемый заменой И на V в (12.25). Коды А и В являются 
подкодами, определяемыми дополнительным требованием '1jJ0 (c) = 
= О. Из независимости характеров видим, что А+ имеет раз• 
мерность (q + 1)/2. 

Читатель должен сейчас убедиться, что если т = 1, то 
(12.25)- совпадает с ( 12.6). 

В [79] показано, что идея идемпотента (см. (12.1)) может 
быть обобщена. Тем же способом, какой указан в замечании 
после (12.10), -можно расширИть А+ и В+ до Аоо и Воо -соответ
ственно добавлением нового символа к кодовым словам, так что 
расширенные коды являются двойственными. Можно показать, 
что оба эти кода инщ1риантны от;носительно PSL(2, q). Это зна
чит, что и теорема (12.7) тоже обобщаема. Действительно, в 
этом случае можно показать, что если К= GF(p), то слово 

с= L xg лежч:т в А+. Стало быть мы действительно знаем, 
ge.K 

что минимальный вес равен р. Итак, имеем полное обобщение 
теории КВ-кодов. 

Довольно трудное доказательство показывает, что только 
слова минимального веса в А"° являются словами в орбите 

( L xg, 1) относительно PSL(2, q) и кратны этим словам. 
ge.K 

Это значит, что объединение поддержек (носителей) кодовых 
слов минимального веса в Аоо и Воо являются образами GF(p)U 
U {оо} под действием PGL(2, р2) на проективную прямую по
рядка р2 (представляемую посредством G U {оо} ). -Значит, эти 
слова образуют Мёбиус-плоскость 3 -(р2 + 1, р + 1, 1) (см. 
гл. 1). Вновь мы нашли схему из слов минимальиоrо веса в 
коде (и двойственному). Коды, обсуждавшиеся здесь выше, впер
вые построил (для F = GP(2)) Дельсарт [761 исходя из схем. 

, Дополнительно по этой главе см. [49, 64J. 
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16 (к стр. 89) 

Теория равномерно упакованных кодов ра3вивалась Гетал· 
сом и ван Тилборгом. Обзор большинства известных результатов 
об этих кодах представлен в [81]. Ниже, в этой главе, будут 
описаны некоторые из связей между равномерно упакованными 
кодами, так называемыми двухвесовыми кодами I! сильно регу· 
лярными графами. 

17 (к стр. 91) - · 

Определение 14.5. е-код С, исправляющий ошибки, дли
ны п над GF(q) называется равн.омерн.о упакован.н.ым с пара
метрами а и ~ тогда и только тогда, когда для каждого слова 
х s [jl,(n) выполнены два условия: 

1) если х ·имеет расстояние е до С, то х имеет .расстояние 
е + 1 в точности до а кодовых слов; 

2) если х имеет расстояние >е до С, то х имеет расстояние 
е + 1 в точности до ~ кодовых слов, где а< 
_<(n"--e)(q-1)/(e+ 1). 

18 (к стр. 97) 

Посредством приводимой ниже теоремы, следующей из общ~й 
теории равномерно упакованных кодов, подчас легче решить, яв

ляется ли данный код равномерно упакованным, нежели пользо
ваться самим определением. За ее доказательством мы отсылаем 
читателя к [81]. 

Теорем а 14.22. Пусть С- лин.ейн.ый е-код, исправляющий 
ошибки. Тогда С является равн.омерно упакован.н.ым (соотв. со
вершен.н.ым) тогда и только тогда, когда число н.ен.улевых весов 

в двойствен.н.ом коде c.L есть е + 1 (соотв. е). 
Если в теореме 14.22 е = 1, то с..Lимеет лишь два ненулевых 

веса. Такой код называется двухвесовым кодом. 
Пр им ер 14.23. Пусть Н - проверочная матрица кода Хэм

минга длины (qm-1)/(q-1) над GF(q). Столбцы матрицы Н 
представляют собой точки PG (т - 1, q). Пусть столбцы зануме
рованы так, что первые (q" - l)/(q- 1) столбцов образуют под
пространство S = PG(k - 1, q). Пусть с= (с 1 , ••• , Ст)- Урав
нение С1Х1 + С2Х2 + ... + СтХт = О представляет гиперплоскость 
в PG (т - 1, q), которая либо содержит S, либо пересекает S 
в (q•- 1 - l)/(q- 1) точках. Это значит, что линейная комбина
ция строк матрицы Н имеет ( qk - 1) / ( q -.,. 1) нулей или 
( q•- 1 - 1) / ( q - 1) нулей в позициях, соответствующих S. От
бросим теперь столбцы, соответствующие S, и образуем код !-ТЗ 
строк оставшейся матри!.(ы. Этот код имеет размерность т, а 
кодовая строка - веса qт- 1 или qm-I - q•-1. По теореме 14.22 
этот код.двойствен равномерно упакованному коду. 

Следующие две теоремы, принадлежащие Дельсарту [ 17*], 
показывают, как двухвесовые коды соотносятся с некоторыми 

сильно регулярными графами. Если столбцы порождающей матри-

цы линейного кода С попарно линейно независимы (т. е. c..L 
имеет минимальный вес ~3), то код С называется проективным. 

Теорем а 14.24. Пусть С - двухвесовой проективный код 
с весами W1, W2 (W1 < W2). Определил~ граф Г(С), считая пер-
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шинами кодовые слова и соединяя слова х и у ребром тогда и 
только тогда, когда d (х, у)= W 1• Тогда Г(С) - сильно регуляр-
ный граф. · 

Следующая теорема есть обращение теоремы 14.24. 
Теорем а 14.25. Пусть Г- сильно регулярный граф на 

п = р• вершинах, р - простое, с цельи,~и собственными значе
ниями а, р 1 , р2 • Пусть элементарная абелева р-группа Gn будет 
регулярной группой автоморфизмов графа Г. Тогда существует 
двухвесовой код С над GF(p) такой, что Г = Г(С). 

За доказательством отсылаем к [17*]. В доказательстве по
казывается, что собственные значения для N слов из С и весов 
W1, W2 из С связаны соотцошениями 

(Р1 - Р2) (р - 1) N = - а - Р2 (pk- 1), (14.26) 

i= 1, 2. (14.27) 

Эта теорема позволяет выявить связи между целым рядом 
объектов .. В. качестве примера рассмотрим частичную геометрию 
с параметрами r = k = 6, t = 2. Такая геометрия ассоциирована 
с сильно· регулярным графом Г с параметрами 81, 30, 9, 12 и 
Р1 = 3, р2 = -6. Граф Г был определен· из (5, 4)-кода над 
GF(3) таким образом, что трансляция над кодовым словом яв
ляется, очевидно, автоморфизмом. Значит, Г допускает элемен
тарную абелеву группу порядка 81 в качестве группы автомор
физмов. Стало быть теорема 14.25 утверждает, что граф Г со
ответствует двухвесовому коду размерности 4 над GF(3), кото
рый имеет длину слов N = 5 и веса 15 и 18. По теореме 14.22 
код, двойственный к этому коду, есть равномерно упакован
ный код. 

19 (к стр. 105) 

Другие понятия из теории кодирования· (такие, например, 
как равномерно упакованные коды), так же как и теорема о та
ких кодах, тоже· могут быть обобщены до метрических схем. 
Gднако концепции теории схем более естественно возникают в 
Q-полиномиальньiх схемах. Просматривается аналогия; или «фор
мальная двойственность», между определенными парами понятий, 
которая полезна в предсказывании результатов о Q-полиноми
альных схемах, для которых нет простого эквивалента «метриче- . 
ского» условия для ?-полиномиальных схем (15.3). 

Для данной ассоциативной схемы пусть Е0 , •.. , .Еп - мини
мальные идемпотенты алгебры 'Боуза - Меснера ~. Таким обра
зом, Е; - матрица в ·~ с собственным значением 1 на i-м соб
ственном пространстве и О на других. По определению Р 

откуда 

Имеем Е1Е1 == б11Е1. 
132 

п 

Ak= L pikEi, 
i=O 

п 

Ei = 1 х ,-! L QklAk. 
k=O 



Имеется вторая операция, определенная на ~; именно, ада·· 
марово (или поточечное) произведение (ai/) о (bi/) = (a;1bij). По· 
скольку каждая А; есть 0-1-матрица, то выяв.Ленные свойства 
обеспечивают тот факт, что А; 0 А1 == б11А1, откуда А 0, ••• ~ Ап -
минимальные идемпотенты относительно этого умножения. По
скольку ~ замкнута относительно адамарова: произведения, имеем 

п 

Ei оЕ. = L Ьп~Еk 1 
k u о 1 

для некоторых действительных чисел b11k, задаваемых равенством 

п 

1Х12 
µkbi/k = ·Z:: nmQm8mjQmk· 

т=О · 

Числа b11k известны как параметры Крейна, потому что следую·
щий результат, доказанный Скоттом [40*], был до.казан с ис
пользованием теоремы I(рейна. 

· Теорем а 15.6*. О ~ biik ~ 1. 
До к аз ат ель ст в о. Адамарово произведение Е; о Ej есть 

главная подматрица кронекерова произведения Е; @ Ei, и значит 
ее собственные значения b11k ограничены сверху и снизу соб
ственнь!ми значениями матрицы Е1 @ Е1, которая является идем
потентом. 

Для сильно регулярных графов граница К:рейна принимает 
следующую форму: - . 

Предложение 15.7*. Пусть Г-сильно регулярнь1й граф, 
чья матрица смежности имеет собственные значения а, р 1 , Р2· 
Предположим, что и Г, и его дополнение связны. Тогда 

(р1 + l) (а+ Pr + 2Р1Р2).;;;;; (а+ Р1) (Р2 + 1)2, 

(р2 + 1) (а+ Р2 + 2Р2Р1).;;;;; (а+ Р2) (Р1 + 1)2. 

3 а меч ан и е. (4.3) есть следствие этого результата, как 
это уже отмечалось в конце гл. 4. 

Обращение в нуль параметров К:рейна имеет и комбинатор
ный смысл, см. [11 *, 12*]. Например, если имеет место равенство 
в обеих границах (15.7), то графы ГIГ(р) и Г!Г(р) оба снльно 
регулярны для любой вершины р. Обратно, если ГIГ(р) и 

Гjf (p) сильно регулЯ]~Ны для некоторой вершины р, то в (15.7) 
имеют место равенст~а, ,за исключением некоторых параметри
ческих множеств. 

Параметры К:рейна формально двойственны числам. пересече-
. ний aiik. Например, ассоциативная схема Q-полиномиальна тогда 
и только тогда, когда b11k = О, за исключением 1 i - j/ ~ k -~ 
-~i+j, и в тоже время Ь11+ 1 =#0 для 1 ~i~п-1. В этом 
же смысле теории метрических и Q-лолиномиальных схем двой· 
ственнь •. 

/ 
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Секант ДЗ 
Сетка Д6 

(усло-
21 

Сила (интенсивно.сть) 105 
Система Штейнера (штейнеро-

ва система) Д! 1 
Слово 47 
Станщtртная форма 49 
Степень 105 
Схема Адамара (адамарова) 

10 
вычетная . (остаточная) 14 
квазивычетная (квазиоста-
точная) Дl 
квазисимметричнаЯ 24 

- парная (схема пар) 18 

Схема плотная 106 
- производная 14 -
- самоортогональная 73 
- симметричная 8 
t-схема 6 

Тангент ДЗ 
Теорема Ассмуса - Маттсона 

79 
- Брука - Райзера - Човла 

10 
!-фактор Д9 

Частичная геометрия Д6 

Шар 48 
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ИЗДАТЕЛЬСТВО« НАУКА» 

ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 
Ф ИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОй 

ЛИТЕРАТУРЫ 

117071, Москва, В-71, 
Ленинский проспект, 15 

Готовится к печати: 

ЕМЕЛИЧЕВ В. А., КОВАЛЕВ М. М., 
КРАВЦОВ М. К. Многогранники, графы, оп
тимизация. 

К:нига посвящена систематическому изложению 

теории выпуклых многогранников с точки зрения 

различных задач дискретной и непрерывной оптими

зации, формулируемых на геометрическом языке. Эта 

актуальная тема имеет широкие приложения. В, кни

ге отражен материал бурно развивающихся дисцип

лин, лежащих на стыке теории линейных неравенств, 

теории графов и целочисленного программирования. 
Детально изложены результа'ты о многогранниках, 

связанные с распространенной задачей линейного 

программирования - транспортной задачей. 

К:нига может быть рекомендована научным ра

ботникам, студентам и аспирантам в области при

кладной математики и кибернетики. 

Предварительные заказы на эту книгу прини

маются без ограничения магазинами К:ниготорга 11 

Академкниги. 
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ИЗДАТЕЛЬСТВО« НАУКА» 

ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 
ЛИТЕРАТУРЫ 

117071, Москва, В-71, 
Ленинский проспект, 15 

Готовится к печати: 

МАРКОВ А. А. Введение в теорию коди
рования. 

Книга содержит материал по теории кодирова

ния, предусмотренный учебной программой курса 

«Математическая логика и дискретная математика» 

для факультетов вычислительной математики и ки

бернетики и факультетов прикладной математики 

университетов и ряда других вузов. 

Книга примыкает к вышедшей в 1979 г. книге 

С. В. .Яблонского «Введение в дискретную матема

тику». 

В книге излагаются как комбинаторно логиче

ский, так и статистический подходы к вопросам сжа

тия информации и помехоустойчивого кодирования. 
Кроме .обязательного материала в объеме програм

мы, пособие содержит дополнительJ!ые главы, и чи

татель подводится к . современным проблемам. теории 
информации . 

. ·Предварительные заказы на эту книгу прини

маiотся без . ограничения магазинами Книготорга. ·И 
Академкниrи. 
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ИЗДАТЕЛЬСТВО« НАУКА» 

ГЛАВНАЯ РЕДАКЦИЯ 
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 

ЛИТЕРАТУРЫ 

117071, Москва, В-71, 
Ленинский проспект, 15 

Готовится к печати: 

САЧКОВ В. Н. Введение в комбинатор
ные методы дискретной математики. 

К:нига содержит изложение основных комбина

торных методов современной дискретной математи

ки в систематизированном виде. Предпочтение от

дается тем методам, которые наиболее отрдботаны 

теоретически, и тем, которые имеют наибольшее чис

ло приложений. Наряду с общей теорией много вни
маниЯ уделяется решению комбинаторных задач, в 
том числе прикладного характера. В ко:~ще каждой 

главы приводятся задачи учебного характера нара

стающей трудности. 

I(нига предназначена в качестве учебного посо

бия ·для студентов и аспирантов по специальностям 

«Прикладная математика» и «К:ибернетика»~ Она 

может рассматриваться как дополнение к вышедшей 

в 1979 году книге С. В. Яблонского «Введение· в 

дискретную математику». 

Предварительные заказы на эту книгу прини

маются без ограничения магазинами К:ниготорга и 

Академкниги. 



ИЗДАТЕЛЬСТВО «НАУКА» 

ГЛАВ НА Я РЕДАКЦИЯ" 
ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ 

ЛИТЕРАТУРЫ 

117071, Москва, В-71, 
Ленинский проспект, 15 

Готовится к печати: 

ЭНДРЮС Г. Теория разбиений, перевод 
с английского. 

Книга вышла в США в новой серии «Энцикло

педия математики и ее~ приложений». Предмет кни

ги - неупорядоченные разбие;шя натуральных чисел 

на натуральные слагаемые. Автор излагает теорию и 

практику разбиений-, не. отдавая предпочтения ее 

теоретико-числовым ил.и комбинаторным аспектам. 

За последнее время возросли приложения разбие· 

ний в вычислительной технике. В книге отражены 

все трИ типа приложений. Систематически излагает· 

ся аппарат: производящие функции, геометрический 

· и алгебраический подходы и др. 
Книга будет полезна научным работникам, аспи

рантам и студентам в области прикладной матема

тики, кибернетики, теории чисел. 

Предвартттельные заказы на эту книгу прини
маются без ограничения магазинами Книготорга и 

Академкниги. 


