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0.1 Samenvatting 
We bekijken een holonoom systeem bestaande uit een keten van starre 
lichamen Bk met k=l,..,n. We formuleren uitdrukkingen voor de positie, 
absolute (hoek)snelheden en absolute (hoek)versnellingen ten opzichte 
van de vaste wereld door gebruik te maken van de relatieve beschrij- 
vingswijze. Ce ïepïeseïitatiea hiervan t.o.v. de ZO-basis schïijven we a ls  
funktie van de gegeneraliseerde snelheden. Als we uitdrukkingen voor 
de absolute hoeksnelheden en absolute (h0ek)versnellingen hebben, dan 
kunnen we deze gebruiken in de tweede wet van Newton en de impuls- 
momentvergelijking van Euler. 
We schrijven de vergelijkingen van Newton en Euler om naar represen- 
taties ervan t.o.v. een inertiadbasis en substitueren onze eerder gevon- 
den uitdrukkingen voor de absolute (h0ek)versnellingen en hoeksnelhe- 
den hierin. Na een transformatie worden deze vergelijkingen bij elkaar 
opgeteld en gesommeerd over alle lichamen. Op deze manier ontstaan n 
bewegingsvergelijkingen die het dynamisch gedrag van het hele systeem 
beschrijven. 
Met het symbolisch MultiBody-pakket AUTOLEV wordt de theorie toe- 
gelicht door het €oormuleren van bewegingsvergelijkingen voor de dub- 
belslinger. Hier wordt ook een simulatie mee uitgevoerd. De formulering 
van de bewegingsvergelijkingen volgens Kane leidt snel tot goede resulta- 
ten, die ondersteund worden door een gebruikersvriendelijk AUTOLEV. 
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0.2 Inleiding 
De MULTIBODY-DYNAMICA houdt zich bezig met het modelleren en 
simuleren van het kinematische en dynamische gedrag van een eindig 
aantal aan elkaar gekoppelde lichamen. Uit de V.S. is de formulering van 
de bewegingsvergelijkingen volgens Kane overgewaaid samen met het op 
&e theorie gebaseerde programma AUTOLEV. Omdat over deze theorie 
steeds meer wordt gehoord, maar ook vanwege de kleine omvang van het 
programma, willen we graag weten wat de mogelijkheden en beperkingen 
van die theorie en het programma zijn. 

Hiertoe is dit rapport opgesteld, dat ten eerste de bewegingsvergelij- 
kingen volgens Kane in de hier gangbare wiskunde moet presenteren. De 
lezer zal derhalve matrix- en vectorrekening moeten beheersen en op het 
gebied van de dynamica onderlegd moeten zijn. 

Het tweede doel is om een inleiding te geven op het gebruik van het 
programma AUTOLEV aan de hand van een voorbeeld. Het programma 
AUTOLEV past deze theorie toe. Hiervoor is een goede kennis van deze 
theorie vereist. We zullen daarom na elke theoretische stap een uitwer- 
king geven binnen AUTOLEV, zodat we snel een verband kunnen leggen 
tussen theorie en praktijk. 

De theorie volgens Kane is op de volgende manier opgebouwd: 

o opstellen van de kinematische verbindingsbetrekkingen 

o opstellen van de kinetische vergelijkingen 

o combineren van deze twee tot bewegingsvergelijkingen 

Kenmerken van de bewegingsvergelijkingen volgens Kane zijn het gebruik 
van gegeneraliseerde snelheden en de vervanging van uitwendige vector- 
produkten door matrixvermenigvuldigingen. 
Ook AUTOLEV heeft deze opbouw met eraan toegevoegd: 

o controle van de ingevoerde systeembeschrijving 

o simuleren dat wil zeggen het numeriek berekenen van de gevraagde 
output zoals verdraaiingen, snelheden, krachten en energieën 

Dit rapport is op dezelfde manier opgebouwd waarbij de resultaten gra- 
fisch worden gepresenteerd, en vergeleken worden met resultaten verkre- 
gen met het multibodypakket DADS. 
We hebben ons beperkt tot holonome systemen en een eenvoudig, in 
principe tweedimensionaal voorbeeld: de dubbelslinger. We menen ech- 
ter dat dit voldoende is om in ieder geval een duidelijk idee te krijgen van 
de problemen die een rol spelen. AUTOLEV is een symbolisch pakket 
en eigenlijk niets meer dan een hulpmiddel om formules te genereren, zij 
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het dat het speciaal is uitgerust voor multibodydynamica. Ten behoeve 
van de simulatie gegenereert AUTOLEV een Fortranprogramma dat snel 
is door de efficiënte manier waarop de theorie is opgebouwd. 

Om duidelijk het verschil tussen theorie en praktijk weer te geven, zijn 
voor de stukken die betrekking hebben op de theorie en op AUTOLEV 
aparte lettertypeii gebr-ikt . Daarnaast zijn theoretische formules mei 
('fnr.') en formules binnen AUTOLEV met ('nr.') aangeduid. Vectoren 
zullen in principe worden aangeduid met een +. AUTOLEV gebruikt 
echter een notatie zonder -. Bij het gebruik van die notatie zal uit de 
context blijken wanneer het om vectoren gaat. 
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0.3 Notaties 

n 
m 
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i? 
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r, b, c 
V 
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M k  
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M o f M  

Aantal beschouwde lichamen 
Massa 
Lengte 
Grwit atieversneUng 
Basis 
Hoek 
Hoeksnelheid 
Relatieve hoeksnelheid 
Hoekversnelling 
Posities 
Snelheid 
Versnelling 
Gegeneraliseerde snelheid 
Partiële hoeksnelheid 
Komponent van de partiële hoeksnelheidsmatrix 
Partiële translatiesnelheid 
Komponenten van de partiële translatiesnelheidsmatrix 
Centrale traagheids tensor 
Rotatietensor 
Hoeksnelheidstensor 
Verbindingselement 
Referentiepunt van een lichaam 
Verbindingspunt 
Massamiddelpunt 
Moment 
Kracht 
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0.4 Mathematische symbolen 

‘Af Wordt gedefinieerd als 

Q Met behulp van vergelijlring ~ . . ~  
(1 Tij ds afgeleide 

ä * Uitwendig produkt 

ä ä Inwendig produkt 

ä Vector 

Kolom 

- A Matrix 

n Cj=* Sommeren over alle j voor j = O, ..., n 

0.5 Indices 

i 
j 
k 

Referentiebasis met i = O, ..., n-1 
Beschouwde basis met j = O, ..., n 
Hoofdrichtingskomponent met k = 1, 2, 3 
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1 Systeemmodellering 

1 .l. Systeembeschrijving 
Om de theorie eenvoudig uit te leggen bekijken we een onvertakte keten 
(boomstructuur) die uit n starre lichamen B1 t /m Bn bestaat, ten op- 
zichte van de gkhde referentie of -vaste wereld P. Voor de vaste wereld 
geldt dat de absolute versnelling nul is. 

Voor elk lichaam Bk zijn de volgende grootheden gedefinieerd: 

o Er is een lichaamsgebonden rechtsdraaiende orthogonale basis (zk)T 
= [ ë. ëf ët 1. Vanaf nu zal elke basis rechtsdraaiend en ortho- 
gonaal worden gedefinieerd. 

o Deze basis heeft zijn oorsprong in het lichaamsgebonden referentie- 
punt Ok, dat samenvalt met het massamiddelpunt Mk. 

o Op elk lichaam Bk bevinden zich twee punten Nk12 en Het li- 
chaam Bk is met lichaam Bk-l  verbonden door verbindingselement 
H k  en met lichaam Bk+l door verbindingselement H k + l .  Het punt 
Nk*2  is het verbindingspunt tussen H k  en Bk en het punt is 
het verbindingspunt tussen Bk en H k + l .  

o Als verbindingsassenstelsel in de punten Nki2 en Nk+' wordt de ba- 
sis g k  van lichaam Bk gekozen. 
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Voor verbindingselement H k  geldt verder nog: 

o Verbindingselement H k  wordt gekarakteriseerd door de verbindings- 
vector Ck en de verbindingstensor C k .  De vector Ck is de positie- 
vector van N k $ 2  ten opzichte van N k  waarvoor geldt: 

(fl) ;k '&f + k  1 Tk 1 k - -k-1  T ( e  - 1  - c  - ( e  1 

o H k  wordt massaloos verondersteld dat wil zeggen dat H k  geen bij- 
drage kan leveren aan de kinetische energie van het totale systeem. 
Bij lijn- en bolscharnieren vallen bovendien de punten N k  en Nk22 
samen. 

Voor een overzichtelijke notatie schrijven we in plaats van k - l ~ k  in het 
vervolg g dus: 

De tensor C k  beschrijft de oriëntatie van basis etk ten opzichte van basis 
Z k - l  volgens: 

(f3) ( p ) T  '&f ck . p - 1  1 T 

(f4) l p - 1  = - ck g k  

Door substitutie van Ck=(ek)Tckek in (f3) volgt: 

- Ck is de matrixrepresentatie van de verbindingstensor C k  ten opzichte 
van zowel de basis C k  als de basis Z k - l  en is evenals Ck een funktie van 
de tijd. 

Bekijken we nu lichaam B1 t/m Bk dan geldt hiervoor: 

(f5) g O = c l g l ;  p = - e ' 2 ;  e'k-l=C"e'k - 

Successieve substitutie van deze relatieve uitdrukkingen leidt tot een be- 
schrijving van basis etk ten opzichte van de vaste wereld: 

(f6) go =c1c2 ... ek 
De oriëntatie van de lokale lichaamsgebonden basis g k  ten opzichte van 
de vaste wereld Bo wordt ook volledig en eenduidig beschreven door de 
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rotatietensor Rk volgens: 

(n) ( e ' k ) T  = Rk (3"T 

of in matrixrepresentatie: 

Vergelijken we (f8) en (f6) dan volgt hieruit: 

Definitie van het probleem 

Het systeem wat we gaan beschrijven met AUTOLEV is een dub- 
belslinger (zie figuur 2). Dit systeem bestaat uit twee starre dunne 
cilindrische lichamen A en B .  Lichaam A is met een lijnscharnier op- 
gehangen aan de vaste wereld N in het punt Q. Het lichaam B is 
eveneens met een lijnscharnier verbonden met lichaam A in het punt 
R. Aan de lichamen A en B worden lichaamsgebonden verbindingsas- 
senstelsels (frames) A en B gedacht, waarvan de referentiepunten O* 
en OB samenvallen met de massamiddelpunten A* respectievelijk B*, 
Aan de vaste wereld wordt het frame N toegekend. De frames N, A 
en B komen overeen met de lichaamsgebonden bases go, g1 en Z2 uit 
figuur 1. De lengten van de lichamen A en B zijn respectievelijk 2*LA 
en 2*LB. Het systeem beweegt in een plat vlak dat wordt opgespan- 
nen door de vectoren N1 en N2. De hoek 01 geeft de verdraaiing weer 
tussen lichaam A en de vaste wereld N en de hoek 02 de verdraaiing 
tussen de lichamen A en B. De massa's van de lichamen A en B zijn 
respectievelijk MASSA en MASSB. 

Figuur 2: De dubbelslinger. 
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Voor dit systeem zullen worden bepaald de hoekverdraaiingen, de 
ho eksnelheden, de hoekversnellingen, optredende momenten, de kine- 
tische en potentiële energie als funktie van de tijd, voor een vrije be- 
weging in het zwaartekrachtveld vanuit de beginpositie O1 = 0 2  = 4 5 O ,  
met en zonder demping in de scharnierpunten. 

Nu makûn w û  ûûn bûgir; rnût hat fr;vosmì v m  het systeerrr irr AUTÛ- 
LEV. In appendix F staat het schema wat we aanhouden voor het 
programmeren van de dubbelslinger. Dit kan ook bij andere eenvou- 
dige voorbeelden worden aangehouden. 
We kunnen op elk moment tussen het invoeren van gegevens commentaar- 
en toelichtingsregels invoegen. Dit kan gedaan worden na een uitroep- 
teken, !. Vaak wordt een programma geopend met de naam van het 
probleem. Bijvoorbeeld: 

( i >  ! DUBBELSLINGER 

Een uitroepteken kan ook worden gebruikt om de regels van elkaar te 
scheiden. Om overzicht te houden op de invoer worden in het vervolg 
de commentaarregels van de invoer gescheiden. 

Wanneer in de systeemvergelijkingen bepaalde deelexpressies meer- 
dere malen voorkomen, zal AUTOLEV deze automatisch vervangen 
door hulpvergelijkingen Z1, 22 etc. Dit doet AUTOLEV om de einduit- 
drukking niet al te  lang te  laten worden. Omdat het overzicht zoek 
raakt wanneer meerdere Z's worden gevormd, zullen we voor de dui- 
delijkheid dan ook geen gebruik maken van deze optie. AUTOLEV 
gaat er bij het opstarten vanuit dat deze optie gewenst is en we moe- 
ten deze uitzetten met het commando: 

(3) AUTOZ(0FF) 

Als eerste wil AUTOLEV weten hoeveel onafhankelijke graden van 
vrijheid (Degrees Of Freedom) het systeem heeft. Dit aantal moeten 
we zelf bepalen. Ons systeem heeft twee graden van vrijheid: bijvoor- 
beeld O1 en Q2. Dit wordt in AUTOLEV als volgt ingevoerd: 

Vervolgens worden de (starre) lichamen, exclusief de vaste wereld, ge- 
introduceerd met het commando FRAMES(A,B). Met dit commando 
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weet AUTOLEV dat er twee lichamen A en B in het systeem voorko- 
men. Het commando introduceert tevens: 

o lichaamsgebonden rechtsdraaiende vectorbases met vectoren Al ,  

e rnassxt1iddelp1rnten ASTAR e= %STAR. 

o lichaamsmassa's MASSA en MASSB. 

A2, A3 respectievelijk B1, B2, B3. 

Voor de vaste (of Newtoniaanse) wereld hoeven we geen frame toe 
te  kennen. Er wordt door AUTOLEV zelf een rechtsdraaiende set 
lichaamsgebonden orthogonale basisvectoren gekroduceerd, N 1, N2 
en N3. Deze komen overeen met de set basisvectoren behorende bij 
de vaste wereld: = [ ëf ëi ëi 3. 

(5) FRAMES(A,B) 

W e  kunnen nu de oriëntaties van de verbindingsassenstelsels volgens 
(f4) invoeren met behulp van het commando SIMPROT (SIMple RO- 
Tation). Om de verdraaiing van een lichaam Bk (in dit geval A) t.0.v 
een vorig lichaam B"' (de vaste wereld N) te bepalen moeten het 
voorgaande en volgende frame worden ingevoerd. Vervolgens moet de 
as aangegeven worden die tijdens de rotatie gemeenschappelijk blijft 
(3 van N 3  en A3) en als laatste de hoek (PHI1) die de grootte van de 
rot atie aangeeft. 
Dus: 

(6) SIMPROT(N,A,3,PHIl) 

AUTOLEV reageert hierop met het geven van het antwoord achter 
het symbool - >, in de vorm van de richtingscosinussen (DIRection 
Cosines) en doet dit als volgt: 

- > (7 )  DIRCO S (N,A,COS( PHI11 ,-SIN( PHI19 ,O,SIN( PHI1) , 
COS(PHI1),0,0,0,1) 

Hierin staan de richtingscosinussen voor lichaam A ten opzichte van 
de vaste wereld N. Deze komen overeen met de komponenten van de 
verbindingsmatrix c' uit formule (f5) ten opzichte van Cl-basis (frame 
A) (of k j o  (frame N)): 

cos@' -sin@' O 

O O 1  1 



Hoeksnelheden 13 

Dit commando moet, op overeenkomstige wijze a i s  onder (61, voor 
iedere verbinding worden gegeven. De oriëntatie van lichaam B ten 
opzichte van lichaam A wordt a i s  volgt gevonden: 

(8) SIMPROT(A,BD3,PH12) 

- > (9) DIRCOS (A ,B ,COS( PHI2) ,- SIN( PHI2) ,O ,SIN(PHI2), 
COS(PHI2),0,0,0,1) 

Uitdrukking (9) komt overeen met de komponenten van de verbin- 
dingsmatrix c2 uit formule (f5) ten opzichte van de c2-basis (frame 
B) of (frame A). Met het commando DIRCOS(N,B) worden de 
richtingscosinussen van basis B ten opzichte van de basis N berekend. 

( 1 O) DIRC O S (N ,B 

- > ( 11) DIRCOS (N,B ,COS (PHI1 +PHI21 ,-SIN(PH1 1 +PHI21 *OD 
SIN( PHI1+ P HI21 ,CO S (P HI 1 +P HI21 ,O ,O ,O, 1) 

Deze komen overeen met de komponenten van de rotatiematrix B2 uit 
formule (f9) met: 

cos(01+ 0 2 )  -sin(% + 0 2 )  O 

O 1  1 
- R 2 =  [ sin(<Il+ 0 2 )  cos(Ql+ 02) 

O O 

1.2 Hoeksnelheden 
Nu we de relatieve en absolute oriëntatie van de frames hebben vastge- 
legd en de vrijheidsgraden zijn gedefinieerd, kunnen we beginnen met 
het formuleren van de hoeksnelheden. De translatiesnelheden komen la- 
ter aan bod, omdat hiervoor ook de hoeksnelheden bekend moeten zijn. 

Teneinde de kinetische en potentiële energie, de beweging en het krach- 
tenspel van het systeem te kunnen beschrijven, zijn er uitdrukkingen voor 
de hoek- en translatie- snelheden vereist. Hiervoor moeten zij echter wel 
uitgedrukt zijn in de komponenten ten opzichte van de ZO-basis wil er een 
handelbare vergelijking ontstaan. Daarom zal zowel bij de hoeksnelheden 
a l s  later bij de translatiesnelheden een overgang moeten worden gemaakt 
van relatieve naar absolute snelheden. 
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We definiëren W k - l  en W k  als de absolute hoeksnelheidsvectoren van li- 
chaam Bk-l  respectievelijk B k .  De relatieve hoeksnelheidsvector van Bk 
ten opzichte van Bk-l wordt a ls  volgt gedefinieerd: 

tk &f W k  - W k - 1  (f10) w - 

Deze relatieve hoeksnelheidsvector heeft dus betrekking op verbindings- 
element H k .  

(fll) k - 1 -  k = ë k - 1  * W  sk w . .  

waarin k- lgk  de kolomrepresentatie, is van de relatieve hoeksnelheid van 
lichaam Bk ten opzichte van Bk-l uitgedrukt in de basis C k - l .  Evenals 
bij g k  noteren we ook voor k- lQ in het vervolg 4 k ,  dus: 

Voor k=O bestaat er in feite geen relatieve hoeksnelheidsvector, maar we 
definiëren so = Ö. Zodat nu ook geldt: 

(f13) W1 = 21 

De absolute hoeksnelheid van lichaam Bk is nu te schrijven als: 

tk (fl4) W k  = 2' +s2 + . . . + w 

Er geldt verder: 

(fl5) ($y = W k  * ( p ) T  

Dit uitwendig produkt kunnen we omzetten naar een eenvoudige tensor- 
vermenigvuldiging door: 

met : 

(f17) ilk %i! Rk (Rk)c 

De vector W is dus de axiaalvector van de tensor i lk.  
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De matrixrepresentatie van de hoeksnelheidstensor ilk ten opzichte van 
de ZO-basis luidt nu: 

(fl8) i l k  = (Z0)'Qk Zo 

met: 

1 [ - 0 w p  O W l k  o 

o -0W3k OWZk 

(f19)Qk = OW3k o - 0 W 1 k  

Drukken we de matrixrepresentaties van de tensoren ilk en Rk uit ten 
opzichte van de basis co dan volgt uit (fl6), (f18) en Rk = (eo)T&k eo de 
mat rixvermenigvuldiging : 

De hoeksnelheidsvector W k  is nu ook met (f19) uit te drukken ten op- 
zichte van de Zo-basis volgens: 

Opmerking: de differentiatievan debasis Z k  naar de tijd is dus omgezet 
naar een matrixvermenigvuldiging (f20). Voor computerberekeningen is 
dit een efficiënt algorithme. 

1.3 Gegeneraliseerde hoeksnelheden 

Het doel waar we heen willen met deze multi-bodytheorie is om per li- 
chaam te komen tot de bewegingsvergelijkingen volgens Newton en Euler. 
Deze luiden a ls  volgt: 

N e w t o n  : @ I C  = mkäk 

Euler  : ak = Jk atk + W k  * (Jk - W k )  

met: 

o äk de absolute versnelling van iWk 

o mk de massa van Bk 
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o J k  de centrale traagheidstensor van Bk 

o Z k  de absolute hoekversnelling van Bk 

e Z k  de ahsehte hoeksnelheid my Bk 

Hieruit volgt het belang van uitdrukkingen voor de absolute versnellin- 
gen, hoekversnellingen en hoeksnelheden. De vorm waarin deze worden 
aangedragen heeft veel invloed op de komplexiteit van de vergelijkingen. 
De volgende keuze van een kolom gegeneraliseerde hoeksnelheden maakt 
het mogelijk om per deelsysteem (lichaam Bk en verbindingselementen 
H k  en de bewegingsvergelijkingen op te stellen. Achteraf worden 
deze bewegingsvergelijkingen via een transformatie omgezet naar verge- 
lijkingen in komponenten ten opzichte van de vaste go-basis. Deze kolom 
gegeneraliseerde hoeksnelheden ziet er als volgt uit: 

- - 1  
- 2  
w 
w 

- k  w 

Kierin staan 3n komponenten die 
worden gevormd door de represen- 
tatie van de relatieve hoeksnelheids- 
vectoren W over element H k  ten op- 
zichte van de voorgaande basis Z k - l  

voor k=l t /m n. 

Voor de komponenten van de kolom gegeneraliseerde hoeksnelheden is 
uit ( f l l )  eenvoudig af te leiden dat geldt: 

We gaan nu de kolom gegeneraliseerde hoeksnelheden in AUTOLEV 
definiëren. De gegeneraliseerde hoeksnelheden moéten worden aange- 
duid in de vorm Uk met 'k' het nummer behorende bij de ke graad 
van vrijheid. Vanaf nu worden de gegeneraliseerde hoeksnelheden Uk 
genoemd. Aan iedere graad van vrijheid wordt een gegeneraliseerde 
hoeksnelheid gekoppeld. Voor de dubbelslinger worden U 1  en U2 voor 
de eerste respectievelijk tweede gegeneraliseerde hoeksnelheid in AU- 
TOLEV gedefinieerd. Deze worden gevormd door de komponenten 
van de relatieve hoeksnelheidsvectoren ten opzichte van de basis van 
het voorgaande lichaam volgens (f22) en f23). De Uk's zijn door het 
commando DOF automatisch gedefinieerd als variabelen. In het geval 
van de dubbelslinger volgt voor de kolom y: 

e 
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Het aantal Uk’s in deze kolom mag niet groter zijn dan het aantal 
graden van vrijheid (dof) en moeten de naam krijgen U1  ... Udof. 

Vervolgens moet aan AUTOLEV opgegeven worden hoe we d e  Uk’s 
hebben gekozen. Bij de formulering hiervan in AUTOLEV mag bij 
de definitie van een Uk een tijdsafgeleide voorkomen. Dit is alleen 
toegestaan bij de definities van de Uk’s. De Uk’s moeten aan het be- 
gin worden ingevoerd, zodat uitdrukkingen met tijdsafgeleiden door 
AUTOLEV zelf omgezet kunnen worden in uitdrukkingen met Uk’s. 
In het geval van de dubbelslinger zijn de Uk’s de tijdsafgeleiden van 
de twee relatieve hoeken 01 en 02 volgens: 

(12) PHIl’=Ul 

waarin PHIl=OI en ’=d/dt. 

(13) PHI2’=U2 

waarin PHI2-02. 

Nu kunnen we met AUTOLEV de relatieve hoeksnelheden bepalen 
door zelf de vergelijking in te voeren voor de relatieve hoeksnelheid. 
Een hoeksnelheid in AUTOLEV moét worden aangeduid in de vorm 
W[]{} met [ I  de naam van het frame dat wordt beschouwd en {} de 
naam van het referentieframe. Grootheden zoals (hoek)snelheden, 
(hoek)versnellingen, vectoren e.d. moeten volgens een door AUTO- 
LEV bepaalde lettercombinatie worden opgeschreven. Men kan deze 
’syntactical forms’ zoals AUTOLEV ze noemt, opvragen door het ge- 
ven van het commando FORMS. Voor de relatieve hoeksnelheid van 
lichaam A ten opzichte van de vaste wereld N geldt: 

(14) WAN=PHIl’*N3 

als WAN de relatieve hoeksnelheid van lichaam A is ten opzichte van 
de vaste wereld N, uitgedrukt in de basis N. WAN komt overeen met 
( f l l )  met k=l.  
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AUTOLEV reageert met behulp van (12) met: 

-9 (15) WAN=Ul*NB 

Voor de relatieve hoeksnelheid van lichaam B ten opzichte van lichaam 
A geldt: 

(16) WBA=PHI2’*A3 

ais WBA de relatieve hoeksnelheid is van lichaam B ten opzichte van 
lichaam A, uitgedrukt in de basis A. WBA komt overeen met ( f l l )  
met k-2. 

AUTOLEV reageert met behulp van (13) met: 

-9 (17) WBA=U2*A3 

Om de absolute hoeksnelheid van lichaam B ten opzichte V ~ R  de 
vaste wereld N te krijgen, kunnen we volgens (f14) de relatieve hoek- 
snelheden van lichaam A en B bij elkaar optellen. Met de routine 
WBN=ADD(WAN, WBA) worden de relatieve hoeksnelheidsvecto- 
ren WAN en WBA opgeteld. 

( 18) W B N= AD D (WAN, WB A ) 

waarin WBN overeenkomt met (01 )  met k=2. 

-> (19) WBN=Ul*N3+U2*A3 

Met het commando EXPRESS(WBN,N) wordt het rechterlid van de 
vergelijking voor WBN uitgedrukt in de basis N overeenkomend met 
formule (al). 

(20) EXPRESS(WBN,N) 

- 9 (21) WBN=(Ul+U2)*N3 

Opmerking: Het commando EXPRESS(WAN,N) hoeft niet gegeven te  
worden, omdat WAN tevens de absolute hoeksnelheid is van lichaam 
A, overeenkomend met (f13). 

Nu zijn alle absolute hoeksnelheden W k  (k=1,2) ten opzichte van de 
vaste wereld bekend. 
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1.4 Partiële hoeksnelheden 
Voor de absolute hoeksnelheid W k  van lichaam Bk geldt volgens (f21): 

De kolom Owk gaan we nu uitdrukken in termen van de gegeneraliseerde 
hoeksnelheden in y. 
Uit formule (f10) en (f14) volgt: 

(f24) 
11 w ' l  = w 

W 2  = W l + w  $2 = $1 + $2 

W k  = w 11 +...+ w 1 k  

Met behulp van (f10) en (f8) komen we tot: 

Uit (f24) en (f%) volgt: 

O G? = o p +  o p +  ...+ 
(f26) = - Royl+&1y2+...+Rk-1 - w  ,. 
Met de laatste vergelijking en de definitie van de kolom gegeneraliseerde 
hoeksnelheden zijn de globale komponenten van de hoeksnelheden W 
(k=l, ..., n) uit te drukken in termen van de gegeneraliseerde hoeksnelhe- 
den y: 

(f27) O W k =  [BO ... - Rk--1 . : Q ] Y  
Anders geschreven: 

(f28) Oek '!?if 

waarbij de matrix gk de zogenaamde partiële hoeksnelheden bevat. 

Opmerkingen: zk # -+' oftewel elk lichaam Bk heeft zijn eigen matrix 
- Z k  met partiële snelheden. zk+' is echter wel eenvoudig te verkrijgen 
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door bij Zk de volgende matrix op te tellen: 

- 1  O 
t 3'3k t 3.3 -f 3*(6n-3(k-i)) 

Opmerking: Partiële hoeksnelheden zijn evenals de matrices Rk dimen- 
& h E !  

Met het commando PANGVEL(FRAME1 (Partial ANGular VELo- 
city) worden alle partiële hoeksnelheden in het opgegeven frame als 
volgt berekend: 

(22) PANGVEL(B) 

waarin B het frame is waarin de partiele hoeksnelheden moeten wor- 
den bepaald. 

AUTOLEV reageert hierop met het geven van de partiële hoeksnel- 
heden ten opzichte van het frame B. 

-> (23) WBNl=N3 

WBNl is de eerste partiële hoeksnelheid uit (19). 

-> (24) WBN2=A3 

WBN2 is de tweede partiële hoeksnelheid uit (19). 

De uitdrukking WBNl*U1 WBN2*U2 geeft dan de absolute hoek- 
snelheid van lichaam B weer. Voordat we inzien dat dit overeenkomt 
met de theorie moeten we ons het volgende realiseren. Het is voor AU- 
TOLEV niet van belang in welke basis een grootheid is uitgedrukt. 
Bovendien zien we dat AUTOLEV de uitkomsten in vectornotaties 
laat staan, in tegenstelling fot onze theorie, die representaties ten op- 
zichte van bases gebruikt. Formule (f27) uitgewerkt voor lichaam B 
levert: 

1 O O cos(Q1) -sin(Qi) O 

O 0 1  O O 
Vermenigvuldigen we bovenstaande uitdrukking vóór met basis N (: 
( g o ) T )  en schrijven we WBNl en WBN2 beide ten opzichte van de 
N-basis (WBN2=A3=N3) dan komt dit overeen met WBNl*Ul + 
WBN2*U2. 
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Wanneer we geïnteresseerd zijn in één van de partiele hoeksnelheden 
kunnen we deze laten berekenen met PANGVEL(FRAME,n) waarin 
n de ne partiële snelheid is van FRAME ten opzichte van N. 

1.5 Hoekversnellingen 
Een uitdrukking voor de absolute komponenten van de hoekversnellin- 
gen is makkelijk te vinden door uitdrukking (f28) te differentiëren naar 
de tijd. 

Met behulp van het commando DERIV(VEC,X,F) voert AUTOLEV 
een partiële differentiatie uit van VEC naar de variabele X in frame 
F. Wanneer deze variabele de tijd is wordt de vector gewoon naar de 
tijd gedifferentieerd. Bij gebruik van dit commando moeten we hier- 
bij vooraf een naam aan de uitkomst geven. 
Hoekversnellingen zijn net als de hoeksnelheden gebonden aan naam- 
geving en wel als volgt: ALF[]{} is de hoekversnelling van frame [] in 
frame {}. Volgens ( B O )  en (f21) met k= l  geldt dan: 

(25) ALFAN=DERIV(WAN,T,N) 

waarin ALFAN de absolute hoekversnelling is van lichaam A ten op- 
zichte van de vaste wereld N en N de basis is waarin gedifferentieerd 
wordt naar de tijd (N, A of B invullen maakt niets uit). 

waarin '= d/dt. 

Hier zien we dat AUTOLEV reageert met een tijdsafgeleide in het 
rechterlid. Het betreft hier echter een tijdsafgeleide van een Uk wat 
wé1 is toegestaan. 

Ook de absolute hoekversnelling van lichaam B moet worden bepaald. 
Dit gaat op overeenkomstige wijze als bij (25). 
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(27) ALFBN=DERIV(WBN,T,N) 

-> (28) ALFBN = (Ul'+U2')*N3 

ALFBN volgens ( B O )  met k=2. 

1.6 Translatiesnelheden 
Nu de uitdrukkingen van de hoeksnelheden en -versnellingen bekend zijn 
voor alle lichamen B k ,  kunnen we overgaan tot het berekenen van de 
translatiesnelheden. 

~ 

figuur 9 

Op het lichaam Bk worden nog twee grootheden gedefinieerd (zie ook 
figuur 3): 

o Een vector ak*k beschrijft de positie van verbindingspunt Nks2 ten 

o Een vector beschrijft de positie van verbindingspuntN k+l ten 

Bovendien beschrijft de vector T k  de positie van het referentiepunt Ok 
(= massamiddelpunt M k )  van lichaam Bk ten opzichte van het punt Oo 
op de vaste wereld BO. 
De vector F k  (met k=l, ..., n) naar lichaam Bk wordt samengesteld door 
telkens de absolute positievector T k - l  van lichaam Bk-l op te tellen bij 
de vectoren die de positie Ok ten opzichte van Ok-l beschrijven (zie fi- 
guur 3). 

opzichte van het massamiddelpunt Ok e 

opzichte van het massamiddelpunt Ok . 
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In formulevorm ziet dit er a l s  volgt uit: 

Vervang omwille van de overzichtelijkheid de indices (k-1) en k door i 
respectievelijk j, dan geldt dus voor de positievector r ' j  van punt Oo naar 
Oj: 

De positievector van massamiddelpunt Oj is dus nu bekend ten opzichte 
van de vaste wereld. Door differentiëren naar de tijd volgt dan voor de 
absolute snelheid üj van Oj:  

Voor de tweede term van het rechterlid van (f34) geldt: 

(f35) i i , j  = wi * bi,j 
- 

Dit is de snelheid van verbindingspunt N j  ten opzichte van referentiepunt 
Oi die het gevolg is van de absolute hoeksnelheid van lichaam Bi. 

Analoog geldt voor de vierde term: 
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en met (f15) volgt: 

( f 1 5 )  ($)T = w"' * (e')' 

Bovenstaande uitdrukking is onhandelbaar en niet te gebruiken voor 
computerdoeleinden. De eerder gedefinieerde kolom gegeneraliseerde 
hoeksnelheden (f22) wordt nu uitgebreid met een kolom gegeneraliseerde 
translatiesnelheden. Dit levert op: 

Met de tweede 3n komponenten: 
de representatie van de relatieve 
(trans1atie)snelheidsvectoren kk ten 
opzichte van de basis Z k - l .  Zij ge- 
ven de relatieve snelheid weer van 
de punten Nki2 ten opzichte van N k  
over verbindingselementen H k  voor 
k=l  t /m n. 

Voor de tweede set van 3n komponenten uit de kolom gegeneraliseerde 
snelheden geldt: 

( f 4 1 )  C k  'kf k - l z k  = ë k - 1 ,  zk 

De kolom y wordt vanaf nu de kolom gegeneraliseerde snelheden genoemd, 
deze bevat dus zowel gegeneraliseerde hoek- als translatiesnelheden. 
Volgens appendix B kunnen we nu (f39) omschrijven in de vorm: 

( f 4 2 )  = x k  y met: = po i j k  

en dit is wel een handelbare vergelijking voor de computer. 



Translatie snelheden 25 

Met de representatie van de snelheid van het ke lichaam ten opzichte 
van de vaste wereld uitgedrukt in de basis go. De matrix yk bevat de 
partiële snelheden vergelijkbaar met de matrix zk. 

IC 2c 3= 

Overeenkomend met de opbouw van (f34) heeft (f43) komponenten die 
voortkomen uit de rotaties van de lichamen (vandaar het verschijnen van 
de matrices Ei-' en zi in het eerste en derde gedeelte) en de verlengsnel- 
heden van verbindingselement H i  (tweede gedeelte). 
Voor deze matrices geldt (zie appendix B): 

3(n+i-1) 3 3(n-i) 

De translatiesnelheden, die van belang zijn voor de bewegingsverge- 
lijkingen, zijn de absolute snelheden VASTAR en VBSTAR van de 
massamiddelpunten ASTAR (theorie: O1 = M1) en BSTAR (theo- 
rie O2 = M2), voor lichaam A respectievelijk B. Aangezien de trans- 
latiesnelheden in ons geval afhankelijk zijn van de gegeneraliseerde 
hoeksnelheden U1 en U2, kunnen en moeten zij worden uitgedrukt in 
termen van de Uk's. In de uitdrukkingen voor de translatiesnelheden 
kunnen variabelen enlof constante parameters voorkomen. Met het 
commando VAR(Xl,X2, ... ) worden de symbolen X1, X2, ... als varia- 
belen gedefinieerd. De Uk's, de tijd T en linkerzijden van vergelijkin- 
gen hoeven niet nog eens als variabel t e  worden benoemd. AUTOLEV 
noemt dit automatisch aan. Mot het commando CONST(Cl,C2, ... ), 
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worden de de symbolen Cl,C2, ... als constanten gedefinieerd. In het 
geval van de dubbelslinger komen geen variabelen maar wel constan- 
ten voor. Deze voeren we als volgt in (zie figuur 2): 

(29) CONST(LA,LB) 

waapi~ ik 
zijn. 

Li3 de halve l e ~ g t e ~  van de staven A respeetieveiijk B 

Voor de dubbelslinger introduceren we (massaloze) hulppunten op de 
scharnieren zodat we de translatiesnelheden gemakkelijk kunnen in- 
voeren. 

(30) POINTS(Q,R,S) 

waarin Q (fig.1: Nf = N1s2) en R (fig.1: N2 E N2s2) de scharnierpunten 
zijn van lichaam A met de vaste wereld respectievelijk lichaam B met 
lichaam A. Het punt S is het eindpunt van lichaam B. 

Omdat de punten massaloos zijn, moeten we dat aangeven met het 
commando MASSLESS volgens: 

(31) MASSLESS(Q,R,S) 

Nu kunnen alle snelheden worden bepaald. Met behulp van de ge- 
introduceerde (hu1p)grootheden kunnen we de uitdrukking invoeren 
voor de snelheid van massamiddelpunt ASTAR. 

(32) VASTARN=P HI 1 ’* LA*A2 

waarin VASTARN de translatie snelheid is van het massamiddelpunt 
A* ten opzichte van de vaste wereld N en A2 de basisvector is die de 
richting van de snelheid VASTARN aangeeft. 

- > (33) VASTARN=Ul*LA*AI 

We kunnen zelf eenvoudig een uitdrukking invoeren voor de snelheid 
van massamidelpunt BSTAR (zoals voor VASTAR), maar we kunnen 
dit ook laten formuleren door AUTOLEV. Hiervoor moeten we de po- 
sitie van punt BSTAR differentiëren naar de tijd. Eerst bepalen we 
de positie van BSTAR m.b.v de hulppunten. 

(34) PQASTAR=LA*Al 
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waarin PQASTAR de vector is van Punt Q naar het punt ASTAR, 
uitgedrukt in de lichaamsgebonden basis A. 

(35) PASTARR=LA*Al 

waarin PASTARR de vector is van Punt ASTAR naar het punt R, 
uitgedrukt in de basis A. 

(36) PRBSTAR=LB*B 1 

waarin PRBSTAR de vector is van Punt R naar het punt BSTAR, 
uitgedrukt in de lichaamsgebonden basis B. 

We zullen aan de hand van figuur 4 een uitdrukking afleiden voor 
de snelheid van een punt ten opzichte van een ander punt in een frame 
G, ais beide punten vast verbonden zijn met een star frame H. 

We definiëren: 

i I en 6 ais lichaamsgebonden bases bij lichaam G respectievelijk H 

p"' = y- 1.' 

met x en y punten op het starre lichaam H. Er geldt: 

. '=h W z  envoory: Y = h  Hg 

Differentiëren naar de tijd levert: 

-T -T 
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pxv naar de tijd differentiëren levert nu: 
. .  yv = g-z  

met H p x y  = O 
I 

De snelheid van punt y kunnen we dus berekenen met: 

GÛy , G Û X + G W H . + + X ~  

o G Û y  is de snelheid van punt y ten opzichte van frame G (= VYG) 

o G V x  is de snelheid van punt x ten opzichte van frame G (= VXG) 

o G W H  is de hoeksnelheid van frame H ten opzichte van frame G 
(= WGH) 

o is de plaatsvector van punt x naar y (= PXY) 

AUTOLEV berekent op deze manier met het commando 
V2PTS(G,H,x,y) de snelheid VYG indien VXG, W H G  en PXY be- 
kend zijn. 

VASTARN, WAN en PASTARR zijn bekend dus we kunnen het vol- 
gende commando geven: 

(37) V2PTS(N,A,ASTAR,R) 

waarin N de referentie basis is waarbinnen de beweging plaatsvindt, 
A het starre lichaam, ASTAR het massamiddelpunt en R het punt op 
het lichaam A waarvan de snelheid nu wordt bepaald. 

- > (38) VRN=U1*(2*LA)*A2 

waarin VRN de absolute snelheid is van het punt R ten opzichte van 
de vaste wereld N. 

Nu kunnen we VBSTARN bepalen door V2PTS uit t e  rekenen voor 
het punt BSTAR ten opzichte van het punt R. 

(39) V2PTS(N,B,R,BSTAR) 
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-> (40) VBSTARN=(( .... ))*Ni+(( .... ))*N2+(( .... ))*A2 
(4 1) EXPRESS (VB STARN,B) 

-> (42) VBSTARN=(( .... ))*Bl+(( .... ))*B2 
Vie geven tie uitdrukkingen voor VBSïARN niet heiemaai weer van- 
wege hun lengte. Volgens formule (f39) met i=l en j=2 geldt: 

(f39) v'2 = v'l + w 1 * (p + p) + (Y1 T e )  2 - w'2 * p J  

o v'l = VASTARN = LA*Ul*A2 
o W 1  = WAN = U1*N3 = U1*A3 
o bil2 PASTARR = LA*Af 

ö o c'2 = lc'2 = 

o G 2  = W B N  = (Ul+U2)*N3 = (Ul+U2)*B3 
o b2i2 -LB*B1 

Uitwerken volgens (f39) levert (40). 

1.7 Versnellingen 
Voor de kolompresentatie van de absolute versnellingen O a k  ten opzichte 
van de ZO-basis volgt: 

(f44) Ogk = p = p y  ,. + p y  ,. 

De versnellingen die gelden voor de massamiddelpunten ASTAR en 
BSTAR worden gevonden door de translatiesnelheden VASTARN res- 
pectievelijk VBSTARN naar de tijd te differentiëren. Met AUTOLEV 
wordt dit weer gedaan met het commando DERIV. 

(43) AASTARN=DERIV(VASTARN,T,N) 

- > (44) AASTARN=-COS(PHIl)*LA*Ul*Ul*Nl-LA* 
SIN(PHIl)*Ul*Ul*N2+LA*Ul'*A2 

(45 ) AB S TARN= D ERIV(VB STARN ,TIN) 

-> (46) ABSTARN= ((....)I 
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2 De bewegingsvergelijkingen 

2. i 
In het voorgaande zijn we gekomen tot een beschrijving van de repre- 
sentaties van de absolute snelheden en versnellingen ten opzichte van de 
ëO-basis a l s  funktie van de gegeneraliseerde snelheden en hun tijdsafge- 
leiden volgens: 

Het opstellen van de bewegingsvergelijkingen 

k (fl8) OYk = z y 

waarin de matrix zk de partiële hoeksnelheden bevat. 

(f30) Ogk = 'Jik = zk - y +Ek - y 

(f42) = xky met: = g 0 V k  

waarin de matrix xk de partiële translatiesnelheden bevat. 

We gaan bovenst aande vergelijkingen in de bewegingsvergelijkingen vol- 
gens Newton en Eder gebruiken. 

(f45) Newton  : Fk = mkäk 

(f46) E d e r  : M k  = Jk Z k  + W k  * (Jk G k )  

met: 

o ifk = (go))T de absolute versnelling van M k  

o mk de massa van Bk 

o Jk de centrale traagheidstensor van Bk 

e Zk = (go)T  Ogk de absolute hoekversnelling van Bk 

o W k  = (go)T O w k  de absolute hoeksnelheid van Bk 
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De matrixrepresentatie van (f45) en (f46) t.0.v de ZO-basis is: 

(f47) O z k  = mkogk 

(f48) OMk = OLk Ogk + Qk( OLk Ogk) 

De in totad 6n kolommen in: 

( f 4 9 ) p = [ p  p ... p n ]  

respectievelijk: 

(f50) x k  = [ y k l  y k 2  . , . y kôn ] 

zijn op te vatten a ls  de matrixrepresentatie van de partiële hoeksnel- 
heidsvectoren Zki = ( g o ) T g  ki en de partiële translatiesnelheidsvectoren 
S k i  - - (e -+O ) T y k i  (voor i=1,..,6n: k = l ,  ..., n) ten opzichte van de basis go. 

Vermenigvddigen we (f47) en (f48) vóór met 
dan volgt hieruit: 

(f51) rnk(xk)T O a k  = (yk)' OEk 

respectievelijk (yk)T 

(f52) (E  k ) T O j k  - Oak I = (&T OMk - (Ek)' Ek OLk Ogk 

Substitutie van (f28), (f30) en (f44) in (f51) en (f52) en het optellen van 
de zo verkregen uitdrukkingen levert dan: 

+ (f53) rnk(Ek)T(&ky + E") + (Ek)TOJk(Ek y + Ek y) = (E k ) TOFk - - - 
k T n k  O j k z k  (Zk)TOMk - (Z ) - - - y 

Het overbrengen van de termen met y naar het linker- en y naar het 
rechterlid en sommeren over alle lichamen geeft: 

- 
(f54) E:k=,{m k (- y k  ) T y k  - +(zklT O I L ~ Z ' } ~  = c ~ = ~ { ( Y ~ ) ~  
E;=l { r n k ( p ) T g k  + (Ek)>' " k i k  + (Zk)>' OEk O J k E k } !  

Of: 

(f55) Ay = f 
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2.2 De bewegingsvergelijkingen volgens Kane 
De vorm waarin we de wetten van Newton en Euler hebben gepresen- 
teerd, is uitgewerkt door de Amerikaanse dynamicus Kane. Het pro- 
gramma AUTOLEV is mede door hem ontwikkeld en maakt gebruik van 
de voorafgaande theorie. Er zijn echter een klein aantal verschillen tussen 
onze heweg4ngsverge~~~ngen en &e volgens Wane. 
Kane maakt onderscheid tussen opgelegde krachten en momenten en 
schijnkrachten en -momenten. Alle krachten en momenten worden voor- 
vermenigvuldigd met (zk)T respectievelijk volgens: 

voor de opgelegde krachten en momenten, 

(f57) e* = C;=i{(p)TOp+ + - (Zk)TOMk* - 1  
voor de schijnkrachten en -momenten. Voor de laatste vergelijking geldt: 

(f58) O f k *  = -mk 'ga" 

en 

De bewegingsvergelijkingen volgens Kane zien er dan als volgt uit: 

(f60) + F* = Q 

Na substitutie van (f58), (f59), (f56), (f57) en (f28), (f30) en (f44) in 
(f60) komt men weer uit op (f54). Dit zijn n eerste orde differentiaalver- 
gelijkingen (met n het aantal graden van vrijheid) die numeriek kunnen 
worden opgelost. 
Na elke tijdstap, als de gegeneraliseerde snelheden zijn uitgerekend, war- 
den meteen de hoeken Oi en O2 meegeïntegreerd. 
In ons geval is het mogelijk om op deze manier het verloop van de hoe- 
ken als funktie van de tijd te berekenen. Er is namenlijk sprake van 
een vlakke beweging, zodat de oriëntatie met de twee gekozen hoeken 
eenduidig vastligt. 

2.3 Eulerparameters 
Voor het beschrijven van de oriëntatie van een lichaam in de ruimte, zijn 
in principe drie parameters nodig. In sommige situaties is de eenduidig- 
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heid van de beschrijving niet meer gewaarborgd. Met de introduktie van 
vier Eulerpammeters kan dit niet gebeuren. De keuze van deze parame- 
ters zijn gebaseerd op het theorema van Euler: 
Twee willekeurig geöriënteerde orthonormale vectorbases e' k - l  en ek 
met dezelfde oorsprong O kan men laten samenvallen door de dragers 
van de vectoren van één der bases over een bepaa'de hoek, & ,  om 
een Depadde as door 0 met eenheidrichtingsvector te roteren (zie 
literatuur [4], hoofdstuk 1.2.4). 
Met andere woorden: er is altijd een as door een punt O aan te wijzen 
waar men een basis g k  over een hoek e k  om kan laten draaien, zodat 
basis g k  op basis Z k - l  valt. De Eulerparameters definiëren we a l s  volgt 
(literatuur [i]): 

(f61) &ki  = &i s i n ( û k / 2 )  i = i, 2 , 3 ,  

met: A k i  de komponenten van 
De Eulerparameters zijn onderling afhankelijk volgens: 

&k4 = cos(&/2) 

ten opzichte van een willekeurige basis. 

(f62) &gl + & i 2  + &kg + &g4 = 1 

Op de volgende manier kunnen we de rotatiematrix (overeenkomend met 
(f8)) met Eulerpar amet ers opbouwen: 

(f63) ak = 

1 (&k1 - ' k 2  - &k3 + & k 4 )  t('klE$2 - c$3"k4)2 2 ( E k l E k 3  + &k2&k4) 
2 ( E k i e k 2  + &k3&k4) ( -&kl  + &k2 - &k3 + € k 4 )  2(E$2hk3 & k l E 2 4 )  

2 ( E k l E k 3  - 'k2&k4)  2(Ek2Ek3 + & k l E k 4 )  (-&El - Ek2 + &k3 f &k4)  

De tijdsafgeleiden van de Eulerparameters zijn lineair afhankelijk van de 
relatieve hoeksnelheden volgens: 

= Z ( & k 4 W k l +  Ek3Gk2 - Ck2Wk3)  

i k 2  = i ( F E k 3 G k l - k  Ek4Wk2 + E k l W k 3 )  
Z ( & k 2 G k l  - &klWk2 + &k4Wk3) 

i k 4  = T ( - & k i W k l  - Ek2Wk2 - Ek3Wk3) 

(f64) 8 8 3  = 
1 

Zods hierboven duidelijk te zien is, zijn de afgeleiden van de Eulerpa- 
rameters lineair in de relatieve hoeksnelheden. Aangezien AUTOLEV 
hiervan toch al gebruik maakt in de vorm van gegeneraliseerde snelhe- 
den, zijn de Eulerparameters met weinig extra moeite uit te rekenen. 
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2.4 De funktie AUTOZ 
In het begin van dit verslag hebben we reede de functie AUTOZ be- 
handeld. Het was overzichtelijker om deze functie uit te  zetten omdat 
er dan geen gebruik van hulpvergelijkingen werd gemaakt. Op een 
gegeven moment worden de vergelijkingen echter te  lang, zodat zij 
niet meer in hel geheugen passen (AUTBLEV geeft dm een meiding: 
Error, out of string space). 
We voeren de commando’s opnieuw in (zie appendix E) ,  nu met de 
funktie AUTOZ aan. Bekijken we de uitvoer dan zien we dat we nu 
30 regels meer hebben dan voorheen. Alle commando’s met uitvoer 
t / m  het commando ABSTARN=DERIV( .... ) staan hieronder nog een 
keer weergegeven. 

(1) ! DUBBELSLINGER 
(2) 0 
(3) AUTOZ(0N)  
(4) DOF(2) 
(5) FRAMES(A,B) 
( 6 )  SIMPROT(N,A,B,PHIl) 

- > (7) DIRC OS (N,A,C OS (PHI i) ,- SIN(PHI~ ,O,SIN(PHI i), 
COS(PHI1) ,O ,O,O, 1) 

(8) SIMPROT(A,B,S,PH12) 
- > (9) DIRCO S ( A,B ,CO S(P HI21 ,- SIN(PHI2) ,O ,SIN(PHI2), 

COS(PHI2) ,O,O,O, 1) 
(10) DIRCOS(N,B) 

- > ( 1 1) DIRCO S (N,B ,CO S( PHIl+PHI2) ,-SIN(PHIl+PHI2), 
O,SIN( PHI1  +PHI2) ,COS (PHI  1 +PHI21 ,O ,O,O, 1) 

(12) PHIl ’=Ul  
(13) PHI2’=U2 
(14) WAN=PHIl’*N3 

-> (15) WAN=Ul*N3 
(16) WBA=PHI2’*A3 

-> (17) WBA=U2*A3 
(18) WBN=ADD(WAN,WBA) 

-> (19) WBN=Ul*N3+U2*A3 
(20) EXPRESS( WBN,N) 

- > (21) WBN=(Ul+U2)*N3 

- > (23) ALFAN=Ul’*N3 

- > (25) ALFBN=(Ul’+U2’)*N3 

(22) ALFAN=DERIV(WAN,T,N) 

(24) ALFBN=DERIV(WBN,T,N) 

(26) CONST(LA,LB) 
(27) POINTS(Q,R,S) 



De funktie AUTOZ 35 

(28) MASSLESS(Q,R,S) 
(29) VASTARN=PHIl’*LA*A2 

(31) PQASTAR=LA*Al 
(32) PASTARR=LA*A 1 
(33) PRBSTAR=LB*Bl 

-> (30) VASTARN=Ul*LA*A2 

(34’) V2PTS(N,Â,ASTÂIt,R) 
-> (35) Zl=LA*SIN(PHIl) 
-> (36) Z2=COS(PHIl)*LA 
- > (37) VRN=-Ul*Zl*Nl+Ul*Z2*N2+LA*Ul*A2 

(38) VIPTS(N,B,R,BSTAR) 
- > (39) Z3=LB*SIN(PHIl+PHI2)+Zl 
- > (40) Z4=LB*SIN(PHIl+PHI2) 

- > (42) ZG=COS(PHIl+PHI2)*LB 
- > (41) Z5=COS(PHIl+PHI2)*LB+Z2 

- > (43) VBSTARN=(-Ul*Z3-U2*Z4)*Nl+(Ul*Z5+U2*Z6)*N2+ 
LA*Ul*A2 

(44) EXPRESS(VBSTARN,B) 
- > (45) za=Cos ; (PHIa+9HIa )*aa - ]Lhh*SIGd(gWI2) -S  

- > (46) Z8=C OS (PHI 1 +PHI2) *Z4- SIN( PHIl+PHIS) * Z6 
PHI2)*Z5 

- > (47) ZS=COS(PHIl+PH12) *Z5+ COS (PHI21 *LA+ 

- > (48) Z lo= COS (PHIl+PHI2)*Z6+ SIN(PHIl+PH12) *24 
SIN(PHIl+PHII)*Z3 

- > (49) VBSTARN=(-Ul*Z7-U2*Z8)*B l+(Ul*Z9+U2*ZlO)*B2 
(50) AASTARN=DERIV(VASTARN,T,N) 

-> (51) Zll=LA*Ul 
-> (52) VASTARN=Zll*A2 
- > (53) Zl2=COS(PHIl)*Ul*Zll 
- > (54) Zl3=SIN(PHIl)*Ul*Zll 
- > (55) AASTARN=-Z12*Nl-Z13*N2+LA*Ul’*A2 

(56 ) AB S TARN = D ERIV(VB S TARN ,T , N) 
- > (57) Zl4=COS(PHIl)*LA*Ul 

- > (59) Z 16=( U 1+U2) * C OS(PHI1 +PHI2)*LB + Z 14 
- > (60) Z 17=( U 1+U2) * COS(PHI1 +PHI2)*LB 
- > (61) Zl8=(Ul+U2)*LB*SIN(PHIl~PHI2~~Zl5 
- > (62) Zl9=(Ul+U2)*LB*SIN(PHIl+PHI2) 
-> (63) Z20=(Ul+U2)*COS(PHIi+PHI2)*Z5+~Ul+U2)* 

- > (58) Zl5=LA*SIN(PHIl)*Ul 

SIN(PHI1 +PHI2) * z3-c0 5 (PHIl+PH12)* Z 16+ 
COS(PHI2)*LA*U2- SIN(PHIl+PH12)*Z18 

-> (64) Z2l=(Ul+U2)*COS(PHIl+PHI2)*Z6+~Ul+U2)* 
SIN(PHI1 +PHI2) * 24- COS (PHI 1 +PHIL) * Z 17- 
SIN(PHIl+PHI2) * Z 19 



H e t  genereren v a n  de bewegingsvergelijkingen 36 

- > (65) Z22=(Ul+U2)*COS(PHIl+PHI2)*Z3- 
(Ul+U2)*SIN(PHIl+PHI2)*Z5-COS(PHIl+PHI2)*Zl8- 
LA*SIN(PHI2)*U2+SIN(PHIl+PHI2)*Zl6 

- > (66) Z23=(Ul+U2)*COS(PHIl+PHI2)*Z4-(Ul+U2)* 
SIN( PHIl+PHII)*ZG-C O S( PHI1 +PHI2)*Z 19+ 
SIN(PHIl+PH12)*Z17 

- > (67) Z24=W€*Z7tU2*Z8 
- > (68) Z25=Ul*ZS+U2*ZlO 

-> (70) Z26=Ul+U2 
-> (71) WBN=Z26*N3 

- > (69) VBSTARN=-Z24*Bl+Z25*B2 

- > (72) 2 2 7 4  COS (PHIl+PHI2) * Z25-SIN( PHI1 +PHI21 *Z24) *Z26 
- > (73) Z28=(-C OS (PHI1 +PHIL) *Z24-SIN( PHI1 +PHI2)*Z25)*Z26 
- > (74) z29=u1*z2o+u2*z21 
- > (75) Z30=U1*Z22+U2*Z23 
- > (76) ABSTARN=-Z27*Nl+Z28*N2+(-Ul'*Z7-U2'*Z8+ 

z29)*Bl+(Ul'*Z9+U2'*ZlO+Z30)*B2 

2.5 

We gaan nu verder met de formulering van de bewegingsvergelijkin- 
gen volgens Euler en Newton. 
De absolute versnelling, hoekversnelling en hoeksnelheid van de mas- 
samiddelpunten ASTAR en BSTAR zijn inmiddels uitgerekend. Om 
de vergelijking voor OMk* volgens (f59) te  berekenen, moeten we de 
matrixrepresentatie van de traagheidstensor van lichaam A en B met 
de komponenten IA(i,j) respectievelijk IB(ij) ten opzichte van de basis 
A respectievelijk B, met i en j E [1,2,31, beschrijven. IA(i,j) en IB(i,j) 
zijn met het commando (5): FRAMES(A,B) als 'syntactical forms' 
door AUTOLEV zelf bij de lichamen/frames A en B geïntroduceerd. 
Omdat we de lokale assenstelsels A l ,  A2, A3 en B1, B2, B3 zodanig 
hebben gekozen dat de werklijnen van de basisvectoren hoofdtraag- 
heidsassen zijn, is IA(ij) en IB(i,j) alleen voor i=j ongelijk aan nul. 
Dit kunnen we binnen AUTOLEV aangeven met het commando: 

Het genereren van de bewegingsvergelijkingen 

(77) PRINCIPAL(A,B) 

De overgebleven termen IA(i,i) en IB(i,i) met i=1,2,3 worden vervan- 
gen door IA(i) respectievelijk IB(i) met i=1,2,3. Deze worden later 
bij het specificeren van het systeem ingevoerd. 
De gegeneraliseerde traagheidskrachten F* volgens (f57) kunnen dan 
worden opgesteld volgens formule (f47) met het commando: 
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(78) FRSTAR 

Dit levert twee vergelijkingen op die voldoen aan (f59) vermenigvul- 
digd met de pO-basis, nl: 

- > (79) TSTARA=-IA(3)*Ul’*A3 

- > (80) TSTARB=(-IB(3)*Ul’-IB(3)*U2’)*B3 

Verder levert (78) met de introductie van een nieuwe reeks Z’s verge- 
lijkingen op voor FlSTAR: 

-> (81) Z3l=(-Z7*Z7-Z9*Z9)*MASSB-IA(3)-IB(3)- 
LA*LA*MASSA 

- > (82) 232=(-210*Z9-Z7*Z8)*MASSB-IB(3) 
- > (83) Z33=(-COS(PHIl)*LA*Z13+LA*SIN(PHIl)*Z12)* 
MASSA+(COS(PHIl+PHI2)*Z27*Z7+COS(PHIl+PHI2)*Z28*Z9+ 

ZSO*Zg)*MASSB 
SIN(PHIl+PHI2) *Z27*Z9-SIN(PHI1 +PHI2)*Z28* Z7-Z29* Z7+ 

- > (84) FlSTAR=Z31*Ul’+Z32*U2’-233 

en F2STAR: 

-> (85) Z34=(-Z10*210-Z8*Z8)*MASSB-IB(3) 
(86) Z35-(COS(PHIl+PHI2)*ZlO*Z28+COS(PHI1+ 
PHI2)*Z27*Z8+SIN(PHIl~PHI2)*ZlO*Z27-SIN(PHIl+ 
PHI2)*Z28*Z8+ZlO*Z30-Z29*Z8)*MASSB 

- > (87) F2STAR=Z32*Ul’+Z34*U2’-Z35 

die voldoen aan (f58) vermenigvuldigd met de &O-basis. 

Gegeneraliseerde opgelegde krachten 

We willen tijdens de simulatie krachten en momenten opleggen, voort- 
komend uit demping en zwaartekracht op het systeem. Hiervoor zijn 
de commando’s FORCE en TORQUE beschikbaar. AUTOLEV kent 
hiervoor de volgende invoer: 

o FORCE(<>)- uitwendige kracht uitgeoefend op het punt <> 

o TORQUE(<>)- uitwendig koppel uitgeoefend op het frame <> 
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o FORCE(<> /{}) - kracht uitgeoefend door punt c> op het punt 
0 

0 TORQUE(<> /{}I -koppel uitgeoefend door frame <> op frame 
{I 

Het scharnier bij punt Q heeft een dempingskoppel TA rond N 3  of 
A3, het scharnier bij punt R heeft een dempingskoppel TAB, dus: 

(88) TORQUE(N/A)=TA*A3 

(89) TORQUE(A/B)=TAB*A3 

Met behulp van het commando CONTROLS(Cl,C2, ..., Cn) kunnen de 
parameters worden aangegeven die worden gebruikt bij de beschrij- 
ving van de krachten en koppels (met de commando’s FORCE resp 
TORQUE)  en die een funktie van de kinematische variabelen zijn. 

(90) CONTROLS(TA,TAB) 

Om de demping te  beschrijven voeren we verder nog twee constanten 
in nl: 

(91) CONST(WDA,WDAB) 

Voor de dempingskoppels TA en TAB geldt dan: 

(92) TA=-WDA*PHIl’ 

-> (93) TA=-WDA*Ul 

(94) TAB=-WDAB*PHI2’ 

-> (95) TAB=-WDAB*U2 

Ons systeem is onderhevig aan het zwaartekrachtveld dat een con- 
stante kracht in de richting N1  geeft. De  valversnelling i voeren we in 
als constante G en op massamiddelpunten ASTAR en BSTAR werken 
dan de volgende uitwendige krachten: 

(96) CONST(G) 
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(97) FORCE(ASTAR)=G*MASSA*Nl 
(98) FORCE(BSTAR)=G*MASSB*Nl 

Omdat de zwaartekracht j’ en de massa’s toch constant zijn (dat wil 
zeggen geen funktie van de kinematische variabelen), hoeven we deze 
niet aan t e  duiden in het CONTROLS-commando. Nadat alle opge- 
legde krachten en momenten zijn beschreven, gebeurt h e t  opetellem 
van de vergelijking volgens (f56) eenvoudig met het geven van het 
commando: 

(99) FR 

Dit leidt dan tot twee vergelijkingen (vergelijk dit met de uitvoer van 
het commando (78) FRSTAR) voor F1 en F2: 

- > (100) Fl=-COS(PHIl+PHI2)*G*MASSB*Z7-G*LA*MASSA* 
SIN(PHIl)-G*MASSB*SIN(PHIl+PHI2)*Z9+TA 

-> (1Q1) F2=-G*MASSB*Z4+’X’AB 

F1 en F2 hebben natuurlijk dezelfde eenheden als die van FlSTAR 
en F2STAR. 

De twee bewegingsvergelijkingen volgens Kane (f58) waaraan de twee 
lichamen A en B moeten voldoen worden nu opgesteld met het vol- 
gende commando: 

(102) KANE 

Met als responsie: 

-> (103) R = 1: Z31*Ul’+Z32*U2’-Z33-COS(PHIl+ 
PHI2)* G*MASSB*Z7-G*LA*MPS SA* SIN(PHI1)- 
G*MASSB*SIN(PHIl+PHI2)*ZS+TA = O 

-> (104) R = 2: 
Z32*Ul9+Z34*U2’-Z35-G*MASSB*Z4+TAB = O 

2.6 Controle van de invoer 
Het systeem is nu volledig beschreven maar we zouden graag een con- 
trole willen hebben ten aanzien van de juistheid van de systeembe- 
schrijving. Hiervoor heeft AUTOLEV twee mogelijkheden, waarvan 
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één voor ons van toepassing is. De eerste betreft het opstellen van 
vergelijkingen voor het impulsmoment dat voor sommige systemen 
constant moet zijn. Dit is voor ons systeem niet het geval. De tweede 
mogelijkheid betreft het opstellen van een vergelijking voor de kine- 
tische, potentële en totale energie, die in ons geval een voorspelbaar 
verloop heeft. Zo zal bij ons systeem zonder demping de totale ener- 
gie constant moeten biijven en, ook in het gevd met demping, een 
(plaatselijk) maximum voor de potentiële energie moeten worden be- 
reikt. De afgeleide van de totale energie moet bovendien gelijk aan nul 
zijn als de kinetische energie gelijk aan nul is. Door de parameters te  
veranderen kan dit voor verschillende gevallen worden bekeken. Het 
gebruik van deze mogelijkheid leidt tot kolommen met getallen in de 
uitvoerñles die we met behulp van Matlab grafisch zullen weergeven. 

AUTOLEV rekent zelf met het commando KE (Kinetic Energy) de 
kinetische energie uit: 

(105) KE 

Dit leidt tot de vorming van ZKEi’s, hulpvergelijkingen vergelijkbaar 
met de Zi’s: 

- > (106) ZKE1=1A(3)*U1*U1+MASSA*Z11*Z11 
- > (107) ZKE2=(IB(3)*Ul+IB(3)*U2)*(Ul+U2)+(Z24*Z24+ 

Z25*Z25)*MASSB 

-> (108) KEO=O 

De kinetische energie waarin de gegeneraliseerde snelheden niet voor- 
komen. 

-> (109) KEl=O 

De kinetische energie waarin de gegeneraliseerde snelheden in de eer- 
ste macht voorkomen 

(110) KE2=.5*(ZKEl+ZKE2) 

De kinetische energie waarin de gegeneraliseerde snelheden in het kwa- 
draat voorkomen. 

(111) KE=KEO+KEl+KE2 
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is dan de totale kinetische energie. 

De potentiële energie PE (met PE een syntactical form) moeten we 
zelf invoeren. Uit figuur 2 blijkt dat deze te  schrijven is als: 

Met deze commando’s zal in een van de uitvoerfiles het verloop van 
de totale, de potentiële en de kinetische energie ais functie van de tijd 
worden opgeslagen. 

Met het commando UNITS({},[]) vertellen we aan AUTOLEV dat de 
variabele {} de eenheid [I heeft. Dit kunnen we voor een aantal varia- 
belen tegelijk doen zodat we in onze situatie de volgende commando’s 
kunnen geven: 

(113) UNITS(T,S,Ul,RAD/S,U2,RAD/S,G,M/S^2,WDA,N*M*S) 
(114) WMITS(PHIl,RAD,PHI2,RAD,WBAB,N*M*S) 
(115) UNITS(TA,N*M,TB,N*M,TAB,N*M,FGA,N,FGB,N) 
(1 16) UNITS( MASS ,KG,INERTIA ,KG*M^2 ,ENERGY ,N*M) 
(117) UNITS(LA,M,LB,M) 

Met het commando UNITS kan worden bekeken of er nog grootheden 
zijn die geen eenheid hebben gekregen. Het is niet verplicht om alles 
een eenheid te  geven, maar de uitvoer wordt op deze manier voorzien 
van de juiste eenheden. 

2.7 Gebruik van de Eulerpararneters 
We zullen eerst aantonen dat voor ons geval (f63) overeenkomt met 
(7).  De as i k  is gedurende de hele slingerbeweging de vector N3. Dit 
betekent dat de eulerparameters ekl en ek2 gelijk aan nul blijven. De 
derde eulerparameter &k3 is dan gelijk aan sin (9) en de vierde cos (2). 
Werken we dit uit voor (f63) met cos(a) = 1 - 2 sin2( $) = 2 cos2($) - 1 en 
2 sin( 9) cos( 3) = sin(a) dan gaat (f63) over in (f8). De formules volgens 
(f64) volgen door de eulerparameters te  differentiëren naar de tijd. 
Daarbij zijn 
In ons geval is het niet nodig Eulerparameters te  gebruiken, omdat er 
sprake is van een vlakke beweging, opgelegd door de lijnscharnieren. 
De oriëntatie van het systeem berekent AUTOLEV door de hoeksnel- 
heden U1 en U2 mee te  integreren met (f60). Om het gebruik ervan 

= Lijk2 = O en is W k 3  = WAN = U1. 
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toch duidelijk te maken, geven we het volgende voorbeeld. Bewaren 
we de ingevoerde commando% in AUTOLEV (appendix E), dan kun- 
nen we de regel CIMPROT(N,A) weghalen en in plaats hiervan geven 
we het commando: 

BIRCOS(N,A,EULERP) 

met als respons van AUTOLEV 

Omdat we de in- en uitvoer van de rest van de commando’s toch niet 
geven zijn de regelnummers weggelaten. 

In de hulpvergelij kingen wordt de syntactical form EANi gebruikt, 
overeenkomend met de Eulerparameters gki  volgens (f61) waarbij IC be- 
trekking heeft op vectorbasis A. Door substitutie van (f62) in (f63) ko- 
men we op bovenstaande uitdrukking voor DIRCOS(N,B,EULERP). 

Geven we ná het invoeren van W A N  het commando: 

EPD OT S (N, A) 

dan antwoord AUTOLEV met: 

Z16=Ul*Z7 
Z17=Ul*Z8 
Z18=Ul*Z9 
EANl’=O.5*(ZlG*EAN4-Z17*EAN3+Z18*EAN2) 
EAN2’=0.5*(Z16*EAN3+Z17*EAN4-Z18*EANl) 
EAN3’=0.5*(-Z16*EAN2+Z17*EANl+Z18*EAN4) 
EAN4’=0.5*(-Z16*EAN 1-Z 17*EAN2-Z 18*EAN3) 

overeenkomend met (f64). 
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Laten we de rest van de Ale in dezelfde vorm, dan zien we twee veran- 
deringen in de Fortran-file (de uitdraai wordt hiervan niet gegeven): 

o De Eulerparameters EANi' worden omgezet naar U(i+2) met 
i=1,2,3,4, hetgeen betekent dat ze volgens (f60) mee worden ge- 

e Er wordt in het readstatement gevraagd naar de beginwaarden 
van EAN(i) met i=1,2,3,4, waarvoor we met de hoek Bk = 5 voor 
de beginsituatie invullen 0,0,.3827, .9239. 

meegr e d .  

De simulatieresultaten komen dan overeen met de resultaten behaald 
met het simuleren zonder eulerparameters. De verschillen tussen de 
berekeningen van de hoek 01 bijvoorbeeld zijn kleiner dan 
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3 Simulatie 

3.1 Het genereren van een FORTRAN-programma 
Om tot het simuleren van het systeem te  komen schrijft AUTOLEV 
een FORTRAN-programma dat na 'compiling' en 'linking' omgezet 
km wcrden in een 'executable file'. We geven het commando: 

(118) CODE(SLINGER,SUBS) 

AUTOLEV schrijft een Fortran-programma SLINGERFOR met drie 
extra subroutines DECMP2, SOLVE2 en DEQS die het gevolg zijn 
van het argument SUBS in het commando CODE. Deze subroutines 
kunnen samen een stelsel differentiaalvergelijkingen volgens (f55) op- 
lossen en zijn gebaseerd op de methode van KUTTA-MERSON met 
variable stapgrootte. Ze kunnen in een aparte bibliotheek worden 
geplaatst zodat bij latere simulaties het argument SUBS kan worden 
weggelaten, hetgeen schijfruimte bespaart (zie hiervoor een handlei- 
ding in Fortran). 

Gaan we uit AUTOLEV dan kunnen we met een editor de file SLIN- 
GER.FOR bekijken (appendix C). De executable file SLINGER.EXE 
heeft een inputfile SLINGERIN nodig die de begincondities en con- 
stanten aangeeft volgens het readstatement uit de file SLINGER.FOR: 

READ(11,*) LA,LB,WDA,WDAB,G 
READ(11,*) MASSA,MASSB 
READ( 11 ,*) IA( 1) ,IA(2),IA(3) 
READ(11,*) 1B~1~,1B(2),1B~3) 
READ(II,*) u(i) ,u(2) 
READ( 1 i,*) PHI1,PHII 

3.2 Invoer van de gegevens 
Voor de waarden die worden gevraagd verzinnen we zelf enige reële 
getallen. We kiezen hiervoor waarden die overeenkomen met getallen 
die bij DADS zijn gebruikt voor de uitwerking van de dubbelslinger, 
alleen nemen we een wat langere tijd (deze wordt overigens pas ge- 
vraagd bij het laten draaien van het programma). 
Overigens, de enige vergelijking die we zullen maken betreft de resul- 
taten van de tweede simulatie. Reeds in het begin van het verslag is 
gezegd dat we twee simulaties gaan doen nl.: 
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Vrije beweging zonder demping 

We maken due een file SLINGER.IN die precies dezelfde structuur 
heeft als het readstatement in (3.1). De eenheden komen overeen met 
de eenheden in de commando's UNITS ((113) t /m (117)). 
1,1,0,0,9.81 
2,4 
0,2.66667,2.66667 
0,5.33333,5.33333 
090 
.7854,.7854 

De hoeken 01 en a2 zijn beide op 4 gesteld. De potentiele energie is 
op dat moment maximaal, de kinetische energie minimaal en de totale 
energie moet dus gelijk blijven aan de beginwaarde van de potentiële 
energie. 
Als we SLINGER.FOR binnen DOS hebben gecompileerd en gelinkt, 
geven we binnen DOS het commando SLINCPER. Er wordt ons ge- 
vraagd naar de totale tijd, de grootte van het tijdsinterval voor schrij- 
ven van gegevens en de initïele waarde van de integratietijdstap (deze 
wordt aangpast indien de berekende fout te groot wordt). Hiervoor 
voeren we in 10, .1 en .05. 
De resultaten van de simulatie staan in de files SLINGER.OU1 etc. 
(dit wordt in de Fortran-file aangeduid). Door deze files te  bewerken 
en binnen Matlab te  laden (Appendix E) kunnen we hiervan grafie- 
ken maken, die in appendix D.2 staan weergegeven. De slinger blijkt 
eindeloos door te  blijven slingeren en de totale energie blijft constant. 

Vrije beweging met demping 

1,1,28.64789,28.64789,9.81 
2,4 
0,0,2.66666667 
0,0,5.33333333 
090 
.7a54,.7854 

Dezelfde beginvoorwaarden alleen nu met demping in de scharnieren. 
De totale energie neemt nu af, de slinger valt rond zijn evenwichts- 
punt (O1 = O2 = O) stil. De grafieken hiervan staan in appendix D.3. 
De vergelijking van de resultaten met die van DADS wordt in ap- 
pendix D.4 gemaakt, er zijn geen principiële verschillen wat betreft 
getalswaarden. Er is wel een verschil wat betreft de tekens. Dit hangt 
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samen met de keuze van de verbindingsassenstelsels en de definitie 
van de potentiële energie. In ons geval wordt deze in de eindstand 
voor 01 = 0 2  = O nul gekozen. In het voorbeeld volgens DADS wordt 
deze voor 01 = ?r en 0 2  = O nul gekozen. 
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4 Conclusies en aanbevelingen 
De formulering van de bewegingsvergelijkingen volgens Kane is efñci- 
ent opgezet en is uitermate geschikt voor numerieke verwerking op een 
computer. De naamgeving van de grootheden lijkt op het eerste gezicht 
vrij ingewikkeld, maar is consequent en volledig. De vergelijking volgens 
Kane fr tf; = û is weinig meer dan het toepassen va3 de tweede wet vm 
Newton en de impulsmomentvergelijking van Euler. Het zijn dan ook 
niet de bewegingsvergelijkingen die bijzonder zijn maar het is veel meer 
de formulering van de bewegingsvergelijkingen die bijzonder is. 

De doelstellingen van de makers van het programma AUTOLEV was een 
programma te maken dat: 

o geschikt voor gebruik op een desktopcomputer is 

o geschikt is voor het genereren van een bewegingsvergelijking voor 

o in korte tijd de gevraagde bewegingsvergelijkingen kan produceren 

o een simulatie-Fortranprogramma kan schrijven 

o een grote keuze van afhankelijke variabelen buiten de gegenerali- 

o routinematig de bewegingsvergelijkingen kan opzetten (zie appendix 

o vergelijkingen kort kan houden door het automatisch instellen van 

o gegeven snelheden van lichamen kan verwerken 

o de gebruiker laat kiezen welke namen er aan variabelen en gegene- 
raliseerde coördinaten worden gegeven 

o uitdrukkingen kan geven voor interne momenten en krachten die 
niet in de bewegingsvergelijkingen voorkomen 

o gebruikersvriendelijk is, zodat dynamici na een paar uur instructie 
met behulp van de online helpmogelijkheid kunnen beginnen 

Wat betreft het laatste punt hebben we nog wat opmerkingen, namelijk: 

een systeem tot ongeveer 20 lichamen 

seerde snelheden heeft 

F) 

hulpvergelij kingen 

O de editor binnen autolev heeft heel weinig mogelijkheden (geen ge- 
heugen of wismogelijkheid) 
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o fouten die wel aan de 'AUTOLEV-taal' voldoen zijn soms moeilijk 

o er is nog weinig echte zekerheid over de goede invoer 

o er zijn weinig extra mogelijkheden in de pre- en postprocessing bin- 
nen AUTOLEV 

o AUTOLEV en ook de oorspronkelijke theorie werkt niet met ma- 
trixrepresentaties, een vorm van wiskundige notatie die afwijkt van 
die van ons 

o door de systematiek in de naamgeving van grootheden die wel aan 
naamgeving gebonden zijn, is het verband met de theorie duidelijk 
zichtbaar 

o het is vaak mogelijk een link te leggen met colleges op deze TU,  
zoals het college Dynamisch gedrag van constructies en het college 
Numerieke analyse, methoden en programmatuur 

Hoewel de implementatie van de twee laatst besproken doelstellingen 
voor verbetering vatbaar is, vinden wij AUTOLEV een veelbelovend pro- 
gramma, vooral omdat het de theorie zo duidelijk ondersteunt. Ook de 
efficiëntie van het opstellen van de bewegingsvergelijkingen draagt hier- 
toe bij. Om AUTOLEV zinvol te kunnen gebruiken is kennis van de 
theorie onontbeerlijk. De vele mogelijkheden die AUTOLEV bij goede 
kennis van de theorie heeft, staan in schril contrast met de soberheid van 
de pre- en postprocessing. Daar tegenover staat dat de resultaten bij 
goede kennis van de theorie ook beter zullen worden ingeschat. 
We hebben nog de volgende vragen staan: 

op te sporen 

o Zijn er constructies, belastingen of situaties te verzinnen waarbij 

o Het is mogelijk om uitdrukkingen voor interne krachten en momen- 

o Hoe kunnen we niet-holonome systemen modelleren, en wat is de 

o Hoe kunnen we efficiënt het systeem controleren op foute invoer? 

o Is het mogelijk de foute invoer systematisch te localiseren? 

o Hoe kunnen we interne verbindingskrachten laten uitvoeren? Is hier 

o Kan de postprocessing worden uitgebreid met een eenvoudig (in 

AUTOLEV in de fout gaat? 

ten te genereren, hoe gaat dit in zijn werk? 

achterliggende theorie daarbij? 

een algemene strategie voor? 

bijvoorbeeld Pascal geschreven) animatieprogramma? 
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B Uitwerking translatiesnelheid 

B. l  2" term in het rechterlid van (f39) 

Noteer verkort: 

(a2) i j  = -( g i i  + zj 

Substitutie van (a2) in (al) geeft: 

met: 

(a5) G j  .u i  = i j  u vu ; ( G j ) c  = - ( G j )  

Voor de komponenten van (a4) ten opzichte van de basis go geldt: 

Met Ow' ''2') - Ziy resulteert in: 
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B.2 3" term in het rechterlid van (f39) 

(ui2) ( g i ) T  i , j j  (e) gO)TRá i b j  - -  
dus i 

(~13) go * { (z')T ' i j  } = &i ' i j  

Uit (f23a) is eenvoudig af te leiden dat geldt: 

Substitutie van (a14) in (a13) geeft: 

(als) go * { ' i j  } = - L j y  - 

Opmerking: &O = [&O o] = [ I i Q ] vv  
3 6 n - 3  

B.3 4" term in het rechterlid van (f39) 

met: 

Voor de vector b j J '  kan worden geschreven: 
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Substitutie van (als), welke voor- en navermenigvuldigd wordt met de 
basis go, en (alg) in (a16) levert: 

met OKi volgens (als)  & (alg) en & volgens (f31). 

Substitutie van (all), (a15) en (a21) in (f43) geeft voor de matrixrepre- 
sentatie van (f43) ten opzichte van de basis go : 

(a22)  ogi = o g i  +O@z”+$iy+OKj@y - 

(aas) O u  j = O u  + ( OQZi + Li + OKi& )y I 

Of: 

Vervang in (a23) de indices i en j weer door k-1 respectievelijk k: 

zodat: 

met: 
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3à 3( 2 n  - i )  

3(n+à-1) 3 3(n-i) 



Uitdraai SLINGER.FOR 54 

C 

C 
C 
c 

C 

C 

Uitdraai slinger.for 

THE NAME OF THIS PROGRAM IS SLINGER.FOR 
CREATED BY AUTOLEV ON 08-11-1992 AT 21:38:08 

IMPLICIT DBWEE PRECISION (A-Z) 
INTEGER JLOOP,NSTEPS,NCUTS,NEqS,ILOOP,COUNTER,NPSTEP 
LOGICAL STPSZ 
EXTERNAL EqNS 
CHARACTER MSG (75) 
DIMENSION U ( 4 )  
COMMON/CZEES/Z (29) 
COMMON/CPAR/IA(3),IB(3),~SSA,MSSB,PI,DEGTORAD,RADTODEG,LA,LB,G,W 

COMMON/CONT/TA ,TAB 
COMMON/CNRG/KEO,KEl,KE2,KE,PE,NRG 
COMMON/DFqLST/T,STEP,RELERR,ABSERR,NCUTS,NEqS,STPSZ 

k DA,WDAB 

OPEN(UNIT=ll,FILE=~SLINGER.IN ),STATUS=>UNKNOWN’) 
BP>EB(WIT=12,FIiE=’SLIWGER.OUP),STATUS~’~KNOWN’) 
OPEN(WIT=2O,FILE=’SLINGER.NRG>,STATUS=>UNKNOWN’) 
OPEN(UNIT=21,FILE=’SLINGER.H ’,STATUS=>UNKNOWN>) 
OPEN(~IT=3l,FILE=~SLINGER.COl~,STATUS=~UNKNOWN~) 
PI = 4.ODO*DATAN(I.ODO) 
DEGTORAD = PI/18O.ODO 
RADTODEG = l.ODO/DEGTORAD 
WRITE(*.6001) 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
t 4  

* 
* 
* 
8 

* 

NOTE REGARDING INPUT AND OUTPUT DATA FILES 

The user must supply an input data f i l e  t o  t h i s  program. The 
f i l e  must be named FILENAME.IN , where FILENAME is obtained from 
the f i r s t  l i ne  of t h i s  program. The data must be arranged i n  
accordance with the READ statements that  immediately follow t h i s  
NOTE. 

The output from the program is sent t o  data f i l e s  whose names 
appear on the screen a t  the completion of each run. The f i r s t  
column i n  each output data f i l e  contains the time T, 
running from zero t o  TMAX i n  increments of PSTEP. TMAX, PSTEP, 
and STEP are input from the terminal by the user a t  runtime, STEP 
being the i n i t i a l  integration stepsize,  a number that  should be 
chosen t o  be l e s s  than o r  equal t o  PSTEP. The terminal a lso 
prompts the user fo r  a message ident i fyingthe run. This message 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
qr 

* 
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* is printed on each of the output files. Output files ending * 
* in .Dun contain time-histories of generalized speeds and * 
* generalized coordinates; files ending in .NRG contain kinetic * 
* energy, potential energy, and total energy time-histories; files * 
* ending in .H contain angular momentum time-histories; files ending * 
* in .Con contain time-histories of quantities appearing as * 
* mgiiments in CONTROLS commands; files enäing in .SFn contain ik 

* time-histories of SPECIFIED variables; and files ending in .AUn * 
* contain time-hiatories of force and/or torque measure numbers * 
* * 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C 

* corresponding to AUXILIARY generalized speeds. * 

READ (11, *) LA, LB ,G , WDA ,WDAB 
READ (11, *) MASSA ,MASSB 
READ(ll,*) IA(1) ,IA(2) ,IA(3) 
READ(ll,*) IB(1) ,IB(2) ,IB(3) 
READ(ll,*) U(1) ,U(2) 
READ(ll,*) PI1,FIZ 

c 
c 

WRITE(* ,6002) 
READ( * ,6003) (MSG(ILOOP),ILOOP = 1,75) 
WRITE(* ,6009) 
READ(* ,*) TMAX,PSTEP,STEPO 
NPSTEP = IDINT((PSTEP-l.D-8)/STEPO + 1) 
STEP = PSTEP/NPSTEP 

C 
WRITE(* ,6012) 
WRITE(* ,6010) (MSG(ILO0P) ,ILOOP = 1,751 
WRITE(12,6101) 
WRITE(l2,6OlO) (MSG(ILO0P) ,ILOOP - 1,75) 
WRITE(20,6150) 
WRITE(20,6010) (MSG(IL0OP) ,ILOOP = 1,75) 
WRITE(21,6151) 
WRITE(Pl,6OlO) (PISG(1LOOP) ,ILOOP = 1,751 
WRITE(31,6201) 
WRITE(31,6010) (MSG(ILO0P) ,ILOOP = 1,751 
WRITE(* ,6011) 
WRITE (12,601 1) 

WRITE(* ,6500) LA,LB,G,WDA,WDAB 
WRITE(12,6500) LA,LB,G,WDA,WDAB 
WRITE(* ,6512) IA(1) ,IA(2) ,IA(3) 
WRITE(12,6512) IA(1) ,IA(2) ,IA(3) 
WRITE(* ,6513) IB(1) ,IB(2) ,IB(3) 
WRITE(12,6513) IB(1) ,IB(2) ,IB(3) 

C 
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WRITE(* ,6600) MASSA,MASSB 
WRITE(12,6600) MASSA,MSSB 
WRITE(* ,6601) U(1) ,u(2) 
URITE(12,6601) U(1) ,U(2) 
WRITE(* ,6602) FIl,FI2 
URITE(12,6602) FIl,F12 
~ I T E  (* 6006) " A X  ,PSTEP ,STEP , S E P O  
WRITE(12,6006) TMAX,PSTEP,STEP,STEPo 

U(3) = FIl 
U(4) = F12 

WRITE(* ,6008) 
WRITE(20,6008> 
WRITE(21,6007) 
WRITE(12,6701) 
WRITE(31.6751) 

C 
NEqs = 4 
NCUTS = 20 
T = 0.0 
RELERR = 1.OD-8 
ABSERR = 1.OD-8 
STPSZ - .FALSE. 
NSTEPS = IDINT(TMAX/STEP+~. i)+¶ 

C 
COUNTER = O 

C 
C 

DO 1000 JLOOP = 1 , NSTEPS 
CALL ZEES (T ,U> 

C 
IF (COUNTER.Eq.NPSTEP.OR.COUNTER.Eq.0) THEN 
CALL ANGMOA(T,U,HNl ,HN2,HN3,HN) 
WRITE(21,6005) TYHN1,HN2,HN3,HN 
CALL ENERGY (T ,U) 
WRITE(* ,6005) T,KE,PE,NRG 
WRITE(20,6005) T,KE,PE,NRG 
URITE(12,6005) T,U(l) ,U(2) ,U(3) ,u(4) 
CALL CNTRL(T,U) 
WRITE(31,6005) T,TA,TAB 
COUNTER = O 
ENDIF 

C 
COUNTER = COUNTER + 1 
IF (JLOOP.Eq.NSTEPS) GO TO 1000 
CALL DEW (EQNS ,U,*99) 
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1000 CONTINUE 

WRITE(*,6999) 

STOP 
C 

99 WRITE (* ,6004) 
c 
6001 FORMAT(/lX, ’SYSTEM PARAMETERS AND INITIAL CONDITIONS’/ 

6002 FORMAT(lX, ’INPUT A DESCRIPTION OF THIS RUN’/) 
6003 FORMAT(75Al) 
6004 FORMAT(lX, ’STEPSIZE HALVED TOO MANY TIMES ’/I 
6005 FORMAT(G(lX, lPE12.5)) 
6006 FORMAT(llX,’TMAX = ’,lPE12.5,) S’/lOX,’PSTEP = ’,lPEl2.5,’ S’/llX, 

&)STEP = ),lPEl2.5,) S 
6007 FORMAT(//lX, ’SIMULATION RESULTS2//7X, ’T’ ,llX, ’“1’ ,lox, ’HN2’, lox, ’ 

&“3’, lox, ’Ra’ ,/6X, ’ (S) ’ ,8X, ’ (N*M*S) ’ ,6X, ’(N*M*S) ’ ,6X, ’ (N*M*S) ’ ,6X, 
&’ (N*M*S) ’ ,/) 

&+ PE’ ,/6X, ’ (S) ’ ,9X, ’ (N*M) ’ ,8X, ’ (“4) ’ ,8X, ’ (N*M) ’ ,/) 

P 2X,’ARE NOU BEING READ FROM THE INPUT FILE’/) 

(USER INPUT VALUE = >,lPE12.5,’ S ) ’ / / )  

6008 FORMAT(//lX, ’SIHULATION RESULTS’//7X, ’T’,llX, ’KE’,llX, ’PE’,9X, ’KE 

6009 FORMAT(/lX, ’INPUT TMAX, PSTEP, STEP ’/ 
&lx,’==-3e-=-i=3p===~-=-~~=~~a~====’ / 
&lX, I TMAX : FINAL TIME I ’ /  
&lX, ) I PSTEP: TIME INTERVAL FOR PRINTING I’/ 

&lx,’==-=~=-=~=~-====~-=============~~==’ /) 
&lX, ) I STEP : MAXIMUM INTEGRATION TIME STEP I ’/ 

6010 FORMAT(lX,’*** ’,75Al) 
6011 FORMAT(//lX,’SYSTW PARAMETERS’/) 
6012 FORMAT(lX, ’OUTPUT FROM PROGRAM SLINGER.FOR’//) 
6101 FORMAT(lX,>FILE: SLINGER.OU1 

6150 FORMAT(IX,’FILE: SLINGER.NRG 

6151 FORMAT(lX,)FILE: SL1NGER.H 
6201 FORMAT(lX,>FILE: SLINGER.CO1 

6500 FORMAT(I3X,>LA = ’,lPE12.5,’ M)/l3X,’LB = ’,lPE12.5,’ M’/l4X,’G = 

(OUTPUT FROM PROGRAM SLINGER.FOR))/ 

(OUTPUT FROM PROGRAM SLINGER.FOR))/ 

(OUTPUT FROM PROGRAM SLINGER.FDR)’//) 
(OUTPUT FROM PROGRAM SLINGER.FOR)’/ 

P/ ) 

e/ ) 

&/ ) 

P),lPE12.5,> W/S^2)/12X,’WDA - ’,lPE12.5,’ N*M/S’/llX,’WDAB = ’,lPE 
P12.5,’ NM’/) 

6512 FORMAT(lOX,’IA(I) = ’,lPE12.5,’ KG*M^2’/10X,’IA(2) = ’,lPE12.5,’ K 
StG*M^2’/10X,~IA(3) = >,lPEl2.5,’ KG*M’2’/) 

6513 FORMAT(lOX,’IB(l) = ’,lPEl2.5,’ KG*M’2’/10X,’IB(2) = ’,lPEl2.5,’ K 
&G*M:^2>/10X, ’IB(3) = ’,lPEl2.5,) KG*M’2’/) 

6600 PORMAT(lOX, ’MASSA = ),lPEl2.5,’ KG)/lOX,’MASSB = ’,1PEl2.5,’ KG’// 
€4 

6601 FORMAT(/lX, ’INITIAL CONDITIONS9//10X, ’Ul(0) = ’ ,1PE12.5, ) RAD/S’/l 
POX, >U2(0) = ) , lPE12.5, ) RAD/S ’/I 
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6602 FORMAT(9X,’FIl(O) = ’,lPEl2.5,’ RAD’/SX,’FI2(0) = ’,lPEl2.5,) RAD’ 

6701 FORMAT(//lX, )SIHULATION RESULTS2//7X, ’T’ ,fix, ’U1 ’ , llX, ’U2’ , 1 lX, ’FI 
I1 ’ ,lox, ’FI2) ,/6X, ’ (S) ) ,8X, ’ (RAD/S) ’ ,6X, ) (RAD/S) ) ,7X, (RAD) ’ ,8X, ) (R 
&AD) ’ ,/I 

6751 FOFLMAT(//lX,~SIHULATION RESULTS)//7X,’T9,llX,)TA’,1lX,’TAB’,/6X,’( 
&SI ,9X, >(M*?!) ) (N*H> ’ ,%) 

6999 FORMAT(//lX, ’OUTPUT IS ON FILES: ’, ’SLINGER.OUl’/22X, ’SLINGER.”/ 

ik//) 

&22X, ’SLINGER .NRG )/22X, ’SLINGER. CO1 /22X, /) 
END 

C 
C 
C 

C 
C 

C 

C 
C 

C 

C 

C 

C 
C 
C 

C 
C 

C 

SUBROUTINE EqNS (T,U,UDOT) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-Z) 
DIMENSION U(4) ,UDOT(4) ,COEF(2,2) ,RHS(2) 
COMMON/CZEES/Z (29) 
COMON/CPAR/IA(3) ,IB(3) ,MASSA,MASSB ,PI ,DEGTORAD,RADTODEG ,LA, LB,G,W 

COMMON/CONT/TA ,TAB 
t DA,WDAB 

CALL ZEES (T ,U) 

FIl = U(3) 
F12 = U(4) 

CALL CNTRL(T,U) 

COEF(1,I) = Z(22) 
COEF(l,2) = Z(23) 
COEF(2,l) = Z(23) 
COEF(2,2) = Z(25) 

CALL UNCüPL (2, COEP ,RHS ,UDOT) 

U3 IS DEFINED TO BE FIl 
UDOT(3) = U(1) 

U4 IS DEFINED TO BE F12 
üDOT(4) = U(2) 
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C 
RETURN 
END 

C 
C 
C 

SWRDUTIHE ~CWk(NBIH,COEP ,MS,mor) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-Z) 
INTEGER NDIM,IPS(50) 
DIMENSION COEF(NDIH,NDIH) ,RHS (NDIW) ,UDOT(NDIM) 

C 

C 

C 
90 1 

902 

60 1 
602 

C 
C 
C 

C 

C 
C 

C 

CALL DECMP2(NDIH,COEF,NDIH,COEF, IPS ,*901,*902) 
CALL SOLVE2 (NDIH, COEF ,NDIH,RHS ,UDOT, IPS) 

RETURN 

WRITE(* ,601) 
STOP 
WRITE(*,602) 
STOP 
FORMAT(/lX,’ALL ELEMENTS IN A ROW OF COEF ARE ZEROS’/) 
FOWT(/lX,’A PIVOT ELEMENT ENCOUNTERED IN THE DECOMPOSITION’, 

END 
.I * ’ OF COEF IS ZERO’) 

SUBROUTINE ZEES (T ,U> 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-Z) 
DIMENSION U(4)  
COMMON/CZEES/Z (29) 
COmON/CPJ&/IA(3) ,IB(3) ,MASSA ,mSSB ,PI ,DEGTORAD ,RADTODEG ,LA ,LB ,G,W 

L DA,WDAB 

PI1 = U(3) 
F12 = U(4) 

si = DSIN(FII) 
ci = DCOS(FII) 
S2 = DSIN(FIl+FI2) 
c2 = DCOS(FIl+FI2) 
S3 = DSIN(FI2) 
C3 = DCOS(FI2) 

z(1) = LA*Sl 
z(2) = Cl*LA 
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Z(23) = 
Z(24) = 

Z(25) = 
Z(26) = 
Z(27) = 
Z(28) = 
Z(29) = 

RETURN 
END 

& E  

C 

C 
C 
C 

SUBROUTINE CNTRL (T ,U) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISIDN (A-Z) 
DIMENSION U(4) 
COMMON/CZEES/Z (29) 
CDM?NJN/CPAR/IA (3) , IB (3) ,MASSA ,MASSB ,PI ,DEGTORAD,RADTODEG ,LA , LB , G , W 

COMMON/CONT/TA ,TAB 
COMMON/CNRG/KEO,KEl,KE2,KE,PE,NRG 

FIl = U(3) 
PI2 = U(4) 

& DA,WDAB 

C 

C 
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C 

C 
s 
C 

C 

C 
C 

C 

C 

C 
C 
C 

RETURN 
END 

SUBROUTINE ANGAOM(T ,U , "1 ,HN2 , "3 , HN) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-Z) 
DIMENSION U(4) 
COMMON/CZEES/Z (29) 
CO~ON/CPAR/IA(3),IB(3),HASSA,~SSB,PI,DEGTORAD,RADTODEGyLA,LB,G,W 

t DA,WDAB 

FIl = U(3) 
F12 = U(4) 

si = DSIN(FI~) 
ci = DCOS(FII) 
S2 = DSIN(FI2) 
C2 = DCOS(FI2) 

RETURN 
END 

SUBROUTINE ENERGY (T ,u) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-Z) 
DIMENSION U(4) 
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COMMON/CZEES/Z (29) 
COMMON/CPAR/IA(3),IB(3),MASSA,~SSB,PI,DEGTORAD,RADTODEG,LA,LB,G,W 

COMMON/CNRG/KEO,KEi,KE2,KE,PE,NRG 
& DA,WDAB 

Si = DSIN(FI1) 
Cl = DCOS(FI1) 
S2 = DSIN(FII+FI2) 
C2 = DCOS(FIl+FIP) 

ZKEl = -U(1) *Z ( 1) 
ZKE2 = U(l)*Z(2) 
ZKEI = (ZKEI*ZKEl+ZKE2*ZKE2)*MASSA+IA(3)*U(l)*U(l) 
ZKE4 = -U(1) *Z(S)-U(Z)*Z(S) 
ZKES = U(l)*Z(7)+U(2)*Z(8) 
ZKE6 = (IB (3) *U( I)+IB (3) *U(2) ) *(U( i)+U(2) +(ZKE4*ZKE4+ZKES*ZKE5) *M 

KEO = O 
KEI = O 
KE2 = .5* (ZKE3+ZKE6) 
KE = KEO+KEI+KE2 
PE = (MASSA+2*MASSB)*(l-Cl)*G*LA+MASSB*G*(I-C2)*LB 
NRG = KE + PE 

& ASSB 

RETURN 
END 

SUBROUTINE DECMP2 (N ,A, IDIM, LU, IPS ,* , *) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-Z) 
INTEGER W,IDIH,IPS(N),I,J,K,IP,KP,KPl,~I,IDXPIV 
DIMENSION A(IDIW,N) , LU(IDIH,N) ,SCALES(IOO) 
ZERO=O.ODO 
DO 5 I=l,N 
IPS(I)=I 
ROWNRM=O.ODO 
DO 2 J=I,N 
LU (I, J )  =A (I, J) 
ROWNRM=DMAXl (ROWNRW , DABS (LU (I, J) 

IF (ROWNRM. EQ .ZERO) RETURN 1 
SCALES(I)=I.O/ROWNRM 

2 CONTINUE 
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5 

11 

15 

16 
17 

C 
C 
C 

1 

CONTINUE 
NMl=N- 1 
Do 17 K=l,NMl 
BIG=O. OD0 
DO 11 I=K,N 
IP=IPS(I) 
SIZE=DA%S(kW(IP ,K))*SCAEES(PP) 
IF(SIZE.LE.BIG) GO TO 11 
BIG=SIZE 
IDXPIV=I 
CONTINUE 
IF(BIG.Eq.ZER0) RETURN 2 
IF(IDXP1V.Eq.K) GO TO 15 
J=IPS(K) 
IPS(K)=IPS (IDXPIV) 
IPS(IDXPIV)=J 
KP=IPS(K) 
PIVOT=LU(KP ,K) 
KPl=K+l 
DO 16 I=KPl,N 
IP=IPS (I) 
EM=LU(IP,K)/PIVOT 
LU(IP,K)=EM 
DO 16 J=KPl,N 

CONTINUE 
CONTINUE 
IF(LU(IPS(N) ,N) .Eq.ZERO) RETURN 2 
RETURN 
W D  

LU(IP, J)=LU(IP, J)-EM*LU(KP, J) 

SUBROUTINE SOLVE2 (N, LU, IDIM,B, X, IPS) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-Z) 
INTEGER I, J, IP , IP1, IMl ,NP1, IBACK ,W, IDIM, IPS (NI 
DIMENSION LW(IDIM,N) ,B(N) ,X(N) 
NPl=N+l 
X ( 1 =E (IPS ( 1 ) 
DO 2 I=2,N 
IP=IPS(I) 
IMl=I-l 
SüM=O . OD0 
DO 1 J=l,IMl 
SüM=SiJM+LU (IP , J) *X (J) 
CONTIMIE 
X (I 1 4  (IP) -SUM 
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2 CONTINUE 
X(N) =X(N) /LU(IPS (NI ,N) 
DO 4 IBACKe2,N 
IZNP1-IBACK 
IP=IPS(I) 
IPl=I+l 
SUH=Q a QDO 
DO 3 J=IPl,N 
S~=SUH+LU (IP , J *X ( J 1 

4 x(I)=(x(I) -sW /LU(IP, I) 
3 CONTINUE 

RETURN 
END 

C 
C 

SUBROUTINE DEqS(F,Y,*) 
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-Z) 
INTEGER I,NCUTS,NEQ 
LOGICAL DBL,STPSZ 
EXTERNAL F 
COMMON/DFqLST/T, STEP, REL, ABS, K U S  ,NEg, STPSZ 
DIMENSION FO(200) ,F1(200) ,F2(200) ,Y1(200) ,Y2(200) ,Y(NEQ) 
DATA HC/O. ODO/ 

IF(NEq.NE.0) GO TO 10 
HCrSTEP 
RETURN 

C *** CHECK FOR INITIAL ENTRY AND ADJUST HC, IF NECESSARY. 

10 IF(STEP.Eq.0.0DO) RETURN 1 
C *** CHANGE DIRECTION, IF REQUIRED. 

IF(HC*STEP) 20,30,40 
20 HC=-HC 

GO TO 40 
30 HC=STEP 

40 EPSL=REL 
C *** SET LOCAL VARIABLES 

FINAL=T+STEP 
H=HC 
TT=T+H 
T=FINAL 
H2=H/2.ODO 
H3=H/3.ODO 
H6=H/6.ODO 
H8=H/8.ODO 

C *** MAIN KUTTA-MERSON STEP 
50 IF((H.GT.O.ODO.AND.TT.GT.FINAL).OR. 

60 CALL F(TT-H,Y,FO) 
C (H.LT.O.OD0.AND.TT.LT.FINAL)) GO TO 190 
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DO 70 I=l,NEq 
Y1 (I) =FO (I) "+Y (I) 

CALL F(TT-P.O*H3,Yl,Fl) 
DO 80 I=l,NEq 

70 

80 Y1 (I)=(FO (I) +Fl (I) *H6+Y (I) 
CALL F(TT-2.O*H3,Yl,Fl) 
DO 90 I=l,NEQ 

CALL F (TT-H2, Y 1, F2) 
DO 100 I=l,NEq 

CALL F(TT,Yl,Fl) 
DO 110 I=l,NEq 

90 Y 1 (I) = (Fl (I) *3.O+FO (I) ) *H8+Y (I 

100 Y1 (I)=(F2 (I) *4.O-F1 (I) *3.O+FO(I) )"+Y (I) 

110 Y2 (I)=(F2 (I) *4.O+Fl (I) +FO (I) )"+Y (I) 
C *** DOES THE STEPSIZE H NEED TO BE CHANGED? 

IF(EPSL.LE.O.OD0) GO TO 170 
DBL=. TRUE. 
DO 160 I=l,NEq 
ERRxDABS (Y1 (I) -Y2 (I) )+O. 2 
TESTrDABS(Yl(1) )*EP% 
IF(ERR.LT.TEST.0R.ER.LT.ABS) GO TU 150 

H=H2 
TTmTT-H2 
IF(.NOT.STPSZ) GO TO 120 
TEMPITT-H~ 
WRITE(*, 200) H ,TEMP 

C **I HALVE THE STEPSIZE 

C *** HAS THE STEPSIZE BEEN HALVED TOO MANY TIMES? 
120 NCüTS=NCUTS-l 

IF(NCUTS.GE.O) GO TO i30 
PTT-H2 
WRITE(*,210) T 
RETURN 1 

C *** IF STEPSIZE IS TOO SMALL RELATIVE TO TT TAKE RETURN 1 
130 IF(TT+H.NE.TT) GO TO 140 

T=TT 
RETURN 1 

140 H2=ii/2.ODO 
H3=H/3.ODO 
H6=H/6.ODO 
H8=H/8.ODO 
GO TO 60 

150 IF(DBL.AND.64.ODO*ERR.GT.TEST 

160 CONTINUE 
C .AND.64.ODO*ERR.GT.ABS) DBL=.FALSE. 

C *** DOUBLE THE STEPSIZE, MAYBE. 
IF(.NOT.DBL.OR.DABS(2.ODO*H).GT.DABS(STEP),OR. 
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C DABS(TT+2.ODO*H).GT.DABS(FINAL).AND. 
C DABS(TT-FINAL) .GT.DABS(FINAL)*l.OD-7) GO TO 170 
H2=H 
H=H+H 
IP(STPSZ) URITE(*,200) H,TT 
H3=H/3.ODO 
H6=H/6.QBO 
H8=H/8.ODO 
NCiJTS=NCUTS+I 

170 DO 180 I=l,NEQ 
180 Y(I)=Y2(I) 

TT=TT+H 
GO TO 50 

i90 IF (EPSL. LT. O .  ODO) RETURN 
C *** NOW BE SURE TO HAVE T=FINAL. 

HC=H 
HmPINAL- (TT-H) 
IF(DABS(H).LE.DABS(FINAL)*l.OD-7) RETURN 
TTzFINAL 
EPSL=-1.ODO 
H2=H/2.ODO 
H3=H/3.ODO 
H6=H/6.ODO 
H8=H/8.ODO 
GO TO 60 

200 
210 FORMAT(lX,'THE STEPSIZE HAS BEEN HALVED TOO MANY TImS; ', 

FORMAT(IX,)THE STEPSIZE IS NOU ',IPDi2.4,) AT T = ),lPDl2.4) 

C 'T = ' , 1PD12.4) 
END 
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D Resultaten Simulaties 
D.l Voorbeelden output-files 

FILE: SLINGER.OU1 (OUTPUT FROM PROGRAM SLIEIGER.FOR) 

**I Vrije beweging van de slinger zonder demping 

SYSTEM PARAMETERS 

LA = 1.00000E+00 M 
LE = 1.00000E+00 PI 
G = 9.81000E+00 W S - 2  

WDA = 0.00000E-01 N*M/S 
WDAB = 0.00000E-01 NM 

IA(1) = 0.00000E-01 KG*M-2 
IA(2) = 2.66667Ea00 KGzcM-2 
IA(3) = 2.66667E+00 KG*W-2 

IB(1) = 0.00000E-01 KG*M-2 
IB(2) = 5.333330+00 KG*M^2 
IB(3) = 5.333330+00 KG*M^2 

MASSA = 2.00000E+00 KO 
HASSB = 4.00000E+00 KG 

INITIAL CONDITIONS 

Ui(0) = 0.00000E-01 RAD/S 
U2(0) 0.00000E-01 RAD/S 

FIl(0) = 7.85400E-01 RAD 
FI2(0) = 7.85400E-01 RAD 

TMAX = 1.00000E+Ol S 
PSTEP = 1.00000E-01 S 
STEP = 1.00000E-01 S (USER INPUT VALUE = 1.00000E-01 S) 
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SIMULATION RESULTS 

T u1 u2 FI 1 F12 
(SI (RAD/S) (RAD/S) (RAD) (RAD) 

0.00000E-01 0.00000E-01 0.00000E-01 7.85400E-01 7.854000-01 
1.QOQQOE-O1 -2.6146OE-81 -1.893903-03 7.72252E-01 7.854603-01 
2.00000E-01 -5.04946E-01 -4.026860-02 7.33707E-01 7.83802E-01 

9.90000E+00 -5.754723-01 7.4950lE-01 -8.00972E-01 -6.671370-01 
1.00000E+01 -3.03698E-01 7.173260-01 -8.45089E-01 -5.93321E-01 
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FILE: SLINGER.CO1 (OUTPUT FROM PROGRAM SLINGER.FOR) 

*** Vrije beveging van de slinger zonder demping 

SIMULATION RESULTS 

0.00000E-01 0.00000E-01 0.00000E-01 
1.00000E-01 0.00000E-01 0.00000E-01 
2.00000E-01 0.00000E-01 0.00000E-01 

9.90000E+00 0.00000E-01 0.00000E-01 
1.00000E+Ol 0.00000E-01 0.00000E-01 

FILE: SLINGER.NRG (OUTPUT FROM PROGRAM SLINGER.FDR> 

*** Vrije beveging van de slinger zonder demping 

SIMULATION RESULTS 

T KE PE KE + PE 
(S) (N*M) (N*M) (N*M) 

0.00000E-01 0.00000E-01 6.79731E+01 6.79731E+01 
1.00000E-01 1.419540+00 6.655360+01 6.7973lE+Ol 
2.00000E-01 5.58173E+00 6.239140+01 6.79731E+01 

9.90000E+00 2.93399E+00 6.5039lE+Ol 6.79731E+01 
1.00000E+01 9.18292E-01 6.705480+01 6.79731E+01 
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D.2 Slinger zonder demping 
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D.3 Slinger met demping 
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D.4 Resultaten DADS versus AUTOLEV 

Time 
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Ks) 

F i g u r e  5 .  Torques: A-Revl. 8-Rev2 

Time 
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E Gebruik van AUTOLEV onder DOS 

E. l  Installatie 
Om AUTOLEV te  installeren op harddisk C: maakt men op de harde 
schijf een directory C:\ AUTOLEV. Van hieruit geeft men het com- 
mmde A:%N%TALL (indien A: de naam is van de diskdrive met de 
AUTOLEV-diskettes). Vervolgens moet men in het pad C:\ AUTO- 
LEV; toevoegen. Vanuit een werkdirectory (bijv C:\ AUTOLEV\ 
WORK, zelf aan te maken) kan men dan het DOS-commando AU- 
TOLEV geven. 

E.2 Werken binnen AUTOLEV 
Er volgen nu enige veel gebruikte commando’s. Indien er vragen zijn 
over het gebruik van een commando kan men HELP COMMANDO 
typen. Het commando WHAT geeft aan welke commando’s beschik- 
baar zijn. 
CLEAR wist de geprogrammeerde orngevimg uit, met QUIT verlaat 
men AUTOLEV. Met het commando LIST kan men de invoer met 
antwoorden bekijken (zie HELP LIST voor de opties). Er zijn twee 
mogelijkheden om binnen AUTOLEV ingevoerde gegevens te  bewa- 
ren en op te  vragen. Het commando RECORD(fi1e) bewaart de zelf 
ingevoerde regels in de file ’file’. Deze kan met een ASCII-editor (bijv. 
de Norton Editor) buiten AUTOLEV worden bewerkt. Binnen AU- 
TOLEV wordt met het commando EXEC(fi1e) de file ’afgespeeld’. 
Het commando SAVE(fi1e) bewaart de invoer inclusief de antwoorden 
van AUTOLEV in twee files namelijk ’file.wrk’ en ’file.sav’. Met het 
commando LOAD(fi1e) wordt de huidige werkruimte gewist en de be- 
waarde omgeving opgeroepen. De bewaarde files bevinden zich in de 
directory van waaruit men gestart is, dus in ons geval C:\ AUTOLEV\ 
WORK 

E.3 Compileren Fortranprogramma 
Naast de installatiediskettes moet er ook een schijfje met een For- 
trancompiler worden gekopieerd. Zetten we deze in een directory 
C:\ FOR en passen we de batchfile PROFOR.BAT daarop aan, dan 
kunnen we met het geven van PROFOR PROGRAMMA de file PRO- 
GRAMMA.FOR compileren en linken. In de file PROGRAMMA.FOR 
staat na de opmerking over in- en uitvoerñles het readstatement. In 
dezelfde vorm moet er een invoerfile worden gemaakt met de naam 
PROGRAMMA.IN waarin de waarde van de gevraagde grootheden in 
staat vermeld. Denk eraan een enter t e  geven na de laatste waarde, 
anders kan de file niet worden gelezen. 
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E.4 Grafische verwerking van resultaten met Matlab 
In dit vgrslag is voor de grafische verwerking gebruik gemaakt van 
Matlab. De uitvoerfiles bevatten kolommen met getallen voorafge- 
gaan door commentaar en speciñkatie van de kolommen. Met de Nor- 
ton Editor kan dit worden weggehaald. De file moet dan een naam 
h-ijgen 25nder satemie en km binnen M2tIah worden ingelezen met 
het commando: 'load naam.' (denk om de punt). Be eerste kolom 
bevat altijd de tijd en met het commando 'plot(naam(:,l),naam(:,2)) 
worden de waarden in de tweede kolom uitgezet tegen de tijd. 
W e  hebben geëxperimenteerd met het programma 3D-STUDIO (uit- 
leenbaar bij het rekencentrum) waar men animaties mee kan maken. 
Dit programma heeft de mogelijkheid ASCII-files in te lezen die de 
verdraaiingen beschrijven. Het Fortranprogramma zou kunnen war- 
den aangepast zodat de gegevens meteen in de goede vorm worden 
geschreven, hier zou dan wel veel (vrije) tijd in moeten worden gesto- 
ken. Dit lijkt ons weinig zinvol omdat dit per systeem opnieuw moet 
worden bekeken. 
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F Schematische aanpak modellering 

I Bepalen van de graden van vrijheid I 

. Toekennen van frames aan lichamen 

1 

1 

1 

b. 

Vastleggen van oriëntaties frames 

I Hoeksnelheden en -versnellingen uitdrukken in u k ’ s  I 
Snelheden en versnellingen van zwaartepunten uitdrukken in Uk’s 

Genereren van de vergelijkingen voor fr en f,‘ 1 
I 

I Formuleren van de bewegingsvergeekingen 

invoeren energieberekeningen 

1 
Eenheden invoeren 

E#C 
Simuleren zonder energiedissipatie 

1 
Uiteindelijke simulatie 

I Grafische verwerking resultaten I 
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