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samenvattina 

Het aZgorithme J dat in dit rapport wordt beschrevenJ vraagt een MPM

of EMPM-pZanningsnetwerk als input. Het aZgorithme gaat naJ of het aan

geboden netwerk aan alle gestelde syntaktische korrektheids-eisen vol

doet. Bij een korrekt netwerk wordt het volgende berekend: 

- de vroegst-mogelijke starttijden van de aktiviteiten; 

- de laatst-toegestane starttijden Van de aktiviteiten; 

- het kritieke pad. 

Het algorithme J dat hier wordt gepresenteerd is aanzienlijk efficienter, 

dan de tot nog toe bekende algorithmen. Er wordt een bewijs Van korrekt

heid gegeven. 

Abstract 

The algorithm, which is described in this paper, asks for an MPM- or 

EMPM-pZanning-network as input. The algorithm checks, whether the presented 

network satisfies all requirements of syntactical correctness. In case of 

a correct network, the following quantities are computed: 

- the earliest starts of the activities; 

- the Zatest starts of the activities; 

- the critical path. 

The algorithmeJ which is presented hereJ is far more efficient than the 

algorithms, known by now. A proof of correctness i8 given. 
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Voorwoord 

Het ontwerpen van een algorithme wordt vaak gezien als een eenmalig pro

jekt, dat op een gegeven moment gereed is. In werkelijkheid is dit ge

woonlijk niet het geval. Veeleer is het ontwerpen van een algorithme een 

kontinu proces, waarin steeds nieuwe ideeen worden verwerkt. Wanneer men 

wetenschappelijk te werk wil gaan, dan wenst men de korrektheid van het 

geproduceerde algorithme te bewijzen. Het korrektheidsbewijs geeft dikwijls 

zoveel inzicht in het probleem dat ideeen voor een verbeterd algorithme 

ontstaan. Een dergelijk ontwerp-proces is iteratief. 

Daarnaast zijn er vele eisen, die aan een programma worden gesteld vanuit 

gebruikers standpunt (foutmeldingen etc.), Een aantal van deze eisen worden 

eerst duidelijk, wanneer het programma inderdaad wordt gebruikt. Ook deze 

gebruikservaringen dragen ertoe bij, dat het ontwerpen van een algorithme 

een kontinu proces is. 

Uit het bovenstaande wordt - naar wij hopen - duidelijk, waarom het ver

schijnen van dit rapport zo lang op zich heeft Laten wachten. Immers, de 

vertragingstijd tussen een redelijk werkend algorithme, en de beschrijving 

daarvan bedraagt minstens vier maanden. Wanneer men dan het geschreven 

koncept-rapport vergelijkt met het algorithme, zoals het inmiddels is, 

zijn de verschillen zo groot, dat men slechts een mogelijkheid ziet: een 

kompleet nieuw rapport produceren. 

Wij z~Jn dank verschuldigd aan ir. V. Swinkels, die in de beginfase van 

het ontwerpproces als student een belangrijke bijdrage .aan de basisideeen 

leverde. Het eerste gedeelte van dit rapport werd getypt door mej. Anne

lies Ummels, tevens deed zij het korrektie-werk. Daarna werkten mevr. Lia 

Dietz-van Bergen en mevr. Dorothe Haak-Brandes er korte tijd aan. Mej. 

Marleen van Balen verzorgde de tweede helft van het rapport. De tekeningen, 

die de heer van der Heyden heeft verzorgd, vormen een essentieel gedeelte 

van het manuscript. Onze hartelijke dank voor dit excellente vakwerk. 

Daarnaast heeft de heer van der Heyden met grote welwillendheid en 

akkuratesse de Algol-teksten getypt. 
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1 Inleiding 

In [7 J is de netwerk-planningsmethode "Extended MPMII gepresenteerd. In 

het onderhavige rapport zal een efficient algorithme worden beschreven, 

dat de berekeningen aan een MPM- of EMPM-planningsnetwerk uitvoert. 

Bij een planningsnetwerk behoort een gerichte graaf. In de terminologie 

van de grafentheorie heerst een babylonische spraakverwarring. Dit feit 

dwong ons, aIle gebruikte begrippen te definieren. Deze definities kan 

men vinden in Appendix A. In hoofdstuk 2 worden enige veel gebruikte be

grippen en notaties nader toegelicht. In hoofdstuk 3 wordt gedefinieerd 

aan welke eisen een netwerk moet voldoen, om als planningsnetwerk zinvol 

te zijn. In het uiteindelijk te presenteren algorithme wordt deze z.g. 

syntaktische korrektheid, onderzocht. 

In hoofdstuk 4 bespreken wij enige methoden, volgens welke het netwerk in 

de computer kan worden weergegeven (data-struktuur). In hoofdstuk 5 worden 

enige bestaande algorithmen besproken. Hierbij blijkt, dat deze algorithmen 

voor netwerken, waarin cykels mogen voorkomen aanzienlijk meer rekentijd 

nodig hebben, dan algorithmen voor cykelvrije netwerken. 

In hoofdstuk 6 presenteren wij in grote lijnen een nieuw algorithme, ge

schikt voor cykelvrije en niet-cykelvrije netwerken. 

In hoofdstukken 7 tim 11 wordt het geschetste beeld nader uitgewerkt, en 

worden de deel-algorithmen gedetailleerd beschreven. Er is telkens een 

voorbeeld toegevoegd, en de komplete Algol-tekst wordt gegeven. In appendix 

C wordt de korrektheid van de deelalgorithmen bewezen. 

In hoofdstuk 12 wordt de efficientievan het algorithme besproken. 

Het algorithme is gedeeltelijk gebaseerd op het algorithme SC-Worker, zo

als beschreven in [10J. Voor een volledig begrip van het eerste deel

algorithme is begrip van SC-Worker onontbeerlijk., 

Bij verschillende deel-algorithmen wordt gebruik ge~aakt van rekursieve 

prograunneertechnieken [ 3J. In tegenstelling tot de beschrijving van SC 

Worker [IOJ hebben wij in dit rapport aIleen de rekursieve beschrijvings

wijze gepresenteerd. Bij een dergelijk groot prograunna wordt de iteratieve 

beschrijvingswijze snel onelegant, onleesbaar en volumineus. Wij hopen, 
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dat lezers die niet vertrouwd zijn met rekursie, na het lezen van de be

schrijving van SC-worker, hiermede voldoende vertrouwd zullen zijn om dit 

rapport te kunnen volgen. 

Bij de beschrijving van de algorithmen Ln dit rapport is gebruik gemaakt 

van TRE-ALGOL-60, zoals gebruikt op de EL-X8, vanwege de duidelijke 

lay-out. Ret in hoofdstuk 6 gepresenteerde algorithme maakt deel uit van 

het netwerkplanningsprogramma ANNETTE II, geschreven in Burroughs Extended 

Algol, en is uitvoerig getest op de B6700 komputer van de THEindhoven. 

Terwille van de leesbaarheid van de programma's hebben wij de volgende 

konventie ingevoerd: 

indien de deklaratie van een procedure op een bepaalde plaats programma

technisch noodzakelijk is, maar de leesbaarheid van het geheel verstoort, 

vervangen wij de procedure-tekst op die plaats door: 

declaration procedure < naam van de procedure >; 

De procedure-tekst presenteren wij dan later. 
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2 'Poe l ichting van enke le begrippen en notau,es 

Als peen pijl is, wordt met b(p) het beginpunt van p bedoeld, en met 

e(p) het eindpunt. 

Een knooppunt V heet bereiKbaar vanuit een knooppunt W, als er een pad 

loopt van W naar V, of als V = W. Dus V is per definitie bereikbaar van

uit zichzelf. 

Een knooppunt V is sterk verbonden met een knooppunt W, als V vanuit W 

en W vanuit V bereikbaar is. 

De relaties: "bereikbaar vanuit" en "sterk verbonden met" zgn transitief, 

d.w.z.: z bereikbaar vanuit y} ~ b 'kb 't 
~ z ere~ aar vanu~ x 

y bereikbaar vanuit x 

Een sterke Jeomponent van een graaf G is een deelgraaf D c G, met de eigen

schap, dat ieder knooppunt van D vanuit ieder ander knooppunt bereikbaar 

is; bovendien moet de deelgraaf niet-uitbreidbaar zijn, d.w.z. als men 

een of meer knooppunten aan D toevoegt, geldt voor de nieuwe dee1graaf 

niet meer, dat ieder knooppunt vanuit ieder ander knooppunt bereikbaar is. 

Een sterke komponent heet enkeZvoudig, indien deze sterke komponent uit 

slechts een knooppunt bestaat; indien een sterke komponent uit meerdere 

knooppunten bestaat, heet hij samengesteZd. 

Wij spreken van een netwerk, als met iedere pijl van de graaf een lengte 

is geassocieerd. De Zengte Van een pad is de som van de 1engten van de 

pijlen van dat pad. Een 1angste pad van het knooppunt START naar het knoop

punt FINISH heet een kritiek pad. 

De ~roegst - ~ogeZijke ~tart - tijd (VMS-tijd) of earliest start (es) van 

een knooppunt V wordt a1s voIgt gedefinieerd: 

es [V] een gegeven waarde als V = START 

es [V] es [START] + 1engte van het langste pad van START naar V, 

als V '" START. 

De laatst - toegestane start - tijd (Its - tijd) of latest start (Is) van 

een knooppunt V, wordt als voIgt gedefinieerd: 

1s [V] = es [V] als V = FINISH 

Is [V] = Is [FINISH] - lengte van het langste pad van V naar FINISH, 

als V '" FINISH 
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In de beschrijving van de algorithmen zullen wij vaak spreken over het in 

rekening brengen van een pijl P. Hiermee wordt, bij de berekening van de 

vroegst-mogelijke-start tijden, het volgende bedoeld: 

earliest start [b(P)] + length [P] > earliest start [e(P)] 

then begin earliest start [e(P)]: = earliest start [b(P)] .+ length[P]; 

OVERIGE ADMINISTRATIE 

Bij de berekening van de laatst toegestane start-tijden wordt hiermee 

bedoeld: 

if latest start [b(P)] + length [P~ > latest start [e(P)J 

~ begin latest start [b(P)] := latest start [e(P)] - length [P]; 

OVERIGE ADMINISTRATIE 

Een formele en meer uitgebreide behandeling van begrippen ~s gegeven in 

Appendix A. 



- 10 -

3 S~ntaktisohe korrektheid van het netwerk 

We noemen een netwerk syntaktisoh korrekt, indien het voldoet aan de 

volgende voorwaarden: 

1. "uniek beginknooppunt ll 

Er is een en slechts een (door de gebruiker van het algorithme aan 

te geven) beginknooppunt. We zullen dit knooppunt in het vervolg 

START noemen. 

2. "uniek eindknooppunt" 

Er is een en slechts een (door de gebruiker aan te geven) eindknoop

punt, dat we FINISH zullen noemen. 

3. "bereikbaarheid" 

Ieder knooppunt ligt op een pad van StART naar FINISH. 

Indien er geen pad bestaat van START naar een knooppunt K, dan is de 

vroegst mogelijke starttijd van dat knooppunt niet gedefinieerd. We 

noemen zoln knooppunt Keen loze start. Indien er geen pad bestaat van 

een knooppunt K naar FINISH, dan is de laatst toegestane starttijd van 

dit knooppunt niet gedefinieerd. We noemen zo'n knooppunt Keen loze 

finish. 

4. "afwezigheid van positieve cYkels" 

Het netwerk mag cykli bevatten [7J. Deze dienen echter van niet-positieve 

lengte te zijn (~O). 

In het door ons gepresenteerde algorithme vindt een volledige kontrole op 

deze eisen plaats: kontrole op de voorwaarden 1. en 2. is triviaal. 

Kontrole op voorwaarde 3. vindt plaats in het deelalgorithme "decompose, 

orden SC and check".De voorwaarden 1. , 2. en 3. , noemen wij de bereik

baarheidsvoorwaarden. Kontrole op voorwaarde 4. vindt plaats in het deel

algorithme "compute es, check and find cp". 
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De bestaande algorithmen [5J, C13J, Cl5J , allen gebaseerd op [4J, voeren 

geen kontrole uit op voorwaarde 3. 

In sommige van deze algorithmen wordt ervoor zorg gedragen, dat aan voor

waarde 3 altijd is voldaan, bv. door het introduceren van fiktieve pijlen 

met lengte = 0 van START naar alle knooppunten, en van alle knooppunten 

naar FINISH. Soms worden deze fiktieve pijlen impliciet geintroduceerd, 

bv. door het initialiseren van aile VMS-tijden op O. Hier zijn de volgende 

bezwaren tegen aan te voeren: 

de introduktie van fiktieve pijlen kan een netwerk kreeren, dat niet 

overeenstemt met de bedoeiing van de gebruiker 

- de introduktie van fiktieve pijlen kan fouten van de gebruiker (bv. input

fouten) verdoezelen. 

Voor het in hst. 6 e.v. gepresenteerde algorithme gelden deze bezwaren niet, 

omdat een volledige kontrole op voorwaarde 3 wordt uitgevoerd. Indien een 

netwerk niet voldoet aan de voorwaarden 1. , 2. , of 3. , dan heeft berekening 

van vroegst mogelijke- en laatst toegestane starttijden geen zin. In zo'n 

geval wordt een lijst afgedrukt van alle knooppunten die niet een van deze 

voorwaarden voldoen, en worden de berekeningen vervolgens afgebroken. 
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Datastrukturen 

4.1 In'leiding 

Een netwerk kan op verschillende manieren in een komputer worden ge

representeerd; iedere representatie zullen wij een datastruktuur noemen. 

De datastruktuur heeft een grote invloed op efficiency en elegantie van 

de algorithmen die gebruik maken van deze datastruktuur. De keuze van 

een datastructuur en het ontwerpen van een algorithme zijn dan ook niet 

twee verschillende zaken, maar vormen twee aspekten van hetzelfde ont

werp-proces. 

De algorithmen voor netwerkplanning kunnen worden onderscheiden in: 

- de reken-algorithmen;algorithmen voor het testen op de korrektheid 

van een netwerk, voor de berekening van de vms-tijden en Its-tijden, 

etc. Alle algorithmen uit dit rapport behoren tot deze klasser 

- de administratieve-algorithmen: dit zijn de in het kader van netwerk

planning onontbeerlijke algorithmen, zoals algorithmen voor het aan

brengen van wijzigingen in het netwerk (bestandsmanipulatie), voor de 

rapportage, etc. 

Men dient zich te realiseren, dat beide soorten algorithmen hun eisen 

stellen aan de datastruktuur, en dat de uiteindelijke keuze vaak een 

kompromis is; ook zal men soms besluiten, de ene datastruktuur uit de 

andere af te leiden, wanneer dat voor een bepaald algorithme wenselijk is. 

Als twee voor de hand liggende datastrukturen kunnen we noemen: 

1. de "inverted list" 

2. de "multilist" 

4.2 Inverted 'list 

De, in dit rapport gebruikte inverted-list datastruktuur veronderstelt, 

dat de knooppunten van de graaf zijn genummerd: 1, ••• ,n. Er wordt gebruik 

gemaakt van de volgende 4 eendimensionale arrays: 

- sue (~eessors) 

- fe (place of first outward !:,dge ~n "sue") 

- le (place of last outward !:,dge ~n "sue") 

- length 
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In het array sue zijn de direkte opvolgers van knooppunt !li" genoteerd 

op de plaatsen feCi] tot en met le[iJ • De lengten van de bijbehorende 

pijlen staan inhet array length op de plaatsen fe[iJ tot en met le[iJ. 

Indien knooppunt i geen opvolgers heeft, geldt: .1e[iJ < fe[iJ. In het 

onderstaande schema is het array "length" weggelaten. 

l 

fig. 4.2.1 
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Als voorbeeld geven we nog de datastruktuur behorend bij het volgende 

netwerk: 

2 

3 

4 

fe 

-; 

sue Ie length 

fig. 4.2.2 

De algorithmen in dit rapport z~Jn aIle gebaseerd op deze datastruktuur. 

Een aanpassing van de algorithmen aan de multilist-struetuur, zoals die 

in 4.3 zal worden besproken, is eenvoudig te realiseren. 

Gewald und Sauler [5J representeren een graaf in een drietal een dimen

sionale array's: I, J en PD • 

I[ KJ bevat dan het beginpunt b(P) van een pijl P, J[KJ het eindpunt e(P) 

en PD[KJ.de lengte van P. 

Als voorbeeld, de graaf in fig. 4.2.2.: 

I J PD 

1 2 2 

2 3 8 

I 3 5 

2 1 -7 fig. 4.2.3. 

De volgorde 

waarin de pijlen bij Gewald und Sauler worden opgeslagen en later in 

dit algorithme worden afgewerkt wordt bepaald door de volgorde waarin 

ze in de input voorkomen. 
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4.:3 MuZtiList 

Bij deze datastruktuur onderscheiden we in dit geval twee soorten rekords: 

- rekords die informatie over een knooppunt bevatten 

- rekords die informatie over een pijl bevatten. 

Ieder pijlrekord P is onderdeel van 2 kettingen: 

- een ketting gevormd door de pijlen die uitgaan van knooppunt b(P) 

- een ketting gevormd door de pijlen die inkomen in knooppunt e(P) 

Ieder knooppunt-rekord V vormt dan het uitgangspunt van 2 kettingen: 

- de ketting van uitgaande pijlen van V 

- de ketting van inkomende pijlen in V 

Ret illustreren van een dergelijke multilist m.b.v. een figuur, maakt 

i.h.a. weinig duidelijk; wij laten het hier derhalve achterwege. Zie 

ook [ 9]. 

In deze datastruktuur heeft men voor ieder knooppunt direkt de beschikking 

over: 

- een lijst van aIle direkte voorgangers; 

- een lijst van aIle direkte opvolgers. 

Ter kontrole van de input worden dergelijke lijsten veelvuldig gevraagd 

bij netwerkplanning. Een voordeel van een multilist-struktuur boven een 

inverted-list is, dat het eenvoudig is, pijlen te verwijderen en/of, toe 

te voegen. Dit laatste is o.a. belangrijk bij konversacionele-verwerking 

van een netwerk. Zie [ 8J. 

De bezwaren van een ketting-struktuur zijn: 

- grotere ruimte-behoefte i.v.m. de ketting-administratie; 

- een grotere adresseringsdiepte; 

- grotere komplexiteit van elementaire handelingen, zoals: "Beschouw de 

volgende uitgaande pijl". 

Ret laatste bezwaar is te ondervangen door een passend procedure-pakket. 

Een procedure-pakket voor het manipuleren met multilists, 

in [ 9] .. 

te vinden 
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In het programma ANNETTE II is de volgende strategie gevolgd: Ret net

werk wordt d.m.v. een multilist weergegeven, omdat bij deze struktuur 

het leveren van kontrole-lijsten en het aanbrengen van wijzigingen, 

eenvoudig is. Onmiddellijk voorafgaand aan het rekengedeelte wordt deze 

multilist-struktuur omgezet in een inverted list-struktuur, zoals boven 

beschreven. Hierdoor wordt in het rekengedeelte, het volgende bereikt: 

- de algorithmen blijven inzichtelijk, ook zonder kennis van het procedure 

pakket voor multi-lists [9 J; 
- de geringere adresseringsdiepte draagt bij tot de efficiency; 

- door de geringere ruimte-behoefte bestaat de mogelijkheid, de informatie 

1n het kerngeheugen te houden, in dat gedeelte van het programma, waarin . 

de gegevens in een willekeurige volgorde ter beschikking moeten staan. 



- 17 -

5 Bestaande at~orithmen 

5.1 Algorithmen voor cykelvrije netwerken 

5.1.1 Beschrijving 

Bij de berekening van de vroegst-mogelijke start tijden, is het aan

trekkelijk, een pijl P pas"in rekening te brengen" (zie hst.2) als de 

definitieve vrns-tijd van knooppunt b(P) bekend is. Want in dat geval 

behoeft pijl P slechts eenmaal gedurende het algorithme 1n rekening te 

worden gebracht. 

De meeste algorithmen voor cykelvrije netwerken gebruiken dit idee, door 

de uitgaande pijlen van knooppunt V pas in rekening te brengen, als de 

uitgaande pijlen van aIle voorgangers van knooppunt V reeds in rekening 

gebracht zijn. 

Bijvoorbeeld: 

fig. 5.1 De piji J,K wordt pas in rekening gebracht als de 

uitgaande pijlen van knooppunt I allemaal in rekening 

zijn gebracht. 

Dit vereist een ordening van de knooppunten t.a.v. de relatie "bereikbaar 

vanuit ll
; d.w.z., aIle voorgangers van knooppunt V hebben een lager rang

nummer in de ordening dan V, en aIle opvolgers hebben een hoger rangnummer. 

Bij een cykelvrij netwerk bestaan er i.h.a. een groot aantal van derge

lijke ordeningen. Bij een niet-cykelvrij netwerk bestaat een dergelijke 
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ordening niet. 

De algorithmen voor cykelvrije netwerken hebben daarom de volgende alge

mene struktuur: 

deel-algorith:me (a): orden de knooppunten m.b.t. de relatie: "bereikbaar 

vanuit"; 

deel-algorith:me (b): werk de knooppunten in deze volgorde af, en breng 

hun uitgaande pijlen in rekening. 

Voor het deel-algorithme (a) bestaan een aantal methoden, waarvan de 

rangsbepalingsmethode [J~ de bekendste is. 

Wij beschrijven hieronder een andere methode voor deel-algorithme(a) , die 

ook verder in dit rapport van belang is. Wij gaan ervan uit, dat aIle 

knooppunten vanuit start bereikbaar zijn. Bij deze methode wordt een array 

"list" met knooppunt-nummersgevuld. Tijdens het algorithme geeft de 

variabele "ploftop" (,E.lace of top) de plaats in "list" aan, waar het 

laatste knooppuntnummer is weggeschreven. Het volgende knooppuntnummer 

komt dan op plaats: ploftop + I. In het boolean-array-element: inlist[vl 

wordt bijgehouden, of knooppunt V reeds tot "list" behoort. 

De kern van het algorithme bestaat uit een rekursieve procedure "put into 

list (V)". Deze procedure gaat na of aIle directe opvolgers van V reeds 

tot "list" behoren. Indien dat niet het geval is voor een opvolger, wordt 

"put into list (opvolger)" aangeroepen. Dit bewerkstelligt, dat knooppunt 

V pas in "list" komt, als alle opvolgers van V reeds tot "list" behoren. 

procedure put into list (V); value V; integer V; 

begin integer index, successor; 

SCAN SUCCESSORS OF V: 

for index:=fe[V] step 1 until le[V] do 

begin successor:= sucCindexl; 

if not inlistCsuccessorl then put into list (successor) -- -
end; 

ploftop:= ploftop + 1; listCploftop]:= V; inlistCV]:= ~ 

MAIN PROGRAM: ploftop:= 0; inlist [ i]:= false, i=I) ••• ,n; 

put into list (START) ; 
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Wanneer wij ervan uitgaan, dat aIle knooppunten vanuit START bereikbaar 

zijn, zijn nu al knooppuntnunnners in array "list" genoteerd. Hierbij 

is de volgorde zodanig dat: 

knooppunt V is bereikbaar vanuit W + 

rangnunnner van V in "lise' ~,rangnunnner van W ~n "list". 

Het deelalgorithme (b) is als voIgt: 

Initialisering: es[i]:= _00 , i = 1, ••• ,n; 

esC := vroegste start van het projekt; 

Berekening for i: n step -1 until do 

~~_ V:= list[iJ; 

BRENG DE UITGAANDE PIJLEN VAN V IN REKENING 

end 

5.1.2 Efficiency 

Het deelalgorithme (a) roept precies n maal de procedure "put into list 

(V)" aan; bovendien worden aIle m pijlen precies eenmaal beschouwd. 

Het deelalgorithme (b) bevat een for-statement met n repetitieslagen, ook 

hier worden alle pijlen precies eenmaal beschouwd. 

De initialisering bevat een constant deel en een for-statement met n 

repetitieslagen. 

Daarom wordt de rekentijd RT begrensd door de ongelijkheid: 

RT < a + a x n + a x m o 1 2 

leder algorithme, waarvan de rekentijd aan bovenstaande ongelijkheid voldoet, 

noemen wij: 

een theoretisch meest efficient algorithme. 

5.2 Een algorithme voor cykeZvrije en niet-cykelvrije netwerken 

5.2.1 Beschrijving 

Bij een niet-cykelvrij netwerk is een ordening, zoals hierboven onder (a) 

beschreven niet mogelijk. Innners, in een niet-cykelvrij netwerk komen alt d 
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twee knooppunten A en B voor, zodanig dat A bereikbaar 1S vanuit B en 

. 'kb' . AI) B bere1 aar 1S vanu1t • 

De algorithmen, die ons uit de literatuur bekend Z1Jn [5 J,[13J,[15J z1Jn 

aIle gebaseerd op de korste-pad-berekeningsmethode van Ford-Fulkerson t4 J. 

Dit algorithme 1S iteratief. In iedere iteratie worden aIle pijlen achter

eenvolgens eenmaal in rekening gebracht. Ret algorithme stopt, als geduren

de een iteratie geen enkele verandering in de vms-tijden is opgetreden. 

Algorithme: 

Initia~isering: comment W1J gaan uit van een syntaktisch korrekte graaf; 

es[iJ:= --, i=l, .•. ,n; es[startJ:= vroegste start van project; 

Berekening : repeat change:= false; 

for node:= I step 1 until n do 

for index:= fe[node] ~tep until Ie [nodeJ do 

begin successor:= suc[indexJ; 

BRENG PIJL IN REKENING: if es[successorJ <es [nodeJ + length[index] then 

begin change:=~; 

es[successorJ:= es [nodeJ + length[index] 

end 

end 

until not change; 

Indien het aangeboden netwerk een of meer positieve cykels bevat is, het boven

staande algorithme niet eindig. Gewald und Sauler [5 J voeren daarom na 

iedere iteratie een kontrole uit op positieve cykels. wij zullen het Gewald

Sauler-algorithme hieronder presenteren in een gewijzigde vorm, welke aan

sluit bij het vervolg van dit rapport. In Appendix B geven wij een aantal 

bezwaren tegen de oorspronkelijke implementatie in [ 5 J, en een lijst met 

verschilpunten. 

Ret opsporen van positieve cykels gebeurt als voIgt: 

(I) Ret gedeelte "BRENG PIJL IN REKENING" van het bovenstaande algorithme 

wordt gewijzigd tot: 

I) Krafft [12J heeft dit 1n het geheel niet begrepen, zoals blijkt op 

bIz. 83, 84. 
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if es [successorJ ~ esC node J + length [index] then 

begin change:= ~; pusher[successor] := node; 

es [successor] := es [node] + length [index] 

end; 

comment pusher[e(P) b(P) ++ 

es[e(P)J is het laatst verhoogd tijdens het in rekening 

brengen van pijl P; 

(2) In de initialisatie wordt toegevoegd: 

stop:= 0; pusher[START]:= stop; 

(3) Na iedere iteratie wordt de test op positieve cykels uitgevoerd; deze 

werkt als voIgt: men vormt een keten van knooppunten: 

FINISH, pusher[FINISH], pusher[pusher[FINISH]], ••• 

Deze keten kan op twee manieren eindigen: 

a) men komt bij het knooppunt START, terwijl nog steeds geldt: 

pusher START = stop (=0). In dit geval is er geen cykel gevonden. 

b) in de keten komt eenzelfde element tweemaal voor. In dat geval be

vat de "pusher-graafn een cyker-l Men kan bewij zen, (zie appendix C) 

dat het oorspronkelijke netwerk nu een positieve cykel bevat, welke 

door dezelfde knooppunten gaat als de cykel in de "pusher-graaf ll 
• 

Het algorithme kan hagaan, of een nieuw element van de keten van 

pushers, a1 eerder in de keten voorkomt, m.b.v. het boolean array 

"incp" (in .£.ritica1 :e.ath). Aan het begin van het onderzoek krijgt 

incp[i] de waarde: false, l, ••• ,n. 

Wanneer een knooppunt V aan de keten wordt toegevoegd, krijgt 

incp[V] de waarde: true. 

*) Het begrip "pusher-graaf" wordt gedefinieerd ~n appendix C3. 
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Algol tekst: 

~ node:= 1 step 1 until n do incp[node] := false; 

node:= FINISH; 

repeat if incp[node] 

then begin REPORT POSITIVE CYCLE; 

node:= stop; change:= false; comment prevents next iteration 

end 

else begin incp[node] := true 

node:= pusher[node] 

end 

until node = stop; 

Indien aan de bereikbaarheidsvoorwaarden voldaan is, zal het bestaan van een 

positieve cykel uiteindelijk door dit algorithme gedetekteerd worden, 

zie 5.2.2. 

Gewald en Sauler pogen de efficiency van hun algorithme nog op de volgende 

wijze te verbeteren: 

veronderstel, dat es[V] niet veranderd is in de vorige iteratie; dan worden 

in de onderhavige iteratie, de uitgaande pijlen van V niet in rekening ge

bracht. Bij de door Gewald en Sauler gebruikte datastruktuur, waarbij de 

pijlen als punten-paren in een random volgorde in een lijst genoteerd staan, 

werkt deze maatregel echter nauwelijks efficiency-verhogend; want bij het 

in beschouwing nemen van een pijl P moet getest worden, of b(P) in de vorige 

iteratie onveranderd is gebleven. Deze test is vrijwel even kostbaar als het 

in rekening brengen zelf. Bovendien moet de test uitgevoerd worden voor 

iedere pijl •. Dit kan zelfs leiden tot efficiency-verlaging! 

Bij de door ons gebruikte data-struktuur echter,i's er per knooppunt slechts 

een test nodig, en worden op grond van deze test aIle uitgaande pijlen of 

in rekening gebracht, of overgeslagen. Bovendien kan de test als voigt ver

scherpt worden: 

- de uitgaande pijlen van V worden slechts in rekening gebracht, indien zij 

sinds de laatste verandering van es[V] niet reeds allemaal in rekening ge

bracht zijn. 
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Afgezien van de efficiency-winst levert dit een eenvoudiger programma. 

Een en ander is door ons in het gewijzigde Gewald-Sauler algorithme ge

implementeerdm.b.v. het boolean array "changed [I :nJ". Nu geldt: 

changed[iJ ++ de uitgaande pijlen van knooppunt i moeten opnieuw in rekening 

worden gebracht. 

Het Gewald-Sauler algorithme, zoals gepresenteerd in [5J, tracht positieve 

cykels weg te werken, met de bedoeling, meer dan een positieve cykel te 

detekteren (indien aanwezig). Dit is eenvoudigheidshalve in onze represen

tatie weggelaten. 

Een kritiek pad kan worden gevonden door de reeks knooppunten: 

FINISH, pusher [FINISH] , pusher[pusher[FINISHJJ, ••• , START. 

Het gewijzigde Gewald-Sauler algorithme: 
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Initialisering: 

comment Wij gaan uit van een graaf,die aan de bereikbaarheids

voorwaarden voldoet; 

es[i]:= - GO , i=I, •••• ,n; 

es[STARTJ:= earlies~ start of project; 

stop:= 0; pusher[START]:= stop; 

changed[i]:= ~ , i=}, •••• ,n; 

Berekening: 

repeat change:= false ; 

for node:= 1 step } until n do 

begin if changed[node] ~ 

begin 

for index:= fe[nodeJ step 1 until le[nodeJ do 

begin successor:= suc[indexJ; 

Breng pijl in rekening: 
/ 

if es[successor] < es[nodeJ + length[index] then 

begin change:= true; pusher[successorJ:= node; 

es[successorJ:= es[nodeJ + length[index]; 

changed[successorJ:= ~ 

end 

~; 

changed[node]:= false 

end 

end; 

Zoek positieve cycle: 

for node:=} step} until n do incp[node]:= false; 

node:= FINISH; 

repeat if incp[nodeJ then 

begin REPORT POSITIVE CYCLE; 

node:= stop; change:= false 

end 

else 

begin incp[node]:= true; 

node:= pusher[node] 

end 

until node = stop. 

until not change; 
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5 •. 2.2. Efficiency 

VerondersteZ~ dat het netwerk geen positieve eykels bevat. 

Zij a
l 

het aantal iteraties van het Gewald-Sauler algorithmen voor de be

rekening van de vms-tijden. Zij aZ het aantal iteraties van het Gewald

Sauler algorithme voor de berekening van de Its-tijden. In appendix B wordt 

bewezen: 

a
J 

+ a
2 
~ het aantal knooppunten van het kritieke pad 1 ) 

Ret Gewald-Sauler algorithme is dus sterk-iteratief. 

Veronder8tel~ dat het netwerk weZ positieve cykeZs bevat. 

In dit geval wordt een bovengrens voor het aantal iteraties niet meer bepaald 

door de struktuur van de graaf, maar hangt zij sterk af van de lengten der 

pijlen. 

Voorbeeld: 

J. fig. 5.2.2. I 
I 

1) nit wordt aIleen bewezen, voor het geval er slechts een kritiek pad 

~s. Ret is redelijk, te verwachten dat bij aanwezigheid van meerdere 

kritieke paden het sterk-iteratieve karakter behouden blijft. 
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Er bevindt zicheen positieve cykel in de graaf uit fig. 5.2.2.1. Er 

zijn 5 iteraties nodig, voordat deze cykel gaat behoren tot de "pusher

keten", welke begint bij FINISH. Het benodigde aantal iteraties voordat 

de positieve cykel ontdekt wordt verandert sterk, wanneer de lengtes van 

de pijlen veranderen. 

apmerking: Wij zijn er hierbij stilzwijgend vanuit gegaan, dat de graaf 

aan de bereikbaarheidsvoorwaarden voldoet. Indien dit niet het 

geval is, en er een positieve cykel bestaat, bereikbaar vanuit 

START maar waar vanuit geen weg naar FINISH bestaat, dan eindigt 

het Gewald-Sauler-algorithme niet. 

5.3 Kritisahe besahouwing. 
\ 

Het verschil in efficiency tussen algorithmen voor cykel-vrije netwerken 

en algorithmen voor niet-cykelvrije netwerken, is zeer markant. In de 

praktijk kan men nooit met zekerheid zeggen, of een netwerk cykel-vrij 

is; daarom is men gedwongen, altijd het algorithme voor niet-cykelvrije 

netwerken te gebruiken. Maar helaas is dit algorithme zeer ineffcient, 

zelfs als de aangeboden graaf cykelvrij is. 

Van een goed algorithme zou men mogen verwachten, dat de rekentijd "even-

redig" is met de "komplexiteit" van graaf. De rekentijd zou bij een cykel

vrije graaf aan de in 5.1.2 genoemde ongelijkheid: RT ~ aO + 01% n + 02 * m 

moeten voldoen. Planningsnetwerken uit de praktijk bevatten gewoonlijk weI 

cykels, maar hebben toch een zeer eenvoudige struktuur [zie 12.8J. De toe

name in de rekentijd Lo.v. het eerst genoemde geval zou dan ook gering 

moeten zijn. 
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6. E'en verbetel'd aZgol'ithme 

6.1 Bet basis idee. 

In een verbeterd algorithme (voor cykelvrije en niet-cykelvrije) net

werken, zullen wij een verwel'kingsvoZgol'de del' knooppunten vastleggen, 

net zoals bij het algorithme voor cykelvrije netwerken. Deze verwerkings

volgorde is bij een cykelvrije graaf identiek aan de volgorde, die het 

in 5.1 gepresenteerde algorithme voor cykelvrije grafen zou opleveren. 

Bij een niet-cykelvrije graaf zijn er bepaalde stukjes uit de volgorde, 

die iteratief doorlopen worden. Dit is in fig. 6.1.1 geschetst. 

volgorde der 

pijlen 

verwerking: 

fig. 6.1.1 

151---- ------------. ----»- - - - - - • - - - -» -- -. - --- $I-I 
.. ... 

• 
--- -

• 

In fig. 6.2.2. is geschetst, hoe het Gewald-Sauler algorithme in een 

soortgelijk geval zou verlopen. 

volgorde der 

pijlen: 

verwerking: 

fig. 6.1.2 

I fJ, u u - - - ;.. - - - - - - - - - - - - - u - - - - - - -» - - - - - - - - - -- 9 ... 1 

.. .. .. 

... .. 
~ 

~ 

.. .. 
• 
• 
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Een iteratie in ons algorithme betreft dus aanzienlijk minder pijlen dan 

een iteratie in het Gewald-Sauler algorithme. Mede daarom is onze werk

wijze zeer effcient. Een nadere analyse van de effciency wordt gegeven in 

hoofdstuk 12. 

6.2 Een voZgorde van sterke k'omponenten. 

Hierin wordt het deel-algorithme: "decompose,orden SC and check" be

schreven. Dit deel-algorithme verricht geZijktijdig de volgende taken: 

1) Het bepaalt de sterke komponenten van de graaf; dit is gebaseerd op 

het algorithme SC Worker [l~. 

2) Het onderzoekt, of de graaf aan de bereikbaarheidsvoorwaardEnvoldoet. 

Indien dit niet het geval is, stopt het algorithme, nadat een gedetail

leerde foutmelding gegeven is. 

3) Het bepaalt een volgorde van de sterke komponenten SC1' •••• ,SC en weI 
-p 

zodanig dat geldt: 

SCk bereikbaar vanuit SC
h 
~ h < k 

Deze volgorde kan men gebruiken bij de berekening van de vms-tijden: men 

berekent pas de vms-tijden van de knooppunten van SC., als de vms-tijden 
1. 

van de knooppunten van SC
i
_1 bekend zijn. Meer specifiek, verloopt deze 

berekening als voIgt: 

i : == 1; es [START]: = espro j ec t ; 

repeat a) BEREKEN VMS-TIJDEN VAN KNOOPPUNTEN UrT SC.; 
1. 

(bij deze berekening worden de pijlen P, waarvan b(P) en 

e(p) tot SC. behoren, iteratief in rekening gebracht) 
1. 

b) BRENG prJLEN IN REKENING VANUIT SC. NAAR ANDERE Sc's; 
1. 

(Deze berekening is niet-iteratief). 

c) i:= i + 1 

until i > Pi 

Wanneer de graaf cykelvrij is, is (a) een lozestatement, en verkrijgt men 

precies het algorithme uit 5.1 voor cykelvrije grafen. 

Bij de berekening van de Its-tijden kan men op soortgelijke manier van de 

volgorde gebruik maken. 
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De volgorde van sterke komponenten berust op bet co~cept van de 

gereduceerde graaf [IOJ *) J die cykelvrij is. 

Een gedetailleerde bescbrijving wordt gegeven in boofdstuk 8. 

6.3 BpZitsing van de verzameLing pijLen binnen een Be 

Men zou voor bet berekenen van vms-tijden van knooppunten uit SC. het 
1. 

algoritbme van Gewald-Sauler kunnen gebruiken. Wij hebben ecbter gekozen 

voor een ander algorithme. Hiervoor is bet nodig dat de verzameling 

pijlen gesplitst wordt in deelverzameli~. Dit wordt verzorgd door bet 

deel-algorithme "split arcs and orden nodes", dat bier globaal wordt be

scbreven. Dit deel-algorithme doet voor iedere sterke komponent SC. bet 
1 

volgende: 

- Er wordt een vOlgorde der knooppunten gekozen. In wezen kan deze volg

orde willekeurig zijn; wij zullen later zien hoe deze volgorde de 

facto bepaald wordt. Wij zullen de knooppunten van SC. in deze volgorde 
1. 

aanduiden met V1, ••• ,Vr • 

- Gebruik makend van deze volgorde wordt de verzameling uitgaande pijlen 

van de knooppunten van SC. gesplitst in drie disjunkte deelverzamelingen: 
1. 

2) BW. 
1. 

P E FW. 
1 

P E BW. 
1. 

3) ISC. <.!.nter SC) 
1. 

P E: ISC. 
1. 

~ 
b(P} = __ 

e(P) 

b < k 

++ ) b (P) E: { VI'··" V r } 

? e<P) < ( Vt ••••• Vr ) 

H) Harrary C.S. spreken van een gekondenseerde graaf [6 ] 
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Merk op, dat de sterke komponent gesplist 1.S in twee cykelvrije deel

grafen: de "FW-graaf" en de "BW-graaf". 

Bij de enkelvoudige sterke' komponent behoren alle uitgaande pijlen tot 

de verzameling ISC en ,behoeft dus geen expliciete splitsing meer plaats 

te vinden. 

De merites van het splitsen van een sterke komponent in twee cykelvrije 

deelgrafen worden besproken in Appendix C. Hier wordt aangetoond, dat 

door een dergelijke splitsing, ongeacht hoe men deze ook doet , de boven

grens van de rekentijd een faktor '2' lager wordt. De merites van de door 

ons gekozen specifieke splitsing worden besproken in Hst 12. Dit gebeurt 

aan de hand van een aantal aannamen omtrent de struktuur van plannings

netwerken. Deze aannamen zijn gebaseerd op praktische ervaringen. 

Een gedetailleerde beschrijving van dit deelalgorithme wordt gegeven in 

Hst 9. 

6.4 Bet berekenen van de VMS tiJden. 

Hierin wordt het deel-algorithme: "compute es, check and find cp" be

schreven. Dit deel-algorithme verricht gelijktijdig de volgende taken: 

- het bepaalt de vms-tijden; 

- het kontroleert op positieve cykels; 

- het bepaalt een kritiek pad. 

Bij het bepalen van de vms-tijden en de kontrole op positieve cykels, 

wordt gebruik gemaakt van de in 6.2 en 6.3 genoemde volgorden. De sterke 

komponenten worden ieder eenmaal doorgerekend in de volgorde: SC
1

' •••• ,SCp • 

Het doorrekenen van een sterke komponent houdt het volgende in: 

- bij een enkelvoudige sterke komponent worden de uitgaande pijlen ieder 

eenmaal in rekening gebracht; 

- bij een samengestelde sterke komponent, laat het algorithme zich als 

volgt globaal beschrijven: 
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:= false; 

VMS-tijden 

VMS-tijden 

positieve 

until ~ change; 

in FW-graaf 

in BW-graaf; 

cykels 

breng de ISC-pijlen eenmalig in rekening 

~ In SLAG I en SLAG2 wordt gebruik' gemaakt van de in 6.3 be-

schreven volgorde; deze deelstukken zijn beide volledig analoog 

aan de vms-berekeningen bij een cykelvrij-netwerk. 

Wij zullen het doorrekenen van een cykelvrije deelgraaf een slag noemen. 

Twee opeenvolgende slagen brengen iedere pijl binnen de onderhavige SC 

eenmaal in rekening. Wij zullen twee opeenvolgende slagen een iteratie 

noemen, hoewel een iteratie in dit algorithme meestal aanzienlijk minder 

werk omvat dan een iteratie in Qet Gewald-Sauler algorithme. De bovenge

noemde iteratie speelt zich immers af binnen een sterke komponent. E.e.a. 

wordt weergegeven door de korte en lange pijlen in resp. de figuren 6.1.1 

en 6.1.2. De efficientie-winst zal groter zijn naarmate het netwerk be-

staat uit een groter aantal sterke komponenten, m.a.w. naarmate de struktuur 

eenvoudiger is ("bijna cykelvrij"). Het is redelijk te veronderstellen, 

dat de struktuur van praktische planningsnetwerken meestal vrij eenvoudig 

zal zijn ("bijna, hoewel niet strikt cykelvrij"). Analoog aan het gewijzigde 

Gewald-Sauler algorithme, (zie 5.2) kan ook hier efficiency-winst verkregen 

worden, door het in rekening brengen van uitgaande pijlen van sommige 

knooppunten over te slaan. Wegens de splitsing in twee cykelvrije deelnet

werken, dient het kriterium een weinig anders te worden: het in rekening 

brengen van de pijlen uitgaande van een bepaald knooppunt kan worden over

geslagen, indien de VMS-tijd van dat knooppunt in de onderhavige en de 

vorige slag niet is gewijzigd. 

De test op positieve cykels geschiedt op analoge wijze als in 5.2, door het 

aflopen van een keten van pushers: pusher[V], pusher[pusher[V]], ••• met dien 

verstande, dat dit geschiedt voor iedere V ESC., voor zover: 
l. 

I) het qnderhavige pad ligt in SCi 

2) het onderhavige pad niet reeds eerder is onderzocht in dezelfde iteratie. 

Het gevolg van deze werkwijze is, dat positieve cykels veel eerder ont

dekt worden , dan wanneer men aIleen de knooppunten van het kritieke pad 

onderzoekt. 
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De frequentie van testen op positieve cykels kan ook lager gekozen worden 

bv. om de 'q' iteraties (q>l). E.e.a. dient men te kiezen op grond van 

de te verwachten foutenfrequentie. 

Indien een of meer positieve cykels zijn ontdekt wordt het programma na ver

loop van dit deel-algorithme afgebroken. 

Een kritiek pad is tevinden door de reeks knooppunten: 

FINISH, pusher[FINISHJ, pusher[pusher[FINISHJ], ••• ,START. 

Een gedetailleerde beschrijving wordt gegeven in Hst 10. 

6.5 Het berekenen van Zts tijden 

De berekening van de lts-tijden wordt verzorgd door het deel-algorithme 

"compute Is". Dit deelalgorithme wordt a1leen uitgevoerd als het net-

werk geen positieve cykels bevat. Het deel-algorithme "compute Is" is 

verder geheel analoog aan "compute es, check and find Cp" met dienverstande 

dat: 

- onder het in rekening brengen van een pijl P het volgende moet worden 

verstaan: 

if ls[e(P)J-length[P]<ls[b(P)] 

then ls[b(P)]:=ls[e(P)J-length[P] 

- begonnen wordt met Is [FINISH] gelijk te stellen aan es[FINISH] 

- de volgorde van de bewerkingen geheel omgekeerd is, dwz.: 

a) de sterke componenten worden in omgekeerde volgorde doorgerekend; 

b) bij een sterke komponent worden eerst de ISC-pijlen eerimalig in 

rekening gebracht; vervolgens worden bij een samengestelde sterke 

komponent, de pijIen van de cykel-vrije deelnetwerken in omgekeerde 

volgorde in rekening gebracht; 

- het overslaan van het in rekening brengen van pijlen, is vanwege de ge

kozen datastruktuur niet efficient • Men zou dan namelijk per knoop

punt rechtstreeks de beschikking moeten hebben over de inkomende pijlen. 

Hiertoe zou men op een andere datastruktuur moeten overgaan. 

Per samengestelde sterke k.omponent laat het deeialgorithme zich als voIgt 

beschrijven: 
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breng aIle ISC-pijlen in rekening; 

repeat change:= false; 

SLAG 1: bereken Its-tijden in FW-graaf; 

SLAG 2: bereken Its-tijden in BW-graafj 

until ~ change; 

Een gedetailleerde beschrijving wordt gegeven in Hfst 11. 
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7. Hoofdprogramma van het algorithme 

7.1 Toeliahting bij de algol-tekst 

Het hoofdprogramma wordt gevormd door de procedure: "EMPM Worker", 

Deze procedure maakt gebruik van de volgende, reeds eerder behandelde 

grootheden: 

- de integers n en m, resp. het aantal knopen en pijlen van de graaf; 

- de arrays fe, le, sue, length~ 

- de integers START en FINISH. 

Daarnaast maakt het algorithme gebruik van de integer: "esproject" die de 

startdatum van het projekt representeert. 

De output van de procedure wordt gevormd door de volgende grootheden: 

- de boolean: "correct" geeft aan, of het netwerk aan de syntaktische 

korrektheidseisen voldoet. De overige uitvoergrootheden zijn alleen 

dan zinvol, als "correct" de waarde true heeft. 

- de arrays "es" en "ls" geven per knooppunt de vms- resp. lts-tijden. 

Daarbij is "es[START] gelijk gemaakt aan "esprojekt", en is ls[FINISH] 

gelijk gemaakt aan es[FINISH] 

- Het array: "pusher". Zij V een willekeurig knooppunt. Dan geeft "pusher 

[vJ" de direkte voorganger van V aan op een langste pad van START naar 

V. 
Een kritieke pad wordt gevormd door de reeks knooppunten: 

FINISH, pusher[FINISHJ, pusher[pusher[FINISHJ], .••• START. 

De grootheid: . "pusher[STARTJ" heeft geen betekenis en krijgt in het 

programma de waarde 'a'. 
- Het array "holder". Zij V een willekeurig knooppunt. Dan geeft "holder 

[V]" de direkte opvolger van V aan op een langste pad van V naar FINISH. 

De grootheid holder [FINISH]:heeft geen betekenis enheeft na het pro

gramma de waarde '0'. 

De lokale arrays: lebw, lefw, size of SC, SClist, Vlist komen in de ver

schillende deel-algorithmen ter sprake. De integer lip" is gereserveeld 

voor het aantal sterke komponenten in de graaf; de integers: "i" 

en "V" zijn hulpvariabelen, en BIGM is een groot positief getal, groter 

dan de som van de absolute waarden van de lengtes van alle pijlen. 

Het deel-algorithme: IIsplit arcs and orden nodes" wordt alleen aangeroepen, 

als de graaf aan de bereikbaarheidsvoorwaarden voldoen, dwz. als "correct" 
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in "Decompose, orden SC and check" de waarde true heeft behouden. Het 

deelalgorithme "compute Is" wordt aIleen aangeroepen, ala het netwerk geen 

positieve cykels bevat. In de body van "compute ls" is de Its-tijd van 

ieder knooppunt V, dat op het kritieke pad ligt, gelijk gemaakt aan de 

vrns-tijd. Hierbij wordt er voor gezorgd, dat de grootheid "holder [V]" 

de opvolger van V in het kritieke pad aangeeft. 

7.2 AlgoZ-tekst 

procedure &~M Worker( esproject,n,fe,le,m,suc,length,START,FINISH, 

correct,es,ls,pusher,holder ); 

value esproject,n,m,START,FINISH; 

integer esproject,n,m,START,FINISH; 

boolean correct; 

integer array fe,le,suc,length,es,ls,pusher,holder; 
begin 

integer array lebw,lefw,size of SC,SClist,Vlist[l:n]; 

integer i,V, p,BIGM; 

declaration page 40: procedure Decompose orden SC and check, 

page 53: Erocedure Split arcs and orden 

page 66: procedure Compute es 

page 74: procedure Compute Is; 

correct:z ~; BIGM:= w 6; 

Decompose orden SC and check; 

if correct then 

begin Split arcs and orden nodes; 

check 

for i:=1 step 1 until n do es[i]:= - BIGM; 

es[STARTJ:= esproject; 

Compute es check and find Cpj 

g correct then 

and 

begin ~ i:=1 stee 1 until n do 1s[iJ:= BIGM; 

Compute Is 

end 

end 

nodes, 

find cp, 
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8. Bet deeZ-algoJ:'ithme: "Decompose., oJ:'den se and cheek" 

8. 1 BeschJ:'ijving. 

Dit deelalgorithme verricht gelijktijdig de volgende taken: 

- het plaatst van iedere SC een knooppunt (de wortel van deze SC) in 

het array SClist; 

- het onderzoekt of de graaf aan de bereikbaarheidsvoorwaarden voldoet. 

Dit zullen wij allereerst beschrijven. 

De eis, dat aIle knooppunten vanuit START bereikbaar moeten zijn, kan 

als volgt m.b.v. SC-Worker worden nagegaan: men begint het hoofdprogramma 

met "extend (start)"; als(en alleen als)na terugkeer uit "extend(start)" 

geldt :NEW = ~,is aan de eis voldaan. 

De eis, dat FINISH vanuit aIle knooppunten bereikbaar moet zijn, kan als 

voIgt m.b.v. SC Worker worden nagegaan: 

a) Declareer het boolean array FR[l:n] (Finish Reachable) 

b) Initialiseer FR[i]:= false, i=l, ••• ,n; FR[finish]:=~; 

c) Voeg toe, na het afwerken van een pijl binnen "extend'(V)": 

(stap 5) if. FR[successor] then FI:([V J:= ~ 

d) Voeg toe, bij het ontdekken van een SC binnen "extend(V)": 

(stap 6) if ~ FR[V] 

then begin rapporteer, dat FINISH niet bereikbaar is vanuit de 

knooppunten van de onderhavige SC: 

end 

~ i:= plinstack step 1 until ploftop do print(STACK[i]) 

correct:= false 

else for i:= plinstack step 1 until ploftop do 

FR[ iJ : = true 

Indien aan een van de bereikbaarheidsvoorwaarden niet is voldaan, krijgt de 

boolean variabele "correct" de waarde false. 

Bij het ordenen van de sterkekomp~ren,wordt een sterke komponent SC. ge
~ 

representeerd door het eerste knooppunt van SC., dat in 'STACK' komt. 1. . 
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Wanneer een se wordt ontdekt in lextend(V)", worden de volgende statements 

uitgevoerd: 

if correct then 

begin p:= p + 1; 

comment p telt het aantal sterke componenten,dat reeds is gevonden; 

selist[p]:= V; 

size of Se[p]:= ploftop - plinstack + 1; 

comment size of Se[p] bevat het aantal knooppunten, dat tot de sterke 

komponent " p II behoort; 

~; 

Indien aan de bereikbaarheidsvoorwaarden voldaan is, geldt het volgende: 

- de waarde van de variabele p geeft nu het aantal sterke komponenten van de gra 

- de se, waartoe FINISH behoort, SC , wordt het eerst ontdekt, en wordt 
p 

genoteerd in Selist[1 J; 

- de se, waartoe START behoort, SCI' wordt het laatst ontdekt, en wordt 

genoteerd in SClist[pJ; 

- de sterke komponenten se1, ••• ,SC
p 

worden 1n omgekeerde volgorde genoteerd 

in het array SClist. 

Indien niet aan de bereikbaarheidsvoorwaarden voldaan is, kan men de 

knooppunten indelen in vier klassen: 

- SFR: liggend op een pad van START naar FINISH; 

- SR bereikbaar vanuit START, geen pad naar FINISH; 

- FR niet bereikbaar vanuit START, wel een pad naar FINISH; 

- R niet bereikbaar vanuit START, geen pad naar FINISH. 

AHe knooppunten van een sterke komponent behoren tot dezelfde klasse. Wij 

kunnen de sterkekomponenten in soortgelijke klassen indelen. De fouten-

rapportage is als volgt: iedere sterke komponent, die tot een van de 

laatste drie klassen behoort, wordt gerapporteerd door: 

- een aanduiding van de klasse, waartoe deze se behoort; 

- een aanduiding van de knooppunten, die tot deze se behoren. 

Een bewijs van 'korrektheid van het deel-algorithme wordt gegeven in 

Append ix C 1 • 
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8.2 Vool"beeZd 

Als voorbeeld gebruiken wij de graaf uit fig. 8.1.1; dezelfde graaf 

werd ook als voorbeeld gebruikt bij de beschrijving van het algorithme 

Se-Worker (zie [1~, biz 9 en 10). Op blz'39 zijn de waarden weerge

geven die de nieuwe grootheden van het algorithme aannemen; voor de 

waarden van stack[iJ en badge[iJ zie men [10J bIz. 10. Eenvoudigheids

halve is het array "size of se" niet weergegeven. 

5 6 8 fig. 8.1.1 

Wij nemen aan, dat de gebruiker heeft gespecificeerd: 

START = en FINISH = 7. Merk op, dat daardoor t.a.v. knooppunt 5 aan 

een van de bereikbaarheidsvoorwaarden niet is voldaan. 

De tabel op pag. 39 is gebaseerd op de tabel op pag. 10 van [10J. De 

stapnummers refereren aan de stapnummers uit [10J. 

In de tabel geeft een plus-teken aan, dat een boolean de waarde true 

heeft, en een min-teken, dat deze de waarde false heeft. 

De boolean "V is reachable from start" heeft de waarde true zolang de 

onderhavig'sterke component bereikbaar is vanuit START. 
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stap pijl FR P SClist correct :t) 

[IJ[2J[3J[4J[5J[6J[7J[8J [1 J[2][3][41 ••. 

init. + ° + + 

0,1 J 2 + 0 + + 

3.4,2 1-+2 + 0 + + 

3,4,5 2+1 + 0 + + 

3,4,2 2+3 + 0 + + 

3,4,2 3+4 + 0 + + 

3,4,2 4+8 + ° + + 

3,4,5 8+4 + ° + + 

3,6,7,5 + 0 + + 

3,4,2 4+7 + ° + + 

3,6,7,5 + + 7 + + 

3.4,5 4+3 + + 7 + + 

3,6,7,5 + + + 7 + + 

3,4,2 3+6 + + + 7 + + 

3,4,5 6+3 + + + 7 + + 

3,6,7,5 + + + 7 + + 

3,6,7,5 + + + + + + 2 7 3 + + 

3,6,7,5 + + + + + + + 2 7 3 + + 

3,6,7,0, I ~2 + + + + + + + 3 7 3 + 

3,4,5 5+2 + + + + + + + + 3 7 3 + 

3,6,7,0 + + + + + + + + 

R) V is reachable from start 

8.3 ToeZionting bij net aZgoZ-programma 

De kern van het algol-programma bestaat uit het algorithme SC Worker, 

zoals gepresenteerd in [JoJ. Statements, die betrekking hebben op het 

onderzoeken van de bereikbaarheidsvoorwaarden, zijn gelabeled met CHECKn, 

waarin n een integer is. Statements, die betrekking hebben op het ordenen 

van de sterke componenten zijn gelabeled met ORDENn waarin n een integer is. 
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8.4 Algol programma 

procedure Decompose orden SC and check; 

begin integer i,new,insc,ploftop; 

integer array stack,badge[l:n]i 

boolean V is reachable from start; 

boolean array FR[l:n]; 

procedure extend( V ); value V; integer V; 

begin integer index,successor,plinstack; 

declaration procedure REPORT; 

PUT V ON STACK: 

badge(V]:=plinstack:=ploftop;=ploftop + 1; stack[ploftop]:= V; 

SCAN SUCCESSOR OF VERTEX V: 

!2! index:- fe[VJ step 1 until le[V] ~ 

begin successor:- suc[indexl; 

if badge[successor]= new then extend( successor ); 

if badge[successor] < badge[V] ~ badge[V]:= badge[successor]; 

CHECKS: 

if FR[successor] ..Eh!.!!. FR[V]:= ~ 

!!!!!.; 
CHECK WHETHER SC IS FOUND: 

if badge[V] - plinstack then 

begin !2! index:- plinstack step until ploftop ~ 

badge[stack[indexJJ:= insc; 

CHECK6: 

CHECK7: 

ORDEN2: 

if FR[V] ~ 

!2! index:- plinstack step 1 until ploftop do 

FR[stack[index]J:= ~; 

if ~ FR[V] ~~ V is reachable from start then 

begin correct:- false; REPORT end; 

if correct then 

begin p:= p + 1; size of SC[p]:- ploftop - plinstack + 1; 

sclist[pJ:= V 

!!!!!. correct; 

ploftop:= plinstack - I; 

end SC found 

!!!!!. extend; 
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INITIATE: 

new:- - I; insc;~ n + I; ploftop:- 0; 

for i:=1 step 1 until n do badge[i]:= new; 

ORDENl: 

p:= 0; 

CHECKl: 

for i:=1 step 1 until n do FR[i]:= false; 

CHECK2: 

FR[FINISH]:= ~; 

CHECK3: 

v is reachable from start pa~; extend( START 

CHECK4: 

V is reachable from start := false; 

~ i:-l step 1 until n ~ if badge[i] = new then extend( i ); 
'. ~ Decompose orden SC and check; 

procedure REPORT; 

begin integer index; NLCRj 

PRINTTEXT({ THE FOLLOWING VERTICES ARE ~); 

if ~ FR[V] and ~ V is reachable from start then 

PRINTTEXT({ NEITHER REACHABLE FROM START;~ IS FINISH REACHABLE FROM THEM 

else 

if FR(V] then 

PRINTTEXT(~ NOT REACHABLE FROM START,BUT FINISH IS REACHABLE FROM THEM~) 

else 

PRINTTEXT(~ REACHABLE FROM START,BUT FINISH IS NOT REACHABLE FROM THEM~) 

NLCR; 

for index:= plinstack step 1 until ploftop ~ 

PRINT( stack [ index J) 

.!:..!!!! REPORT; 
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9. Het deel,al,gorithme: "srUt ares and orden nodes" 

9.1 Besehrijving 

Het deel-algorithme: "split arcs and orden nodes" wordt aIleen aange

roepen, als de graaf aan de bereikbaarheidsvoorwaarden voldoet. Het 

maakt gebruik van de volgende grootheden, die output zijn van "decompose, 

orden se and check": 

p het aantal sterke komponenten in de graaf 

SCl,ist U:nJ bevat van iedere SC een knooppunt, zodanig dat: 

SClist[iJ bereikbaar vanuit Selist[jJ + i < j 

size of SC ~:n] : bevat op plaats i het aantal knooppunten van de se, waar

toe, knooppunt SClist[iJ behoort, 1 ~ i ~ p 

Opmerking: de se, waartoe knooppunt SClist[i] behoort, werd in hoofdstuk 

8 gedefinieerd als SC . 1 
p-1.+ 

Zoals in hoofdstuk 6 1.8 beschreven, bepaalt het deel-algorithme voor 

iedere samengestelde sterke .komponent een ordening der knooppunten, en 

per sterke :komponent se. een splitsing van de pijlen in drie verzamelingen: 
1. 

FW., BW. en ISe .• 
1. 1. 1. 

Tevens vult het deel-algorithme het array "Vlist" met knooppuntnotities, 

en weI als voIgt: 

- allereerst worden de knooppunten van SC geordend, vervolgens de knoop-
p 

punten van sep_
l

' etc. Wanneer wij uitgaan van de knooppunt-notities 

in SClist, betekent dit: allereerst de knooppunten van de se, waartoe 

knooppunt SClist[l] behoort, en als laatste de knooppunten van de se, 

waartoe SClist[p] behoort 

- de knooppunten van SC worden, in een nader te bepalen volgorde, genoteerd 
p 

op de plaatsen n-r +1, ••• ,n (Hierin is r : het aantal knooppunten van 
p p 

se , d.w.z. r=size of SC[tJ). In het algemeen worden de knooppunten van 
p p 

se. genoteerd op de plaatsen: 
1. 

p 
n- z: 

j=i 
r. + I, .•.•••••.. , n-

J 

P 
E 

j=i+t 
r. 

J 
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Een en ander wordt schematisch weergegeven 111 fig. 2c1.1. Vanwege de 

overzichtelijkheid is het array selist van rechts naar links opgeschreven. 

sc 
p-l 

/ 
! 

, 

'--- / -~--.... i 
Knooppunten van Knoopunten van 

SC 
1 

FIG. 9. 1 • 1 • 

Simultaan met het ordenen van de knooppunten van een samengestelde 

sterke component SC.~ wordt de veyzamel 
1 

punten van gespl t in de deelverzamel 

Wij zullen nu de procedure beschrijven, 

uitgaande len 

en 
1. 

het ordeaco van de 

van een samengestelde sterke komponent verzorgt, alsl'1ede het 

de verzamel uitgaande pijlen van die knooppunten. Van een 

selis t 

1st 

van 

.komponent se. staat een knooppunt eerd in het <~rr&y 
l. 

H::t plaats 

p-i+l. Wij zullen dit knooppunt de worteZ van SC .. nO€mEH1~ 
1 

met w .• 
1 

De procedure gaat ervan uit, dat: 

en aanduiden 

- aan het begin van het deel-algorithme aIle knooppunten de marl:'.2r 

"UNSPLIT" hebben gekregen; de variabele "bottomll dient de arc 

te hebben gekregen 

knooppunten, die weI bereikbaar z n vanui t W., maar tot een 
~ 

sterke komponent behoren, de markering "READY" hebben. 
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- de verzameling knooppunten van SC. derhaive gevormd wordt door de 
.l 

knooppunten.die vanuit W. bereikbare zijn, en niet de markering 
~ 

READY hebben. 

De procedure vormt. uitgaande van W., een simpel pad binnen SC.; dit 
~ ~ 

pad, het zgn. "aktueZ,e pad"" wordt voortdurend uitgebreid en weer in-

gekrompen. Op ieder moment hebben de knooppunten van het aktuele pad 

de markering "SPLITTING", d.w.z. het splitsen van de verzameling uit

gaande pijlen van die knooppunten is begonnen, maar nog niet voitooid. 

De knooppunten van se., die reeds eerder tot het aktuele pad behoorden 
~ 

(maar er weer uit zijn verdwenen, ten gevolge van het inkrimpen) hebben 

de markering "SPLIT", d.w.z. het splitsen van de verzameling uitgaande 

pijlen is voitooid. Deze knooppunten zijn inmiddels genoteerd in het 

array "Vlist ll
• 

De volgorde, waarin de knooppunten van SC. in het array Viist komen, is 
~ 

omgekeerd aan de volgorde, waarin zij van het aktuele pad worden ver-

wijderd, orndat het array Viist "van boven af aantt wordt gevuld. Wanneer 

V een opvolger is van U in een aktueel pad, komt de knooppuntnotitie 

van V op een hogere plaats in Viist dan de knooppuntnotitie van U. Een 

pijl CU, V) komt in FW. en een piji (V, U) in BW .• 
~ ~ 

Zij V het laatste knooppunt van het aktuele pad. Achtereenvolgens worden 

nu de uitgaande pijIen van V afgewerkt: 

a) een pijl P naar een knooppunt U met markering "SPLITTING", (dwz.: een 

voorganger in het aktuele pad) geeft aanleiding tot de statement: 

- VOEG P TOE AAN VERZAMELING "BW. It 
~ 

b) een piji P naar een knooppunt U met markering "SPLIT", geeft aanleiding 

tot de statement: 

- VOEG P TOE AAN "FW." 
~ 

c) een piji P naar een knooppunt U met markering "UN SPLIT" geeft aan-

leiding tot de statements: 

- VOEG P TOE AAN "FW."; 
l. 

- BREIDT HET AKTUELE PAD UIT MET KNOOPPUNT U; 

d) een piji P naar een knooppunt U met markering tlREADY" geeft aanieiding 

tot de statement: 

- VOEG P TOE AAN !lISC."; 
~ 

Nadat aIle uitgaande pijIen van V Zl.Jn a£gewerkt, worden de volgende 

statements uitgevoerd: 

- GEEF V DE MARKERING: "SPLIT"; 
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bottom:= bottom-]; Vlist[bottomJ:= V; 

- VERWIJDER VUlT HET AKTUELE PAD; 

De deelgraaf FW. heeft de volgende eigenschap: alle knooppunten van 
1. 

SC. zijn, binnen de deelgraaf FW. bereikbaar vanuit knooppunt W .• In 
1. 1. l. 

hoofdstuk 12 zal aannemelijk gemaakt worden, dat deze eigenschap van 

de FW-deelgraaf gewoonlijk efficiency-verhogend werkt, terwijl er geen 

bezwaren aan zijn verbonden. 

Ret hierboven beschreven algorithme is gelmplementeerd m.b.v. de rekur

sieve procedure: "split and orden (V)". Door het aanroepen van Ilsplit 

and orden (V)", wordt het aktuele pad met V uitgebreid, door de terug

keer wordt V Weer uit het aktuele pad verwijderd. 

In het hoofdprogramma is de aanroep van "split and orden (W.)" voldoende 
l. 

voar het ardenen van de knooppunten van SC. en het splitsen van de ver-
1. 

zameling uitgaande pijlen van die knooppunten. Zeer globaal ziet de pro-

cedure "split and orden (V)" er als voIgt uit: 

procedure Split and orden ( V ); value V; integer V; 

begin integer index,successor; 

GEEF V DE MARKERING "SPLITTING" 

index:= fe[VJ; 

while index < le[V] do 

begin NOEM DE PIJL OP PLAATS index: "p ll
; 

successor:= suc[index]; 

if successor e: IIUNSPLITII then 

begin VOEG P TOE AAN FWi; Split and orden ( successor ) end 

else 

if successor E "SPLITTING" then 

VOEG P TOE AAN BWi 

else 

if successor E "SPLIT" then 

VOEG P TOE AAN FWi 

else 

VOEG P TOE AAN FSCi; 

index:= index + 1 

end; 

GEEF V DE MARKERING: "SPLIT"; 

bottom:= bottom - I; Vlist[bottomJ:= V; 
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De globale variabele: "bottom" geeft de plaats in het array Vlist aan, 

waar de laatste knooppuntnotitie is weggeschreven. De implementatie 

van het geven van markeringen aan knooppunten, en van het splitsen van 

de verzameling pijlen, wordt beschreven onder 9.3. 

Het hoofdprogramma van het deel-algorithme: "split and orden nodes" is 

als voIgt: 

GEEF ALLE KNOOPPUNTEN DE MARKERING "UNSPLIT" 

bottom:= n + I; 

for i:=l step 1 until p ~ 

begin V:= SClist[iJ; 

if size of SC[iJ ;; 1 then 

begin bottom:: bottom - I; Vlist[bottomJ:= V; 

GEEF V DJ:. HARKERING: "READY"; 

VOEG ALLE UITGAANDE PIJLEN VAN V TOE AAN ISCi 

end 

else 

begin Split and orden ( V ); 

GEEF ALLE KNOOPPUNTEN MET MARKERING: ItSPLIT" DE MARKERING: "READY" 

end 

9. 2 Voorbee Zd 

5 8 

fig. 9.2.1. 
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Als voorbeeld gebruiken yij opnieuw de graaf uit fig. 8.1 yaaraan 

echter de pijl (1,5) is toegevoegd, om de graaf aan de bereikbaarheids

voorwaarden te laten voldoen. Na initialisatie van het deel-algorithme: 

"split arcs and orden nodes", hebben de verschillende grootheden de 

waarden, die hieronder zijn weergegeven: 

sClistC • ] 

size of Se[.] 

status[.] 

p 3 

7 

u 

bottom = n + 1 = 9 

2 

3 

4 

u 

3 

3 

u 

4 5 6 7 8 

u u u u u 

T.a.v. de status worden ~n de tabellen de volgende afkortingen gebruikt: 

u = unsplit 

sg = splitting 

st split 

r = ready 

In 9.3 wordt de werkelijke implementatie besproken. 

Op blz. 48 is het verloop van het algorithme voor bovenstaande graaf 

geschetst. 

De volgende momenten in het deelalgorithme yorden aangegeven: 

- direkt na de indeling van een pijl 

- direkt na uitbreiding van het aktuele pad en het onderzoek van de 

eerste uitgaande pijl van het knooppunt waarmee het pad zojuist is 

uitgebreid 

- direkt na inkrimping van het aktuele pad, aangegeven door i, waarbij 

i zojuist van het aktuele pad verwijderd is. 
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bot-
v pij 1 tom 5tatus[.] Vlist[. ] Beschouwde uitgaande 

[IJ[2][3J[4J[5J[6J[7J[8J [1][2J[3J[4J[5][6][7][8J pijl(en)van V gaan nc 

9 u u u u u u u u 

7 8 r 7 

3 3-4 5g FW 

4 4-3 sg ag BW 

4-7 ISC 

4-8 FW 

8 8-4 sg BW 

fi 7 at 8 7 , 6 sg st r at 4 8 7 

3 3-6 FW 

6 6-3 sg st sg r at BW 
I 

5 st st r ~ sg st 6 4 8 7 

'.1 4 st st st r st 3 6 4 8 7 

3,6,4,8 r r r r r 

1-2 sg r r r r r FW 

2 2-1 5g sg r r r r r BW 

2-3 ISC 

i 3 sg st r r r r r 2 3 6 4 8 7 

1-5 FW 

5 5-2 5g st r r sg r r r F\.J' 

1 2 sg st r r st r r r 5 2 3 6 4 8 7 

JI st st r r st r r r 5 2 3 6 4 8 7 

1,2,5 r r r r r r r r 
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Het resultaat van het deelalgorithme kan m.b.v. fig. 9.2.2 geillustreerd 

worden: 

---- 2. ~ -" 

5 

.. e: 

-- ----.... e: 

.. e: 

6 

FW 

BW 

ISC 

9.3 ToeZichting bij het aZgoZ-programma 

,----- .... ~, 

8 

fig. 9.2.2. 

Wij besehrijven eerst, hoe het splitsen van de verzameling uitgaande 

pijlen is geImplementeerd; de uitgaande pijlen van knooppunt V worden 

ZQ herordend, dat: 

- de pijlen uit het BW-netwerk in de arrays "sue" en "length" staan 

op de plaatsen: fe[V] tm lebw[V] (last ~dge ~aek~ard) 

- de pijlen van het FW-netwerk staan op de plaatsen: 

lebw[V]+1 tm lefw[V] (last ~dge !or~ard are) 

- de pijlen "tussen" de sterke komponenten staan op de plaatsen: 

lefw[V]+ I tm le[V] 
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1 

-' 
-,- --_.-' .-

....-- ie [io] 

t~ [t.] 

-.- ~. 

-~.-. -' 
- fig. 9.3.1. 

~ 

T.b.v. dit hersorteren wordt gebruik gemaakt van de procedure"interchange 

arcs(p,q)", welke de pijl op plaats p en de pijl op plaats q verwisselt. 

De statements: "VOEG PIJL P TOE AAN VERZAMELING X" worden nu: 

InitiaLiseer: lebw[i]:= fe[i]-l, lefw[i]:= le[iJ, i = l, ••• ,n; 

PijL P gaat naar BW : lebw[V]:= lebw[V]+ 1; 

interchange arcs (lebw[V], index); 

Pijl P gaat naar FW : -

Pijl P gaat naar ISC: interchange arcs (lefw[V], index); 

lefw[V]:= lefw[V]-l; 

index:= index-I; 



De laatste statement ; "index := index -I" is nodig, omdat in 

de while-statement, waarin "index" de "lopende" variabele is, 

de waarde van "index" met een verhoogd wordt, waardoor de nieuwe, 
., Q 

tussengeschoven pijl zou worden overgeslagen! 

Index behoeft niet tot aan "le[V]1t te lopen, maar slechts tot en 

met "lefw[V]", aangezien de pijlen op plaats "lefw[V] + 1 ••.•• 

le[V]"reeds eerder zijn beschouwd. 

Tenslotte beschrijven wij onze implementatie van het markeren 

van knooppunten: 

VIE. " UNSPLIT" +-+ status [V] = unsplit (= 1) 

VIE. II SPLITTING" +4 status [V] =: splitting (=2) 

VIE. " SPLIT" +-+ status [V] = split (=3) 

VIE. " READY" +-+ status [V] = ready (=4) 

Bovengenoemde implementatie is erg simpel. Ret programma blijft 

hierdoor goed leesbaar. Er is echter ook een andere implementatie 

mogelijk, waarbij enige efficiency-winst geboekt kan worden. 

Deze implementatie is als voIgt: 

VE " UNSPLIT" +-+ status [V] = unsplit (= 1) 

VE "SPLITTING" +4 status [vJ = splitting (=2) 

VE "SPLIT" +-+ status [V] = split (>3) 

VE "READY" +4 splitting < status [V] < split 

Deze implementatie komt de lezer op het eerste gezicht wel

licht merkwaardig v~~r. De reden, welke aan deze implementatie 

ten grondslag ligt, is dat de statement: "GEEF ALLE KNOOPPUNTEN 

MET MARKERING : "SPLIT" , NU DE MARKERING : "READY"; 

nu kan worden geimplementeerd door: "split:= split + 1;" ! 

Tijdens het doorrekenen van een bepaalde SC verandert "split" 

niet van waarde. 
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Kijkend naar deze ene statement lijkt de efficiency-winst groot, 

namelijk evenredig met het aantal knooppunten van de sterke 

komponent. In het totaal van'~plit and order (V)" is de winst 

echter klein. De faktor die de efficiency-verhouding aangeeft, 

is een konstante, omdat de rekentijd van split and order (V) 

in beide gevallen evenredig is met het aantal knooppunten van 

de sterke komponent. Deze faktor ligt in de orde van grootte van 

0.90. 
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9.4 Algol programma 

procedure Split arcs and orden nodes; 

begin integer i,j,unsplit,splitting,split,ready,bottom; 

integer array status[l:nJ; 

declaration proce.dure Split and orden (V); . 

INITIATE: 

for i:=l step I until n do 

begin lebw[i]:= feCi] - 1; lefw[iJ:= le[iJ ~ ; 

unsplit:= 1; splitting:= 2; ready:= 3; split:= 4; bottom:- n + 1; 

for i:=l step 1 until n do status[iJ:= unsplit; 

MIN Pl:WGRAN: 

for i:=l step 1 until p do 

begin V:= SClist[i]i 

if size of SC(i] = 1 then 

begin bottom:= bottom - I; Vlist[bottom]:= V; 

lefw[VJ:= fe[VJ - 1 

end 

~ Split and orden( V ); 

PUT ALL VERTICES OF SCi INTO SET READY: 

~ j:= bottom step I until bottom + size of SC[i] - 1 do 

status[Vlist[jJJ:= ready; 

end 

~ Split arcs and orden nodes; 
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procedure Split and orden( V ); value V; integer V. 

begin integer index,successor; 

declaration procedure interchange arcs (p,q); 

PUT V INTO ACTUAL PATH: status[V]:= splitting; 

index:= fe[V]; 

while index < lefw do - -
begin successor:= suc[indexJ; 

if SUCCESSOR BELONGS TO UNSPLIT: status[successorJ = unsplit then 

comment arc must goto FW, Le. do nothing; 

Split and orden( successor ) 

else 

ARC TO RIGHT SET: 

if SUCCESSOR BELONGS TO SPLITTING: status[successor] = splitting then 

begin 

ARC TO BW: 

lebw[V]:= lebw[V] + 1; 

interchange arcs( lebw[V],index ) 

end 

else 

if SUCCESSOR BELONGS TO READY: status[successor] = ready ~ 

begin 

ARC TO ISC: 

interchange arcs( lefw[V],index ); 

lefw[VJ:= lefw[VJ - 1; index:= index - 1 

end 

else 

SUCCESSOR BELONGS TO SPLIT: 

comment arc must go to FW, i.e. do nothing; 

index:= index + 

end while-statement 

PUT V INTO SPLIT: status[V]:= split; 

bottom:- bottom - 1; 

Vlist[bottomJ:= V 

~ Split and orden, 

procedure interchange arcs( p,q ); value p,q; integer p,qj 

begin integer help; 

help:= suc[p]; suc[p]:= suc[q]; suc[qJ:= help; 

help:= length[p]; length[p]:= length[q]; length[q]:= help 



10. Het l-algorithme: "compute es~ check and find cp" 

10.1. Beschrijving 

Ret deel-algorithme "compute es, check and find cp" berekent de 

vms-tijden van de knopen, onderzoekt of het netwerk geen positieve 

cykels bevat, en berekent een kritiek pad. 

Ret maakt gebruik van de ordening van het array "Vlist" en van 

de inhoud van het array "size of se". De relatie, die deze groot

heden met elkaar hebben, is hieronder weergegeven. 

n 
I 

I 

'"_ -V'Or ./ i 
knooppunten van 

I 
I 

I 

p 

se 1 se p- p 

, 1 i 

knooppunten van 

se 
p 

fig. 10.1.1. 

Size of se 

Vlist 
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Het algorithme werkt de sterke komponenten af in de volgorde 

SCl, •••••• SCpo Indien de sterkekomponent slechts uit een 

knooppunt bestaat, worden de uitgaande pijlen van dit knoop

punt eenmaal in rekening gebracht. Indien de sterke komponent 

samengesteid is, wordt eerst de procedure: "compute es of SCi" 

aangeroepen. Deze procedure brengt de pijIen van FWi en BWi 

beurtelings in rekening, totdat de vms-tijden van de knoop

punten van SCi hun definitieve waarden hebben of positieve 

cykels zijn gevonden; deze procedure wordt later gedetailleerd 

besproken. Na terugkeer uit de procedure worden de pijlen van 

ISCi eenmaal in rekening gebracht. 

Rieronder geven wij de globale struktuur van het deel-algorithme 

"compute es, check and find cp" weer. De procedure "take into 

account Ise (V, index)" verzorgt het in rekening brengen van 

een piji tussen twee sterke komponenten. De knooppunten van de 

onderhavige se staan in het array "V list" telkens op de 

plaatsen "low" van "up". Het aantal knooppunten van SCi 

wordt gegeven door: "size of SCCp-i+lJ" 

HAIN PROGRAM: 

up:= OJ 

for i:=1 step until n ~ pusher[iJ:= 0; 

for i:=1 step until p ~ 

begin low:= up + 1, up:= up + S1ze of seep - i + IJ; 

if size of se[p-i+l] ; 1 ~ compute es of SCi( low,up ); 

.!.2!. j:=low step 1 until up do 

begin V: = Vlis t [j ] ; FURTHER REGISTRATIONS; 

.!.2!. index:=lefw[V] + 1 step 1 until le[V] do 

take into account ISe( V,index ) 

~; 
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Ue procedure take into account lSC ( V,index ) bestaat uit de 

volgende statements: 

successor:= suc[index]; 

if es[V] + length[index] > es[successor] ~ 

begin es[successor]:= es[V] + length[index]; 

pusher[successor]:= V; 

~; 

Na afloop van het deel-algorithme: "compute es, check and 

find cp" wordt het kritieke pad gevormd door de reeks knoop

punten: 

FINISH, pusher[FINISHJ. pusher[pusher[FINISHJJ, •••• START. 

Aanvankelijk is pusher [iJ ongedefinieerd; dit wordt weerge

geven door pusher [iJ = 0 te maken. Bij een korrekt netwerk 

behoudt aHeen pusherCSTARTJ de waarde: "0". 

Wij bespreken nu de procedure "compute es of Sci". 

Hieronder is de globale struktuur van het programma weerge

geven (Zie Hoofdstuk 5): 

repeat 

until 

change := false; 

COMPUTE ES FORWARD; 

COMPUTE ES BACKWARD; 

LOOK FOR POSITIVE CYCLES 

~ change ~ TOO MANY CYCLES REPORTED; 

Wij zullen de uitvoering van elk van beide procedures: 

"COMPUTE ES FORWARD" en "COMPUTE ES BACKWARD" een sZag noemen. 

(Zie Hoofdstuk 6.3.) 
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In iedere slag behoeft men uitsluitend de uitgaande pijlen in be

schouwing te nemen van die knooppunten, waarvan de vms-tijd in de vorige 

of in de huidige slag is gewijzigd. Dit is geimplementeerd, door de 

slagen te nununeren m.b.v. de variabele "turnnumb". Ret progranuna dient 

nu te beschikken over het nununer van de slag, waarin de vms-tijd van V 

het laatst werd gewijzigd; hiervoor wordt gebruik gemaakt van het array 

"turnnumb of last ch Cl:nj". 

De procedure-body van "compute es of SCi" wordt nu: 

turnnumb := 0; NUMBER OF REPORTED POSITIVE CYCLES :=0; 

!£! j := low step 1 until up ~ turnnumb of last ch[Vlist[jJJ:= I; 

repeat 

until 

turnnumb := turnnumb + 1; change := false; 

COMPUTE ES FORWARD; 

if change or turnnumb = 1 then - -
begin turnnumb := turnnumb + 1; change:= false; 

COMPUTE ES BACKWARD; 

~; 

LOOK FOR POSITIVE CYCLES; 

not change or TOO MANY CYCLES REPORTEDj 

De test: "turnnumb = )" in de vijfde regel is nodig, omdat het 

mogelijk is, dat de eerste aanroep van "COMPUTE ES FORWARD" 

geen verandering te weeg brengt, terwijl dan weI "COMPUTE ES 

BACKWARD" moet worden aangeroepen. 

De procedure "COMPUTE ES FORWARD" neemt achtereenvolgende 

knooppunten uit het array Vlist van plaats "low" tot en met 

plaats "up", in beschouwing en brengt de pijlen van het FORWARD 

deelnetwerk in rekening: 
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procedure COMPUTE ES FORWARD; 

begin !2! j:=low step 1 until up do 

begin V:= Vlist[j]; 

if turnnumb of last ch[V] > turnnumb - I then 

for index:= lebw[V] + I step 1 until lefw[V] do 

take into account FBW( V,index ) 

end 

De procedure "COMPUTE ES BACKWARD" neemt achtereenvolgens de 

knooppunten uit het array Vlist van plaats "up" tot en met 

plaats "low" in beschouwing en brengt de pijlen van het backward 

deelnetwerk in rekening: 

procedure COMPUTE ES BACKWARD; 

begin !2! j :-up step - 1 until low do 

begin V:= Vlist[jJ; 

end' -' 

if turnnumb of last ch[V] / turnnumb - 1 then 

!2! index:- fe[V] step J until lebw[V] ~ 

take into account FBW( V,index ) 

De procedure: "take into account FBW(V, index)", bestaat uit 

de volgende statements: 

successor:= suc[index]; 

if es[V] ... length[index] > es[successor] then 

begin es[successorJ:= es[V] + length[index]; 

change:= ~; pusher[successorJ:= V; 

turn numb of last ch[successorJ:= turnnumb; 

~; 
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Wij beschouwen nu het opsporen van positieve cykels. Binnen 

de procedure "compute es of SC." wordt na iedere twee slagen l. 
gestest, of de "pusher-graaf" (zie appendix C3, definitie 3.1.) 

een cykel bevat, m.b.v. de procedure "LOOK FOR POSITIVE CYCLE". 

In appendix C3 worden de volgende stellingen bewezen: 

(a) Wanneer de "pusher-graaf" een cykel bevat, is er in de 

oorspronkelijke graaf een bijbehorende cykel van positieve 

lengte. 

(b) Wanneer er in de sterke komponent een cykel van positieve 

lengte is, bevat de "pusher-graaf" na een gering aantal 

slagen een cykel. 

Het aantal cykels, dat is gerapporteerd binnen SCi wordt geteld 

m.b.v. de variabele "nofrepcyc lt
• (E,umber 2f reported .sz£,.les). 

Wanneer het aantal gerapporteerde cykels groter wordt dan een 

bepaalde waarde (in orize implementatie: grater dan het aantal 

knooppunten van SC t ), worden de berekeningen m.b.t. SCi afge

broken. 

T.b.v. de procedure: "LOOK FOR POSITIVE CYCLE It worden drie 

disjunkte verzamelingen knoopunten onderscheiden: 

-De verzameling UNCHECKED; tot deze verzameling behoren: 

(a) aIle knooppunten van SC; , i <j s P 
J 

(b) alle knooppunten van SC. t op ieder moment buiten de l. 
procedure LOOK FOR POSITIVE CYCLE; 

(c) sommige knooppunten van SC. , op momenten binnen de l. 
procedure LOOK FOR POSITIVE CYCLE; 

Implementatie: VE UNCHECKED ++ status [V] = unchecked (= 1) • 

- De verzameling CHECKED; tot deze verzameling behoren: 

(a) aIle knooppunten van SCh , ISh < i 

(b) sommige knoopunten van SC., op momenten binnen de procedure 
1-

LOOK FOR POSITIVE CYCLE; 

( c) een fictief knooppunt 0. "0"', het nut . d' hl.ervan,wor t hleronder verklaard. 
Implementatie: VE CHECKED: ++ status [V] = checked (=2). 
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- De verzameling CHECKING: tot deze verzameling behoren 

sommige knoopunten van st., op momenten binnen de procedure 
1 

LOOK FOR POSITIVE CYCLE. 

Implementatie: VE CHECKING:++ status [V] = checking (-3). 

Bij het binnengaan van de procedure "LOOK FOR POSITIVE CYCLE" 

hebben alle knooppunten van de SC de status "UNCHECKED". 

De kern van het algorithme bestaat uit de volgende statements: 

STAP l : Kies een knooppunt V E UNCHECKED n SCi; 
VOEG V TOE AAN DE VERZAMELINGCHECKING; 

STAP 2 while pusher [V] E UNCHECKED do 

begin V:= pusher [V]; 

VOEG V TOE AAN DE VERZAMELING CHECKING 

Als na uitvoering van stap 2 geldt, dat knooppunt pusher [V]E 

CHECKING, is er een cykel gevonden; het algorithme gaat verder 

met de procedure: "REPORT AND REPAIR POSITIVE CYCLE", die 

later wordt besproken. 

Als na uitvoering van stap 2 geldt, dat pusher [V]E CHECKED, 

terwijl knooppunt "pusher [V]" niet tot SC. behoort, betekent dit 
1 

dat de vms-tijd van V binnen de procedure "compute es of SC." 
1 

niet is verhoogd, en dat dus geen positieve cykel is gevonden. 

Daarom krijgt pusher [iJ , i=l, .. ,n,aan het begin van "compute es, 

check and find cp" de waarde ., "0"; en is er een fiktief 

knooppunt 0 ~ CHECKED ingevoerd,opdat status[pusher[VJ] altijd bestaat. 

Als na uitvoering van stap 2 geldt, dat pusher [V]E CHECKED 

terwijl knooppunt:"pusher [V]" weI tot SCi behoort,i a dit knooppunt in dit 

onderzoek reeds tevoren beschouwd. Er is geen (nieuwe) positieve 

cykel gevonden. 
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Na eventuele uitvoering van "REPORT AND REPAIR POSITIVE CYCLE", 

moeten alle knooppunten, die de status "CHECKING" hebben, de 

status IICHECKED" krijgen, daar het onderzoek, dat deze knoop

punten betreft, is afgesloten. Het algorithme gaat verder bij 

Stap It totdat geldt: UNCHECKED :: ~. 

Tenslotte worden aIle knooppunten van de SC vanuit de 

verzameling CHECKED overgeheveld naar de verzameling UNCHECKED, 

opdat de knooppunten bij een eventuele volgende aanroep van 

"LOOK FOR POSITIVE CYCLE" de juiste status hebben. 

De procedure "LOOK FOR POSITIVE CYCLE" ~s als voIgt: 

procedure LOOK FOR POSITIVE CYCLE; 

begin 

declaration Erocedure REPORT AND REPAIR POSITIVE CYCLE; 

for j: = low steE 1 until up do 

begin V Vlist [j]; 

if V e UNCHECKED then 

begin fix V:=V; status[V]:= checking; 

while pusher [V] e UNCHECKED do 

begin V := pusher [V] ; status [V] := checking 

if pusher [V] e; CHECKING 

then begin PUT ALL NODES OF SET CHECKING INTO 

SET CHECKED: V: = fix V; 

re£est status [V] := checked; V : = pusher [V] 

until not status [V] = checking; 

REPORT AND REPAIR POSITIVE CYCLE (V); 

correct : = false 

end 

else besin PUT ALLE NODES OF SET CHECKING INTO 

end 

SET CHECKED: V: = fix V; 

repeat status [V] :=checked; V = pusher[V] 

until not status [V] = checking 

end 
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PUT ALL NODES OF SET CHECKED INTO SET UNCHECKED: 

for j : = low stePl until up do status [V list [jJJ:= unchecked; 

end' --, 

De tests " V E: UNCHECKED" en "V E: CHECKING" moeten uiteraard 

vervangen worden door "echte" conditionele expressies, die on

middellijk uit onze implementatie volgen. In het hoofdprograrnma 

(d.w.z. in de procedure "compute es, check and find cp") wordt 

de status van alle knooppunten op "unchecked" geinitialiseerd. 

Alleen het fiktieve knooppunt 0 krijgt als status: "checked". 

Zodra de knooppunten van SC. hun definitieve vms-tijden hebben, 
1 

krijgen zij de status: "checked". 

Tenslotte bespreken wij de procedure "REPORT AND REPAIR POSITIVE 

CYCLE". Deze procedure spoort in het netwerk een positieve 

cykel op, aan de hand van de cykel die is gevonden in de "pusher

graaf". De cykel wordt gerapporteerd. De lengte Z van de positieve 

cykel wordt bepaald, en de lengte van een van de pijlen wordt met 

Z verminderd. Deze strategie wordt gevolgd, om eventuele andere 

positieve cykels binnen dezelfde sterke komponent nog te kunnen 

rapporteren; wij pretenderen beslist niet, een zinvolle 

fout-korrektie te geven. 

Dit opsporen van meerdere positieve cykels. en het aanpassen van 

de lengten der pijlen voor rekentechnische doeleinden, is nuttig 

bij een batch-gewijze verwerking; bij een konversationeZe 

verwerking zijn er betere mogelijkheden. 

Ons algoritme spoort gewoonlijk niet aile positieve cykels op; 

wanneer men de lengte van een pijl verkort, kunnen vele 
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positieve cykels "verdwijnen". Ret is vaak ook niet zinvol, te 

vragen om aIle positieve cycles aangezien het aantal cykels zeer 

groot zijn. Ter illustratie beschouwe men fig. 10.2. 

- 141 

fig. 10.2. 

Wanneer de pijl (7.1 ) door een ponsfout de lengte + 14 krijgt, 

bedraagt het aantal positieve cykels: 610. 

Ons hersteIIingsmechanisme garandeert niet, dat er slechts een 

gering aantal cykels worden gerapporteerd. Daarom worden per 

sterke komponent het aantal gerapporteerde cykels geteld m.b.v. 

de variabele "no frepcyc" (.!lumber of reported cycles); wanneer 

"nofrepcyc" groter wordt dan het aantal knooppunten van de 

onderhavige-SC,wordt de berekening van deze SC afgebroken, en 

wordt de procedure "compute es of SC." veriaten. De variabele 
1 

"nofrepcyc" wordt binnen de procedure "compute es of SC." 
1 

geinitialiseerd op de waarde nul. 

Veronderstel dat zojuist een positieve cykel door het algorithme 

is gerapporteerd: indien de waarden van het array pusher in de 

volgende siagen niet gewijzigd worden, dan kan dezelfde cykel 

meerdere malen gerapporteerd worden. Dit kan als voIgt worden 
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vermeden: 

zij P de pijl, waarvan de lengte wordt verminderd met de lengte 

van de positieve cykel, dan krijgt pusher [e (p)J de waarde O. 

Rieronder voigt de procedure "REPORT AND REPAIR POSITIVE CYCLE (V)". 

Ret knooppunt V behoort gegarandeerd tot een positieve cykel, die 

in "LOOK FOR POSITIVE CYCLE" is gevonden. Ret knooppunt "av" 

(~ctual 'y'ertex) is telkens een knooppunt van de cykel, en "pav" 

is de pusher van "avll. De variabele "index of maxl" geeft de plaats 

aan in het array "length", waar de langste 1) pijl van "pav" naar 

"av" genoteerd staat. Na afloop van de repeat-statement geeft 

"index of maxI" de plaats aan van de langste pijl van V naar de 

direkte opvolger van V in de gevonden positieve cykel. 

Erocedure REPORT AND REPAIR POSITIVE CYCLE (V); value V; integer V; 

begin integer av, pav, index of maxI, index, cyclelength, maxI; 

av : = V cycle length : = 0; 
repeat pav : = pusher [avJ; maxI: = - BIGM; 

FIND LONGEST ARC: for 

if 

index: = fe [pavJ step 1 until lefw [pavJ do 

suc [index] = av and length [index] > maxI 

until 

then index of maxI : = index; 

av : = pav; cycle length : = cycle length + 

length [index of maxI] 

av = V ; 

length [index of maxlJ : = length [index of maxlJ-cycle length; 

pusher [sue [index of maxlJ] : = 0; 

nofrepcyc : = nofrepcyc + 1 

1) In het hier gepresenteerde algorithme zlJn meerdere pijlen van 
knooppunt i naar knooppunt j toegestaan. Ret is dan essentieel 
de langste pijl te nemen. In ANNETTE II worden meerdere pijlen 
van knooppunt i naar knooppunt j geinterpreteerd als een fouta 
Er wordt hierop in een eerder stadium gekontroleerd. 
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10.2 Algol programma 

procedure compute es check and find CPt 

begin integer i,low,up,j,V,index,unchecked,checking,checked; 

integer array status[O:n]; 

declaration procedure cQIl}pute es of SCi, procedure take into account ISC; 

PkOGRAM: 

up:= 0; unchecked:= I; checked:= 2; checking:= 3; 

!.2!. j :=1 step until n .2.2. pusher[j]:= 0; 

!.2!. j:=l step until n.2.2. status[j]:- unchecked; 

status[O]:= checked; 

!.2!. i: = 1 step 1 until p !!£ 
begin low:= up + 1; 

up:= up + size of Se[p-i+l]; 

if size of Se[p-i+l] ~ 1 ~ compute es of SCi; 

for j :=low step 1 until up .2.2. 

begin V:= Vlist[j]j status[V] := checked; 

!.2!. index:: lefw[V] + I step ) until le[V] do 

take into account ISC 

end 

!:.!!2.; 
~ compute es check and find cp; 

procedure take into account ISC; 

begin integer successor; 

successor:- suc[index]; 

if es[successor] < es[V] + length[index] ~ 

begin es[successor]:= es[V] + length[index]; 

pusher[successorJ:= V; 

end -
end take into account ISC; 
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procedure compute es of SCi; 

begin integer turnnumb,nofrepcyc,j; 

integer array turnnumb of last ch[l:n]i 

boolean change; 

declaration procedure COMPUTE ES FORWARD, 

procedure COMPUTE ES BACKWARD, 

procedure LOOK FOR POSITIVE CYCLE, 

procedure take into account FBW( V,index ); 

turnnumb:= 0; nofrepcyc:= 0; 

~ j:=low step 1 until up ~ turnnumb of last ch[Vlist[jJ]:= 1; 

repeat turnnumb:= turnnumb + I; change:= false; 

COMPUTE ES FORWARD; 

if change ~ turnnumb = I then 

begin turnnumb:= turnnumb + 1; change:= false; 

COMPUTE ES BACKWARD 

end; 

if change ~ LOOK FOR POSITIVE CYCLE 

until ~ change ~ nofrepcyc ~ up - low; 

~ compute es of SCi; 

procedure COMPUTE ES FORWARD; 

begin integer j,V,index; 

~ j :=1 step 1 until up ~ 

begin V:= Vlist[j], 

if turnnumb of last ch[V] >turnnumb - 1 then - -
~ index:= lebw[V] + 1 step I until lefw[VJ do 

take into account FBW( V,index ); 

end 

end COMPUTE ES FORWARD; 

procedure COMPUTE ES BACKWARD; 

begin integer j,V,index; 

~ j :=up step - 1 until low do 

begin V:= Vlist[jJ; 

if turnnumb of last ch[V] L turnnumb - 1 then 

~ index:= fe[Vl.step I until lebw(V] do 

take into account FBW( V,index ); 

end 
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procedure take into account FBW( V,index ); value V,index; integer V,index; 

begin integer successor; 

successor:- suc[index], 

if es[successorJ < es[V] + length[index] ~ 

begin es[successorJ:= es[V] + length[index]; 

pusher[successorJ:= V; change:= ~; 

turnnumb of last ch[successor]:= turnnumb; 

end 

~ take into account FBW; 

procedure LOOK FOR POSITIVE CYCLE; 

begi~ integer j,V,fixV; 

declaration procedure RE~eRT AND REPAIR POSITIVE CYCLE( V ); 

for j:= low step 1 until up ~ 

begin V:= Vlist[jJ; 

if V € UNCHECKED: status[VJ= unchecked then 

begin fixV:= Vj statusLV]:= checking; 

~; 

while status[pusher[V]]=unchecked do 

begin V := pusheI[V]; status[V]:= checking 

end; 

if pusher[V] € CHECKING: status[pusher[V]] = checking ~ 

begin ALL NODES OF SET CHECKING TO SET CHECKED: 

V:= fixV; 

repeat status[V]:= checked; V:= pusher[V]; 

until ~ status[V] = checking; 

REPORT AND REPAIR POSITIVE CYCLE( V ); 

correct:= false 

end 

else 

end 

beginALL NODES OF SET CHECKING TO SET CHECKED: 

V:= fixV; 

repeat status[V]:= checked; V:= pusher[V]; 

until not status[V] = checking; ----
end 

PUT ALL NODES OF SET CHECKED INTO SET UNCHECKED: 

~ j:= low step 1 until up do status[Vlist[jJ]:= unchecked; 

~ LOOK FOR POSITIVE CYCLE; 
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procedure REPORT AND REPAIR CYCLE( V ); value V; integer V; 

begin integer av,pav,index of maxI, index, 

cyclelength,maxl; 

av;= V; cyclelength:= OJ .' 

repeat pav:= pusher(avJ; maxl:= - BIGM; PRINT( pav ); 

FIND LONGEST ARC: 

for index:= fe[pav] ste£ 1 until lefw(pavJ ~ 

if suc[index] = av ~ Iength[index] > maxI ~ 

index of maxI := index; 

av:= pa~; cyclelength:= cyclelength + length[index of maxI]; 

until av = V; 

Iength[index of maxI):= Iength[index of maxI] - cyclelength; 

pusher[suc[index of maxI]] :'= 0; 

nofrepcyc:= nofrepcyc + I; 

~; 
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11. Het dee1-a1gorithme: "Compute Is". 

11.1. Beschrijving. 

Het dee1a1gorithme: "compute Is" berekent de lts-tiiden van de 

knooppunten. Het deel-algorithme wordt alleen dan uitgevoerd, als 

het netwerk geen positieve cyke1s bevat. In ons algorithme worden 

de Its-tijden van FINISH en van de overige knooppunten van het 

kritieke pad ge1ijk gemaakt om de vms-tijden van die knooppunten 

aan het begin van de procedure: "compute Is", Dit is een 

efficientie-maatregel. 

Daarnaast 1evert de procedure "compute Is" een array: ''liolder'' 

af, dat een soortge1ijke ro1 spe~1t bij de 1ts-tijden als het 

array: "pusher" bij de vms-tijden. Na afloop van het deel

algorithme geldt namelijk: 

holder [V] pijl P 

ls [V] + 

b(P) = V, e(P) = W 

length [P] = 1s [W] 

De reeks knooppunten: V, holder [V], holder (holder [V]J ) ••... J 

FINISH vormt een kritiekpad van V naar FINISH. Bi; ieder knooppunt 

V, behalve bij FINISH, geeft holder [V] aan welk knooppunt 

"verantwoordeli;k" is voor de 1ts-tijd van V. Bij de initialisatie 

wordt voor alle i: holder [i] op "0" gesteld, d.w.z. holder [iJ 

is ongedefinieerd. V~rvo1gens wordt voor alle knooppunten if, VE het 

kritiek pad, V ~ START: 

holder [pusher [V]] = V gesteld. 

Dit laatste 1.S noodzakelijk, als men,zoa1s hier, voor knooppunten van 

het kritiek pad. de lts-tijden tevoren initieert op de waarde. die 

ze anders uiteindelijk toch zouden krijgen. Na afloop van het 

algorithme ge1dt: 

i = FINISH ++ holder [i] = 0 
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Het deel-algorithme maakt gebruik van het array "Vlist" en van 

de inhoud van het arrav "size of SC". De relatie. die deze groot

heden met elkaar hebben, is hieronder weergegeven. 
! SCI ,. 

I 
I 

SC I p-
s .z 

sc 
p 

" 

size of ~ 

____________ Vlist 

I I 

knooppunten van 
SCI 

I 

knooppunten van SCp 

fig. 11.1.1. 

Het algorithme werkt de sterke komponenten af in de volgorde 

sep ' •••• , SCI' Indien de sterke komponent uit slechts een 

knooppunt bestaat, worden de uitgaande pijlen van dit knooppunt 

eenmaal in rekening gebracht. Indien de sterke komponent SC. 
l. 

samengesteld is, worden eerst de pijlen uit de verzameling 

ISC i eenmaal in rekening gebracht, en wordt vervolgens de 

procedure: compute Is of SC." aangeroepen. Hieronder volgt de 
l. 

globale struktuur van het deel-algorithme "compute Is": 



MAIN PROGRAM: 

!££ j:=l step 1 until n ~ holder[j]:= 0; 

j:= FINISH; ls[FINISH]:- es[FINISH]; 

while j , START ~ 

begin holder[pusher[j]]:= j; j:=pusher[j]; ls[j]= es[j] ~; 

low:- n + 1; 

!££ i:=p steE - J until do 

begin up:- low - 1; 

low := low - size of SC[p-i+I]; 

for j:= low step I until up ~ 

begin V:= Vlist[jJ; 

!££ index:= lefw[V] + 1 steE until le[VJ do 

take into account rSC( V,index ); 

end; 

if size of SC[p-i+l] , 1 then compute ls of SCi( low,up ); 

~; 

De procedure "take into account ISC( V,index )" bestaat uit de 

volgende statements: 

successor:= suc[index]; 

if ls[V] + length[index] > ls[successor] ~ 

begin ls[V]:= ls[successor] - length[index]; 

holder[V]:- successor; 

end; 

Wij bespreken nu de procedure "compute 15 of SCi( low,up )11. 

De globale struktuur van het programma is hieronder weergegeven: 

COMPUTE LS FORWARD; 

reEeat change:- false; COMPUTE LS BACKWARD; 

if change ~ 

begin change:= false; COMPUTE LS FORWARD end 

until ~ change; 



-73-

Bij het berekenen van de vms-tijden werd een pijl P slechts 

~n rekening gebracht, als de vms-tijd van b(P) is gewijzigd sinds 

de vorige keer, dat P in rekening werd gebracht. Dit was efficient 

te implementeren, omdat de pijlen in onze datastruktuur naar begin

knooppunt gesorteerd staan. Om bi; het berekenen van de lts-tiiden 

een soortgelijke efficiency-maatregel te nemen, dienen de pijlen 

echter naar eindknooppunt gesorteerd te staan. Immers, dan kan 

men de strategie volgen, om de binnenkomende pijlen van knooppunt V 

slechts in rekening te brengen, als de vms-tijd van knooppunt V in 

de vorige of huidige slag is gewi;zigd. Men kan dus bij het 

berekenen van de Its-tijden op twee manieren te werk gaan: 

(a) De datastruktuur wijzigen, en de efficiency-maatregel nemen. 

(b) De datastruktuur niet wijzigen en de efficiency-maatregel weg-

laten. 

Het wijzigen van de datastruktuur vergt een tamelijk ingewikkeld 

algorithme, waarvan de rekentijd evenredig is met m, het aantal 

pijlen in de graaf. 

Wij menen, dat de efficiency-winst van (a) t.o.v. (b) 

miniem is. Wij hebben daarom en vanwege de eenvoud gekozen veer 

(b). Hierbij zijn het array "turnnumb of last ch" en de variabele 

"turnnumb" vervallen. 

Voer het overige spreekt de algol-tekst van "compute Is" voor 

zichzelf • 
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11.2 Algol - tekst 

procedure compute Is; 

begin integer i,low,up,j,V,index; 

declaration procedure compute ls of SCi, take into account ISC; 

PROGRAH: 

!£! j:-l step 1 until n ~ holder[j]:= 0; 

j:= FINISH; ls[FINISRJ:= es[FINISH]; 

while j 1 START ~ 

begin holder[pusher[j]]:= j; j:= pusher[j]; ls[j]:- es[j] ~; 

low:: n + 1; 

for i;= p step - until 1 do 

begin up:= low - I; low:= low - size of SC[p-i+l]; 

for j:= low step 1 until up ~ 

begin V:= Vlist[j]; 

for index:- lefw(V] + 1 step 1 until le(V] ~ 

take into account ISC 

end; 

if size of SC[p-i+l] f I ~ compute 1s of Sci 

~; 

procedure take into account ISC; 

begin integer successor; 

successor:- suc[index]; 

if ls[V] + length[index] > 1s[successor] ~ 

begin ls[V]:= ls[successor] - length[index]; 

holder[V]:= successor; 

end 

end take into account ISC in compute 1s; 
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procedure compute Is of SCi; 

begin boolean change; 

declaration., procedure COMPUTE LS FORWARD, 

procedure COMPUTE LS BACKWARD, 

procedure take into account FBW( V,index ); 

COMPUTE LS FORWARD; 

repeat change:- false; 

COMPUTE LS BACKWARD; 

if change ~ 

begin change:= false; COMPUTE LS FORWARD ~; 

until ~ change; 

~; 

procedure COMPUTE LS FORWARD; 

begin integer j,V,index; 

!£!.. j;= up step - 1 until low do 

begin V:= Vlist[j]; 

for index:= lebw[V] + 1 step 1 until lefw[V] do 

take into account FBW( V,index ); 

end; 

end COMPUTE LS FORWARD; 

procedure COMPUTE LS BACKWARD; 

begin integer j,V,index; 

!£!. j::; low step 1 until up E.2. 
begin V:= Vlist[j]; 

for index:= fe[V] step 1 until lebw[V] do 

take into accountFBW( V,index ); 

end 

end COMPUTE LS BACKWARD; 

procedure take into account FBW( V,index ); value V,index; integer V,index; 

begin integer successor; 

successor:- suc[indexJ; 

if Is[V] + length[index] > ls[successor]~ 

begin ls[V]:= Is[successor] - length[index]; 

change:= ~; holder[VJ:= successor; 

end 

end take into account FBW; 
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12. KwaZiteitsbeoordeZing van het AZaorithme 

Beoordeling zal hier plaatsvinden volgens de door Alanen [I] genoemde 

kriteria. Behalve de gebruikelijke kriteria "geheugenbeslag" 

en "efficientie" onderscheidt Alanen de volgende beoordelings

kriteria: 

- robuustheid: hoe gedraagt het programma zich bij verschillende 

soorten input. 

overdraagbaarheid: is het met weinig moeite ook geschikt voor 

andere machines. 

- doorzichtigheid: helderheid van representatie. 

- nauwkeurigheid: de nauwkeurigheid van het eindresultaat. 

- betrouwbaarheid: mate van bescherming tegen fouten. 

aanpasbaarheid: is het eenvoudig te wijzigen voor een iets 

andere probleemstelling. 

- geheugenbeslag: gebruik van ruimte. 

- efficientie: gebruik van rekentijd. In onze beschouwingen wordt 

de efficientie beoordeeld aan de hand van de evenredigheid met 

de grootte en komplexiteit van het probleem. Een detaillering 

naar aantal vermenigvuldigen, optellingen, procedure-aanroepen 

etc. heeft aIleen zin voor een specifieke machine en leek ons 

hier niet zinvol. 

12.1. Robuustheid. 

Ret programma gedraagt zich bij verschillende problemen goed, 

d.w.z. de rekentijd neemt evenredig toe met de grootte van het 

probleem en n'eemt langzaam toe met stijgende komplexiteit. 

(zie 12.8.) 

12.2. Overdraagbaarheid. 

Behoudens kleine details (~hile~ is het programma direkt ge

schikt voor iedere machine met een Algolvertaler. Er is nergens 

gebruik gemaakt van specifieke machine-eigenschappen als woord

lengte, getalrepresentatie etc. 

12.3. Doorzichtigheid 

Wij zijn van mening, dat de doorzichtigheid van het programma 

sterk bevorderd is door: 
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- het gebruik van rekursie 

- het gebruik van repeat en while-statements 

- het ontbreken van goto-statements 

- een modulaire opbouw uit procedures met een duidelijke 

werking waardoor de lezer "laagsgewijs" een verdergaande 

detaillering kan verkrijgen. 

12.4. Nauwkeuriglieid. 

Doordat uitsluitend met integers gerekend wordt, ~s de 

nauwkeurigheid absoluut. 

12.5. Betrouwbaarheid. 

In de appendices worden van de niet-triviale gedeelten 

van het algorithme bewijzen van korrektheid geleverd. Het 

algorithme is beveiligd tegen gebruikers-fouten (positieve 

cykels). WeI wordt er van uitgegaan, dat de aangeleverde datastruktuu 

een graaf representeert. Verder wordt t.a.v. de input 

uitgegaan van de volgende praemissen: 

... n ;;:: 1 

- lussen ontbreken. 

12.6. Aanpasbaarheid. 

Uiteraard is dit algorithme alleen geschikt voor netwerk

planning. Binnen deze klassen van problemen is het een

voudig om kleine wijzigingen aan te brengen zoals: 

- kontrole op positieve cykels om de k-slagen. 

op konversationele wijze het herstel van positieve 

cykelsaan de gebruiker over te latent 

- het berekenen en afdrukken van de langste paden van 

"startll naar ieder knooppunt "ill of van "i" naar 

"finish". Het berekenen en afdrukken van bepaalde delen 

van deze paden op aanwijzing van de gebruiker. 

de array's "pusher" en "holder" bevatten de hiervoor be

nodigde gegevens. 

- het is mogelijk bepaalde faciliteiten te laten vervallen. 

teneinde het ruimte beslag te verminderen. Zo kan men het 

array "Ie" laten vervallen waarbij:' Ie [iJ vervangen moet 

worden door"fe [i+1J-t" mits: fe[n+lJ = m+l~ 
t 
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Het array lIholder" kan men laten vervallen, wanneer 

men aIleen geinteresseerd is in het kritieke pad, etc. 

12.7. GeheugenbesZag en effiaientie. 

12.7.1. VoorondersteZZingen. 

Bij de beschouwingen over geheugenbeslag en efficientie 

zijn wij hier uitgegaan van het "normale" of "gemiddelde" 

geval. Beschouwingen over het "gunstigste" en het "ongun

stigste" geval zijn te vinden in de appendices. 

Het door ons gekozen "gemiddelde" geval laat zich als 

voIgt karakteriseren: 

- het netwerk heeft een langgerekte struktuur met een 

verhoudingsgewijs gering aantal pijlen. 

- het netwerk is te splitsen in een groot aantal sterke 

komponenten waarvan de samengestelde meestal 2 en 

hoogstens 8 knooppunten bevatten. 

- er is een en precies een langste weg van "start" naar 

"finish". Deze voorwaarde maakt de efficientiebereke

ningen veel eenvoudiger, terwijl anderzijds de eind

konklusies bij afwijking van deze voorwaarde meestal 

slechts in geringe mate anders zullen zijn. (zie 

appendix B) 

- er bevinden zich !. n/8 knooppunten op "het" (zie 

boven) kritieke pad. Batersby [2J geeft op, dat bij 

grotere netwerken 10 - 15 % van de aktiviteiten kritiek 

zijn. Dit sluit aan bij onze eigen praktische ervaring. 

12.7.2. GeheugenbesZag. 

Het geheugenbeslag is in de diverse deeialgorithmen uit

gedrukt in de volgende parameters: 

n = het aantal knooppunten van de graaf 

m = het aantal pijIen van de graaf. 

r = de maximale rekursie-diepte. 

ni= het aantal knooppunten van SCi 

ri= de maximale rekursie diepte bij SPLIT ARCS AND 

ORDEN NODES van SC. (r. ~ n.) 
1. 1. 1. 

Bij het schatten van het gemiddelde geval zijn wij uit-

gegaan van de volgende veronderstellingen (zie 12.7.1.) 



1. m~ 4 n 

2. r~ n/ 8 

3. n· :,; 8 
1 

4. r. = 8 
1 

Voor iedere 
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(maximaal m = n2) 

(maximaal r = n) 

(maximaal r. = n. = n) 1. 1. 
procedure-aanroep hebben wij 2 woorden extra 

ruimte beslag aangenomen. Ret ruimte beslag voorlokalen 

van niet-rekursie procedures is konstant en klein en is hier 

niet apart vermeld. 

Wij komen zo tot de volgende schatting van het maximale ge

heugengebruik in het door ons gekozen gemiddelde geval: 

als funktie van als funk tie van 
n, m, r j , t n 

Altij d binnen EMPM-Worker: I 1 n + 2 m 19 n 

Binnen Decompose, orden SC and 
check: 14 n + 2 m + 6 r 23 n 

Binnen Split arcs and orden nodes: 12 n + 2 m + 5 r. 20 n + 40 1. 
Binnen compute es, check and 13 n + 2 m 21 n 
find up: 

Binnen compute Is: 1 1 n + 2 m 19 n 

Binnen het oorspronkelijke 

Gewald-Sauler algorithme: 4 n + 4 m 16 n 

Ret is uiteraard mogelijk, door het plaatsen van meerdere ge

gevens in een machinewoord aanzienlijk te besparen op geheugen

ruimte. Zo zijn een aantal arrays mogelijkerwijs te kombineren 

zoals "fe", "Ie", lebwen lefw. Mogelijkheden hiertoe zijn bij 

diverse Algol-dialekten sterk verschillend. In deze represen

tatie zou deze werkwijze de overdraagbaarheid en de doorzichtig

heid geschaad hebben. Wanneer het wegens ruimte gebrek op een 

bepaalde machine nodig zou zijn, kan het programma alsnog door 

iedere geroutineerde programmeur 1.n dier voege gewijzigd worden. 

Uiteraard zal de rekentijd dan iets toenemen. 

12.7.3. Efficientie. 

Doel van deze beschouwing is het geven van een vergelijking tussen 

het Gewald-Sauler algorithme en EMPM-Worker. De verhouding van 

de werkelijke rekentijd zal per machine verschillend zijn. 

Wij gaan uit van een machine waarbij er geen grote verschillen 

in rekentijd zijn tussen: optelling, aanroep van een procedure, 

aanroep van een array element etc. 
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We kunnen de rekentijd dan uitdrukken in de volgende eenheid: 

de eenheid nodig voor een (soms komplexe) standaard-handeling. 

Als standaard-handeling beschouwen we: 

Ret in beschouwing nemen (en eventueel 1n rekening brengen) van 

een pijl. Uiteraard maken wij een fout in de berekening van de 

benodigqe hoeveelheid werk, door slechts naar een, tamelijk grof 

gedefinieerde standaard-handeling te kijken. 

Verdere detaillering en precisering geeft echter weinig nieuwe 

inf ormatie. 

Bij de icientie-berekeningen maken wij onderscheid tussen 

het voorbereidend gedeeZte en het reken-gedeeZte. In EMPM

Worker wordt het voorbereidend gedeelte gevormd door de pro

cedures: "Decompose, orden SC and check" en "Split arcs and 

orden nodes". De eerste procedure vraagt m standaard-hande

lingen; de tweede procedure vraagt in het gunstigste geval, 

bij een cykel-vrije graaf, geen enkele standaard handeling, 

en in het ongunstigste geval m standaard-handelingen. 

Bij het Gewald-Sauler algorithme ontbreekt het voorbereidend 

gedeelte. Wanneer evenwel niet aan de bereikbaarheidsvoor

waarden is voldaan, is de vms-tijd of lts-tijd van sommige 

knooppunten niet gedefinieerd. Bovendien is het algorithme 

niet eindig ,wanneer er zich een positieve cykel bevindt 

in een sterke komponent, van waaruit FINISH niet bereikbaar 

is. Daarom zou men ook hier een test op de bereikbaarheids

voorwaarden moeten uitvoeren, wat altijd m standaard-hande

lingen kost. 

In het reken-gedeelte is een ondergrens voor het aantal 

standaard-handelingen voor het Gewald-Sauler-algorithme(zie Appendix BZ' , 
(r + 3) x m, waarin r het aantal pijlen van het kritieke pad 

is. V~~r EMPM-Worker maken wij onderscheid tussen het gun

stigste geval, het ongunstigste geval en het "normale" geval. wij 

nemen aan, dat het netwerk geen posi tieve cykels bevat. 

In het gunstigste geval, bij een cykel-vrije graaf, is het 

aantal standaard-handelingen in het rekengedeelte gelijk aan 

2 m. 

In het ongunstigste geval, dat echter zonder onwaarschijn-

lijk is, is een bovengrens voor het aantal standaard har~de

lingen: (r+2).m, onder zwakke vooronderstellingen. Dit wordt 

afgeleid in Appendix CS. 
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Voor het "normale geval" H het redelijk te veronderstellen 

dat de s terke komponenten niet alleen klein (n. < 8) maar 
L-

ook vrij eenvoudig van struktuur zijn. Bij de keuze van 

de volgorde zoals deze door SPLIT wordt bepaald, stonden 

ons dan ook sterke komponenten voor ogen van een zeer simpele 

struktuur: "de school van vissen". 

fig. 12.1. 

Wij verwachten, dat dit soort zeer simpele strukturen bij de 

samengestelde komponenten frequent voor zullen komen. Het aan

tal slagen, benodigd voor het doorrekenen van een "school vissen" 

is ten hoogste 4, onafhankelijk van het aantal "vissen".Wanneer 

wij de sterke komponent niet splitsen in twee cykelvrije deelnet

werken, maar de pijlen P tussen twee knooppunten van de sterke 

component iteratief in rekening brengen (Gewald-Sauler-strategie 

binnen een sterke komponent), dan ~ullen tenminste twee iteraties 

nodig : zijn, meestal echter meer dan tweet Deze twee 

iteraties komen dan overeen met 4 slagen~ 

de door ons voorgesteldesplitsing bewijstzijn nut. 

De pijlen van het FW-netwerk en het BW-netwerk worden dus twee

maal in rekening gebracht, de pij len van het ISC-net,,,erk eenmaal, 

bij de berekening van de lts-tijden geldt hetzelfde. Als W1.J aan

nemen, dat de helft van de pijlen tot het ISC-netwerk behoort, 

is het aantal standaard handelingen in het reken-gedeelte: 3 m. 

Wanneer wij m standaard-handelingen definieren als een iteratie, 

komen wij tot het volgende overzicht: 

Aantal iteraties: (r is het aantal pijlen van het kritieke pad.) 



ondergrens 

Gewald

Sauler 

EMPM-Worker EMPM-Worker EMPM-Worker 

normale ge- gunstigste ongunstigste 

val geval geval 

voorbereidend-gedeelte: 

reken-gedeelte: 

Totaal: 

r+3 

r+4 

2 

3 

5 

2 

2 r+2 

3 r+4 

fig. 12.7.2. 

Ret algorithme EMPM-Worker is dus universeel efficienter, onder zeer 

zwakke aannamen. (Appendix C5). De winst-faktor bedraagt in het nor-

1 1 r+4 n. ~ n+32 
ma e geva --5-' Voor r =-8 1S d1t: ----40 • 
Voor praktijk-netwerken met 300 tot 2000 knooppunten 1S de winst een 

faktor 8 tot 50. 

Wanneer het netwerk positieve cykels bevat, veranderen voor EMPM-Worker 

bovenstaande schattingen nauwelijks. Voor het Gewald-Sauler algorithme kan 

dan geen bovengrens van de rekentijd worden gegeven in termen van de 

graaf aIleen; de lengten van de pijlen moeten erbij betrokken worden. 

(zie hoofdstuk 5.1). 

Tot slot dient opgemerkt te worden, dat de rekentijd van het netwerk 

programma "ANNETTE II" niet alleen bepaald wordt door de rekentijd 

van het in dit rapport beschreven rekenstuk. Sterker nog: er is veel 

aandacht besteed aan de efficientie van het rekenstuk, terwijl aan de 

efficientie van het input/output nog weinig aandacht is besteed. Dit 

laatste met opzet gebeurd. Speciaal t.a.v. het opzoeken van namen 

en het leveren van een balkendiagram, (Gantt-chart) zijn er stukken 

aan te W1Jzen waar nog een flinke efficientie·winst te behalen is. 

Reeds bij de opzet vanhet programma was ons dit bekend. Ret is een 

kwestie van gebrek aan tijd die ons t.a.v. dit stuk heeft doen kiezen 

voor een eenvoudig en minder efficient programma. Uiteraard zal een van 

de eerstvolgende programmeer-activiteiten zijn het verbeteren van dit 

gedeelte. 

Dit gedeelte is als voIgt te karakteriseren: 

- de moeilijkheden zijn niet van mathematische, maar meer van admini

stratieve en organisatorische aard (bestandsmanipulatie, stringhandling, 

searching techniques etc.). 
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- er is intensief gebruik gemaakt van de specifieke mogelijkheden van 

Burroughs Extended Algol (BEA). 

- zeer veel regels programma tekst. 

Een en ander kan geillustreerd worden door het volgende: 

rekenstuk 

overig gedeelte 

CPU tijd 

sec. 

10 sec. 

Aantal regels Algol 

500 

4500 

De rekentijden behoren bij een voorbeeld van 150 aktiviteiten (= 300 

knooppunten: [7J: methode 2), Dit voorbeeld is verwerkt op de B 6700 

van de THE te Eindhoven. 
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Al"P(mdix A: Definitics van fundamcnteZe begrippen 

Een gerichte graaf G is een tripel <K, P, $> waarin K en P disjuncte ver

zamelingen zijn, en ~: P ~ K x Keen afbeelding is. Elementen van K heten 

knooppunten (vertices), elementen van P heten pijZen (arcs). Ret is toe

g2:~aan, dat ¢(Pl) = ~(P2)' d.w.z. dat tussen twee knooppunten meerdere 

pijlen lopeno Knooppunt V is een directe voorganger van knooppunt W, 

d.e.s.d. als een pijl p bestaat, zodat ¢(p) = (V,W). In dat geval is W 

een directe opvotger van V. Bovendien heet V=b(p) het beginpunt van p 

en \.J=e(p) het einf1punt van p. Een dj van afwisselend knooppunten en pijlen, 

KO,Pj ,K
I

, •.• , P ,K ,n > 0, K. = b(p.) , K. = e(p.) , heet een pad. 
n n - 1-j 1 1 1 

Als K. f K. , i f j spreken wij van een simpeZpad. KO heet het beginpunt 
1. J 

van het pad, K het eindpunt. Als er in een graaf een pad is, dat een 
'n 

knooppunt V tot beginpunt, en een knooppunt H tot eindpunt heeft, dan is 

W bereikbaar vanuit V. Merk op, dat de relatie "bereikbaar vanuit" 

transitiefis (V bereikbaar vanuit U, W bereikbaar vanuit V ~ W bereikbaar 

vanuit U), en reflexief (V bereikbaar vanuit V voor V V 8 K). Twee knoop

punten V en W heten sterk vj3rbonden, d.e.s.d. als V bereikbaar vanuit W 

en W bereikbaar vanuit V. Fijl P heeft een Ius, als b (p)= e (P), 

Ret tripel <K I
, pI, ¢'> heet een deelgraaf van <K, P, $> als KICK, pleP, 

en ¢I(p') = ¢(pl) V p' 8 pI • De deelgraaf heet vot als p' = {pI PEP 

en $(p) £ K' x K'}, Kortheidshalve schrijven wij "deelgraaf" Lp.v. "volle 

deelgraaf". zij D een deelgraaf van G. Als ieder tweetal knooppunten Dl en 

D2 E D, sterk verbonden is, heet D een sterk-verbonden deeZgraaf. Als D 

niet uitbreidbaar is, d.w,z.'l knooppunt W ~ D zodat W sterk verbonden met 

een knooppunt Dl E D, dan heet D een sterk-samenhangende komponent van de 

graaf G, ook wel "sterke 1<:omponent" genoemd; afkorting: SO. Merk op, dat 

de relatie "sterk-verbonden" een transitieve, symmetrische en reflexieve 

relatie is; oftewel,' een equivalentie-relatie • Dit heeft tot gevolg, dat 

de verzameling knooppunten K eenduidig ontleedbaar is in equivalentie klassen, 

La.v. de relatie "sterk verbonden" • Deze equivalentie klassen van knoop-

punten vormen de sterke komponenten. 



Indien een sterke komponent uit slechts een knooppunt bestaat, noemen 

wij deze enke~voudig, anders samengesteZd. 

Een netwerk is een graaf, waarbij aan iedere pijl een getal is toege

voegd. Bij netwerk-planning noemen wij dit getal de Zengte van de pijl. 

De Zengte van een pad is de som van de lengten van de pijlen van dat pad. 

Een kritiek pad van een knooppunt V naa i: een knooppunt W is een pad, 

met de eigenschap dat er geen pad van V naar W loopt met een grotere 

leLgte. Als in de netwerkplanning de knooppunten V en W niet nader wordt 

gespecificeerd, wordt een kritiek pad van knooppunt START naar knoop

punt FINISH bedoeld. 

In de netwerkplanning behoort de grootheid "vroegste start van projektll 

te zijn gegeven: wij definieren de vroegst mogeZijke starttijd van een 

knooppunt V als volgt: 

vms [V] = vroegste start van projekt + 

lengte van het langste pad van START naar V. 

Wij definieren de laatst-toegestane starttijd van een knooppunt V als 

volgt: 

lts [FINISH] een gegeven waarde; in onze implementatie is deze gelijk 

lts [V] 

gemaakt aan vms [FINISH] 

Its [FINISH] -

lengte van het langste pad van V naar FINISH. 
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Appendix Bl: Commentaar op het Gewald-Sauler-algorithme. 

Opmerking: Appendix Bl is o.~. aIleen interessant voor die lezers, die 

willen pogen, het artikel van Gewald und Sauler [5J, te lezen. 

Teneinde de lezer in staat te stellen, bovengenoemd artikel te lezen, ver

klaren wij allereerst een aantal zaken omtrent de programma-tekst, die o.i. 

niet geheel triviaal zijn. 

ad bIz. 200: - In de gewijzigde versie hebben wij aangenomen, dat de her

nummering der knooppunten tot {I, '" n} reeds is gebeurt. 

Anderzijds eisen wij niet, dat START = I of FINISH = n. 

Het array liLli, waarin de originele knooppuntsnummering 

van de gebruiker staat genoteerd, dient tevens als een 

soort boolean array. 
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ad bIz. 201: - Het eerst worden de vms-tijden berekend, (case: S=}) met 

de kontrole op positieve cykels. De vms-tijden worden 

echter eerst weggeschreven in het array TS, en pas na afloop 

van de vms-berekening weggeschreven in het array TF. 

- Ondertussen wordt het array TF gebruikt als "pusher". 

L [TJ > O+-+vms [TJ is in de vorige iteratie gewij zigd. 

(In de gewijzigde versie: it.numb of lastch [Th itnumb -1) 

- TS [TJ< 0 +-+vms [TJ is in de huidige iteratie gewijzigd 

merk op, dat een pijl N niet wordt behandeld,als vms [b(N)J 

de vorige iteratie niet is gewijzigd, onafhankelijk van wat 

er in de huidige situatie is gebeurt. 

ad biz. 202: - Case S=2 betreft lts-tijden. 

- Tijdens het aflopen van het "pusher-pad" worden in het 

begin een stap van 3 pushers genomen, waarschijnlijk uit 

efficientie overwegingen. 

- TF [vJ < 0 +-+ (in onze gewijzigde versie): incp [VJ 

- Na de label WElTER: 

De variabele K geeft aan, hoeveel knooppunten tijdens 

de afgelopen iteratie zijn gewijzigd: 

- Ret algorithme tussen de label "WEITERIt en "L31t voert 

de volgende transformatie uit: 

<L[TJ< 0) 1\ (TS [TJ< 0) + (L [TJ > 0) 1\ (TS [TJ > 0) 

(L[TJ< 0) 1\ (TS [TJ> 0) + verandert niet 

(L[TJ> 0) 1\ (TS [TJ> 0) + (L [TJ < 0) 1\ (TS [T] > 0) 

(L [TJ> 0) 1\ (TS [TJ< 0) + (L [TJ > 0) 1\ (TS [TJ > 0) 

ad bIz. 203: - Als een positieve cykel is ontdekt, STOP; 

- Als geen positieve cykel is ontdekt, vul het array TF met 

de waarde van TS en vul het array TS met de groots~vms-tijd. 

(dit overhevelen werd waarschijnlijk nodig geoordeelq om 

tweemaal met dezelfde programma-tekst te kunnen werken !) 
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ad biz. 204: ... Alle pij len van de cykel krijgen de lengte "0". De be

doeling hiervan is, dat men de positieve cykel laat ver

dwijnen, opdat men met het programma verder kan gaan en 

eventueel meer positieve cykels kan vinden. In ons ge

wijzigd algorithme (hoofdstuk 5) hebben wij dit voor de 

eenvoud weggelaten. In de uiteindelijke versie 

(hoofdstuk 10) is wei iets dergelijks geimplementeerd. 

Men zie ook onder "bezwaar c." 
- Merk op dat onze datastruktuur dit zoeken naar een pijl 

van RILF naar A met een factor n versnelt. 

- De statements die zoeken naar een pijl van A naar PRUEF, 

midden op de bladzijde, begrijpen wij niet. Men zie onder 
.r 

"bezwaar e". 
- De statement "if PRUEF = 1 ~ 8;0to PROEND, begrijpen 

wij niet. Bovendien kan bewezen worden, dat PRUEF nooit 

de waarde 1 kan hebben. Dit bewijs is langdradig en ver

velend, en wordt daarom hier weggelaten. 

- Ret Il e l se "-stuk onderaan wordt binnengegaan, zolang 

RILF =F PRUEF; 

Bezwaren: Onze bezwaren zijn, afgezien van de bijzonder slechte pre

sentatie van het geheel, de volgende 

a) Ret streven van Gewald and Sauler, om minieme efficientie voordelen 

te behalen, ten kosten van de begrijpelijkheid en de bewijsbaarheid 

van het geheel; wij achten het streven naar efficientie hier alleen 

gerechtvaardigd als: 

1. De begrijpelijkheid en bewijsbaarheid niet achteruitgaat 

of 

2. De winst in efficientie een faktor an of meer oplevert. (0.>0) 

b) Gewald and Sauler stellen niet expliciet, dat de aangeboden graaf 

aan de bereikbaarheidsvoorwaarden moet voldoen. Deze eis is zeer 

belangrijk, daar het algorithme anders niet eindig is; de posi

tieve cykel hoeft dan nl. niet op het kritieke pad te komen. 

c) Ret korrigeren van de lengten der pijlen gebeurt niet korrekt. Ret 

is immers goed mogelijk, dat een negatieve pijl die de lengte 0 

krij gt, een nieuwe positieve cykel gmereert! Daarom hebben wij er 

in hoofdstuk 10 voor gekozen, de lengte van een pijl te verminderen 

met de tot ale cykellengte. 
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d) Tijdens de vms-berekening wordt in het array TF het minteken 

gebruikt als boolean. Deze true veroorzaakt een fout, als de 

gebruiker een korrect netwerk heeft aangeboden, waarin een 

van de vms tijden negatief is! 

Appendix B 2: De efficientie van het Gewald-Sauler algorithme. 

Stelling I: verondersteZ, dat 

a) het netwerk syntaktisch korrekt is; 

b) het netwerk een eenduidig bepaald kritiek pad bevat 

met r pijlen. 

c) de berekening van de vms-tijden a iteraties vraagt 

en de berekening van de lts-tijden b iteraties; 

dan geZdt: a + b ~ r + 3 

Bewijs: Zij het kritieke pad: Vo, PI' VI' •••• , Vr - 1 , Pr , Vr • 

(Hierbij is Vo = START en Vr = FINISH). Bij de berekening 

van de vms-tijden krijgen de knooppunten in de volgorde 

VO' Vl , •••• , Vr hun definitieve vms-tijden, omdat het kri

tieke pad eenduidig bepaald is, dus kan es [Vi] pas zijn 

definitieve waarde krijgen,nadat es [Vi_I] zijn definitieve 

waarde heeft gekregen, doordat pijp Pi in rekening wordt 

gebracht. Evenzo krijgen de knooppunten bij de berekening 

van de Its-tijden in de volgorde Vr ' •••• , Va hun defini

tieve Its-tijden. 

In fig. Bl staan de pijlen van graaf afgebeeld in de volg

orde, waarin zij zowel bij de berekening van de vms-tijden 

als bij de berekening van de lts-tijden worden afgewerkt. 
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I 
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~ 
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fig.B2J 

De pijlen Pi en Pi+I zijn apart weergegeven. Wanneer es[VtJ 

zijn definitieve waarde heeft, moeten q.pijlen in be-
1 

schouwing zijn genomen, voordat . es, [Vi+jJ zijn definitieve 

waarde heeft. 



-92-

Wanneer Is [V,] zijn definitieve waarde heeft, moeten 1. 
m-qi pijlen in beschouwing zijn genomen, v66rdat Is 

[Vi-I] zijn definitieve waarde heeft. Definieer qi als 

het aantal pijlen van Pi tot Pi+] ( 1 ~ i < r) en qo 

en qr als resp., het aantal pijlen van het begin van de 

lijst tot PI en het aantal pijlen van Pr tot aan het 

eind van de lijst. Dan is het aantal pijlen, dat tijdens 

de berekening van de vms-tijden in beschouwing wordt ge-
, r 

nomen, tenm1.nste:,~ 
l, q 1.' 1.=0 

en net aantal pijlen dat tijdens de berekening van de Its

tijden in beschouwing wordt genomen: ~ 
l, (m - qi) 

i=o 

Dus het totale aantal pijlen dat in beschouwing wordt ge

nomen is minstens: (r + ]) m. Er zijn dus tenminst r + 1 

iteraties plus nog 2 iteraties om te konstateren dat geen 

verandering meer optreedt. q.e.d. 

Wij zijn hierbij uitgegaan van het originele Gewald-Sauler 

algorithme, waarbij iedere pijl altijd "in beschouwing" 

(Hfst. 5) genomen wordt. In de door ons gewijzigde versie 

kunnen door de do'or ons gekozen datastruktuur een aantal 

pi}len worden overgeslagen en hoeft bovenstaande ondergrens 

niet te gelden. 

Het is interessant te vermelden, dat de poging tot efficientie

verbetering van Gewald-Sauler: 

indien de vms-tijd van een knooppunt in de vorige iteratie 

niet is gewijzigd, breng dan zijn uitgaande pijlen niet in 

rekening (Appendix Bl)~ 

averechts kan werken. 

Wanneer b.v.: 

Pijl Pi staat op plaats j in de lijst 

- Pijl Pi+l staat op plaats k in de lijst 

- jO( k staat 

- in de vorige iteratie loS de vms-tijd van Vi+l niet gewijzigd 

- in de huidige iteratie is de vmsTtijd van Vi+l weI gewijzigd 

dan wordt Pi+l ten onrechte niet in rekening gebracht. 
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Apeendix C: Bewijs van correctheid van het alaarithme. 

Inleiding. 

Ret bewijs van korrektheid van het onderhavige algorithme zal niet 

altijd even gedetailleerd worden gegeven als het bewijs van het 

algorithme BC-Wolker in om. Riervoor zijn een aantal praktische 

overwegingen: 

- het geheel zou te uitgebreid worden om nog door iemand te worden 

gelezen. 

- het algorithme SC-Worker is te beschouwen als een basis-algorithme 

dat ~n verschillende varianten in een groot aantal toepassingen ge

bruikt kan worden. Ret is verantwoord aan het bewijs van korrekt

heid van basis-algorithmen bijzondere zorg te besteden. 

- EMPM-Worker bestaat voor een groot deel uit vrij simpele administra-

tie. Ret formaliseren van al deze administratieve handelingen 

zou het bewijs langdradig maken. Anderzijds is het voor de lezer 

vrij simpel te verifieren (b.v. of de boolean variabele "correct" 

de juiste waardeheeft). 

Ret onderhavige algorithme heeft als basis-aanname, dat de ,datastruk

tuur, bestaande uit de arrays: fe, le, suo, 'length en uit de integer n 

inderdaad een graaf representeert. I.h.a. zullen deze data worden ge

genereerd door een programma, dat wij de netwerk generator zullen 

noemen. De programmeur van deze netwerk generator dient derhalve te be

w~Jzen, dat zijn programma altijd iets genereert, dat een graaf re

presenteerd. 

In de volgende stellingen en bewijzen gebruiken wij de term IIbereik

baar" ook m.b.t. sterke komponenten. "Vanuit SCi is FINISR bereikbaar" 

betekent: "vanuit ieder knooppunt behorende tot SCi is FINISR bereik

baar:' 



1. Korrektheid van het deeZ-algorithme: "Deoompose" orden Be and eheok" 

Ret deel-algorithme gaat ervan uit, dat de globale boolean: "correct" 

in het hoofdprogramma de waarde: ~ heeft gekregen. 

Wij beschouwen het programma, zoals afgedrukt op pagina 40. 

Merk OPt dat de statements die gelabeled zijn met CRECKnen ORDENn 

de grootheden: stack [iJ, badge [iJ, ploftop, niet wijzigen. 

Stelling 1.0: In het algorithme SC-Worker geldt: 

SCj is bereikbaar vanuit SCi l j ~ i 

De index slaat op de volgorde van het vinden van de 

sterke komponenten. 

Bewijs: Ret bewijs kan geleverd worden door deze stelling toe te 

voegen aan PROP F .[IOJ • 

• • II II 
Stell~ng 1.1: Ret deel algor~thme: Decompose, orden SC and check, 

vindt de sterke komponentenop analoge wijze als 

SC Worker. 

Bewijs: Wanneer men de statements, die gelabeled zijn met CRECKn 

en ORDENn weglaat, verkrijgt men vrijwel de tekst van SC

Worker. Ret enige verschil bestaat hierin, dat "Decompose 

orden SC and Check" begint met een aanroep van "extend 

(start)"~ Wan~eer men zou hernummeren, zodat "start" de 

waarde I krijgt, zou de procedure SC-Worker exact hetzelfde 

uitvoeren als "Decompose, orden SC and Check". 

Stelling 1.2: Als een SC niet bereikbaar is vanuit START, krijgt 

boolean "correct" de waarde false, en wordt deze 

. SC gerapporteerd. 

Bewijs: Triviaal. 

Stelling 1 .3: Op het moment, dat SCk gevonden wordt, geldt direkt 

na de statement CRECK 6: 

yV • V e: SCi, I ~ i ~ k • • 
FR [VJ +-+ FINISR is bereikbaar vanuit V 



-95-
• 

Bewijs: Wij zullen het bewijs leveren m.b.t. induktie. 

wij onderscheiden de momenten CHECK 61 t •• CHECK 6p 
en pe wortels van de SC's: W

1 
.t. Wp 

Aan het begin van het algorithme geldt! 

FR [FINISH] (initialisatie). 

Beschouw het moment CHECK 61: 

Twee mogelijkheden: 

- WI = FINISH -+ direct na CHECK 61 geldt de stelling; 

triviaal. 

- WI :f FINISH: twee mogelijkheden: 

~ FINISH is bereikbaar vanuit WI 

-+ FINISH e: SC 1 (stelling 1.0) 

-+ er is een "aktueel pad" geweest van WI naar 

FINISH 

-+ FR [WI] wegens CHECK 5 en:initialisatie 

-+ na CHECK 61: IV V,V ESCt: FR [V] 

- , FINISH bereikbaar vanuit WI 

~ IV .v .fI V e: SCI : ,FINISH bereikbaar vanui t V 

-+ er is niet een aktueel pad geweest van en~ge V naar 

FINISH 

-+ IV V § V e: SC 1: , FR [V] 

De stelling geldt op het moment direct na CHECK 61-

Stel de stelling geldt voor alle i : I ~ i ~ k < P 

op de momenten direkt na CHECK 6i' 

Beschouw het moment CHECK 6 k+l. Merk op dat na uitvoering 

van CHECK 6k de, waarden van FR [ V J: 

V E SCi! i ::; k niet meer veranderen. 

Wij moeten dus nog bewijzen, dat de stelling geldt direkt 

na uitvoering van CHECK 6k+1 voor aIle V : VE SCk+l; twee 

mogelijkheden: 

- Wk+l = FINISH triviaal, zie bij CHECK 6 1 
- Wk+l :f FINISH, twee mogelijkheden 

- FINISH £ SCk+l bewijs analoog aan bewijs bij CHECK 6] 

- FINISH t SCk+] -+ bij initialisatie geldt:, FR [V] 

voor alle V : Ve: SCk+ 1 • 
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Twee mogelijkheden : 

-

- FINISH is bereikbaar vanuit Wk+1 

-+ .3 pad Wk+l,Pp VI' •••• , Yr. Pr+l ' FINISH. 

, FINISH 

-+ 

Stel Pz is de eerste ISC-pijl in dit pad van 

S~+l' naar een andere SC : SCm -

"CHECK 5" voor pijl Pz. vindt plaats na CHECK 6m ; 

uit induktie-voorwaarde voIgt: 

FR [V~] op moment CHECK 5 (Pz.) 

1;RLv l-l] op moment CHECK 5 (Pz.) 

FR [Wk+1] direct voor CHECK 6, we gens doorgeven 

langs aktueel pad 

v V,V E SCk+l :FR[V] na afloop van CHECK 6. 

bereikbaar vanuit Wk+l 

V V t'V E: SCk+ 1 , FINISH bereikbaar vanuit V 

-+ jJ pij 1 p , b(p) E SCk+l' e (p) t SCk+l 

FR [e(p)] op moment CHECK 5 (p) 

V V, V E SCk + 1 : , FR [V] 

m.a.w.FR[V] 

anderd. 

is sinds deuutialisatie niet ver-

Stelling 1.4: Als FINISH niet vanuit SCi bereikbaar is, 

krijgtde boolean "correct" de waarde false en wordt 

deze SC gerapporteerd. 

Bewijs: triviaal. 

Stelling 1.5: Indien het netwerk aan de bereikbaarheidsvoorwaarden 

voldoet geldt: 

Van iedere SC wordt een knooppunt in het array SClist 

geplaatst; het aantal knooppunten van ue 8C worut 

genoteerd op de bijbehorende plaats in het array 

"size of SC". Hetaantal SCts van de graaf wordt uit

eindelijk weergegeven door de waarde van de globale 

variabele: p. 

Bewijs: triviaal. 
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C2. Aorreatheid van het deel-algorithme: Split ares ando~den nodes. 

Ret deel-algorithme wordt alleen uitgevoerd, als de graaf 

aan de bereikbaarheidsvoorwaarden voldoet; d.w.z., wanneer 

de boolean "correct" na uitvoering van "decompose, orden SC 

and check" de waarde ~ heeft. Daarom wordt bij de volgende 

bewijzen aangenomen, dat de graaf aan de bereikbaarheidsvoor

wa~rden voldoet. 

Beschouw het moment, waarop het algorithme begint aan de ver

werking van de samengestelde sterke komponentSCi' Veronderstel 

dat de knooppunten die deel uitmaken van SCh , h <i behoren tot 

de verzameling READY; veronderstel verder, dat de knooppunten 

van SCk , k ~ i, behoren tot de verzameling UNSPLIT. 

Onder deze voorwaarden bewijzen wij stelling 2.1 tIm 2.5; in 

stelling 2.6 zullen wij bewijzen, dat aan bovenstaande voor

waarden altijd is voldaan. 

Stelling 2.1: zij Wi de wortel van SCi' dan is de aanroep van 
"1" d d ( ) I, " d" sp it an or en Wi e1n 19. 

Bewijs: Bij aanroep van:"split and orden (Wi)" hebben alle 

knooppunten van SCi de status: UNSPLIT. De procedure 

"split and orden (successor)" wordt aIleen aangeroepen 

als successor 'e UNSPLIT, en direct na aanroep krijgt 

knooppunt successor de status "SPLITTING". Geen enkel 

knooppunt krijgt ooit opnieuw de status UNSPLIT. Dus 

het aantal aanroepen van "split and orden (v)lIis eindig. 

De while-statement binnen de procedure "split and orden 

(V)" is eindig, omdat na iedere slag 6f de variabele"index" 

met I wordt opgehoogd, 6f de variabele: "index" dezelfde 

waarde behoudt, maar de bovensrens met 1 wordt verlaagd. 
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Stelling 2.2: In de while-statement binnen de procedure: "split 

and orden (V)" worden alle uitgaande pijlen eenmaal 

beschouwd. 

De compound -statement, gelabeled:ARC TO BW, voegt 

de onderhavige uitgaande pijl van V toe aan het BW

deelnetwerk. 

De compound -statement gelabeled: ARC TO ISC. voegt 

de onderhavige uitgaande pijl van V toe aan de ver

zameling pij len ISC. 

De empty-snatement, gelabeled: ARC to FW, I.E. DO 

NOTHING, voegt de onderhavige pijl van V toe aan de 

verzameling FW. 

Bewijs: Ret bewijs kan gemakkelijk worden geleverd met induktie naar 

de waarde van "index", en met induktie-bewering: 

aan het begin van ieder slag van de while-statement 

geldt: 

- de nog niet beschouwde pijlen staan op de plaatsen 

index, •••• , lefw [V]; 

- de pijlen, die reeds beschouwd zijn, en "backward" 

zijn bevonden, staan .. 00 de plaatsen: fe [V], ••• , 

lebw [V]. 
- de pijlen,'die reeds beschouwd zijn, en tot 

het "forward" deelne.twerk bleken te behoren 

staan op de plaatsen: 

lebw [V] + 1, •••• , index - 1; 

- de pijlen, die reeds beschouwd zijn, en tot 

de verzameling "ISC" bleken te behoren, staan 

op de plaatsen: lefw [V] + 1, •••• , fe [V] • 

Stelling 2.3: Tussen de aanroep van "split and orden (Wi)" en de 

terugkeer, komen alle knooppunten van SCi precies 

eenmaal in he~~aktuele pad. Knooppunten uit andere sterke 
~ 

komponenten komen niet in het aktuele pad. 

Bewijs: "Tenminste eenmaal"-: ieder knooppunt van SCi is bereik

baar vanuit Wi en behoort bij aan

roep van "split and orden (Wi) tot 

de verzameling UNSPLIT. 

"Slechts eenmaalt..f: zie bewijs van stelling 2.1. 
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Knooppunten uit andere sterke komponenten, die vanuit 

Wi bereikbaar zijn, behoren volgens stelling 1.0 tot 

sterke komponenten SCh, h < i, en behoren volgens de 

aanname tot de verzameling READY. 

Stelling 2.4: Na terugkeer uit "split and orden (Wi)" behoren 

alle knaoppunten van SCi tot de verzameling SPLIT 

en staan als ononderbroken reeks in het array" Vlist. 

Bewijs: Dit volgt uit de laatste 3 statements van "split and orden 

(V)", in kombinatie met stelling 2.3. 

Stelling 2.5: Nummer de knooppunten van SCi in de volgorde, 

waarin zij, na terugkeer uit "split and orden 

(Wi) ~' in het array Ylist staan: V J' •••• , Vr 

(zie fig. 9.1 • I) :'als Peen pij 1 is, zodanig 

dat b (P) = Vk , geldt: 

(a) P E BWi 

-+- e (P) e:{Vl, .... , Vk-l} 
(b) P e: FWi 

-+- e (P) e: {Vk+l' ••• " Vr } 

(c) P E 1SCi 

-+- e (P) behoort tot SCh , h < i. 

Bewijs: ad (a): Op het moment, waarop P in beschouwing wordt 

genomen, is b (P) het eind van het aktuele pad, 

en zit e (p) veer b (P) in het aktuele pad. Dus 

b (P) wordt eerder dan e (P) uit het aktuele pad 

verwijderd; dus e (P) heeft een lager rangnummer 

dan "k" in Vlist. 

ad (b): Op het moment, dat het algorithme begint met P 

in beschouwing te nemen, behoort e (P), of tot 

de verzameling UNSPLIT of tot de verzameling 

SPLIT. Op hetmoment, dat het algorithme ophoudt 

met het in beschouwing houden van P, behoort e (P) 

tot SPLIT. Dus e (P) heeft een hoger rangnummer 

dan "k" in Vlist. 

ad (c): zie stelling 1.0 
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Stelling 2.6: De stellingen 2.1 tim 2.5 gelden aZtijd. 

Bewijs: Wij zullen bewijzen, dat aan de gestelde voorwaarden 

altijd is voldaan d.m.v. induktie naar sterke kompo-

nenten. 

Induktie voorwaarde: Op het moment, dat het algorithme 

begint aan de verwerking van SCi, 

geldt: 

1) V E SCh, h<i ~ V E READY 

2) V E SCh , h~i ~ V € UNSPLIT 

De bewering is,. waar yoor i = 1. 

Stel, de bewering is waar voor i ~ ~ k. 

Dan is de bewering waar voor i = k + 1 op grond van 

de statement in het hoofdprogramma: 

for j:= bottom step 1 until bottom + s~ze of SC [iJ ~1 

do status [V list [j]] = ready; 
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CJ. Koppektheid van het deel-aZgop~thme: compute es~ check and find c~ 

Definitie 3.1: De pushep-gpaa[ ~s een deelgraaf van het netwerk zo

danig dat: 

(1) aIle knooppunten van het oorspronkelijk netwerk 

behoren tot de pusher-graaf; 

(2) W = pusher [V] ~ 0 ~ 

~ pijl P in de pusher-graaf ; b (P) = W, e(P) = V; 

De pusher-graaf verandert voortdurend tijdens de uitvoering van 

"Compute es, check and find cpll. Aan het begin van het deel-algorithme 

bevat de pusher-graaf geen enkele pijl; aan het einde heeft ieder knoop

punt behalve START precies een binnenkomende pijl, althans als het net

werk syntaktisch korrekt is. 

In de volgende stellingen, in het bijzonder 3.1,3.2 en 3.5, wordt ervan 

uitgegaan, dat gedu~ende het algorithme de volgende eigenschap geldt: 

V V. l?us.he~.~Yl=\ifQ -+ 3pijl P, b (P) = W, e (P) = V: 

es [W] + length [P] ~ es [ V] 

Bij hetinitialiseren van het array pusher geldt de eigenschap. 

Bij het, in rekening brengen van pijlen wordt deze eigenschap niet ver

stoord. Bij IIREPORT AND REPAIR POSITIVE CYCLE" wordt er zorg voor ge

dragen dat de eigenschap behouden blijft: zie bewijs van stelling 3.6. 

Stelling 3.1: Wanneer de pusher-graaf op enig moment een cykel bevat, 

bevat het netwerk een positieve cykel door dezelfde 

knooppunten. 

Bewijs: Laat de cykel in de pusher-graaf gevormd worden door de knoop

punten Vo' •••• , Vk' Zij Vo het knooppunt, waarvan de vms-tijd 

als laatste is opgehoogd. Zij Pi de langste pijl tussen knoop

punt Vi en knooppunt Vi+l (os is k-l) en Pk de langste pijl 

van Vk naar Vo' Merk op, dat geldt: 

Vi = pusher [Vi +1] -+ es [Vi] :f. length [Pi] ~ es [Vi+1J 

Op het laatste moment, veer dat vms [V ] werd verhoogd, gold: 
o 

k-l 
I (es V. 

~ 

k-l 
+ length [ Pi :P ~ 
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Stelling 3.2: Wanneer het netwerk syntaktisch korrekt is, wordt 

het array: lies" gevuld met de juiste waarden. Een 

kritiek pad wordt gevormd door de reeks knooppunten: 

FINISH, pusher [FINISH] , pusher ( pusher [FINISH]], ••• ,START 

Bewijs: Wij schetsen een globaal bewijs met induktie. Bij de gekozen 

volgorde van de se's geldt: 

- bij het iteratief doorrekenen van de FW~ en BW~ pijlen en 
1 1 

bij het eenmalig in rekening brengen van de ISe.-pijlen ver-
1 

anderen de vms-tijden van de knooppunten van se., j < i niet, 
J 

Als deze knooppunten dus eenmaal de juiste vms-tijden hebben, 

blijft de juistheid behouden. 

(analogie algorithme voor cykelvrije netwerken) 

- na het iteratief doorekenen van FW. en BW. zijn de vms-tijden 
1 1 

van de knooppunten van se. korrekt. 
1 

(analogie Gewald-Sauler en Ford-Fulkerson algorithme) 

Resulterend geldt, dat na afloop de vms-tijden van aIle knoop

punten korrekt' zijn d.w.z.: 

- V j: es [b (Pr] + length [P j ] ~ es [e (Pj)J,l~jSm 

(er wordt voldaan aan de ongelijkheden) 

- V . :3j : e (P.) = i, b (P.) = pusher [U, 
1 J J 

es [pusher [i]] + length [P.] = es [i], 
J 

lsisn, i ". START 

+ vms-tijden zijn minimaal, ieder pad in de pushergraaf 

is een kritiek pad. 

Omdat de pusher-graaf geen cykels bevat (stelling 3.1) en ieder knoop

punten Vi behalve START, de eigenschap: pusher [V] ~ 0 heeft, eindigt 

iedere reeks knooppunten V, pusher [V] , pusher [pusher [V]J, 

bij START 

..... , 

Stelling 3.3: Wanneer een sterke komponent, bestaande uit q knooppunten 

geen positieve cykel bevat. heeft het algorithme ten 

hoogste q + 1 slagen nodig voor de verwerking van deze 

sterke komponent. 

Bewijs: Beschouw de verzameling van paden, die van START naar een 

knooppunt V in de sterke komponent lopeno Een deelverzame
II 

ling hiervan is de verzameling van langste paaen,IT 1, .... , 

IIk , .0 ~. die van start naar V 1T lopen. 
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Wij beschouwen de deelverzameling ~)' •••• TI
k

' •••. van paden; 

hierin is n. dat gedeelte van ~. dat binnen de SC ligt. 
~ ~ 

Neem een willekeurig cykelvrij pad n. 
~ 

Noteer het aantal pijlen van n. als I~.I. 
~~ 

Wij kleuren in gedachte de pijlen die tot FW. behorenrood$ en 
~ 

de pijlen die tot BW.behoren blauw. n. bestaat dus afwisselend _ 1 1 

uit rode en blauwe stukken. 

Indien n. rood begint, krijgen de knooppunten van het eerste 
~ 

rode stuk hun definitieve vms-tijden; anders doet de eerst slag 

m.b.t. pad TI. niets. Uiterlijk in de tweede slag krijgen de 
1 

knooppunten van het eerste blauwe stuk hun definitieve vms-

tijden; uiterlijk in de derde slag krijgen de knooppunten uit 

het tweede rode stuk hun definitieve vms-tijden, etc. In het 

ongunstigste geval, nl. wanneer de pijlen van i. afwisselen 
~ 

blauw en rood zijn en de eerste pijl blauw is, krijgt V~ na 

ten hoogste Ii., +1 slagen zijn definitieve vms-tijd. 
1 

Dit geldt voor ieder knooppunt V~ • Dus na ten hoogste q 

slagen hebben aIle knooppunten hun definitieve vms-tijd. Er is 

nog een slag nodig, omte konstateren dat geen verandering meer 

optreedt. 

Definitie 3.2: de reeks knooppunten: pusher [V] , pusher [pusher [V]] ,'" 

noemen wij de pusher-reeks van V. 

Indien de pusher-graaf cykels bevat, behoeft bovenstaande reeks niet 

eindig te zijn. Indien de pusher-graaf geen cykels bevat is de reeks 

eindig en is het laatste element = o. 

Stelling 3.4: Wanneer een sterke komponent SC. bestaande uit q knoop-
~ 

punten, positieve cykels bezit, bevat de pusher-graaf 

na ten hoogste q + ) slagen een cykel. 

Indien men deze cykels niet verbreekt, blijft de pusher

graaf cykels bevatten. 

Bewijs: Veronderstel, dat de pusher-graaf na q+k slagen geen cykel 

bevat (k~). Dan is er een knooppunt V, V .€ SCi' behorend tot 

een positieve cykel, zodanig dat na q+k slagen geldt: 

- de eerste t (t ~o) knooppunten van de pusher-reeks van V: 

VI' V2 , •••. behoren weI tot SCi' maar behoren niet tot een 

positieve cykel,terwijl V
t

+
1 

of =0 is, of niet tot behoort. 
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Dan heeft de grootheid: "pusher [V J" na ten hoogste 

t+l slagen de waarde, die deze grootheid na q+k slagen 

heeft. (Zie bewijs van stelling 3) Wanneer de cykel c 

knooppunten heeft, verandert na ten hoogste c volgende 

slagen de waarde van pusher [VJ. Dus: t + 1 + c >q + k. 

Tevens geldt t + C S q, het totaal aantal knooppunten van 

SC .. Kontradiktie wegen k~ 1. 
1. 

Stelling 3.5: Een positieve cykel wordt slechts eenmaal gerapporteerd 

Bewij s: In de procedure "REPORT AND REPAIR POSITIVE CYCLE" wordt te 1-

kens de lengte van de langs te pij 1 tussen "'Pusher [V) " en "V." 

bij de variabel "cyclelength" opgesteld om de cykel-lengte te 

verkrijgen. Deze cykellengte wordt afgetrokken van de laatste 

langste pijl tussen V en de direkte opvolger W van V in 

de cykel. De grootheid: "pusher [WJ" wordt =0 gemaakt. 

Hierdoor is wederom voldaan aan de eigenschap: 

"Ii V: pusher [vJ = W -+.3 pijl P, b(P) = W, e (P) = V: 

es [wJ + length [PJ ~ es [VJ. 

De positieve cykel is uit de pushergraaf en uit het netwerk ver

wijderd. Wegens stelling 3.1 en 3.4 zal dezelfde cykel niet op

nieuw in de pusher-graaf komen. 

Als "parallelll aan de ingekorte pijl nog een tweede pijl loopt, kan 

deze eveneens tot een cykel-rapport aanleiding geven - maar dan bevat 

het oorspronkelijke netwerk twee verschillende positieve cykels door 

dezelfde knooppunten. 

Stelling 3.6: Door het veranderen van de lengten der pijlen ontstaan 

geen nieuwe positieve cykels. 

Bewijs: Triviaal. De stelling wordt slechts . vermeld , omdat het 

Gewald-Sauler algorithme alle pijlen van een positieve cykel 

de lengte eul geeft - ook de negatieve pijlen. Hierdoor kunnen 

nieuwe positieve cykels gegenereerd worden. 
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St e lling 2.7: Na: "Compute es, check and find Qplt geldt: 

correct ~ het netwerk is svntaktischt korrekt. 

Bewijs: Triviaal. 
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C4. Correetheid van het dee'l-a'lgorithme: Compute Ls. 

wij gaan er bij deze bewijzen van uit, dat het deel-algorithme 

aIleen wordt aangeroepen als het netwerk geen positieve cykels 

bevat. In ons hoofdprogramma (hoofdstuk 7) wordt het deel-algo

rithme "compute lstl dan ook aIleen aangeroepen als de booleal1 

"correct" de waarde true heeft. 

Definit 4.1: De hoLder-graaf is een deelgraaf van het netwerk 

met de ei!ensehap : 

(1) aIle knooppunten van het oorspronkelijke net

werk behoren tot de holder-graaf. 

(2) W :; holder [V] f. 0 ...". 

:3 pij 1 P in de holder-graaf J b (P) = V, e (P) = W; 

De holder-graaf verandert voortdurend tijdens de uitvoering van 

tlcompute ls": aan het begin van het deel-algorithme bevat de 

holder-graaf geen enkele pij 1; aan het einde heeft ieder knoop

punt behalve FINISH precies een uitgaande pijl. 

In de volgende stellingen wordt ervan uitgegaan, dat gedurende het 

algorithme de volgende eigenschap geldt: 

"Sf! W: holder [W]:; V 10 .... ]pijl P., b (P) = W, e (P):; v: 
Is [W] + length [P] ~ Is C vJ. 

Bij hetinitialiseren van het array holder geldt de eigenschap. 

Bij het in rekening brengen van de pijlen blijft deze behouden. 

Stelling 4.1: Het array "Ie" wordt gevuld met de juiste waarden. 

Een kritiek pad wordt gevormd door de knooppunten: START, 

holder [START], holder [holder [START]], .•.• FINISH. 

Bewijs: Wij schetsen een globaal bewijs met induktie. Bij de gekozen 

volgorde van seTs geldt: 

bij het eenmalig in rekening brengen van de pijlen uit ISe., 
~ 

en bij het iteratief doorrekenen van de pijlen FW. en 
~ 

BW. veranderen de lts-tijden van de knooppunten van SC., jf.i 
~ ~ 

niet. 
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Als de knooppunten behorend tot SC., j>i eenmaal de 
J 

juiste lts-tijden hebben, blijft de juistheid behouden. 

(analoog aan het algorithme voor cykel-vrije netwerken) 

- Na het iteratief doorrekenen van FW. en BW. zijn de lts-
1 1 

tijden van de knooppunten van SC. korrekt. 
1 

(analoog aan het Gewald-Sauler en Ford-Fulkerson-algorithme) 

Resulterend geldt, dat na afloopr de lts-tijden van aIle 

knooppunten korrekt zijn, d.w.z.: 

Y j: Is [b (Pj)] t length [Pj ] S Is [e (Pj)J,l S J S m 

(er wordt voldaan aan de ongelijkheden) 

- Yi :.3j b (Pj ) = i, e (Pj ) = holder U], 

Is [iJ + length [PjJ Is [holder [iJJ, 

1 sis n, i I FINISH 

De Its-tijden zijn maximaal, ieder pad 1n de holder

graaf is een kritiek pad. 

Omdat de "holder-graaf' geen cykels bevat (bewijs analoog aan stelling 

3.1), en ieder knooppunt V, behalve FINISH, de eigenschap: holder [VJ 

~ 0 heeft, eindigt iedere reeks knooppunten: 

V, holder [V], holder [holder [V]], •••• , bij FINISH. 

Stelling 4.2: Voor een sterke komponent, bestaande uit q knooppunten 

heeft het algorithme ten hoogste q+1 slagen nodig. 

Bewijs: dit gaat volledig analoog aan het bewijs van stelling 3.3. 

Zoals in hoofdstuk 12 is uiteengezet, kan men vanweg de data-struktuur 

bij de berekening der Its-tijden moeilijk pijlen P overslaan, als 

Is [e (P)] ongewijzigd blijft. Daarom zal de hoeveelheid werk per srag 

bij de berekening der vrns-tijden meestal kleiner zijn dan bij de be

rekening van de Its-tijden. 

Anderzijds werkt het efficientie verbeterend, dat wij bij aIle knoop

punten van het kritieke pad, de Its-tijd en de vrns-tijd aan elkaar ge

lijk stellen. 
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Het zou ook moge1ijk zijn een soortgelijke maatrege1 te nemen bij 

ieder knooppunt, en weI als voIgt: 

ste1, dat de lts-tijd van een knooppunt V verandert; stel, na deze 

verandering ge1dt: delta = 1s [V] - es [V]. Men loopt nu de pusher

reeks af, VI' V2, .... en voert het volgende uit: 

V: = pusher [V]; 

while 1s [V] + es [V] > delta do 

begin 1s [V] = es [V] + delta; V: = pusher [V] ~; 
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Appendix C5: efficientie 

In Appendix B2 is bewezen, dat een ondergrens voor het aantal 

iteraties bij het Gewald-Sauler algorithme gegeven wordt door r+3. 

Hierbij is r het aantal pijlen van het kritieke pad, en wordt een 

iteratie gevormd door m standaard-handelingen. Deze ondergrens 

werd afgeleid onder de voorwaarde, dat er een kritiek pad van START 

naar FINISH is. (Voorwaarde (a)). 

Om een vergelijking met EMPM-Worker mogelijk te maken, stellen wij 

nog een extra konditie: het aantal pijlen van het kritieke pad van 

START naar FINISH ~ het aantal pijlen van een kritiek pad van START 

naar een willekeurig knooppunt i, of van een willekeurig knooppunt 

naar FINISH. (Voorwaarde (b». Het nut van de voorwaarden (a) en (b) 

~s: 

- voorwaarde (a) is nodig om een eenvoudige formule te geven als een 

ondergrens voor het aantal i teraties van het Gewald-Sauler-algori thme; 

- wanneer men een bovengrens wil afleiden voor EMPM-Worker, uitgedrukt 

in de parameter r, moet er een nevenko~ditie aan r worden opgelegd. 

Immers men kan bij een gegeven waarde van r een willekeurige ingewik

kelde graaf konstrueren, en zodoende het aantal iteraties willekeurig 

groot krijgen. 

- wanneer men wenst, dat de ondergrens voor het Gewald-Sauler algorithme 

enigermate scherp is, moet men eveneens nevenkondities aan r opleggen, 

om dezelfde reden als boven. 

- Zelfs bij ernstige afwijking van deze voorwaarden,zoals die in de 

praktische netwerk-planning zeker niet voor zullen komen, veranderen 

de eindkonklusies weinig. Zelfs bij geringe afwijking van de voor

waarden (a) en (b), is het nodig een groot aantal nieuwe definities 

in te voeren en worden de formules onhanteerbaar. 

Stelling 5.1: Onder de voorwaarden (a) en (b) wordt een bovengrens 

van het aantal standaardbehandelingen van het reken

gedeelte van EMPM-Worker gegeven door: (r+3)m. 

Dit komt overeen met r+) iteraties uit het Gewald

Sauler-algorithme. 
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Bewijs: Wij m~en gebruik van het bewijs van stelling 3.3. 

Daarin werd aangetoond, dat binnen de procedure: "Compute 

es of SC." het knooppunt V na ten hoogste tTL I + 1 slagen 
L ~ 1 

zijn definitieve vms-tijd heeft. 

Een extra slag is nodig om te konstateren dat er geen ver

andering optreedt. 

Volgens voorwaarde (b) geldt: Y V , y.: '~.I ~ r. 
1T L L 

Dus de procedure: "Compute es of SC." heeft ten hoogste 
1 

r+2 slagen nodig. Dus iedere pijl van FW. 
L 

(r+2) maal in beschouwing genomen. Binnen 

en BW. wordt ! 
1 

de procedure 

"Compute es, check and find up" wordt dus maximaal ! (r+2) m 

standaard-handelingen verricht. Retzelfde geldt voor 

"Compute Is", q.e.d. 

Ret is bijzonder waarschijnlijk, dat bij praktische netwerkplanning 

de rekentijd ver onder de bovengrens zal blijven. Opdat de rekentijd 

de bovengrens bereikt, moet simultaan aan de volgende voorwaarden 

zijn voldaan: 

- het netwerk moet sterk verbonden zijn. 

- er moet een kritiek pad zijn van START naar een knooppunt iter 

lengte r, met de pijlen afwisselend behorend tot het FW- en BW

netwerk; 

- er moet een kritiek pad zlJn van enig knooppunt j naar FINISH, 

ter lengte r met de pijlen afwisselend behorend tot het FW en het 

BW netwerkj dit pad moet tevens geen enkel knooppuntbehalve FINISH 

gemeen hebben met "het" kritieke pad, omdat de Its-tijden van de 

knooppunten van "het" kritieke pad immers gelijk gemaakt worden aan 

hun vms-tijden. 

het overslaan van pijlen tijdens "Compute es of SC." moet niet ef-
1 

fektief zijn. 
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