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VOorwocrd.

Binnen nu  en enkele jarer wordt Informakica cen verplicht vak in

de onderbouw van het voorl:r.)ezelr onderuip en een keuzevak in de

bovenbouw van het voorhcjezet onderu}ijs, Om docenten voor te berei.

den op het onderwyzen van informatica worden de komende jaren

diverse zoqeheben ”haacko‘inasL'—trSquen voor leraren ’ 3earc)anl'seerd..
p

De Onderkavu)e cursus (s Zo'n na.sc)\oll'ngsaursus. Hierim worden

de Bae-l's\aear\:??eh en basistechnieken van het programmeren behan.

deld.

Tot in de 2evenl:ia)er joven (en op veel plaotsen ru hoa) bestaat het
leren programmeren wit het lerem van een Proarammeerl:aa{ , veelal aan
de hond van veorbeelden . Het effect van de uitvoering van een pro.
gramma wordt operationeel beschreven, in termen van de werking
van eewn comPuI:er.

Ook de ohtuikkeling van eew programma 3¢beurt in operationele
termen. Met behulp van testen Wworden "lo%(sc_\qe fouten” Opqesyoord
en vevbeterd tol een u(be_inAelijk bevredcaend, programma is ontstaan.
Hulpmiddelen Zyn blokschema's , \aes\isbinastobe“e", checkout - compilers
ete. . Het sPrekeh over prosramma’s (s antropomorf ; “nu doet h dit |

"

“ru wacht h(j' tot je teks n l:yp!'

gang:amerhand onltstaal het beger dat men , in Pla.o:l:s van het tes.
ten van programmal's tot er Lhopelajk) geen fouter meer in zitlen, er
beter aan doet van programma’s aan te tonen dat z§ Qewensle
ecc)ehschaFPen bezitten, Temeer daar met testen wel de aanweafojheﬂ:{

maar niet de aFweziqheid van fouten aanaetoonc\ kan worden.

In deze cursus wordt qeo\astraheerd_ van de uibvoen‘ng van €én pro.
gqramma doar e¢en rekenautomaak . Taalconstruckties worden zo gede.
finicerd dat qewenste e13ehs;happen van daarult Opgebouude pro.
%ramma's da.a.dwerlce\.\j\‘- bewezen kunnen worden. Meer nog : beca(js_

re3e\5 vormen ¢en leidraad \"5 het ontyerpen van Prbgramma'é.
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HYn de cuvsus wordh (,)ebrm‘k o)emqa.kt van de Fm%ro»nmeerbaa.\
Pascal. Van deze taal worden alleen de Lelcmcsr;jkshe elementen <3ebmilc£.
fet wel : Ak (5 eer cursws programmeren en geen curaws Pascal., De

keuge Pascal s genomen op de VO\qende C)ronden.

- Pascalstatements latew =ich qoed beschrijvaln,
- De apparatuur waarmee scholen behept Zijn (worden?) , wordt

meeskal c;deverd met €en implementatie van Pascal.

D¢ nodelen van Pascal wordenm in de cursus duid_e,l.ijk,

De didactiek van het programmeren komt niet expliciet aan de

orde wmaar s (mpliciet (n de Qanaeloodeh ste€ veruwerkt,

De curaus en deze handreiking ziyn qeinspireerd door het boek
“A diges Flnlhe of proc}ramrn(nﬁ’ varn Pro?. Ar. Edsﬁcr . Dij\csbra.
De opgaven Zijn Bi:)na. alle a?komskia van  ir. \J.H,}.Feﬁen.

Aanbevolern littevatuur betreffende programmeren.

(el A dicm‘.‘;line of F"‘°‘3"°"""“‘“3-

Prentice - Hall |

’

Edsojer W, Dijksl:ra

Eerw wmool en moeilijk boek met een schalt aon ?o"cavuld.aj wit.
cjewerkhe voorbeelden. De door de auteur owntworpen ”guardec&
command Lcmcabuxaje " wordt gebruikt. De betekewis van
statements wordt gedefinicerd met behulp van uWeakest

preconditions.
{41 Dictaat ioij het coué’ge 3h‘e(dan% ?vmjrabzmeren.
Prof. dr. Edsger W. Dijkstra, THE dictaat #3038 .

Len o)aed: «Lhieidiha voor tol en T2) . Er wordt cjahru(k oe.

maakt yanm c;}uarded commands |
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[27 The Science of onc}rammina,
David Gries , Spr{naer - \/erlag.
Een uitstekend l\eerboek . €en %oede énleid.ém:j voor L[03,
32 The design of well-structured and correct programs.
Suad Rlagié en Michael Arbib , Sprinﬁer~\fer1a:3‘
Eern v.itcje)areéde bebandcﬁin% Vo, bem‘j'sreo)e.\s voor FPascal, Meer
hadruk op correctheidsbewcjzam dan op P(O%’fammo,on.ib)ikke’t{n%.
Aanbevolen litteratuwur betreffende Pascal.
T4 Pascal , lser Manual and Report.
Kathleen ]ehsen & Niklaus Wirth ﬁprin%er Verla%
Bevat een comF\ete beschi{)finﬁ van Pascal,
|8 %yﬁtema%ic Programmihﬁ . An DIntroduction .
N Wirth , Prentice Hall.
r61 A\c)orithms + Datastructures = Pro%rarné.

N Wirth Prentice Hal.

Fe

fen "standoaarduerk” op het gebied van Pascal,

Voor hun opbouwende kritiek en woordevolle Sucjcjesties bedank ik

met hawme ir. \J.H.'}. Fejen , ir. "}.L. A. van de Swepscheut en
i, lT uddinﬁ,

drs, R. k‘aleleudﬂ
}u[i \683



o. In leiding .

Jn deze inleidins wordt een indruk geqeven van het soort problewmen
waarmee we ans gaan bezia\wuden. Dit qebeurt aan de hand van een
in de Frogrammeefha.al Pascal 3eschreven programma. . In de volqencle
hoofdstukken wordt uitﬂekreid ingeqaan op de betekenis van deraelgke.
pregramma's . We volstaan hier met een korte inmformele koelichting, op

een manier die geheel anders is dan de wyze waarop we later over
¢en programma zullen spreken.

Het programma ziet er als volgt uit .

Brogram maXxi mum (input,OuLPuﬂ 3

abc . inl:ezjer 3

read (a)

read (b)
if a>b then ciza else c:zb
write (¢)
end .
Toe[o’chtim].

De naam van het programma Ls maXimum,

De namen input en output komen van het volgende:
veelal is voar de verwerkmc} van een programma invoer vanuit
de buitenwereld hoc’iﬁ en wordt uitvoer aan de buitenwereld
3el¢verd. Deze (nvoer en uitvoer 3esc|nieclen via media (byvoor.
beeld een toetsenbord en een beeldscherm), waaraan de res.
pectieve namen tnput  en output 3ekof>Feld 2yn.

De Frogrammavartabe\en van dit programma zin a,b enc. Hun

type (s inteaer‘ . 23 kunnen alleen aehele waarden aannemen.
Tussen begin en end staan statements ("oPc(racL\ben"),aa.neen_

ereqen door untkomma's . By execulie van het regramma. worden
3emeg P 4 preg

deze statements na elkaar uitgevoerd.



Door de statements read(a) en read (b) kria'(jch a en b achtereen.
volgens via het invoer medium hurn waarden .

ci=a en ci=h zijw toekenninaéfotemewks, Ve sPreken cizaa wil alg
e wordt a'. Door uitvoeren von cma wordt can ¢ de wWoarde vam
o toegekend.

Door de statement if asb then ci=a else c:=b wordt aan ¢
de waarde van a Eoeqekend indien a3b ew wordt aan ¢ de
Waarde van b Loecjekehd indien ash.

De statement write L¢) tenslobte levert aon het witvgermedium de

waarde vawn ¢ .

Om onze cjedcchken te kunnen beporken Lot het essenticle van dit
programma , namelijk de berekenfng van het maximum van twee getallen,
abstraheren we voorioPig van de invoer en de uitvoer.

Met deze absiractie nolerem we het Prozﬂramm& als vo!at:

var

a,b,e : inbecjer;
!32%5_&_1
fa-A A b=B)
if a>b then ciza else ciab
fa=A A b:=B A c=maxlab)}
end.

Tussen accoladen zyn predicalen loegevoegd. Het eerste predicaat

azA A b=B geeft aan dat aan a en b beginvaarden toegekend 2zin
(we bekommeren ons er niet om hoe dit plaatsgevonden heeft ). Aen B
ijn geer Proarammavavéabeien ; 2y worden als constantew beschouwd.

Het tuweede predicast a=A A b=B A cz=maxlab) geeft aan dat ha
afloop van de statement if a>b then c:za else ci=b de variabelen a
en b hun oorsprenkeljke waarden hebben en dat ¢ als wvaarde het maximun

higrvan heeft,



Vé’!‘der mel’keh we OP dat Voor%aa“\dﬂ manie&r van $F1’ek€y‘ oveéy €e€n PTO«
gromma erqg oFerationeel s : eerst caefocu.rl: dit  daarna dat . Dit sluwit
aan biﬂ de moner waarep €en cutowmoat Ze'm programmo wit voert.

By een eenvoudig Pprogfamma levert deze manier van spreken niet veel
Froblemeh op- B'ﬂ ih(jem‘kkeider proara_rnma’s daor&nteaen wordt het
ondaehhjk om alle situaties die zich voordoen (o} voor kunnen doen) op
een dergelijke manier na te lopen.

We 2ullen dan ock obstraheren van eem eventuele executie van het pro.

gramma door een of ondere rekenautomaat.

Jn een bePaa\de #in , die later duidehjk zal worden, (s de statewent
if a>b then ciza elke c:=b

een oPtosséna van de Vo‘c}ende ”vergelgking" in S.

var
ab,e inteejer;
begin
tazA A b=B)
)

fazA A b=B A c=wmaxlab)}

énd.

——

In de Voic}ende hoofdstuLken houden we ons voorname!iz’,k bcz(ﬂ met

de vragen

Wat wordt bedoeld met een oplossing & van een derae\ake verﬂeigking?

Hoe kan 20'™n S er uitzien en hoe vindt men een geschikte s ¢



1. Predicglenrekening en toestandsruimten.

Jn dit hoofdstuk wordt op informele wijze een gedeelte uit de logica
behandeld . Tevens gever we aan hoe dit gebruikt wordt by de beschri-

véncj van statemenis.

De Veri’ameli.ng boolean is gedeﬁnieerd door boolean =1 true falsel .

Voor p.q € boolean definiéren we

de negatie “p (non p )

de c.onJ'unc{ie pPAq ( p and CL)

de disjunctie pvgq (por cL)

de implicatie P=>q (p implies q)
de equivalentie p = q (p equivails %)

als valﬂt :

Als p true is dan s “p false ; als p false is dan is “p true.
Als zowetl p als q true is dan is PAq true |, anders is Prg  false.
Als zouwel p als q false s dan s pvq false ,anders s pv q true.

De implicatie p >q is hetzelfde als (p) vq en de equwvalentie
P=g i het zelfde als (P"“l) v((‘*p)/\(”q)).

Herky qeven de haakjes aan in welke volgorde evaluatie plaatsvindt :
eerst alles watk tbussen Haah‘ies staat, dan de rest

Ow  het gebruik van haakjga te beperken K spreken we af dat ~ het
sterkst  lbindt, ﬁevoiad door A en v, op hun beurt c)evdad door = en =

Voor P=q M‘w(jven we ook q & p

De voi%ende liﬁst van eiﬁ"‘“"‘QFPe” kunt u« verifiéren met behudp van de

geqeven  definities .



Voor alle p,qy,re&:ooieom %e)df::

5ymmeén‘e; P“i = ‘1" P associativiteit : P A (CL" ) = (PAq/) AT
pPvq = qVPp ' Pvtq’vr) = (P"‘:L)V"
p=q = 9= p&(ctar) z(paq)af‘

distribulivikeit - p A (OLV!") o= (pnq’)v(FAY‘)
P v (q/,\r) = (qu/)A(PVV‘)

false - krue reqgels:

pA false = false p A true = p p A "p = false

pviake = p p Vv brue = true P v Tp = true

false 2p = true p = btrue = brue p ®» p = Erue

p aFalse :“P P z krue = P P = P = brue
dubbele ohi:kenhimaz P = p

d&Morcjan: _'(PACL) = "pv“‘cL

-

"‘(Pvalf)::-. P ATq

idem Potentie X

P\"oejrahmapredmateh, kortwe3 predicaten Cjenoemd, definiéren we met

\)elnulp van de Volﬁende 3 rege‘ls:

() true en folse =zyn Predicaten_

(i) Wiskunc{;zje expressies waarim Proarammas(ariahelan voorkomen  zoals axb
en a+1 =3, Waaraon na substilutie van wasrden voor de erin
voor kawende Proammmo.vart}abe{an op voor de hand h‘gaehde wijze de
waarde true of de waarde False kan wordew toeqekend Zijm predc.
caten,

Gic) Als P en @ predicalen zyn clan ook TP, PaQ  PvQ , P2Q ,Paqen (P)
substitulie van Waarden veor daarin voorkomende prozyammavar‘sahelen leverk

met cle gegeven definities van =, a,v, # en = de waarde true of de waarde

{alse .



Heeft een programma. variokelen a en b Lype integer, dan kunnen we
bijvoorbeeld de volgende predicaten beschouwen:

brue, false, azb , as1 A bsg3 , axe = axt , of+b¥ 30 en 2¢eo.

Het Predicaat true heeft per definitie voor alle waarden vam a en b de
waorde true. Evenzo heeft het predicaat false voor alle waardew van a
en b de waarde false.

%0 B ayt valt voor azo samen wmet het predicaat true ( heeft voor

afo de vaorde brue) ; voor a=0 valt het samen met hek predicaat Ffalse,

js P een predicact dat voor alie uwaarden van de n P voorkomende
varcabelen gel(jk i aan true, dan zegqen we dat P geldt .
Zo %eld{: aly n Frogm.mma/va.n;alaele is van het b”;-e ch{:eger dat

Lo A nglo 2B osntt S0

Qok qeldt voor alle Predicabcn Pen@: PaP , Pr@=QaP en P=zPzirue

Merlc op dat de ene keer true en false worden aebruckt als  predicatin en
de andere keer ale waarden . W dignt zelf uit de context op te maken wat

bedoeld ¢s.

Z(jn PenQ predicaten waarvoor PaQ qeﬁdt dan heet P sterker dan ®
en  heet =zwakker dan P.
Merk op dat false sterker is dan ieder predicaat en dat true zwakker

is don ieder predicaaf.



foat a en b de Proaramma.afarﬂa.be\eh {van het bype Cnbegef) van
een programma zgn. E xecutie van een stalement van dat programmwa
zal (n het olgemeen resulteren (n het wyrigen van de woardern van
a of b.

Na executie van een statement bevindt de automaat waarop het pro-
gramma ververkt wordt =zich in een bepoalde Ltoestand die wordt 9e-
karakteriseerd door de woardew van a en b op dal moment , zeq
azxo en bzyo. Deze toestand wordt ook gekaraktericeerd deor
ket paar (xo,ye).

Ve definiéren daarom de toestonmdsruimte T van dit programwa door
T= 1oyl xeZ 2 yeZY. De elementen van T heten btoestanden. We
noemen eew toestand ook wel eew punt van de toestandsruimte, De ¢
codrdinaat van zo'n puwmt correspondeest met de waarde van o an de

2% codrdinaat wmet de waarde van b, s'clcjens afspraak.

Jo P een pro%rammapreaﬂ'caat inaen b don kan P s ek punt van de
toestandsruimte 3eévah~eerd worden. Levert substitutie van x voor a en
van y voor b in P de waarde true dan zeqqer we dat het punt
{x,y) aan P voldoet.

dentificeren we een Predicaat— P met de verzameling punten van de

toestandsrucmte die aan P voldoen , daw aeldt :

caujunctie correspondeert wet deoorsnede |,

dygjuh&:tfe correspondeert met vereniging
Ve rder correspondeert  true met T en false met 56

Uitapraken over een statement S  zullen we doen im bermen van Predicaten,
We o)eloruiken hiervoor de notakie P} S iQS uawbi.j Pen®q Prcdx‘catey,
2yn. De operationele beaakrijvinc_‘ varn 1P} S 1QY ludt:

Lli,tvoeréna van 5 beg«'hnend in eem Ltoestand die can P

voldeet eindigt (n een toestand die can @ voldoet.



BE)” het introduceren varn statements beechr15Ven we deze eerst opera.
tioneel , in lermen van Ltoestanden. Daarvit leiden we een beschrijving of

ir bermen van predicaten. Een aldus verkregen uitsprask verheffen we dan

bot quel { "axicwma ).

Ei{\ beschouwihc)eh over proﬁra.mw-ateksten beroepen We ons alleen op de

zyzcjev’e n rege ls .

Als illustrokie van het bovenstaande leiden we een algemene regel af.
Veronderstel dat we weten 21PY § (@Y. Js P’ sterker dan P dan zal
eev toestand die aaw P’ voldeet cok aan P veldeen . Lh',{:voer{mg van ©
'becjinnend in een toestand die aan P’ veldoet eincligt dan ook in een
toestand die aan G veldeet en we concluderen 1P’V 4 {QL Wit deze

besclﬁouwiha lecden we de reqel af :

ﬁéggln
Jo P’ sterker dan P dan \10{6{: wit P} S 1QY dat 1P'Y S 1QT.

qeef een analoc>3 bebaoq Ler Ondefsfem;mg van de volqa»ncle reﬁel.

Reg i
1s @ rwakker donw Q dan val%t wit 1Py 5 1QY dat Py S QY.



\/oordo.l: we overgaan op de Cpgaven no€wen We €en dvietal "bewgamebhoden'f

Als eerste het "gepaat“ 6eva\lenonderscheid. We lichten dit toe door te bewij-
zen dat voor predicaten Pen Q geldt PAQ = ¥.

b een punt van de toestandsruimte waar P somenvalt met true shaat er
true A ( = true en dit geldt voor alle @ (false-true regel ).

Jn een pust vawn de toestandsruimte waar P samenvalt met false staat er
false A @ =p falee  ofuel (false.true reqel)  (alse = Folse ,hetgeen geldt.
Dus geldt FPaQ = P.

Een tweede vorm wordt veel %e\oruik&, by opgoven van de mrm"heags Pe®
o(k \oemgs PEQ". Een bem‘xja vaw P eaQ verloopt weestal met tmsewsta.”:en,
bijvoork eeld PP en PoPr e P =Q.
We noteren zo'n bewiys als volgt:

P
» targument woarom PPl

P
2 {orgument waarom PopPal

Py

- iarc}mﬁey\t waarom Pr= QY

Q

Vaoor eew bewijs ven P=Q geldt een analoge cpzet . Als voorbeeld be.

wyzee we dat qeldt (PrB8 mR) =2 (Pa (B=R)),

PrB = K

=1 definitie =7

PAaBY VR

= ¥ de Morgan}
"Pvrg v R

= tdefinitie =}
P o "BVR

= Ldefinitic =1
P (R 2R)



40.

De derde methode is  het bewijzen von P 2 Q door Q aan te lonen

met gqebruikmaking van P. Als voorbeeld beuyzen we (P R)=m (PAQ =R},

Veronderste! PR
PAQ

=2 imjuist bewezen wmet %eva\lenondcrs:;keids

P

=2 - asecseveh P = R }
R

dus (PmR) = (Pa@ 3R

Op%aveh .

In de volgende opgaven aijw P, en R programmapredicaten

behorend BS
eenzelfde programma .
1. Bewiﬂﬁ; a. Pa@ =» P
L. P 2 PvQ
c.

FrQ = PvQ

2. a. Bewys de absorptieregels : (PAQYVv P = P
(PVvQYA P 2 P
b. Toon met behulp van de dustributiviteit van v over A aan dat
((?AQ,)V P gp) == ((PVQ/) A P zP)
3 Bewljs of weerleg: a.

(P (@=R) = (Pa2R)
(P2@) = R) =

c. (Px(Qear) = (P=3Q)=3R)

b (P=R)

4. Ga de v::lgende bewerimjen na {x s Proqrm..mamrgal,e}e van het type ‘;"te‘ie')'

a.  x%i is zwakker dan xa=3%
b. x 3t 15 sterker dan x 3o
c. x=7P is sterker dan  x3i

d. X 20

is zwakker dan

x*z0



5 a. Bepo.o.l het zuWakste predicaat X dat voldoet aan X =3 P

Jdem voor XA Q 2P

o

. Jdew voor P e X

o
8

BeFaol het sterkste predicaat X dat voldoet aan P = X

a

Tdem voor P = X vQ

e. Jdew voor X = P

P2 Bmijb H

b, (P=RYA(R=R) = (P=Q)

8. Toomn wit de csecjever- reﬂels aon dat wit 1PY S 1Q} 5ecaucb,.‘cleef‘r:1
kan wordew : a. 1falsed S 1%
b, 1PY & ftruel
ngqﬁ een operah{onelc besckrizjvina van a. en b. in bermen van toestawnden.
<3. Bew.‘.js:

a. P=P

b. (P=Q) = (P=aQ)

e. (Pa@)vIQaR)v (RAP} = (PvQ)a (QvRY &4 (RvP)

1.
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2. De assignment statement en de concabenatie,
~

21 De assignment statement.

De ossianment statement (toekenninqaapdracht) {4 van de vorm x =z E
uaarb(j' x. een Proqramma.voréo.bele en E een Loegestane exPressfe

is., Een definitie van toegestane expressies vindt u in de syntaxdia.

qr ammen in appendix A

We Bepe”ﬂh ons v’oorlops’ﬂ tot Progrommavar{.abelen die lnetzij van

het type s‘.nteger hckzij van het Ly pe booleawr 2yn.

Progvammavaﬁabeieh van het bype boolean kunnen alleen de waarde true

Of» de waarde $alse aannemer .

T toeqestone  integerexpressies  kuwnen de operaties +,-, %, div en
mod  voorkowen . Hierby staat + voor optelling , —~ voor a{itrek\cins, *
voor vermenigvuldiging , div  voor quokient by gehele deling en mod
voor de rest by gehele deling.

?ijh a en b 3eheien met azo0 en bro dan zin adivb en amod b
geheel, oa=bx ladivb)+ amodb en o< amadb <b. Veor b:o
zyn adivb en awmodb niet qede{r'inieeml,.

*  div en mod binden sterker dan + en ~. Met behulp van haakjes kan

hiervan op de c)e\aru’-ke!ijke wyze worden a?cieweken-

In Eoeaeﬁtone booleanexpressics kunnen de operatoren nat , and en Or voof

komen . Deze komen respedie\felijk overeen met de negalie , de mnjunctie en de

di&\}unckie .

We spreken z:=€ uit als "x wordt E" . Het effect van = :=E is dat
{de waarde van) =2 uwordt vervahaen door {de waarde van)E .
Verond&'ste‘ dat uit\foering van a:=E eiwdirjt in gew toestand die aan

Q, voldoet,

Daar aan x de waarde van E (s toeﬁekehc{ zal de toestawd véor
uikdoen’.na vaon =x:=E hebben voldaow aaw het predicaot P dat wit
Q] omtstaat indien ieder voorkomen van programmuavariabele x wordt

vervangen door E.

Wil hgvoovbeeld na u&tvoerina van iz x2+3 ger toestamd beracki Zij

die voldoet aarn =z >10 daw zol (1, de ltoestand veor uCLVOQf!'-P;@ hebbew

qecjoldem x+s »10 ofwel wyF.
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Cjéveh we wmet QY bhet predicaat aan dat uwit Q ontstaat door

elk voorkomen van = door E te vewan/jen dan qeldt {PY x:-g QY

blijlkbaor davr als P = Q”é

ge’énsrireerd door deze eperatione(e bfs&l’;okwl‘"(jﬁh geve~ we voor de

qss(qhmeut statement de volgew;le Tegel.

Re%ei van de assignment statement .

LPY x:mE QY s equivalent met P=2Q:

Voorbeeldev:.

. Het zwokste pfeddca,a,t P dat veldoet aan 1P} x:=x+s {x32}

wordt geqeven door Pz (x»2)], = (x+132) = Laz4),

Daar =22 stesker (s day =31 geldt ook {zz2) x:zx41 T2l

2. Met gmuwakstie predicoat P met Pl ciza fciwaxtab)l s
P= (cxmax(a,bﬂ; = Lazwmaxta b)) = (azb) Hasruit we wnrclederesn

faxkl c:iz=a {c=wmax Ca,b)}.

Merk op dat ook geldt fa-L} ciza % czwaxtabl),

a Het zwakste predicaat P met Py x:z3 T 2=3Y wordt geqeven
daor P ('x:‘s): = (323) = brue. Duws Tekrued x:=2 % x=1}%

en derholve voor etk predicaat @ ook 1@} =x:=3 tx=33

In de uatdruklcina PV S 1Q) roemen we P de precondibie en @ de

postwmnditie . De re@el van de assiﬁnment statenment ka. ook aldus qe.

formuleerd worden :

De zwakste Prewhdih{e P wmetr 1P} 2.8 1QY uordt geqeven door

P Q;_ .
Jn [o] wordt de betekenis van een statement S qedefinieerd door by geqeven
eindeonditie @ de zwakste beginconditie P te geven zodoniq dat 1Py S 1@}
3210&.
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De Selami.\cke notakie hiervoor s wpl5Q) waarbj wp een afkorting
is van weakest precondihon,

Met deze nokatie geldt per definitie :

wp (X::E,Q) = Q:

2.2 De concatenatie.

Het programma. uit de thleidina bevat sStatements "aaneenseregeh"
door \ounkkomma‘s. 235—. S en Sz statements don heet 951,52 de
concatenatie van 51 en Sz, mel als operationele betekenis “voer eerst

S1 wit en daarna S2° .

Voldoen P ,Q en R oan 1PYSEIRT ewn 1RYS2 IQY dan 2ol begin .
nend in eenr btoestand die aan P voldoet na uithertha van St een
toestand bereikt zyn die aan R voldoet. Daarna uitvoeren van Sz

leidt tot een toestand die aon Q voldoet. Met andere woorden
i1PY 5156, 1QY. Dit leidt tot -

Regel van de concateratie.

LPY 54,52 TQY  is equivalent met

@r is ecen R Zodania dat {PYS.{RY en 1RVS2 iQS

Met behulp van de weakest precondition wordt de concatenatie c}é‘de(\l,

nieerd door

wp (81,92, Q) = wp (51,up(52,Q))

Definieren we de afbeeldingen fi en £ door [ 0= wpSLX) en

f2(X) 2wp(52,X) dan geldt voor de sah«enstelliﬂﬂ fiof, van £, en §, :

fof () = £, (L (X)) = §, lwp (62,X)) = wp (%4, up(62,X)). De ; correspondeert
bljkbaar met functicsameustelling en (s derhalve assoccatief = (51;%2);%s

s hetzelfde als  Si; (82 $3)  redew wacrom grew hoakjef gebruikt worden.
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Ales voorbeeld tonen we aan dat veor integer varigckelemn x ewn Y %e\dt

{x=hA A ijB} xiz ety § Y= x-y o xis ar.-l.j {x=B A ca-:.A}.

De zwokste preconditie P met Py x:=x-y $x=8 A y= Ay s
(X:‘B&ljr:A):_‘j::(?‘.'!j::EA%:A):: (x:A&Bhng}

De zwakste

preconditie Q wmet IQY y:= x-y {x=A+B A \j:.Al is
(x:AirBAnj:A):ﬂj,; (x:A‘PB A xo(j:A)a (x;Aq»B A 5=B)

Tenslotte 391&& (x=A+B A \j:E:}:“j = (x-nj:aA*B A 5:&):(:&:‘\ IS 3:3\

We hebben nu aahqetoahd

i'sz A 3=BS x::t*-tj i.:'.:A-i-B A (j:.—.B}
ix:A*BAg:B&

(j:::’)t,'-(j { &::A‘l'B A tj::A}
tx=A+B Ay=A)

2122-5 {x=B A lj:A}

waaruit vo(at

fx=A A 3::531 xizxbY ;o yis x-y ;a::xﬂj txzB A 5=A}.

Ga e dat we hebben laten sien  z=A A y=B = (Geab ay=AY ) YV
wo.arbg de substituties ‘van binnen naar buiten” ui&ﬁevoerd worden.

Mel’k op dat WF { %= x4y 5 Y= x—-ﬂs X L= x..,j s 7)
= Wp ( Xizxty, wp (9:.—. -y, wp {(x:= 7:.-9,9)))
"~*j)x-a}z+5



16

Oga AVEn

Jn de voiqende opgaven 25?\ w,n ,x,y €n 2 programmavariabelen van het

type ihteger en a en b programmavariabelen van het type booleawn.

1, gepaai het zwakste Pr‘eda'caat P waarvoor

a. Py z:z (m-1)w (x+4) 1 x3z0} e. 1P} v:.= g or b {b=al

b. 1P3 Xz Xt ixa»o} f. 1P} x:ix3 ’19:.:,2.5

c. P} Xiz2Rx by ixuzx-l-g} g P} =:=3 f <23

d. 1"} xoim x+5-2 1x>,o} F\e 1Py b::amb {bg;o.}
2. BJem:

a. P} 2.2x poxi=y o y:= 2 {xz=A A 5:33
b ?PE yimy¥t28x 4+t , XKim x+q *ljr.x.zj
ETINN

d. iP} =z x diva Y= yry {3z3"‘3
e. {P} 2.

EIARES ST EREINE RS X E LINEESEL T {5.—:2&3/\ g=x*}

xX

i

2*3 Y X=X i?:’:ljx}

». Vil :iesclnikte' statements in ( Aen N E.‘ijh wnrstanten).

i

fosn<N A x=3") oomni=near L 4 snsgN

4 A z:ZnS

o

i axasy= Al 1 a2y+3x=AY

c. { o &g N A x=2" A\:‘:Bn/\ 9:2"4»3”}

d. 1 x=A » xv0}

Ly nimndt focnaN A x=2"a §=3"n2=2"+3"3

H ox+y=A A oscjno}

4. Bepaal het zwakste predicaat met

n
a. {PY wmizrtr 5, xicnenwnex { ocnsioo A == i?}

vl

4

”
b, {P) K'sX+Th¥n¥n ; nizn4ig {ocnsno A =% i*}

Lz

c. ipr}y y:= 2 % x 4t ;oY= (nj't)é_i_gz {y:xs

HH

d. 1P} yis (x-0) divz; y:i=x2uya ‘{j:x}

5. Bepaal een statement & zodam‘g dat voor alle predicaten P geldt

iPY  yizzwy+1 , S ir}

>



§ De expressie a mod b (s voor bz=o niet qede?im‘eera. Ook Fred“cq{en
Woarin a mod b voorkomt =iyn niet 3edeFinieerd voor bizo . Deraeicjke
Predica.teh noemen we ?art(é\e ?redicatcm.

Js P een Predicaat e @ eenw Partfeel Fredir_aat dan 2jn

Peand Q e P cor @ als volgt gedefinicerd .

P cand Q .
I een punt waar P met fake samenvalt heeft P cond @
de waarde false.
In een punt Woar P met true samenvalt heeft P cowd @
de waarde var Q@ in dot punt.

P oeor @

Tn eer punt waay P met true samewvalt beeft P wr @
de waorde true.
In een punt woar P wmet false samenvalt heeft P cor @

de waarde vaw Q in dat punt.

Js E een expreesie dan s def(E) het predicoat dat op het definc,
\:ia%abs‘ed van E somenvalt met true ern doorbuilen samenvalt met false.

Zo i+ deflawod b) 2 (bgo) ew def (& div tw-n)) 2 Limzn],

Eer vollediger beschryving van de assignment qeeft de definitie

wp (x:2E,Q) = def (E) cand Qg -

%6\. na :
a

cand €n cor 23*' nietk 5}1knme1‘.ﬁsck‘
b. "(Pcand @) = 7P wor 7Q en (Per Q)= "Peand "Q.
cand ern cor Zin cssociat iaf.

d. cand distribueert over cor en <cor distribucert over cand.

3. Een statement S kan qedeF.‘nieard. worden (n termen von de wWeskest
precondibion . Niet elke zomaar %ede(‘:‘m‘eerde S =zal zinvel =yn. We lgﬁaem

daavon de \/Ol%Cth eisen op -

) wp (5 false) = False
W) wp L5, PaQ) = up (5,P) A wp (5,Q) voor alle Pr‘e&icaken PenQ.
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a. geer () ew (i) weer inm termew van Ltoestamden .

b. Toor can: alse PaQ dan wp(S5P) = upl(s5.Q)
{Hint - \7044;:‘)5 dat (P@Q) .'.E.(PAQ = P) )

o)

Jdem voor: wp(sP) v wp (5,Q) = wpts5, PuvQ).
. Cjn. na dat de aaaignmeut statement voldoel aan (i) ew ().

€. Veronderstel clat 51 en 62 ocan (i) en (ii) Voldoen.
Toon acaw dat ook de comaitenatie Si1;62, qede (inieerd door
wp (61,42, Q) e wplsr, wpld2, Q) aawr (i) en Lit) voldeet

{. (aeef @ew interpretatie van een derde eis ,te wetes,

el LWpl5,Plv wpls,Q) = op {5, PvQ) voar alle pvedcc.ateh Pen@.

g, BeFaal het zuwakste predicaat © met .

Q.

irt xizx-y 1x>e a yro A qu(x,g):?}

b, iP? xiz -y Yie Xty o mizy-x EezA A i,:B}



3, De emply statewment , de alternatieve statement ew de

Compound stabtement,
[ 4

31 De ewpty statement.

De ewpty statgment wordt in Pascal aangeqeven deor niets op te
sc,hrijwen, Hierdoor i« deze statement lasiig te herkennewn. De concale nabie
voan xizx+1 , de empty statement ew yi=2xx ziet er als volgt wit

¥z X +1 54 \/::'2#2(. s

Operabioneel gemen kot wibvoering ven de emply statement heer op
het onveranderd latem vam de heertende bteestamd. Ui&uoer£n3 Vi
de empty statement \oesfhheynol Cim €€~ boestond die aam P voldoetd

¢indigt n een toestand die aan P voldoet. Dt leidt tob

Regal van de ewmply statewent

1Py 1g (¢  €quivalent met P =qQ

GQveu we de enpty statement aanm met skip dam lodt de

defunitiec (n termenm van de weakest precondition :

WP (.SI(J.PJQ) = Q

Het nut van de empty statement wordb in v*olgeude paragrafen duidel.‘j'k,

32 De alternatieve statement .

De alternatieve statement ciee‘{t de Moﬁel%kheﬂd om van de beat‘nbae-
stand af te laten iﬂahgen welk statement uitgevoerd wordt.

De statemenwt heeft de vorm
if B then S1 else Sz

Waarin B een toegestane boolse expressie is enm 51 en Sz statements

2iyn.
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U{,tvoen‘,nﬂ van if B then S else Sz in een ltoestand die aan B
voldoet komt neer op uitveering van G, Uifvoeu’na in een toestand

die aan 7B voldeet komt neer op uctvoer-‘na van S2.
C_se\dt $IPABYIS1IQY en 1PA"BY S5z 1QY} don zal uitvoering van
5_{ B then S else Sa2 Bea:‘nnend in een toestamd die aan P voldoet

{dus aan Pa (Bv 18)Y) eindigen (n eew toestand die aan Q voldoet.

Dit lecdt tot

Reael van de alternalieve statewment (1),

Als {PABYS1 QY e 1PA'BY Sz 1Q%Y dan 1Ph if B thew S glse 52 QY

Als voorbeeld befnalen we S ZQdauuj dat 2truel S {c=maxia,m) en

S a en b owmverlet loat.

Hersckrgwng met de delfinibie van max levevt

{LrueS S { (cza vezb) &~ ¢2a A c;b}

Keuge vaw c:ze voor S geett ale wwakste preconditie
((c;-a vr_zb) A Cxa A czb);

=((C&=Q v a:b) A axa A O.:gl:)

= (Cz?,b)
Hievuwit concluderen we : tasbk} t=a Lezwnax (a,h)s
en daor ho&m%wiggg‘tth ; ibyal c=zb dczmaxla,b)}

Daay bsa sterker 0s dan bxa 3eldb ook ibyal c=zb fe=max(ak)}.

Verder ia bysa = 7{azb) en we hebben aanaefaond

{ axb} iz a QC=wafo,b)}

1" tazl)) cizb  {c=max(al)}
De rege} van de altermatieve statement levert

terued  if azb then ciza else <:i=b 1c=wmaxlabll .
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Kiezew we voor %2 de ewmpty statement dan wordt de vegei
Als tPABY S1 2@ en Pa B Q dan P} if B then Si else 1Q1).

Voor dit ‘.-Pec.iah geval bestaat in Pascal een tyeede versie yan de
alternatieve statement van de vorm if B thenm . Naar aan\e{&iua

van het bovenstaande qeven we heervoor de valgende reﬁe‘:

Reael van de alternatieve statement (2]
4

Als 1PABY S {Q) en Pr B a3 Q dan 4P} if B then S Q).

Jn termen van de ueakest precondition koew de alternatieve statewent als

wolgt gede{inicerd worden :

"‘?(‘f B then S else Sz,Q)a(B =N k\f:(Sa,Q)) A8 2 wp (52,Q))

De equivalentie met de regel van de alternatieve statement volgt uit
de equivalentic vam 3iPABYIGIQY ewm P o (B =up (5:.,QN

e die vam 1PA"B8)} 52{QY en P (78 Duwp (52,Q)).
Ter illustratie towen we aan dat 1PABYIS, 1QY equivalent s wmet

Pa LB wpls,@).

tPaBl S 2QY
= Udefinitie var deze nobatiel

PAB = wp (5,Q)

%

1 definibte van @3
T(PaAB) v wp {%:1,Q)

I

2de m:;rsa.n]

PVTB v owp (oL,Q)

£ definitie van B ¥

P 2 "3 v wp(5:,Q)

i

= fde(:{niéie vav gy}

P o (B wp £$,,@Q
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33 De tompound statement .

Ja in de alternatieve statement if B then So else S1 de statement

S1 een <concatenatie Zeg 92,63 dan is niet duidel‘jk of

if B then S0 else %2 , S3
gelezen moet uworden als (if B thew %o else 52),; 53
of ols if B then %o else (52 ,43)

De eerste lez;na wordt bedoeld; een concatenatie als in de tweede
Iezina qeven we in Pascal aan door de concotenatie vooraf. te laten
gaan door begin en af te sluiten met end . Een dergelyke omsloten
concatenatie heet een compound statement. De betekenis ervan is
die van de omsloten concatenatie. De tueede leeima werdt dus

acngegeven door if B khen So else begin 52 ,53 end.

q.n de J'uisl:heid na van : { asb A bxcd
if a<b then begin c:za;ai=b;bizaend
ibgch
en van - fasb A bl

_':f_\ a<b then ciza ; a:=zb , bizc

fb=c}

Eew oandere dubbelfinnigheid. iy de VDlgende. construckia :

if Bo then if B4 then So else S

te lezew als: if Bo then begin if By then So else S1 end
of als: if Bo then be%in if By then S0 end else S

Het Pascal Report [4l 3ee(t aan dat de eerste lezima s bedoeld.
Waar dit de duidehﬂkhaid bevordert kan het %ekvuik van overbodiae
begin en end geen kuaad .
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Voordat we overgaan tot de opgaven geven We aan de hond van voorbeel.

den aan hoe progrommeerprohlemen gespecificeerd worden.

We 6Frekeh af dat Pv‘oa}rammavarcabeien die een Begihuaarde hebben
niet gewijzigd mogenr worden door het programmna te».zy de specficatie

var de opgave expliciet oangeeft dat dit (s toegestaan.

De \lalcjende vier specificatice 2in een specificatie van eenzelfde

‘vrableem :

{1 Sckvij{f een programma dat van tuee gegeven 3etolleh het maximum

bepaali.

()] Qegeveh {nl:eejere X en . 5c\w'»}f- €en programma  dat z=wax (xy)

bewerksteltiat.

{icd) Bepaal 5 2odanic5 dat $xaX A y= Yy
s
{Zax A ‘j.—.\f A Zawmax (x);j}fl

&) Bepaal § met Tx=Xny=Yl
S

1 ZErwmax (x,:j\s

Van specil,‘.'catiee (i) en i) =zal wmen wmeestol overgsan haar (id) af Civ)
teneinde cje%evem re%els te kuvnnen toepasseh- Uecjew, bov‘eh%ehoemde af.

5Pra¢£k 25\« (kv ) en (Lid) dezelfde ﬂpeci{-icatie.
Eev ander pfobleem 2ou kKunner luiden:

Bepaal & =zodarig dat Ix=X A y=Y]}
S

i x=max (x,¥)}

Nier wordt expliciet van de afsprack afgeveken : het is kennelyk de
bedoelchq dot aon & een waarde uwordt Loeqekend.
Céa' rna datl een oF&ossina van dit loatste Prob\eem gegeven werdt deor

S, if xgy thew =:=y deor aan te tonen de "be,.)gwerpt;chtmﬁeut
x=X A "J‘Y » x5y 2 {x:max(X,Y));

x =X A tj:Y A &xsj) =2 xzwmax (¥,Y)
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Ogﬂaven‘

1. Toon can : t Yys2x v .ﬁ:—zzr—:}
£ 4y wod 220 ther =x:= =~y else %= x+y
3\3::.\54»-4
2 L}.‘.‘.?X. v 3:-.—27:_4-'1}

2. 1dewm - kd g¥w +r=x A rzo}

if wsr then begin rimr-w ; qr=q+1 end

{1nu+r=x A r30)

3. Bepaai 4 met £ x=X1
5
Ed xﬁ,—;lxl A x:.X}

4. Jdew voor f x=x}

s
fa= XY

€ Jdem voor L %=X A ‘ﬂgY!y

3
it b= (z:g;y)}

6. Gegevew inmlegers x en y . Schryf 2en programma dot bepaalt of een van

hew ecen cjel«ael veelvaud (s van de ander.

7 Wat diewt wmen te bc’wv’:j'zen bemeinde bte kiummen concluderes -

{PY if Ba then 51 else if Bz then %2z Q3% ?
8. Bem;js-. ta0d (x,y)=G » xv0 A y>ol
if x>y thew x:=x-y else it oy>= then y:i=y-=x

‘Egajdb‘,y):@ A X0 A ij)ol'

3"‘ We kortenw £ B thew S clse S22 af wmet P, Per definitie geldt
“’PCIF'Q) = (B 2 prSi,Q)) A ("8 2 upf_sz,Q))A
Veronderstel dat wp L51L, false) = false

en Wp LS, PAQ ) = 0p (%, P) A wpl(5i,Q) Ciz1,2),

Toor aan: wp ( W, false) = {‘o,lse

m

en wp (I ,PaAQ) = wp LIF,P) A up (IF, Q).
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4. De vepetitieve stakement.

De repetitieve statement , kortueq vepetitie genoemd , is van de vorm

while B do &

Hierin is B eew toegestane boolse expressie en S gen statement,

Operahonee! beschryven we while B do & als volgt.

De boolse expressie B wordt geévalueerd.

Jn een toestand waarin dit de waorde {alse aplevert reduceert
verdeve uitvoering von de repebitie tob de emply stabtement.

Jn een toestand waarin evaluatie vauw B de woarde true geeft

wWordtk stakemenkt S uitﬂzvoevd waarna het proces herhaald
wordtb .

Anders c)eFormuieerA;
while B dg S is eq{uwaien}: met

_i‘E B thewy beeih 53 w‘\i‘é B _c_:l_g G ena

We bek\’j’ken de uitvoering van while B do 6 beginnend in een

toestand die aan weker Pfoc}v‘ammapredicaaé P voldoet .

Valdoet deze beﬂintoes\:ond cok aan "B dan eindigt de repekitie volgens
boverstaoande in een toestand die aanw P ~7"B veldgeb .

DlLe i Pa —‘BE while B é_g_ < ?_PA"B}

———————

Voldoet de Becjintcestand aen B  dus aan PaA B, dan werdt S
u.x'l:o)evaerd.. Veronderstel dat & zodo.m'a £s dat uz‘bvoeﬂ'aﬂﬁ var S
beginnend in €en toestoand die aan PaB voldoet e.c'na{ic)t (n een
toestand die weer aan P voldoet  (e. 1PABY & 1Py . Als dan
de repetbikie zindcqt , dat wil zeqqen dat na e»‘mdco) veel gxecutbies
Van S egew toestand wordt bererkt die aan 7B voldoet | danm

C}etdé voor de beveikte <indtoestand wederom Pa "B,

Dit leidt tet de wﬁgewc}e re@el.
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Regel van de repetitieve statement (1) (Cc.a4.R. Hoare).

Al {PA B} S {P} dan P} while B do S {PA7BY,

mits deze repelitie eindigt.

fey Prechcaal: P met IPABYIS 2Py heet few invariank vanw de

vepetitie while B do S .

We lichten de Vezjel vaw Hoare toe wmet ecew klassiek voorbeeld.
%evrao.c)d wordb qﬁd met 5Peci¢|'cal:|'e: { xs0 Ay>o A 93d (N197:63

994
12’.:(‘) ~ 3:65‘

Omdat Gso en qc)d (x,xY=x Uoor x>0 kunnen we de eindconditiec ook

5c\nr-‘ﬂ\/eh als x¥0 AN yva A a)t}d(x,lj)=G A ox=y (ga na !).
Mer P gedefinieerd als

P x»0 A yro A C)chCx,gj):Ca

Ferschr.;jven we de specificatie van gcjd-, i1p}

99
{P A )t:(j}

We zoeken rnu voor gad een op\osgincj var de vormpa
while X#\j do S , met S ?odaniq dat tPa x#tj’J'S?.P} en

uitvoerinc) vam § ons “dichter b'a"' het einddoel =y Brenaf.

Uit 5y A yso A qc}d(x,a):@ = x—ujso A yro A c):)ol lxﬂj,cj):c—:
en Yy x A x>0 A 99d (x,ylz6 = y-x>0 A x>0 A ag)cl (%,y-x)= &

Vol t;
T P aasy ) mimxey 1P
én 1P x(xds Y = y-x 1Py

en dus:
¢P A X#j} if x>y then Xizx-y else '3'-:13-)&- {PY.

Dit levert als oPlossing voor cj()d

while Xy do if xyy then xi=x-y else Yi=y-x

mits deze rePetitie eindiat.
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Nu de eindégintj van deze vepetitie. Men zow kunnen hopen , qezien
het einddoel =y, dat het verschil tusser x en 4y ,te. Ix.yl, in etke

slaa ofheemt .

Cja zelf mo dot dere hooP niet 3erec.'\ni:«aarclic)d {s .

We tonen de e{nzlszima als VQlc)l: aan .

De waarde van =4y qeheel , weqens de invariant P positief,

en neemk by elke repetitie slag af.

%emja dit zelf door oan ke towen
(i) Pa z,¢3 & =+y vo
w fra gy » z,-&-:s:.(.} if x>y thewn ri=e-y else yi=y-x 114-:1‘.(.3

voor eitke constante C.

Ve naoemen  x+ eern variante unckie vawn de repetitic.
o] P

Uit het voovaaonde volgt  een Lueede re.«,jel voor de repetitie waarin de

e&ndicjing be%fetﬁeh is .

Reael van de repebitieve statement &) (E W. Diksteal.

Alg %) tPARY S 1P}

en vl is een ihteaev functie van de toestand met
(¢ Pa B = OFZO en

W) P A B Aauf=VFY S {uf<VF}

dan Py uhile B é_g_ S t1f ABY.
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Ve besluiten dit hoofdstuk met een o»anv:.:lléns op de begrippen en notaties

van de Fredf(v.tenv‘ekeﬂintj.

De disjunctie van progrommapredicatern (s in hoofdstuk 4 ingevoerd.
Zo'n déo‘juncb’e heeft in eewn punt van de bgbakore»de toestandsruimtie

precies cdan de woarde btrue indienn ban winste één van dere predicaten

in dot punt de waarde true heeft.

Zyn Plo) tot ew met Pin-) n programmapredicater dan holeren we

de d»«ls\)'unctie hiervan als

(EL . escen: Pro)

Merk op
als nzo dan (E¢:. oscan : PO) = false
als mye dan Lg-::os(cnu-. Pinr) = {gézosi<n:9(i}) v Ptn)

De onderstreepte letter E staalt voor existertiéle ctuantificah‘e. In

de uitdrukkiﬂg {E¢: asien: PLOY heet ( cen aebcudeh variobele of

ook wel dummy variabele.

De naam van een zjekonden variabele doet er niet toe mits we

geen bestaande namen ( 2epale Bi{,voarbeei& van Proﬁrammavariahefen)

ojelam;ken-. de naam wmoet "vers” zgn en bestaat alleen binnen de

L‘Luanh‘f{catie.

Tussen de dubbele Punten staat het dowmeinv osi<n van de o)e\aon-

den voriabele. Voor ngo (s hel domein leeq . voor n»o bevat het do.

mein de qeha.“ch o tot en wmet n-1 . T#naij expl:‘cc‘et: onders aangegeven

is het domein steede cer deel van £
Vaor (Ei:osicn: (Ej:osjem : Peip)) schrijven we ook

fgé,j-. gsian A osjcm . Pt.i,j}),

De

conj‘u.nct;'e van een stel procjrammapred»‘caten heeft i(h een punt van
de bijbehorende toestandsruimte precies dan de woarde false indien ten.

minste €fn van dere predicaten (n dat punt de waarde false heeft.

Pe con)uhct-'e van Pioy btot en met Pin-4) ngteren we als

(fii : ogian s PLOY)
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De onderstreephe letter A stoat voor uwiversele Quanbn‘f-’icah‘e. Merk

op dat

als n=0 dan ( : Osi<dnm Pi) = brue

A
als nzo dan (A&

:ogd(h;n:?é)& (ﬁizosi<h : Pe) A Prn

Het verband met existentiéle quanéi{ficah’e wordk gegeven door

de wektbew vawn de I“‘lorgan:

(Ai.: ozi<n: Pi) = T (Ei:ogtan : "F)

(E_( : 054N Pi.) = M(B_c TS :"'?;)

Ve eeneralcs.ereh gevoemde quontificaties door andere domeinern (eventu.

eel oheendccje) toe te staan . De a\qemcne vorm voor existentiéle
Quahtif‘icabie is (._E_.;_ + R+ P) ew voor universele quan tificatre
( Q ¢y R, P) N

Hierin is | eem noom en 2ign R en P predicaten.
Ve geven enkele rekenrcaels.

(Bi: false: P) = true
(E¢ . false : P) = folee

Komt ( niet voor in @ dan . (iR . Pv@)= (Ri: R:P) vQ
(E_LQ :PAQ}'.":. (gi; QP)AQ

Js R een niet-leeq domein ,ie. CEi:R:truelztrue , 2n komt i niet voor
tn & dan . (BL:R:PAQ)ﬁ(-Ei:Q‘P)AQ
(EC: R PvQI=(Ei: R:-P) v

Verder c)e.lcil:

(A R:P)Y A LAL:R:Q) = (A:-R: PAQ)
(Et:R:P) v (Ei:R:Q) = (Et . R :PvQ@)

—
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Het aontal verschillende waarden in domein R waarvoer P de waarde

true heeft geven we aan met (N¢: R.P).

De s0m ovey al(e versckiliende waarden in domein R von g o’even

we aan met (5i . R . E).

Het maximum over alle waarden ¢n domein R van E qeven we aan wmet

(MAX i - R : E) en evenzo het minimum met (MIN( . R:E).

Geven we het maximum van aen b don met de infix-notatie o maxb
dan oqgeldt voor nx1 en { een integer functie :

(MAX (. ocsgi<net : §LO) = (MAX . oei<n: §L1)) max §n) .

Rt

( Hoe definieert . het maximum over een iee5 domein 1),

Js voor o©s2i«N  XLil eewn (3zheel getal , hetcjeen we ook aomgf)e.ven mek
X(i:05c<N) is een in teger array dan %e!dt
als nzo dan (.é_(. T oglsn - XE&']):O

ale Ben«N dan (Si: 0sicnpt: Xril) = (§c 0L EN X[i])+ X Inl

Ve %ebruiken rechte haken l»ij XLil om aon te sluiten bij Pascal.

notatkies.

Js §li:iyo) eem boolean functie danw kunnen we de uitspraak dat
k het op een na kleinste natuurlijke getal is wet flk)=true op ver.
sehillende wmanieven wegrgeven -

als

By osjck - fepalfe. osuj:‘nﬁ)) AR prsick: THD) A £

of als

ke (MIN i : (30 A fLD) & (.E:.) osj(i.:{(j)) c L)

of als

k) A (INi: 0gick : §t0) =1)
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OE%()VQI’T.

. Het volﬁenae a§c3c>ritme bepmif: quokient q en rest r b.‘,j dehn% van

x door g - Toar de correctheid aan.

ixzo » uj>05

4i=0 5 ri==x

t tnvariant P i rzo0 A == qy+r A yvo
varignte functie @ v )

suhile vay do

bggu’n Fizr-y 5 oq = qad sn_d
f‘x.—.-(i.:jﬂ" A 05!‘{35

2. Tooen can dat de v‘plgehde fePe!:i!;ie eind(%f.
fx=zX A~ Lj:Y A RDO A 3)03

while = sy do

"
N
k
0.

}_f_ x>y Ehew b&%ih Fiax 1'.:.3 ; \j:
else yzz\f‘-‘&

tx= a)cjd {x,vy 1}

Een rangeerterrein bevat een aantal treinen . Elke trein bestaat
ik 1 of meer wagons.

Men start een proces dat per 5!@3 cen trein uitkiest en

- deze verwidert (ndien de krein uit 1 wagqon bestaat

- deze splitst i tuee treinen indiew de treim uik meer dan 4 wanaon

bestaat.

Het proces eindigt indien het raageerherram geen trein meer beval,
Beuzjs dat het procwes eindiﬁt , fe. bedenk €en variante fFunclie.
De variabelenw a en b z4n van het type boolean .

Bewiﬂs:

fa=A A bzB} a:z {arb) . biz {a=b) , a:z2 {a=b) 2a=8 A beA}
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Brua:)»: de correctheid van de vulgcnde “dric-deler © ucarin alleen

qebrufk gemaakt wordt van div 4 en mod 4 .

= v div 4 y = ¥ mod 4y

;IL:::(.:L&':.; Y'.;x.J-A)
end

}Y L -

10.3314—)‘ A osyYed)

De c(j’{er;om Ci{x) van eén naiuufti'jk getal = (s %edeginx‘eerd
doof :
C{O)zo

Cmy= Cindiviel + n modiwo Vvoor ny1.
Toow aan :

{230}

C:=0 3 yr=mx

finvariant P =x30 A y30 A C(x,):c-rC(yJ
variante functie : y j

; while y 2o do

Cim C + \J mod 10 5 ‘j"""""j div’ iQ

i op

iC:C(X)S

Bepaal g ?oc{am‘ﬁ dat

1 N;o A RARli:ogi<N) inteqey arra},}

)
v £§C:OS£<N:Xﬁ£])3

3z
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Cieqeven i een ibteger N met N2t en een ihhe(ﬁer o.rraa

Xlitosie N, gee? de volaehde uitspvakeh in een (ormule

Weer,

Alle waarden in de vy ziyn positief.
X[kl (s de op 4drie na grootste van de rij.

De ry bevat alleen nrullen en enen en bestaal wik o of meer nullew
39\/0!34 door 0 of meer é&nen.

p komt even vaok voor in Xlitoeie]) als in X (i: jerieN).

¥ s het aantal versclillende waarden van de g

X{i:o¢i<N) is ¢ten permutatic van de getallen o tot en met N-1,
r s de wmaximale 5eu.9tc van enige consecutieve dee?r‘j van
XliosicN) waarvan alle elementen derelfde waarde hebben.
Alle waarden van de rj 2yn cen drievoud,

De rj bevat geew twee derelfde waarden.

De rij ali:oszi<N) bevat de elementen van X(i:o0<i<N) in
opklimmende valgorde,

Als de ry eer o bevat dan ook een 1.

De waarde w kowmt tn de ry voor.

k is de kleinste index met Xiklzw.

w i4 de wediaan vaw de Ty,

F ic de som van de array elementsn met even c(ndex

. ¥ is de som von de positiere getallen van de ry.

de wminimale som vawn em'ae consecutieve deelry van X{{:0cceN).
\é, (s het aantal L‘hdexpareh t-i,‘j) Yoaarveer geidt dalt de som var
en met X[o] tolt er zonder XC(jl gelﬁk s AR de Som van € met

X{:j} tot en Zonwder X LNJ.

¥ s het oontal indices L waavvoor 3etét dat X(i) tew minste
al zz’j'h voorgangers inm de ry Lo,
v s het aantal keren daol het maximum vanr de rij wordt aan.

senomen .
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5. De structuur van een Pascalproqramma s nvaer €n uitvoer.

Alvorens over te gaan tot ons eigenljke doel, het ontwerpen van

pregrammars , geven we een informele besckr'ﬂ'vina van Pascal. We

beperken ons hierby kot edeelten waarvan we acecbhruik zullesn
P 3 3 3

moken . Voor een u(tqehreic\ere besckrijving zie [al eon [6].

Elice programmavardabele is van een bepaald type . Jn eewn pro.

gramma  mogen de varcabelern alleen ovcreenlcome,t{a hun Eype e .-

briikt worden. We onderscheiden -

Elementaire types enrn wel

Y standaard types -

ihteﬁer de qehele 6@*,0.“6?1 .
boolean de waarden true en f{alse
char de karakters 'o'J...,'a' Jalo et L e

Deze zijn 3cordend ; de inteqers op de %cbruikeh'j‘ke manier,
de Verzameiina boolean met false < true , de veriame‘ihq char
zcdauia dat de ordenine tussen de letters en die tussen de

c‘.j(lers ale (3ebru.ike[ijk is ,dus '3'<'st  en

{() @numeratie types

de uaardenverzame\mcj wordtk quesama.

Voorbeelden aiyn {rood , geel 63‘33“)

2n (en,off).

Eeh;ewmemuetype c’ee(fi: een crdm«ma »'olsens de opéommina,

in (rood .geel ,groen) {5 rood < 6eel < groen.

Leil) su'brange types :

dit Zyn deel»fere«zmeiinaem van  een sta»daardkﬂpe of eewn
€numeratictype . Een 5u.bran6ec§ een m’at-‘eea caneengesio.
ken deel binnen de Ordeniuﬁ, Voorbeelden #yn

g..10 de elf c)elaele aetalleh van €n met 0 tol ev met 0.

la““‘{‘ de ko.ra\drefs ‘a',‘b’,‘c,'}'A' )
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Samengestelde types on wel
rd

(i)

)

array types arcay F<index type>] of <component type>
Dit type definteert voor elke waarde van het index l;ujpe een
variabele van het component type. Het index type moet boolean,
char , enumeratie of subrange 2yn.
Voorbeelden -
var a: array [o..g] of integer definicert een variabele be.
staande uit 40 array elementen alol tot en met alql.
var x : grray Lo..41 gf boolean  definieert eewm variabele be.
staande uit 5 orfay élementen alol,alsl, alz], 6 al3],alyl.
Merk op dot deze variabele x 32 verschillende waarden kan
hebben.
Meerdimensionale arrays kunnen in Pascal ook aangeqeven wor.
den door meerdere Lndexranﬂes te specificeren. Zo kan een
5 bij' 5 Mmatrix A van inheqen qedec_la«eeral worden door
var A . array [o.4,0..4] of inteqer (dit is hetzelfde als
array [o..41 of arroy Co..47 of ihteger).
record types record  <veldnaam > . <veldtype> ;

<veldraamsy : <veld types
end

Dit type definicert voor elke veldnaam een variabele van
het type veldtype. Selectie van een component van een vari.
abele van dit type gebeurt door <variabeles .<veldnaams .
Voorbeeld :
var doatum: record dag :1..31
moand : (jan, feb,mrt, apr, mei,jun, jul,

aug , sep,okt mov, dec) ;

Jao.r “ IgOD..lﬂeﬂ

end
definieert 2en variaobele bestaande uit datum.dag ;

doatum. maand en datu.m.a'a.ar .
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Pascal biedt de moo;e“\jkheid om,vooranmand aan de declaraties van

de variabelen, in een typedecloratie nomen toe te kennen aan zelf.
c)ede(:inieerde types. Voora?t)a.ancl acan typedeclorgties kunnen in een
constantedeclaratie aan constanten namen Worden boegekend_.

Dit qeeFt de volsende programma oFbou.w:

Fro%ram <Pr06ra.mma.no.am» ( inputloubpuf) 5

COnhs ko <haam > = <constante>; ... <hnaam>= <constante>;
txge $naam> =<type> ; ... <roamy =<ty pe>;

var <raamlyst> . <type>; ... < naamlyst>: <type> ;
begin

<stotement s ; ... ¢statement

Voorbeeld van eer constant@.declaratie :

const n=q ; plus ="+

Voorbeeld van een typedeclaratbie :

type \'ndex:o..3 ;
vector = array Cindexl of inteaer ;
kleur = (rood, geel, 6roeh);

Voorbeeld von @en variabelendeclavatie :

var a,b : integer; i tindex ; %,y : veetor; c: kleur;

2. array [O..33] of vector
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Naast de reeds besproken statements beschouwen we nog twee proce.
durestotements , te weten read en write. We beperken ons wat deze be.
treft tot eew operokioneie besckrijvina.

De input van een programma vaiben We o0p als een 4geordende ry
waarden. Js deze rij leeg dan geven we dit aan met inputz<>.
Bevat de ry bgvoorbee\d de waardew wo ,w1 en w2 [(in dese Yoh)orde)
dev geven we dat aan met lhput = <wo w1, w2>, Hierky s wo

“de meesk linkse waarde  van de inpu_trij.

De statement veadixy heeflb tot %evolq dat x als wWaarde de
meest linkse waarde van de Chpubﬁj kvij%t en dat de input ry de

TL’ wordt die oVerbliJ'Cb na verw%devincj varn het meest linkse element.

Ook de outpul vatten we op als een geordende ry . s E een
expressie dan heeft write (E) Lot (jev‘olg dat de O“tp“trﬁ aan

de rechterkant wordt aahtjevuld met de waarde vanm E.

We sluiten dit hoofdstuk af met Euwee 6ea.nnoteerde Pascaipm-

31amma's waarvan de tekst voor zich spreekt . Merk daorLiﬁ op

dat de relationele operatoven iw Pascal als “O"jt qewoteerd

worden :
a=zb a 3@&9 k aan b
acrb a verschilt van b
a<b a kleiner dan b
a<zb a  tew \aoaqste b
a > b a gveter dan b
asz=b a tew wminste b

De Pvmri‘ceit vam de velationele ofneraboren is ‘aﬁer dan die van
not , and en ar . (Jn onze annotaties hebben de relationele opera.

Loren kojere prioriteit dan A enm v 1)



Onderstaand programma. bewerlc‘shc]fiat bn‘j‘

be%“ntocsband : input = < X0, X1> A Xe>9 A Xi>o

’

eirdtoectand: output = < gqg9d (Xo,X1)>

program 998 Linput ,oubput);

S&anu£=<YO,X1> A Xoso A Xa>o 3

var
ab - integef;
M
read (o) ; read(b) { az¥Xo A bz=X1 A Xo»o A X13>0,er40}
finvariant P: aso A byo A g99d (a,b)= 44d (Xo,X1)
Variante Quuctie : vf-a+b }
; while a<> b do
tPAazbl
if avyb then 1P A avbl a.za-b 1P
else 1Paa<b} bizb-a 1P}
iP}
end
iPAa=b, ergo  a= ‘)‘jd (ab) = gqd (Xo,X1) }
s rite Lal
{output = < qgd (Xo X1) > }
end,

Het vo!gqnde pregramma beuerkateﬂigb !:5

beafntoestand thut =< N ; XlitosieN) array of inkeaer> A Nxo |

eindtosstond output = ¢ (Si:08ceW ¢ x£:)) >

38
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pregram som (input, outpuk);

1 inpub=< N,Xti:0¢ieNY> A Nzo 3
vory

n,k,s, x : inteaer;
read(ny , k:=0 ; 5:=0
finvariant P: 22 (8 i: osi<k: X)) A otken A nzN A
input = <« XLi- kei<N)>
Variante fumctie: vfz N-k 1}
suhile k<>n do
tPa k#n , derhalve input g <> 1
vead (x) % s=(S¢.0sc<k: X(i)) A oskan aAn=aN A 2= X(k)JA
‘hput = < X (s kvt si<NY> ¥
;oinetx L sz(8c.068ccktr: X)) A o ksrgn an=N A
'thmt = € %Ll ket siaNIP Y
s keizkdt
iPY

end

tPAksn ,ergo s=L(Si:esie N XLD) ]
s;write L)
toutput =¢{SitosicN : X(D)>1)

end.

quave.

Maak een overzicht van de tobk nu toe behandelde reﬁeh f.e,
reqel van de assighment stalement
rege! van de compound statement
mﬂe‘ voan de alternotieve statement (1)
recjei van de alternalieve statement (2)
reqel van C.A.R. Hoare voor de repetitieve statement

v’eaje\ van E.W. D-ﬁkshra voor de vepctibieve statement |
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6. Enkele strategieén,

bo Inleiding.

In de vcora€3aande hoofdstukken 2ziyn stalements gedefinicerd wmet
behulp van bewisregels. Jn dit hoofdstuk faten we zien hoe deze
rcﬁels een  leidraad vormen by het ontuwikkelen van een programma.
Veelal betreft het eew repetitie , eventueel voorafgegaan door gen inc.
tialisatie . Het gaot dam om het bepalen van een invariant en cen
variante (unctie.

Jn de velgende paragrafen komen €en aantal sirateqieén aan bod.

Peze wardew boec}el(chk mel vVoorbeeldewn .

64  Het weglatew van £en conjunck.

Ve Bekgken de vdzaenale opgave.
geﬂeven is een natuurlyk getal N.
Sc)wijr ¢an programma Aot aan de a‘hteqer variabele a de naar be.

neden O.Cc:',eronde waarde van de vierkantswortel uit N rtoekent,

fen formelere specificotie hiervoor is . iNzol
square roo t

{a*sN A (a+1™ >N}

De eindrelatie R . a*s N A (a+1®> N  is de conjunctie van tuee ter
men.. \Jeglatine van de conjuncl: (a+1)*> N levert een mogelyke in.

variant .
P: a*<Naraye

Omdat N3zo s P eenvoudig te initialiserem met a:z0. De ontkenning
van de weggelaten term (a+1¥ >N levert de 'Suarfi” van de re.
petitie  te weten (a+)* <N .

Dit leidt tot

a:=0 ;, while (a+)*to+1) s N do 6

Statement & dignen ve 2o te kiemen dat eind.‘ﬂmﬁ von de repetlitie ge-

conludeerd kan worden



b

Daar a beare»sd wordt door VN iigt het verhogen van o voor de hand,
Omdat tevens qeldt (a+1¥e N & (a*=2N)],, kiezen we voor 5 de
<tatement a:za+1 .

Dit leidt bob de »’olﬂehde gzanneteer&e oplossing.

{Nxol
a:=0
{invariont P : a* s« N A0, variote functie: vfa N-a*}

;: while (as)®lavr1y ¢ N do

begin
1 P A (a+s¥s NP
a:za +1
P}

end

Peelih ol

tPa a+n*> N ,erqo: a*<N A (ar1)* >N

De einmdrelatie R behorend by squore reot  kon ook c}éfcrmuleerd
worden als:

a (s de minimale ophasina van de Vefaelﬁkiuﬁ x: xpo AlG+VsN,

Een aleemenev toepasbaar pregramma kunmen we hieruit afleiden.
Zgj Bx voor gehele x een boolse w\:tdfukk"h? die niet voor alle
haEuurLSkc x false is. Jn dat %evai heeft de volgende speci ficatie
2in

ftruel

finear search

fa is de minimale oploﬁsina van de verae_lgking x 1 %30 A Bax }

De eindrelatiec behorend )niﬁ finear search hoemen we ueer © en

geven we formeler weer s

R. a0 A (Q_L: OsL<a : -'B\-) A Ea_



y2.

\:Jeﬁlo.ten varm de laatste term van deze canjunckie levert een

imvarcant
P aso ~ (AL:o05i<a: 7BL)

mek initialisatie a:20.

De vaarde o voor a kan niet te groot maar wel te klein 2yn
en we beschouwen derholve de staltewent a.zatn.

Bere\ceninﬁ van P%,, geelt

@
Ady

P
= teubstitutiel

atr 30 A (A{:o0sicat+t s TBL)
& idefinitie van universele quantiFicabic§

ax»o A ﬁac:ostl(az"Bt)A"Ba
= Ydefinitie van PY

P » "Ba

Dit levert, onder voorbehoud van eindiging , het velgende

?"OQYCU'HMQ_.

{truel
a:z0 1P}
while TBa do

{PA"Ba , dus Pg,, 1}

Qiz=x +4

Py
end
1P A Ba, ergo a0 A {(Ai:0¢t<ca: Bi) A Ba }

Indien A het 9ewaa£3de antwoord (s , kan de eindiaina aange.

toond worden met loehulp van de varcante funchie A -a (qa na).

Ev is geen bezuwaar Eegem hek 6e\aru(\< van het eindantwoord

de invariant of de variante Cunctie.

in
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BORijken we het voorgoande programma operationeel dan Zien we dat
de hatuurlijke getallen in opklimmende volgorde onderzocht worden . De
eerste die true oplevert is dan de kleinste. Déze e»‘aehsc\sap stoal
bekend als

“The Ginear Search Theorem "

Om uit een colleckie het kleinste element te bepalen dat aan
2ekere voorwaarden voldoebk dienen de elementern vam die collectie
in opklimmende volgorde ondes2ocht te worden; omgekeerd leverk
een onderzoek in afnemende valaorde een wmaximun: waarde. (Dit

alles onder de veronderstell&mj dot Zo’'m waarde bestaat).

OF3a\len.

1. 3n het \/ooraaanda is een programma voor 3square root ontk.
kevd door ueﬁlaben van de conjuncb tas1¥ > N. feid eew

ander programma ab door ueglaten van de conjunct a* < N .

2. Qegeveh is een geheel getal N met Nz1.
Sckrijf’ eev  prvogramma cdat het grootste gehele getal bepaalt
dat L) €er macht van 2 (s

ln {£e) Lew hooﬁste N is.

3 5;1‘;';3{ een programma dat voor gegeven N, wmeb Nza, de naar

bereden afqero»acie vaarde van 3105?\1 bepaalt .

4 Qeaemh L4 &€n Qateaer N wmet Nyz en een in tc:aer array
Xli:ogt<N) wmek X{o) e« X{4).
Sc.hv-;j(-‘ een programma ter bepaling van de maximale k= met

o< k<« N £ Xkl Xkl .
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6.2 Constonten vervaraen door variabelen,
“

U% beschouwen hetb \/clgehde Probleem‘
Qe,ae,veh integer N met Nzo en integer array X{i:0e0e NY, 6:1»«5F 2en
programma dat aan de varviagbele r de sowm van de elementen van X

toekent.

De cindconditie K van het 3evro.o.qde programma éz.krgven we als
R. r=0{8i: osi<N: XEi1)

We introduceren een integer variabele n en vervongen de constante
N (n R door n ua.o.r!oi:') we tevems Ae gremzZen Yan n aangeven.

Dit leverk een mogela}k ﬁesckikte invariamt P wmet

P . r=0% i: 06¢i<n - XL} A o<¢ngN

===

Yz 0 {p} A

Initialisatie s eenvoudig ; 9a na dat iNzol wnizo

Vevder c)e!dt Pa n=N 2R, een c)esclnilcte quard voor de repekilie
vy de omtkewnéna van nz=N  te weten n <> N.

Om eindiclinc} te kKunnen concluderer zullew we n Verh0¢3en. We be.

n
rekenen P ..
n
Pn‘l

= % definitie P}
r= (S (. o0¢ien+r: XE{I) A os<nereN
& 2definitie sommaliel

v (§c:os€<n:XELﬂ+X£hJ A osn < N

Tndien we in de laatste vegel r vervangen door v+ XLnl staal

er  juist P rx wnxN waaruit we comclideren

PangN = (e} \:»fxrn'.l

nt

ofuwel tPAMmaNY rozreXInl o nozn+yr APY

2

Dit leidt tot het Voh;)gncie a)c:annobeercle programma.
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n.z0 5 =0

Limvoriant P r=(5¢
variante functie: viz N-n }§

~)uhile noes N éa

o

eqin
P A ne N
ro=vr+ XInld
spe=N A
1P}

end

cosien: XL[I) A 0¢ng N

2P A n=N, erqo v = Léi:o;sc‘.hi:)(['\.])}

\)ef\fana\'n% van oe ¢congtante 0 door n in de eindrelatie R levert

invariant Q wet

QR: v=(Si:m<i<«N : XE3) A o0sneN

y5

Onderstaande programma's 2yn doar Q qe'-’napweerd, Qeef zelf een

wrreckheidsbewiﬂﬁ 2wy voor 2ie de Fma)famma‘ﬁ van qesc}u’kte annotatie |

; while ne>0 __CLQ_

a0 in

£

niazn-1
;ri=r+ XIn]

end



Als Lweede voorbeeld beschouwen

met eindrelatie

R . at <« N < (a+1¥
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we hogmaats squove root uik b4

We vervangen de constante 1+ door variabele ¢ en proberen invariant

P

a* e« N < La+e)

Initiakisatie s eenvbuclc(_)) : tNzo0} a:zo ; c:=Ner 1P}

Verder geldt Pacer = K.

Dit levert de (o\c)ehde oplossin%z

a:z0

PR " 1 N+1 {?}

;while ce» do

LP A ey}
”\?erlaa:ﬁ ¢ onder invariantie van P°
1Py

end

Voor het Vevlaqen van ¢ (s te denken aan cizc-1 . E€ew efficiénter
Q\gorikme {s te vevwachien i(ndien we < halveren.

Berekening van P:dwz levert ats N < Latc divz) | dus

iP A (avrecdiva)®sN Y c.zcdiva P}
Voor het qeval Par lat cali’jz)zsu lcq’t naast cizediva het
a wmet cdivz voor de hand. Berekemnﬁ van (P% )a

la+ecdivaY ¢ Nc las 2. cf\_i_vz}z

verhoc)en vaw

levert (3«. na !l

Lk N< {a+c¥ kan echier niet osecomtudeercl Worden dat

N < Lata.cdiwvz)’, daar voor positieve omeven c eldt z.lcdeva)c
gl P 9 ALY

Er staav ‘twee weger Opewn Voor een Dr))uﬁ&fnﬂ Ve di} Pyobleem:

ti) Neem in het aeval PA(a+ cd.:vz)ze N  niet cizediva - azare
3 — —— rd

maar a:zatcdivae ; cizc~cdiva |

ey Draac) er zorg voor dat ¢ even is, indien c>»1

ate “edivs



We uerken de tweede cp\ossinc) uct door de oorspronkelﬁke imvariant
te vervsterkew tob

P. a?s N< tare) A (-E-_I::‘L}O: ¢ =z%)

Het finear Search Theorem \ne‘pb log de cniticlitatie
ANmolY c:z1: while

; c*e 2N do ciz=ct+tc P}

Onderstaand breft u het cjearmobeerde programma aan. Geet zelf een
bew;js voor de Eihd{%\'he‘

{.Nl’,o!«

cizt 3 while cwe s N do cizere : a:=0

t invariant P. a*ceN<la+te)* A ( E ;

variante fuwcktie: v{ =z ¢ }

=

H \J“\ﬂe (AP é_g_
begin
{ P A c.>|;

iz ¢ div 2 { a*<N<(la+2e)® 2 (El:0sl: cz2¢) }
;if la+e)w Lore) € N khen

1Pl

Gz O+ C

end

T het eerste programma dot By ontwierpen (n 6.1 s het aantal
be,hod,«:%cie slaaan gelyk aan VN . Jn het bovenstaande programma is

het aantal bemodiajde ﬁ\ageh &Venrecl(ﬁ wmet zlogN‘

1h de eindrelatie . a*c N« (a+) was de constante 1 ver.
vangen door de yariobele ¢ . In plaats hiervan kan

cok as+tr vey,
door e€en vardiabele iﬁ

invariant @ met

vangen Wworden leidend tob

Qz azsf\}(‘:f',maé

orgeanno tees ot Programma :

a:=0 - bz N+4

swhile avt1 <> b do

X:zx (bea) div 2

;i ¥ x g N then

az=x else b.ox
end
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Het vda}ende voorbeeld e zen gereralisatie van het algoritme vaor

square root en luvdtb .

qeﬁemn een integer N met Nzo , een niet- dalend (‘qsccnding”i array
X{i:0c< N} en cen Lntegev .
qaafro.a%d wordt een pregramma te sehrijven dat can de boalean

variabele p de waarde (Ec:osc<N: azX[1) toekent.

(Om misverstanden te voovrkomen spreken we af . ecen vy Y Li:0eC<N) heet

increasing als (Ai: occeN: X li-1) <X (D))
decreasin9 als (@czo<c:<M: X i1y~ X 1))
ascending als (Aio:ocra N Xtia) € X (0]
dCSCehdik(D als (Ac:o<ce N X (i-1) 2 XULi) ),

Komt a voor in de y dan =zal dit »Jaamck(j'nhjk vastgesteld worden
door de be Pau“ﬂ van 1 wmet osi<N zodam':a dat a= X[iT.

Komt a niet voor in de iy dan kaw ¢ aangeven “Waar a hoert

ke staan", dat wil reqqen XIil<c a <« X CTi+s.

Conmbinatie van deze beschouwin3 cjeeFt een \moajelﬁk eindaloel’ te weten

XI[il ¢ a <« XLl

Deze wuitspraak is te sterk daar a kleiner dan alle zlementen of
c‘,)rol'.ef dan alle elementen kan ®Yn .

Ve lossen dit op door in geda.dahen (dot wil zegger i omze uitspfa.
ken maar wniet Ln de Fro%rammatekst zelf) de ry wit Le breiden mel
XE-1T 2 w0 ew ATNlz 4o .,

We stevenen af op de relatie

R: NXtideca<Xrci+1d a ~1 ¢ i< N

Als R cenmoal qeldt dow kent , omdat de Ty X asclnding s,

de Volaende statement aan p de juiste waorde toe .

if iz-1 then p:= False elsg pes (a= XEi2)

Lga dit nal.
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Uir K leiden we invariant P af wmet
P. wlsiz.jsN A X[L’Jsa<)€£j3

Initialisatie s eer\v'oudl'g: N0} iz -1y ji=N 1Pt Verder 3e\dt
Pa is1=z7 = R | Hieruit leiden we het \/olaende programma af.

#” s ., . . X “
verminder y-i ander inveriantie van P

end

;if (=-1 then p:zfaolse @lse pi=la=XLil)

Indien Pa i1 4&:) don (s er een m&eaer h met icluj {en der.

halve oshc< NJ. Gegeven Zzo'n h dan wordt j=i  =ouwel door i=h

als  door j;:.h verminderk .

Uit P: z ~1éh<3sN A %Thl < a<XLjl \10\3): Pa Xthlza @Pi
even 2o c)eidt Lga na) Pa a< XEH&)P;‘;

Derhatve kan by geqeven L wet {<h <] j- i verminderd worden
onder invariantie van P middels

E_g Xfhl ¢ a then i:=h _eis_g 3::\1.

De keuze van h s nog vriy - Wiczen we W:zi(+4 of hizj-1 dan
Zal het aantal repekitéeslaﬁeh N \)edro.gen.

Een betere kewze is h:z (i+j)div 2 waardoor in elke slag -t
ongeveer qe\nalveerd wordt. Het aowtal s\aqeu is dow vam de

orde zlocj N.

We \crijﬁeh 2o het velaende progromma , bekend onder de naam
Bémars/ Search. .
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tN30, X(i:ogieN) i ascending, Xi-1Js-» en XI[Nlzaa 3

tiz~1 ; j:=N

linvarcant P -1 sicjsN 4 XIlsga<XLjl

variante Cunchie : j-i [

suhile jerier do

begin
hez Lie)) diy 2 LP A ichej, dus ook osh< N}
;iF XThl ga then it:izh else j:=h 1P}

end

tPAC+tz), ergo XLl sa< XLiv1l A -1 zi<N}

;if {=-1 then p:=false else p:z= (XCfilza)

»

tpaslEE:oskeN: az=Xxrel)l
We besluiten dit voorbeeld met enkele vragen cq Ofﬂnevkinazn.

-~ Waar wordb in dit alo_‘orfhme gebruik 3ema.akk van het feit dabr de

g Xti:08 (<¢N) ﬂescfteevd is 7
Wat verwacht 1 van de "vcr-sneuina" door vervanaing van

if Xthl sa then i:ch else j:=h door

if ¥Xthlza then begin i:zh ;j:=ht1 end
else if Xthlg¢a then t:zh else ji=h ?

. De variaobele h wordt lolkaal 3ebvu.‘kt, alleen binnen de compound
statement . De taol Pascal staat helaas niet toe dat een derge.

L;jke variakele lobaal gedeclareerd. wordt. (h komt niet voor in P ).

- Bewys 04 Chic) B L« Liepd divaz <



Opgaven.

1. Dae ry FiN:N»0) van Fibonacci is gedefinieerd door

Fo-0 , F1=1 en Flirat= Fi +Fli+1) voor (3o0.

f)c.htid( een programma  dat voor gegevenw natuurlyk qetal k
Fk berekent.

Fa Gezjeven zijn integer N met Nzt en integer array X (Ciogi<N).
Sc,\w.:jﬁ gen programma dat aan de boolean variabele b de

waasrde X{i-08ceNY €5 ascendina* toekenk,

3, ge(aeveh Zijn ihi:e%er N met N3zt

en Latec\)er array X{itoet< NI,
Xliogi< N}

Lo Qﬁcehdiv\g.
Een consecutieve deelﬁ,j XLli:psicq) (s een plateau ter lengte
q-p indien (B j. psiejeq: XTidzxeydl).

Maak een programma

ter bepalinq van de grookste Iemate vaw
enia Pla.‘:eau.

(Zie opgave 3). Gegeven integer N met Nx1 en astendina array
Xli:ogc<N).

Mook een programma

X.

ter bepalinﬁ van het aantal P!abeaus van

Gec‘)eve» integer N met N30 en integer arroy XLlitosi« N} meb
(Ai: osceN : XEidzo v XLid=1),

C-)cl-:r:jﬁ een programma dat oan booleom varcabele b fen waarde

toekent zodaninj dat

b=2(En:o0eneN. (Ai:0gi<n: XCilwo) A (A nei<N @ XEid=1))

Ge%even integer N met N30 , integer array X{i:0si<N)2n integer a.
swchvyf een progyamma dot wewerksteiligt

®. z(ﬁf.: osceN : XE(].G‘-i’)

Alg opgave & met s= (Sc: oasieN Xri1.a")
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63 Uitbreiden van het domeinm van variabelew,

Ve beschouwen het Vo\gende Probieem. Cjegevcn Zyn twee a..scev.du.g
integer fumcties  FLlii 30} en gliiino) . Het is bekend dat fengqg
eew wWaarde gemeen hebben |, ie. L(E Gj: 20 A jzo: ?Li):g(p). qewaacjd
wordt een programma te sd-.rg'ven dot aon integer v de kleinske qemeenr.

:’.chappeb_‘j‘ke waarde vam F én g toekent.

De eindrelatic kunnen we 5;%r|‘.jvlew als

R. v= ( MIN Ly t»0 A §z0 A ¢L£.‘):.:%(._“\ © F )

S

Wellicht is ket eenvoudiaer am oam te sturew op de rvelaktie R! met
R p=x A~ q=y

Vaarbiy p en 9 inteajer variabelen Rim em x en y de kleinste na.
tuurl:{}ke qetaueh Zign met €ex) :.9(.5} . (Wacrom bestaar x em Y 7Y,
Daar {R'} r:=f(p) IRY {5 wmet R’ ons doel bereikt.

Wit R’ leiden we €en invariant P af door het domein vam pPeng

te verojrohen:
P. ospsx & °%q <y

Initialisatbie s aenvowc&ccj v ixz0 A 5:»;03' P:=05q:=0 1Py e
P oA fepr=9eq) = R’ levert oals auard vawn een repetitie  Fip)z g(q).

Als noojelij\-{e statements beschouwen ue pi=p*1 en gq:i=q+1.

Befekenmcj van P;*. geeft

¥
F?i\
=% det. ¥
cspwsx ~ 05%53

& fdet, P
P A ?#:‘x,

P#2 Kunmnen We niet als booleam expressie 3e\aruikeu (Wwaarom niet?).
P? = vetekent doat €(p) niet het kleinste gemeenscl«a,p?elgk elewmen b

is . We kunnen prx comcluderen wit ;‘F"ﬂﬂﬂ,}
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P A f(p) < gig)
= Ldefinitie P

ospsx A 059 €Yy A C(p)<3{1)
2 {qg asce»din95

Ot pEx A O=xq Ty A flpr< gty
= { gc.’):chi

OspEx A OsgEy A fep) < Fexd

- 1 alc}e\ora. ]

ospsx A 0<q £y A pFx
e éo\%eLrag

o$p+l5x A 05‘157
= 32definitie P

P

Phu

Symmetn‘e levert P g(q )< fpy = P:'” en we kr{jc)eh het

Vclgende enge annoteerde progvamma .

p:=0 ; gq:=0
;ubile Fopy <> giLgq) do if feprc q¢q) then pr=p+? else q:=q+1
;V“-:F(P)

(;eef zelf de gem«noteerde versie (uat kieot w als varianke fuwchie 7).

OFgave .

', Geajeven drie ascewdima int’eo)ef funckies Fliize) , 3“-'-\320) en f Giiizo)

met de eigenschap (E i,j,k = 30 A j30 A kyo. F(O= Stjlx‘fw(k)).
Sc\qrijf— €en proaramma dat de kleinste %emecnschap?elijke. waarde
van Ra en h berekent,

(OPMEYkincj; bovenstaoand probleem staat bekend onder de namen

‘de F,%,k -r'ﬁe.nﬂ en “Thae MWelfare Crook " )
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t. Niet.standaard toepassingen van de strotegie®n .

E:ij bhet EoeFossen van de in hoofdstuk & bkehandelde strategieén
skaan Cil'kldij[fa veel keuzen open. Jn dit hoofdstuk geven we voor
bepaalde bypen Frob)eme,n cen mcgelajk <3esc)ail<ke keuze. We lichten

deze Loe mebt voorbeelden.

Als eerste bekijkEh we een probleen bekend onder de naam

Coincidence Count .

gegeven zin integers Nenw M met N2o enM30 en tuwee thcreasing
integer arrays Fli:068i< N)Y en 9 li-08:<M ), Cjevrao.gd wordt een
programma dat het aantal coincidenties van F en g \mepaa\t, ie,

dat aan inteaer variabele »  het aantal gemecnscha}a?elake waar.

den van £ en q toekent,
De gewenste eindrelatie formuleren we als
R . r.—:—.(ﬁ (,j: oci< N Ao«;.j<_M . FLL}:cjkj))

Om de symmetrie niel te verstoren vervangew we =zowel N als M door

¢en variabele . Dit levert nvarcankt P met
P r.-.-(Ni,)’ c0&l<p A 0sj<q : Ctn:gc;\) A oepsN & 0¢q ¢ ™

Ui P, P::N A cL:M = R lecdenn we de guard vaw de repetbitie
af . p+N v q+ M.
Merk op dat met deze guoard binnen de repetitie niek zonder meer

aon Fepy of gg) qerefereerd kar worden.

Jnitiolisatie van P kon op velerlet manierewn |, zoals pi=0;q:=M-r.=0
of PN q:=0 ; ri=0. Wederom om reden vawm symmetrie kiezen we

p:i=0; q:=0 ; r:=0.
We mevkem op dat voor ogp<N a 0£q<M ,daar f en g increasing zyn, geldt

“P)*S“{} » (Ei,) : O$£<P A J:‘:q' : Fu}.—.:jc}))ao A
(Nij:izparoejeq - Flirzq(plzo &
(Nij o cap a jeogq s Pl =gplat
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ofwel

C(P)= ﬁ(cL) = (_(\_1.;} Os,(,q:»n A osicges \F(i):g(j)\ ==
(ﬂ(,j:05(<P A o§j<aL :C(i):g(}))+1

en derholve (qa na)

P a paN ng+sM A fipd=giqg) = (e, ):ﬂ):“
We ondevzogker het qeval Pa pe NAg#M a Fep) =k 9¢q) .
Ts ¢(p <q(q) dan (Bi: oeisp: Flire €g)) ew verhogen van g wmel)
laot P invariant. Door verhogem van q met 1 wordt F(p) < qig) niet
verstoord en even Zinniq , 20 niet Zinniger, is q(::.—M in plaats van
CEELREE Daar vroeq of loat p verlnoo%cl moet worden =zien we nick veel

heil ¢m Verhoan’ng Van q ¢t» het geval £ a p+N 2 qs¥ ™M F(.p)<qt:a(),

De vraag is of we p in dit geval kunnen verhogen zonder P te -
vVerstoren .
Wit (N iy osicpst & 0sj<q : fa=qp) =

(Nij:0si<p A ogj<q : CLr=gp) + (Nj: ogjeq : Feprzqep)
volg& dot dit kaw wmiks (N}: 0sj<q ¢ f(P):S(j)):o hebaeeh wordd
qeimpliceerd decr fpy> glq-1) dank ziy de monoteniciteit van q.
£en anolege beschouwing van het geval  ®(p)>qeq) levert eew neven.

ets gg)> Flp-1),
We bkreiden doarom ownge invariant uit tot 1 wmeb

P r:[Ni,‘) coslep A Otj<q * Fr=qepl A oepe N A 0¢qsMa
Ccp—ﬂcg(%) A cj(q’n)<€(9)

Wa‘”‘oij we c‘:”‘)=g(~t)=:»w en ?(N)za(ﬂ): +o0 definiéren.

Een genvoudige initialicatie vanm Pr (s opgelegd = p:=0;q:=0;r:=0
Verder o)e\de dank ey het increasing #iyn van ¢ en q dat

Pa oA (p=N va=M) 3 R (qa ma).

Dit levert ¢en sterkere 3uard. voor de vepetitie: p+N & q + M.
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De lezer wordt uit—senodigd om te beuijzen

Pioa p#aN A q#eM A Fipr=giq) = ( P-:.,,):‘“):“ en

Pr A p# N a 1;&?‘1 MY < qq) = Pa;“

waarna de w\gende opiossinq c}‘eannoteerd kan worden.

<

Tz 0 ‘,%:;0 5 r:=zQ

hil

€
o

(p «> Nland (g<> M) do

L]

o

eqi

3

.
"
n

if Fer=gtq_’J then be%in TEYHY oy qieqil gy przpid end

-y

if Fipl<qgfql then p:=pt1 ehe

it {3er>3£qu Lhen g:=q+t

end

De eenvoud van het programma vormt eew schril contrast met de com-
plexiteit van de invariant en de o.ﬂeidmg daarvan. E£r ij‘;d: zoals
we direct zullem ziew eew eehvcud{.qer invariant P2 te bestaan die

tot heltzelfde progromma lecdb .

Voor het vinden hiervan bekiken we de integer fumckie F c)ede(inc-

eerd doov
FLoyy = FLoy - gy (0si«N ,0¢j<™M)

F is increasing in heb eerste arqument en decreasing in het tweede
arqument - (Qj'.Oéj(M LA ocieN = Flic, iy« F(, i) A
(AL osiaN . (ﬁj:o<j<M :FLL,i«z)»FLi,})))

De eindrelakie R luidt (n termem van F
R, r:(!ﬂi,'}: asicN & 0sj<™M Fta,i\soj
2n  (nvarigrt W

P r=(N{j: otlep A 0<j<q F(i,')):o\ A 05?{3“ A asqs M
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We kunnew P weergeven als in onderstaand P\aa&je,

L]
”
¥ = het aontal nulpunten van F in het
1 N 4 bied
\ «3eqrc¢er £ 3e ie .
0 P
[

VersterkiM} van P kot P12 leverde

Pro r= (N(j: osicp a 0sj<q - FLi,pd=0) a» oscpeN Aosqe™M &
Flp-t.q) <0 A Flp.q-1)>0

F(P—gq’)&o tmpliceert (N G, osl<p A cLsJ'ckJ : F(L‘,_‘));o)-.:».o ewn

Fipg-1) >0 impliceert (W G Pei<N ao0sy<q : Flij)=0)=0

Derhalve (mpliceert P4 de invariawt Pz met

Pz. v+ ‘-’},jl',jt peieN A ({sjcﬂ:F(g)’):D) = (}_h‘_j: osc<«N A o0sj<M: F(i5):0) A
Osps N A 0sq ¢ ™M

We kuwnwen Pz weeraeveh als in omderstaand P)aab)e_.

r = het aantal nulpuntes van F n het

gearcee-‘de 3¢L|'ed "

Definiéren we voor oscpsN en o<qs ™ Ncp,q) door

N (p,q) a(fji,j : psieN A gej< M Fli,j=0) dan laten Ren P2
zich nJ\ygven als
R : r=N{(o0)

Pr. rs N(?,«i’):}\*(o,o} A Ospsﬁ A o<$sM
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Er cje!dl: INyo A Myol pi=0 ;q:=0 1Pz}
en th(y:ﬂvq’n”)ég.

Met be Hu!P van

osp<N & os%<m = NLP,@: (ﬂj:q'¢3<M : Fip,jl=0) + N‘F‘“"L) A
P

N(F,q} = (SL s i< N - Fv(ia(‘;):O) + N (?,CL?*)

vindt u de ﬁevonden o?\ossing op veel eehvou.dic’er wgze terug.

De keurze van Pz (n ploats van P noemt men wel "winkelhaak

in plaats van rechthoek “ | refererend aan de Fla.atjes.

Refererend aon de Fcrmulerina van Pz | populair w taedrukt als

” . o»
wat al berekend (s ” + wat non berekemd moet wordew ™ = “wal te berekenen ie |

&pveekt men  voawn “tail recursion . Bij' tail recursion kow de + wt de

\fon'.%g reael cok gem andere operator zgn .
Als laatste nog een morao }.

Ja tn eewn Pro%rammeerProb\eew sprake van gen inte%er functie
vam tuee argumehten , 6!:3(36»»& in het ene en dalend in het andere

afﬂumeht , dan levert tail recursion een goede kans op eew een.

vaudig en efficiént programma. .

Betra?t men Zich \"‘j €en 3ekozah invariant op een 3rote mate
van vr.’j\uecd_ lmj de imitialisaltie hiervan , onderzoek don andere

matjel,;jkhedew voor een cwvariant .
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We passen tail recursion toe op het VQ\c)ende probleem.

qeqeven integqers X en ¥ wmet X2%0 ew Yo, Gevraacjd wordt eew
programma dakt aar de Cntec)er varcakele ¢ eep dusdahige Wwaarde

toekent dat voldaan s aan

R: r = XY ( we spreken aof 0° =1),

Toil vecursion levert @en invariamt van de vorm
- Y

r - “oat nog berekend mcoet worden ’ = X .

Dit tecdt tot de introductie vaw Ch’.‘.eaef variabelen X €n Yy yv M.

varcant P met
P vr.ox’ = X A x30 A Y20

Initialisatie s eenvoudé() : {X%0 A ¥20Y x:=z¥ 33:=Y ; vima 1P

en Verder gelclt P A y=o0o = vr= xY.

We ‘(rijcjﬁh 70 een programma vVan de voigende struckunr

t Xz0 A Y30l

x:izX 5 oy:zY 5 ez t P}

jwhile y <> 0 do
1P a 3»93
”vermac} y onder cinvariantie van P ’
1P}

end

P a y=0 ,6ergo r= xY 3

Uit y> >0 W (r-x)- -2 = =9 v019£ $P A xj>05 YiZE X yizy-1 1Py
Dit levert een Oplcfoﬁihs van de orde Y ; de wachbsverkeFF£n3 wordt
qerealiseerd door herhoald Vermehiav’u‘.diaen,

£ew efficiéntere oPlossino) verkrij%e»‘ we door te bedenkew dat voor

even y (ﬂeldt x 3 = Lx.wx)aé‘i“"z . Het recultaat wordtl



bo

{X%0 A Y30}
xim X ;b}‘.:Y PR
finvarcant P rox? =X A w30 A yyo

variante fumcbie : Y H

}L)Bi‘e lj <» 0 _gi__g_
bagih
1P A ‘j¢o‘1

if mod 2 =0 then beagin 2y div 2 5 ximox R x end
ir 'y mod —De7 Regir Y=y oY

else bkegin  yi=zy-1 ; rizrwx end

$Pl
end
??A tj:c ergo "‘:XYS

*

Mevk op dat het aantal re\oebstieslaajen ten hoogste <+‘*oach+4J

s

Met nadruk uijzen ue erop dat de aangedmc:)en strateqieén een mogelijk
ges;hikte invariant opieveren. Veelal dient mnaast het boepassen van de
strateciie'éh nog denkwerk verricht te warden voor het vindem van een
ucteindelylc bevred«‘.a)ende thvariont en een urteindeljk bevredcaehd.

qlc)oritme.
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Een andere manier om een gesokikhe invariant ke vinden (s de vol.
gende. Schryf “het gevraagde” om tot een aeljkheid of een equi-
valentie en vervang in een von de leden hiervan constanlen door
vartobelen.

£en voorbeeld hiervan (s het berekenen van de 3root9he. gemene de.
ler van twee positieve Setal(en.

De specificatie hiervan is 2 X0 A Yo}

994
i ?:aquX,Y):‘ .

Ve lecden een invariant P af door in ggd (X,Y) =gqd (X,Y)

de constanten tn het Llinkerlid te vervangen door variabelen :

P 33::1(,:‘,,«):: 99&.(.)(,1’) A x>0 A y>o
dnitialisatie - 1Xy0a Y0 x:=2X ;,49:=Y %P} |
en er geldt TP A x=yd vriox 1r: agd (x,Y11 . Met behdp

hiervan vinden we de oplosaina voor ggd_ wit Pa.ra.ara.o.? 4.0

fern tweede voorbeeld vam deze techniek i« de reeds besproken
Binary Search .
Qecjeven iwnkeger N,Nzt , een ascehd,i.ug integer array X{v:08i< N}
en integer a. gevrqagd wordt aan boolean variabele b een dus.

d,a,niﬂe waarde toe te kewnen dat R geldt met
R bz (Ei:o0si<N: a=X[id)
Toepassen van genocemde techniek levert invarcant P wmet
P: (Ei:psicq :a=XLl) = (E¢:0ei<N: a=XLil) A 0¢peqeN

7

Initialieatie f N2 % p:=90 ;q'-.—.-N 2P}
en er 3eldt iPa pH:q‘!{ b.z{ax= XCPZ) iRy,

Met behulp hiervan vindt men een =zelfde programma als in para.

qfaaf 6.2
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OEgaven .

Deze en l:oeko»,st-iae opgaven 2iyn niet meer zo netjes geordand
noabar ﬁtrategx’e.

.geggv‘ah 2in csehele, qetallen Nen M met N3zo en Mzo en twce
{,nhec)er arcays fli.osi< N) en q (i:osce™MY. F (s increasing en
3 s decreo‘;:ngw

Sc}wac een programma ter Eere,ke,ning vam het aawntal coinci._

denties van € en q.

. Qe%ev’en zin een u»teger N , N30, een ascehdéns Cnheﬂer array
X{i-02c<N) en een Lnkeser L met LLyo.

SckrgF een programma dat aan -Lhtez}er variabele r een dusdani?’e

waorde toekemt dat veldaow wordt aan

R: e=(Ngj: osiejeN: Xrjl-Xrizgu)

3 De functie fusc s op N gedeﬁmeerd door

guscLo}zu , fFusc(a) =1 en vogr nxo : fuse (2n) = Fuseéin)

Fusc (an+1) = Fuse tn) + fusc (net)

a. Berveken fusc t1g)

b . Sc,kn':',F ¢en  programma dat gegeven

N, N30, de waarde van
Fusc {N) berekent .

4. geae»/en zign z;n\:erjer N, Nzo, en Lnteﬁer array Y li:ogtc N) mek
(Bi: osce N X(i)>0) |

ﬁckrijé een programma ter berekening van

(ﬁF,o‘: osps N & aéq‘sN: (§£:05L<P:}(Li)) =(§L:%5L<N:XLC))).

5. qe%eveh 2{n Lnteejer N, Njyo , en n’nkeger array X{c:ogieNY, -

éc\nvijf eén  progromma ter be\'ekem‘ma van

(E P:q 05P<q<N : XLF):.O A X(q/):‘i)
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6. Een vy heet van de categorie h indien

- de ry bestaat uit éen 0

of . de vy bestaat uibt een 1 cae.s'ol%d door 2 rijen van de cate«aorie
h

(Syntactisch uitgedrukt . <h> = o | 1chy chy )

qege‘“’-’ﬂ s een 'ml'e%er N \ )3);0, én een inkeaer arfoy
X(i:0gicaN+1) met (Ri:ocicaN+1 © XLD=0 v N()=1).
Sahrijf een progromma dat aan boolean variabele b cen dus.

dm\iqe Wwaarde toekent dat veldaon (s aarn R met

R: b= X (s een Yy van de cate:aorie W

T. Cjeqevew is een inteqer functie Ft.i.,j L i30 A jE0). Fois increasing

in becide C\raumenkeh‘

a. Schriyt een programma ter berekening van (N_igsz 30 A j30 : ?u,')\s1),

b.‘%chrij’f ¢en  programma ter berekening van L);\,C,:)-. {%0 A j30 : FLL,)):A}‘

8. Csec)even gen &nteser N wmet Nzo. ‘Emhn‘ji een programma  ter
bereken(ng van het aantal manieren waarop N als som van tuee

kuwadrater kan wordew qeschreven, (e van (N X,y:06xgy : Xryts N).

9. gec}even Zyn tuee inteﬁers X enY met X0 e Yio0.
Schru‘.jf een  programma dat XY berekent zonder %e.)aru.ik ke

maken vom de operahor L

Wel kan gebruik gemaakt uorden van modz en div 2.



2. Het

gebruik van arrays.

Tot hog koe werd in onze Froarawmateksten niet met arrays gemani.

puleewd ; 7 werden Laoastehs 3e£hsrecteerd.. Zoals eerder vermetld

vatten wij een array op als €n variabele , gekenmerkt door domein
en componentwaarden .

Het array = oedeclareerd door
heeft domein

vary

x . array L[o.. 41 of integer
(L:081c%) , hetgeen ue ook aangeven met

dom (%) = (i o¢c<s). Variabele = kan genij wigd worder door het
wyzigen van een componentwaarde.

Door de stotement " k:=0; while k<o do begin xTkJ:z0 ; k:zk+
?.!.‘.‘.i” wordt aanm x de waarde (0,0,0,0,0) h:esekem:l.

Wordt daorna de statement x[41:=1 uit.aevoe.rd_ dan WG Figt

de waarde van x in  {p,1,0,0,0).

Tat =zover 4it opera.honeia beeld.
1

x een orray en behoort k Lot domi(x) dan

array Y met {3“3; %= EiY als

) tkl= E ,én dom(kj):doh(x«)
als (x; k:E),

nateren ke het
¢ & dom(x) \iXk?}

Dus voor i in dom(x) qeldt (x;k - E)Li2

n

% [l] als {xk

(x;k:EYCLi1: E als (=K.

De arrey -assignment reae\ lui dE
.
Als P2 kindomix) A Q(z.-k:E)

dan 1P} xIkl = E 1Q}.

Ter illustratie tonen we aan
{ XCsza ~ xfc‘:lzbs'

2= X{:Fj 3 XLP]:-:.XCCG 3 Xiq’]:sr

S XTplzb & X51]=c3



by

x
Uit (th}:a A X€P3=b)(x;1:2)
= fdef. (x;q:2)}
{( 2z2a =& Xtﬂ:b)

x
en (2za A er]:b)(X;P:x[q:.l)
= tdef. (X;p:.xrqd¥
{2z2a A X(q’]:b)

en (?.-.-o A x!ﬂ']:b)::r]

= Tsubst. }

(Xtplza A X£gql=b)
volgk  het ogestelde ( gaat u dit nauwgezet na ).
Qezien de moeizaamheid van het gebruik van deze regel worden
veeleer afgelecde stelt’mgen cjebruikt,(zoa!a de juist beoezene ).
Oveviﬂens spreken we af dat we een dercjeL{,ke verm‘.ﬁse.(:.ha 2ullen

noteren als X . swap Lp,q) |, dus

b3 P‘q’g dom (X) A xtp:l:a A X[%’J:b?’
X smap(_p,%)
{ Xfplz=b A Xigqizal

\\S&afbg in  PASCAL X:swap (p.q) bivoor beeld als voorqaand

cjecodeerd kan worden .

We lichten het ham’pu‘ét’eh met orrays toe aan de hand von

voorbeelden ,
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Hei eerste voorbeeld dat we bekgkeh

"

The Dutch National qu.3 “

staat bekend onder de naam

geaeveh (s een ry van N bokjes. Jeder baka bevat 2en knik.

ker met kleur rood ,wit of blouw . Van elke knikker mag maar

e, keer de kleur ge'»'hspecheerd worder . £lk tweetal knikkers

mag van ba\c‘je verwisseld worden.

Qevraaaai wordt om met inacktraome vaw bovewnstaande regels

de Nederlandse viag te maken .
In termew ven Pascal 66‘:Ormu1eel‘d«.:

geeeven integer N,Nxo, en reo k(i:o8¢<N)Y of kleur wmet

type kilew = Lrood,wit, blauw), Beuerksbell“g R met

R'. (E x,‘j: 06'&535“: (ﬁ(’v 0% LN k[il:rood) A

(Bd:xii<¢j:\(€£]=uit) IS
(Ae:yscaN = kril: blawg) )
waarhg allcen de suap op array k maq worclew ‘toegepast an
(edevr array element Lewn ltcsocjste eérn keer

op kleur cie.l:oebst Vno.j
Worden.

(Merk op dat Z2onder deze teevoeqing R berredt‘ad kai, worden

dooy aan elk element vaw k de waarde blauw toe te kennew ).

We introduceren int(’c}er varitabelen v, w en b en kiezen als invariant

P. (Ri: ogicr: ktidzrood) A (Bi:wgich : kLil=uit) &

(Ac:bgieN : kril=blouw) A agerswebg N

ke initialiseren wmet r:=0 ,uw:=N; b:aN (waar vandaan deze P?)

In onderstaand Plaa!je te P a?aebedd.

raod 2 wik wlouw
| 1 1 1

@
-
€
puw

Par w=r 2 R ; als variante Funcltie komt w-v in aonmerkincj.
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Indien wsr dan komen zouel kCrl als krtw-11 voor inspectie (n aan_
merkina. We onderzceken of de kewme verschil maakt .

inspeckie vanm ktra .

roed : verhoogq r Lo suaps)
wik : wissel met kLw-1l (4 swap)
blaww

wissel mek kCb-11 en daarna met Kk Lw-id

(=2 sua..ps}
- acmiddeld

1 swap per repetitieslag -

- ihspecbie van kEw-1l:

rood + swep
wik o suapa
blauw 1 suap

.3e_m:dde\d %/3 swap per reyeb\'tv‘eslaﬁ.

Het Procjva mmo .

¥:=0 ; w:=N 3 b= N
i invarcant = P variante funckie w-r}
ywhile werr do

eain

1PaA Wypr, ih.b. Dsw-t<N?

x 1= krw-11

;iF % = rood then begin kiswap (uw-i,r) ; rizre1 end else
if x zwit then wizuw-s else

if = =zblauw then Be%ih k:suap (u-t,bet), WizWetr s bizb-r end
iP}Y

end

SalwejF zelf  een

pregramma bf}' invariant Pt met

Py . (Bi: osier: ktiZarood) A& (B .rgicw : kCidl =uit) A
Ai: wugicb : krilzblaww) A 0srsuweheN.
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Als tueede voorbeeld beschouwen we het voigende probleem .

C)eqeveh is een integer N, Nzo0, een integer array Ali:ogi<N) eén
(nteﬁer K wmet Xjpo.

ge"““%d wordk een programmo ter berakenina van de maximole ie“:ﬁte
van enige aaneengesloten deelriy van X die tern hoogste K nullen bevat.
Restrictie hierby (s dat de elementen van X moar één keer geinspec.
teerd mocyen worden &n wel in vclaorde van toenemende index. ( 2o u
Wilk kunt w Xl osiaN) opvatten als rc}:reunhatie Van een sequen.

tigle Lile van N waarden).

Om schri'jFuerk te besparen hoemen we een aaneenqesioten deelry van X
melk ten hooqste i nullen e2€n L-seqment .

We <trevem naar eindrelatie R met

R: r= de maximale lengte van enig  K-seqment van X(l(:0si« N)
Vewanajen van N door (nteger variobele n leudt tot

P . ¢: de wmaximole lenzjte vaw erig K-segment in X(i:0% <n) A ostngh

te initialiseren met n:=0 ;r:i=0 . Als variante funckie ligt N-n voor de
hand. We berekenen het effect van verhogen van n met 1, onder de

Voorsaarde oGsn< N :

de maximale \ena}te van enig K-segment van X(i:0si<n+1)
= 1 definitie max §
max ( de maximale lengte van enig K-seqment van X (lios Cen) o
de maximale lengte van enig kvscﬂmenb Vam X{{:0¢i<n+t) eindigend
{n XEnT )
= Adelinitie P}

wmax { v, (MAX 9+ 43° A Xli:igqeicner]) s K-segment ~.n+1-¢1))

= fdefinikie HMIN em MAX]

max (r, ned ~ (MIN q:430 A X(c-.q',r,i(nn) (s k-seo’ment: ﬂ.) )

Het ‘tueede argument van max in de loatste regel sughereert de introduc.

Eie van een nieuwe variabele a en ecew nieuwe (nvariont P A Py per



Pr: a={(MN q : g0 » Xti:isicn\ is ¥K-segment : q”l .
We kr&c,en dan het Valzjende programma .

n:=0 , v:=0 |, a:=0 fPhPil

begin
” bewerkstelliq P e

”

3z wmax Lr,ner-a)

{ (Pa F‘o):ﬂ ¥
;h‘.:l’\'&"
LPa Pe}

end

Bfij“: ons hag aver ”bewerkﬂ:a\h’g P«:H”
Er 3:1&&
Pr A osn<N A Kinlgo =2 B :,,,,

en

Pioa ogmeN A XEndz0 A K>0 & (MING:qr0 A X(i:geientt) (s K-segment:q)
= (‘:‘_L?Qq_;%;a A X Liiqeien) is (K—'l)-'set)hehl::q)-

én
PoonoosneN A XIndz0 A Kzo 2 (e =(MINg:g30 & Xlizoslent) is k-seghehf—:q’)-
B\.‘j‘kbaov dienen we vaor X»0 de invarcant P aAPr it te bhreiden
met

Pza. a1 = (MIN 4. g9%0 A X{itogien) is (K—‘l)“‘.’;ec)meht -.aL)

Uit de overeemkomst van P+ en Pz leiden we af daob voor K31 de

nvarcant P A Py A P2 uitgeb\'e&d dient te worden metk Pa etcelera.
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We lossen dit prohieem op door het L(nvoevem van een inteqger array
aliiosce Ke1) en brecdern de ooropvonke!gke tmvariant P uit tot

Pa Q wmet
Q- (Ai: ogi<Ker - afil =(MIN q4:9%0 X(jeq‘(-}kn) s i-sesme»t ﬁ,)) ,
Dan 3eld!: QAOéh-‘.N A XInl 0 = Q:H en verder

o¢mae N A Q A XInl=o

= §definitie QY
(A :ociaked: aEL-i3=LP_‘Ll_'§ q:9%0 A %('}:ctg.jlzhn ts C-segment:q‘“!\
(n+4)= (MIN g4: q20 A Xij: anjx.nn‘) t4 0-seqment :q3 .

Teneinde niet het array a “een placts op te hoeven schuiven” in
het ojcva\ Xtnlz0 , en 20 in een orde K xN algoritme te belanden,

vokten we a op als "cadisch arrab' L e w’g?iaeh we @ in Q' mek

Q}: oskg\( [
(Bi:osiex . ali@hT=(MNgq:q30a X(j:qejen) is L-seqment :q))

waarb'g @ staat voor de oPh.lliug modulo (Kaa) |

Toon zelf aan

$osn<N AQ A XtnT=20} hiz (hsK) mod (K+4); alhl:=n+s 31 Q' :“ }
Op de volgewde pagina vindk het awaeannoteerde eindresultaat, Ceef

e\t de annotaties .

CjeeF een orde N programma veor dit probleem wonder (nvoeven van
een arroy in het geval dot  de a.vrmj-elemenben van X wmeer dan eens

cyzi-'hsPecE:eerd magen worden |
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N:z=0 ; r:i=0 ; h:z0; v:z0 ; while v<» K1 do beqgin atvi:=0 ;vizvst end
{Pa Q‘}

swhile no N do

begin
if Xnlz=o0 then

begin  h:a (h+ W) mod (k+4) ; alhl:.znis end

;Wi ne1 ~— al theK) mad (K1)
;_i._E r<w then r:cw
’h...-_hi-‘l
end
Opsaven.

1. Cje%evcu is een integer N, Nxo, en eew inteqer array XUli:0¢(<N) met
(A¢:.osca<N: XLil=0 v XTilz4).

Sckr’;jc €en progrvamma dat R bewerkstelligt wmet

R . X {(¢:0ce< N
waarby de

is ascendina

5Uapoperahie de enige haeciesta.nc o?grabie op X s

» . %
2. Minimale segqment S.0m .

Qe%eveh Zijn een Lnkeger N met Nzao en een ChLeCjer array X{i geva W),

Voor osi$j$\\ (s de 6e:amenl:som 6L¢,j) gedefinieerd door

SLLP = (S ks fskey: XKD

6c¥-.n’j€ een programma dat aon integer variabele r een dusdam‘c)e

waoarde toekemt dat veldaow (s aanw

R vz (MNj : osisjsN: SLLY)

3. Qeﬁeven L5 een inbeﬂer N, N» o, eewn integer array Xilciosc < N) en
cew cntecjev K met K 2.

Eer.

0£klo) A EIXK-)<N & (Qc;

r'\j' tli:o0sc<K) heet een teh‘ﬂ indien

o<i<K @ EW-n<blo) A LB lragiak i XTELI=E).

gc,‘-'vlj‘: gen programma  ter berekeninﬁ varn het aantal telrijern van X.



4. ”ancjs&e Clank .

C)eqeveh zijn een integer N wet N31 2n een integer array Xili-osi< N},

Een seqment X“"F““ﬂ met

otpsqeN heet een flank (ndien
(hc

P pei<q s XCi-d £ XEi3) v LA peicq: XOi-a1% XIQ),
Sckvqf ¢ew progromma ter beve\cenir.a van de wmaximale lengte vam
eh;'c}e flank van X .

” V\ono)esh Upsequence ",

Cjeﬁe"e“ zijn een Lnteger N mer N2

ey, €eén ihteqer array X{i:08ve N}
Voor elke 5 wmet oes<N

korn men deelviﬁeh varn X vermen door éewm
wi“e\(eurcﬁ (N-s)-tal clementer uwit de ry X Wen te \aten €n de

\folqOrde vam de resterende s elementen te handhaven. Zow deelry

ter (ehgte s die ascehding (s heet eew upsequence ter Lemates.

gok,,,(j(? een ‘programma ter \serekem‘ma Van de wmaximale lengle van
&hieje upsequence Van X .

v gdoolanceevde fe(jmcnte'\ v

Qeﬁew!n Tyr cen intea)cr N met Nzo en een ihtec)er C‘"“"j X {{: 08¢« N)
met f_ﬁf_-_oénu-. Xti1=0 v Xtij:a)‘
€en seqment Xic: ps tu«t) met

ospeqzs N  heet 3&Laian¢:e¢rc{ indien
(ﬂ < s

Ps(<cL*. XCi1=0) = (N¢: P *i<q: MEig=1)

‘Sekvii'; een programmao ter bcrekehina van de maximale ienql:e van e,m’a

<3e\oatanceerd seﬂmeht von ¥X.
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g Naschrift.

Jn deze cursus hebt « Wkennis gemaakt met een aantal basisbegrip.
pen en basistechnieken van het programmeren. De mocae,ltjkke\'d on over
onarammo’ﬂ te kunnen redeneren Fonder een beroep te hoeven doen op
de ufl:\loerina ervan door een computer is een vonw de he\ahqrﬁkskt

elementen van deze cursus.

Het spreekt vanzelf dat deze cursus maar een klein gedeelte van
het vahaehfed. programmeren bestrglkt. Proqvammeerkechhz‘e&en zoals
divide and conquer, dynamic programming, vecursion backtracking,
has\m‘n% en dergelijke, kunmnen wellicht in een volgende cursus aan

de orde kowmen.

Aty besluit geven ue enkele Fvoki:isc\ae wenken die vam nut #iyn by

het onderwis in de informatica.

- Behandel de onderdelen apporatuur, 3e\,mu‘k van apparatuur ew
prograwmeren strikt qeschecden.
By vermenging hiervan werdewn leerlingew geconfronteerd met
beeldschermen , toetsenborden , login.procedures, editors, com.
pilers en wat dies meer 7. Daarnaast wordt en passant
nog lels over programmeren verteld. Het s b{&aonder moel .
Lcj‘k. Oow vanuct 2zo'm situatie hog fumdamentele kewmnis over

het programmeren bi:‘) te laremjen.

- Maak een bewuste keure voor een programmeertaal en kies
daarvan alleen het noodzokeljke,

Er zyn proavammeertaiew roals Fortram en Basic waarin
het wmoeilyk is om correcte programma’s te schrijven . Alg
basis voor Programmeeronderwij's Fijh dergeli:‘,ke talen
cmcjesal«ikb.
Tn deze cursus hebben wy ons beperkt tot cew paar
statements uit Pascal. Daw (s hel al woeilylk genoeq.

Hetzelfde caelclt voor dotastructurew .
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- Verm‘\jd ankroPomorﬁie.
Cahputers 2yn niet inteﬂiaeht , gok niet kunstwah\‘ﬁ in tel.
\\‘%ent. 29 Zin niet VY‘(Enchiﬁk en staan niek te wachlten.
&eﬁvcppeh als  toestand ew boesbahdsoverauhg Zyn  hiet woeilgk
en kunwvew aon tal vanm voorbeeldew 3e¥ﬂustreer'd worder , Mew

denke aaw wasautomaten ,liftewm, koffieauvtomaten elcetera.

- Werk hetjes en 2qr6vuld~‘3.
Veel foutew in programma's zijn het gevolg van slordig en
oh:ov%vu\di,a werken. Wen 1eerh‘n3eh er aan om nebjes te
sc‘nvij\/eh én zarc)vmdcg te formulever.
Niet alles hoeft op elk niveau even Formeel. Maar (nformeel

betekent niet Slordc’%, onvolledigq of fout,

- Gebruik apporatuur waarvoor 24§ bedoeld (s,
Wordt op school eern computer aanqesc,lm(ft voor prograw.
""eev‘cnderuijs s %ebrm’k dit apparaat dan nvet voor leer.

\Caqehadmina'strah‘e , roosteradministratie elceltera,

Wij Wensen W succes kope.
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