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- HOOFDSTUK 1

Algemene inleiding

In moderne konstructies wordt steeds meer gebruik gemaakt van onder-
delen die gekarakteriseerd kunnen worden met de woorden '‘dunwandige balken'.
Het zijn konstruktie-onderdelen die wat hun gedrag betreft een middenpositie
innemen tussen balken (in de klassieke zin van het woord) en schalen. De
lenate ervan is groot in vergelijking met een karakteristieke afmetina van
de dwarsdoorsnede en de wanddikte is klein ten opzichte van die karakteris-
tieke afmeting.

Naar de vorm van de doorsnede kunnen de dunwandige balken in drie groe-

pen verdeeld worden (fig. 1.1%)

1. dunwandige balken met open doorsnede
2. dunwandige balken met gesloten, &én- of meercellice doorsnede

3. dunwandiae balken met een doorsnede die ten dele open, ten dele gesloten

is.
 mmms——
cem—
type 1 type 2 type 3

Fig. 1.1 Enige karakterietieke dwarsdoorsneden

Met enig voorbehoud kan gesteld worden dat balken van type 1 worden toege-
past als geen hoae eisen gesteld worden aan de eigen torsiestijfheid van de
batken.

De elementaire theorieén « de buiginastheorie volgens Bernoulli-Navier
en de torsietheorieén voigens de Saint Venant en Bredt = leiden in een aan-
tal situaties tot resultaten die niet voldoende goed overeenstemmen met de
werkeliJkheid. Met name is dit voor dunwandige balken het geval indien zi}j

op torsie belast worden. De ocorzaak hiervan moet gezocht worden in de hypo-
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thesen van de Saint Venant en van Bredt volgens welke er bij torsie ageen
axiale normaalspanningen kunnen optreden terwijl de dwarsdoorsnede vrij kan
welven. Bovendien wordt in de elementaire torsietheorie aangenomen dat de
vorm van de dwarsdoorsnede niet verandert. Deze veronderstelling is voor
balken van type 2 en 3 (zie fig. 1.1) echter slechts acceptabel als er een
voldoende groot aantal dwarsschotten is aangebracht.

Reeds in het begin van deze eeuw is = 0.a. door von Bach - onderzoek
verricht naar het gedrag van dunwandige balken. Op dit gebied bestaat dan
ook een uitoebreide literatuur. Wij zullen niet trachten hiervan een over-
zicht te geven, maar verwijzen daarvoor naar Kollbrunner !“. Naar onze me-
ning verdient het werk van Vlasov |2| echter bijzondere aandacht. Van de
ideedn en werkwijzen uit |[2] zal in dit proefschrift herhaaldelijk gebruik

worden gemaakt.

In de literatuur op het gebied van de lineaire elasticitejtsleer wordt
vaak het principe van de minimale potentié&le energie centraal éesteld. Ge~
woonlijk wordt daarbij voor de potenti&le energie een uitdrukking geponeerd
waarin reeds - al dan niet expliciet aangegeven - verwachtingen omtrent het
verloop der spanningen verdiskonteerd zijn. Het is niet altijd duidelijk hoe
die uitdrukkingen tot stand zijn gekomen en welke veronderstellingen eraan
ten grondslag liggen.

0ok in dit proefschrift zal bij de afleiding der theorieé€n steeds dit
energieprincipe aehanteerd worden. In tegenstelling met de cerder genoemde
werkwi jze zullen wij daarbij echter de uitdrukkina voor de potentigéle ener~
faie niet poneren maar met behulp van het energieprincipe volgens Reissner
afleiden uit expliciet geformulieerde veronderstellinaen over het verplaat-
sings- en spanningsveld. Het voordeel hiervan is dat - min of meer cevoels-
matige of op ervaring berustende - verwachtingen omtrent het verloop der
spanningen en het verloop der verplaatsingen op eenvoudige en systematische
wijze in rekening gebracht kunnen worden. Naar onze mening is deze werkwijze
daarom ook uitermate geschikt om theorieén te ontwikkelen voor situaties die
wezenlijk gekompliceerder zijn dan die welke hier ter sprake komen.

Er zijn een aantal redenen om het principe van de minimale potentiéle

energie centraal te stellen. De meest belangrijke zijn :

- op deze wijze kunnen de berekeningen overzichtelijk en systematisch wor~
den opgezet; dit voordeel kan ten volle worden uitgebuit door gebruik te

maken van matrixnotatie.
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~ de relevante resultanten van de belasting op het beschouwde konstruktie-
onderdeel! volgen direkt uit de berekeningen.

- de randkondities in de krachtgrootheden en het verband tussen de snede-
(kracht)grootheden en de verplaatsingsgrootheden kunnen eenvoudig afge-
leid worden.

- deze opzet der berekeningen biedt de mogelijkheid om verschillende theo-
rieén voor eenzelfde konstruktie-onderdeel met elkaar te vergelijken door
de bij die theorieén behorende uitdrukkingen voor de potenti&le energie
met elkaar te vergelijken. Hierdoor wordt het mogelijk om uitspraken te
doen van het type : ‘In een dergelijke situatie zullen de theorie&n tot
nagenoeg dezelfde resultaten leiden''. Hiervan zal met name in hoofdstuk
3 gebruik gemaakt worden.

- deze aanpak is uitermate geschikt om benaderingsmethoden te ontwikkelen
die zich goed lenen voor verwerking met een digitale rekenautomaat. Ook
dit voordeel kan in niet onbelangrijke mate vergroot worden door gebruik

te maken van matrixnotatie.

In dit proefschrift worden enige theorieé&n voor dunwandige balken be-
sproken. Hoofdstuk 3 bevat een modifikatie van de theorie volgens Vlasov
voor het statische en dynamische gedrag van balken van type 1. De modifi~-
katie betreft de invioed van de afschuiving van het middenviak en van de
dwarsdoorsnede bij torsie en buiging. Nagegzan wordt onder welke omstandig~
heden deze deformatie buiten beschouwing gelaten mag worden. De hypothesen
van Vlasov over de vormvastheid van de doorsnede en over het patroon der
welving blijven gehandhaafd.

In hoofdstuk & komen enige theorie&n ter sprake voor dunwandige, ci-
tindrische balken met willekeurige dwarsdoorsnede, dus voor balken van type
1, 2 en 3. In overeenstemming met Viasov {2‘ wordt de cilindrische balk door
het aanbrengen van denkbeelidige sneden langs beschrijvenden verdeeld in een
aantal rechthoekige platen, strippen genaamd. Over het verloop van de span-
ningen en de verplaatsingen in omtreksrichtina van een dergelijke strip
worden veronderstellingen geponeerd, die enigszins afwijken van de veronder-
stellingen uit |2]. Met de eis dat de verplaatsingen op de verbindingslijnen
der strippen kontinu zijn kan het verloop van de verplaatsingen in een wille-
keuriage dwarsdoorsnede worden uitgedrukt in een beperkt aantal! onbekende
funkties. Voor deze funkties zal een stelsel lineaire differentiaalvergelij~
kingen worden opgesteld, dat vrijwel steeds zo omvangrijk is dat het ondoen-

lijk is om de exakte oplossing ervan te bepalen. Daarom zal aandacht worden
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besteed aan een benaderingsmethode, die berust op technieken uit de eindige

elementenmethode en uitmondt in de ontwikkeling van een kokerelement.

Dit element zal enige overeenkomst vertonen met het klassieke balkele-
ment. Het aantal vrijheidsgraden in de eindvlakken ervan is echter (veel)
aroter dan bij het klassieke element omdat in hoofdstuk 4 deformatiemo-
gelijkheden in rekening worden gebracht die in de klassieke balkentheorie
niet kunnen optreden. Het voordeel van het kokerelement ten opzichte van
""gewone'' plaatelementen is dat het aantal vrijheidsgraden van een in ele-
menten verdeelde balk bij een verdeling in kokerelementen (veel) kieiner
kan zijn dan bij een verdeling in plaatelementen.

' In hoofdstuk 5 komt de opbouw ter sprake van de rekenprogramma's voor
de numerieke verwerkfng van de theorie&n uit hoofdstuk 4. Bovendien worden
eniage betrekkelijk eenvoudige toepassingen van deze programma's besproken
en worden de resultaten vergeieken met analytische en/of experimentele re-
suitaten uit de literatuur.

in het laatste hoofdstuk worden de huidige toepassingsmogelijkheden en
enige mogelijke uitbreidingen en verfijningen van de theorieén en rekenpro-

gramma's uit de hoofdstukken 3, 4 en 5 geschetst.

Literatuur bij hoofdstuk 1

]1‘ Kollbrunner, C.F., Basler, K. : Torsion, Springer-VYerlag, Berlin, 1966

|2} Viasov, V.Z. : Thin-walled elastic beams. Israel Program for Scientific

Translations, Jerusalem, 1961.



HOOFDSTUK 2

Enige definities en afspraken

De analyses in dit proefschrift hebben betrekking op dunwandige, cilin-
drische balken met konstante dwarsdoorsnede. De refevante materiaaleigen=
schappen, te weten de elasticiteitsmoduius (E), de konstante van Poisson (u)
en de soortelijke massa (sm) worden konstant verondersteld.

De meetkundige plaats van de zwaartepunten der dwarsdoorsneden wordt as
of batkas genoemd.] De cilinder waarvan de as evenwijdig is met de balkas
en die de wand van de balk "'door midden' deelt wordt het middenvlak van de
balk genoemd. De profieilijn is de snijlijn van het middenvliak met een viak
loodrecht op de as. Bi] de berekeningen wordt steeds verondersteld dat de
eindvliakken van de balk platte vlakken zijn loodrecht op de as.

De x-as van het te hanteren rechtsdraaiende Lartesische koSrdinatensys-
teem X,y,z is evenwijdig met de as. De oorsprong ligt in een der eindviak-
ken en de positieve richting van de x-koBrdinaat is zodanig dat de eindvlak~
ken van de balk zullen korresponderen met x=0 en x=L, waarbi] £ de lengte
is (zie fig. 2.1). De y- en z-as kunnen-binnen het kader van de genoemde be-

perkingen ~ willekeuriag gekozen worden.

‘Z

11
. 7 ]

Fig. 8.1 Balk met kobrdinatensystemen

profiellijn

1)

Met doorsnede en dwarsdoorsnede wordt in het vervolg steeds een doorsnede
‘{oodrecht op de balkas bedoeld.



Voor de beschrijving van het verloop der verplaatsingen en spanningen
in een dwarsdoorsnede zullen wij gebruik maken van het rechtsdraaiende,
orthogonale kromlijnige koSrdinatensysteem x,s,r(zie fig. Z.I).vDaarbij is
s de boogko8rdinaat, gemeten langs de profiellijn, terwijl r n absotute
waarde gelijk is aan de afstand tot het middenviak. De cilinder r=+%, res-
pektievelijk r=-%-wordt het buitenoppervlak, respektievelijk binnenopper-
viak van de balk genoemd. Voor het middenviak zal uiteraard gelden : r=0.
Geven wij de y- en z-koSrdinaat van een punt van het middenviak aan met Yg

en z, dan kan de vergelijking van dit vlak gegeven worden door yn=yu(5) en

0
=z.(s).

zy=2,(s)

De verplaatsingen van een willekeurig punt in x,y en z-richting,

respektievelijk in x,s en r-richting worden aangeduid met Lx, u_ en Gz,

respektievelijk ax, as en Gr’ Als het betreffende punt een puntyis van
het middenviak zullen deze verplaatsingen worden aangeduid met Uys uy en
u,, respektievel.jk u, ugenu (zie fig. 2.2). Voor de benaming der
spanningen worden de gebruikelijke afspraken gevolgd. Als de spanningen
betrekking hebben op een willekeurig, niet in het middenvlak gelegen punt
worden de betreffende symbolen weer voorzien van  (zie fig. 2.3). Zo zal
bijvoorbeeld voor de axiale normaalspanning in het middenvlak gelden :

ox(x,s) = cx(x,s,r=0).

A G
Tsr
k¢ o
LIE &

% .

X L
~
X
Fig. 2.2 De verplaatsingen Pig. 2.3 De spanningen

De belasting van de balk kan bestaan uit voorgeschreven spanningen

a T en T
x1?

xs1 L eindvlak 1 (x=0) en/of voorgeschreven spanningen 920

T en 1
X

52 in eindvliak 2 {x=¢). Bovendien kan de balk belast worden door

r2

'
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krachten per opperviakte-eenheid: q, in x-richting, q, in s-richting en q,

in r-richting (zie fig. 2.4). Tenzij anders vermeld wordt steeds veronder-

steld dat deze krachten aangrijpen in het middenviak r=0 van de balk. Een

eventuele gekoncentreerde belasting, bijvoorbeeld door een puntkracht, kan

op de gebruikelijke wijze in rekening worden gebracht.

qrt

x4 Trt 9 Txr2
x g 71’%( s2
1 %2

Fig. 2.4 De belasting van de balk

Voor het representeren van de berekeningen en de resultaten van de af-

leidingen wordt intensief aebruik gemaakt van matrixnotatie. Daarbij worden

de volgende afspraken gehanteerd

een matrix wordt vrijwel steeds aangegeven met een hoofdletter, eventueel
gevolgd door een of meer indices.

als A een matrix is met n rijen en m kolommen dan zeggen wij dat A van orde
(nem) is.

de komponent in rij r, kolom k van een matrix A wordt aangeduid met A[r,k].
een vektor moet steeds opgevat worden als een kolomvektor., Een vektor met

n komponenten is equivalent met een matrix van orde (n#l1).

een vektor wordt steeds aangegeven met een kleine letter, eventueel ge-
volgd door een of meer indices.

de iEE komponent van een vektor v wordt aangeduid met v[i].

transponeren van matrices en vektoren wordt aangegeven met , dus

ALr K = ALk.r]-

. . -1 -1
inverteren van een matrix wordt aangegeven met , dus A

.A=1; hierin-is
| de eenheidsdiagonaalmatrix.
matrices en vektoren, waarvan de komponenten een funktie zijn van de axiale

kodrdinaat x, worden voorzien van het symbool ~, dus A = A(x).

Het aantal symbolen in dit proefschrift is erg groot. Wij beperken



ons tot een lijstje van de meest voorkomende en belanarijkste arootheden

die in het voorgaande nog niet genoemd zijn en die bij de afleidingen een

meer dan plaatselijke rol spelen.

v

]

: potentiéle energle

elastische energie

potentiéle energie ten gevolge van de traagheidskrachten

potentiéle energie ten gevolge van de belasting

: verplaatsingsvektor waarin alle relevante verplaatsings-

grootheden van een snede, een element of een gehele balk

zijn opgeborgen.

krachtvektor waarin alle relevante krachtgrootheden van

een snede, een element of een aehele batk zijn opgeborgen.

spanningsvektor

: stijfheidsmatrix

: massamatrix

Deze symbolen kunnen van een of meer indices voorzien zijn. Tenzij anders

vermeld hebben deze indices de volgende betekenis :

b

: benadering (alleen in hoofdstuk 3)

kinematisch konsistent (alleen voor krachtvektoren)

: element

: theorie voor lange kokers (alleen in hoofdstuk 4}

strip of rechthoekige plaat (alleen in hoofdstuk 4)

Viasov-theorie

Ter wille van de overzichtelijkheid en de beknoptheid van de aflei-

dingen in de hoofdstukken 3 en 4 worden in die hoofdstukken alleen de

werkwijze en de (formele) resultaten gegeven. Voor de verdere uitwerking

en voor tussenresultaten werdt steeds verwezen naar de appendices A tot

en met E.
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 HOOFDSTUK 3

Dunwandige, cilindrische balken met open dwarsdoorsnede

3.1 Inleiding

Bij de analyse van dunwandige balken met open dwarsdoorsnede kan ge-
bruik gemaakt worden van de buigingstheorie volgens Bernoulii-Navier en de
torsietheorie, die is gebaseerd op de oplossing volgens de Saint-Venant voor
een balk met smalle rechthoekige dwarsdoorsnede. Beide theorieén zijn een-
dimensionaal van karakter.

In deze elementaire torsietheorie wordt uitgegaan van de hypothesen dat
de profiellijn bij belasting niet van vorm verandert, dat er geen axiale
normaalspanningen optreden (géén welvingsverhindering) en dat de schuifspan-
ningen in het middenvlak gelijk zijn aan nul. Het gebruiksgebied van deze
theorie is beperkt en voor de onderhavige konstruktie-elementen zijn daarom
vele andere eendimensionale theorie&n voorgesteld waarin éé&n of meer van de
veronderstellingen uit de elementaire theorie worden verworpen.

Bornscheuer |1], Jagn {2}, Kollbrunner-Hajdin [3] en Vlasov [&4] brengen
het effekt van een eventuele welvingsverhindering in rekening. Axiale nor~
maalspanningen en schuifspanningen in het middenviak (de z.g. extra schuif-
spanningen) spelen in hun beschouwingen een belangrijke rol. Z1j handhaven
de hypothese dat de profiellijn niet van vorm verandert en verondersteilen
dat de invloed van de extra schuifspanningen op de totale deformatie verwaar-
loosbaar is. Heilig |5| en Roik-Sedlacek |6! tonen aan dat deze veronderstel~
ling voor de gebruikelijke profielen gehanteerd mag worden als de balk niet
al te kort is. )

Kollbrunner-Hajdin |7| en Sedlacek [B8] hebben een methode aangegeven
waarmee niet alleen de welving van de dwarsdoorsnede maar ook een zekere ver-
vorming van de profiellijn in rekening kan worden gebracht. Qok zij nemen
daarbij aan dat de vervorming ten gevolge van de extra schuifspanningen ver~
waarloosbaar is.

De genoemde auteurs maken in de hier vermelde publikaties betrekketijk
weinig gebruik van de bes taande energieprincipes; hoogstens passen zij het

principe van de virtuele arbeid toe om na te gaan welke resultanten van een
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voorgeschreven belasting van belang zijn bij een aangenomen verplaatsingsveld.

In dit hoofdstuk zullen wij, uitgaande van hypothesen over het verloop
van de verplaatsingen en de spanningen als funktie van de koSrdinaten in de
dwarsdoorsnede, met behulp van het energieprincipe volgens Reissner een uit-
drukking afleiden voor de potenti&le energie, Op die uitdrukking zullen wij
ons steeds baseren bij de analyse van het statische zowel als het dynamische
gedrag van dunwandige, cilindrische balken met open dwarsdoorsnede.

De hypothesen over de spanningen en verplaatsingen komen in hoofdzaak
overeen met die volgens Vlasov (h[. In tegenstelling tot Vlasov nemen wij
ﬁiet a priori aan dat de afschuiving van het middenviak en van de dwars~
doorsnede gelijk zijn aan nul. Dit heeft tot gevolg dat buiging en torsie
in de af te leiden theorie niet eenvoudig ontkoppeld kunnen worden. Wij
zullen een tweetal vereenvoudigingen van de theorie beschouwen én nagaan
wanneer die toegepast mogen worden.

Bij de berekeningen volgen wij de in de methode der eindige elementen
gebruikelijke werkwijzen, zodat wij ons primair zullen richten op het bepalen
van de stijfheidsmatrices, de massamatrices en de z.g. kinematisch konsisten-
te krachtvektoren, Meer dan in |h! zullen wij daarbij aandacht besteden aan

methoden om spanningen te berekenen uit de verplaatsingen. .

3.2 De potentidle energie
3.2.1 Inleiding

{n de lineaire driedimensionale elasticiteitstheorie kan voor de poten-
ti&le energie een uitdrukking V3 worden afgeleid waarin alleen verplaatsings-
funkties en voorgeschreven belastinggrootheden optreden.

De veronderstellingen, die in het kader van een theorie worden gemaakt
over het verplaatsingsveld resulteren veelal in een veld dat é&&n- of twee-
dimensionaal van karakter is, d.w.z. een veld waarin de onbekende funkties
die dat veld beschrijven, nog slechts afhangen van éé&n, respektievelijk twee

onafhankelijke (geometrische) koGrdinaten.

Substitutie van een dergelijk veld in V3 levert soms geen bruikbare
vitdrukking voor de potenti&le energie. Visser |10§ geeft hiervan een
treffende illustratie; hij laat zien dat de stijfheid van een trekstaaf
wordt overschat met 50% als de gebruikelijke hypothese (alleen verplaat-
singen in axiale richting) wordt gehanteerd. Deze afwijking wordt veroor-
zaakt doordat bij de afleiding van V3 gebruik wordt gemaakt van de wet van

Hooke terwijl die wet, toegepast op het aangenomen verplaatsingsveld, resul-
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teert in een spanningsveld dat niet overeenstemt met het te verwachten veld.

Bij een één~ of tweedimensionaal verplaatsingsveld kan een bruikbare
relatie voor de potentiéle energie worden bepaald door bij de afleiding een
aangepaste versie van de wet van Hooke te hanteren of door, in overeenstem-
ming met |10}, een werkwijze te volgen waarin zowel hypothesen over de span-
ningen ais over de verplaatsingen verdiskonteerd kunnen worden. Wij passen
de laatste methode toe en maken gebruik van het energieprincipe volgens

Reissner.

Dit principe is gebaseerd op een door Hellinger geformuleerde energie-
uitdrukking H (zie bijv. Langhaar |9| en Visser [10]):

H=-T+C+U +P +P (3.2.1)
k c r

Hierin hangt T alleen af van spanningsgrootheden terwijl C zowel van span-
nings- als van verplaatsingsgrootheden afhangt. Uk’ Pr en Pc representeren
de bijdragen van respektievelijk de traagheidskrachten, de voorgeschreven
belasting in de eindviakken en de voorgeschreven belasting op het cilindri-
sche opperviak van de balk. Geven wi] de interessante spannings- en verplaat-
singsgrootheden symbalisch aan met o, respektievelijk v, dan kan ~ in symbo-
lische vorm - geschreven worden: T = TI'{s?), C = C(a,v), U = Uk(V,v),

Pc = Pc(oo,v) en Pr = Pr(oo,v) waarbij © aangeeft dat de betreffende groot~
heid een voorgeschreven waarde heeft.

Volgens Reissner is de variatie van H gelijk aan nul voor elke toelaat~-
bare variatie van o en v. Variéren van g levert de konstitutieve vergelij~
kingen o=o(v), die beschouwd kunnen worden als de aan de veronderstellingen
over het spannings- en verplaatsingsveld aangepaste versie van de wet van
Hooke. Deze vergelijkingen worden gebruikt om de spanningsgrootheden o te
eltmineren uit (3.2.1), waardoor een uitdrukking ontstaat die alleen af-
hangt van de verplaatsingsgrootheden v en de voorgeschreven belasting a°

en die dus geTnterpreteerd kan worden als een relatie voor de potentiéle

energie V
V=U+U +FP +P (3.2.2)
U is de elastische energie, die - in symbolische vorm - is gedefinieerd door:
U(v2) = -1 (s2(v)) + € (olv),v) (3.2.3)

Met het principe van Reissner volgt dat de variatie van V gelijk is aan
nul voor iedere kinematisch toelaatbare variatie van de verplaatsingsgroothe~

den. Voor ons geval kan bovendien worden aangetoond dat de tweede variatie
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van V positief definiet is. Deze beweringen tesamen vormen het principe van
de minimale potenti&le energie.

Uitgaande van veronderstellingen over het verplaatsings- en het span~
ningsveld zullen wij in dit deelhoofdstuk achtereenvolgens de termen U, Uk’
Pc en Pr bepalen en uitdrukken in de voorgeschreven belasting en een aantal

onbekende verplaatsingsfunkties.

3.2.2 Het verplaateingsveld en het spanningsveld

De door Vlasov Eh] geponeerde hypothesen over de verplaatsingen resul-
teren in een é&ndimensionaal veld waarin de afhankelijkheid van de kodrdi-
naten s en r in de dwarsdoorsnede bekend is. Deze verondersteélingen zijn :

- de verpiaatsingen U;, E; en Er van een willekeurig punt (x,s,r) van de
balk kunnen met de Love-Kirchhoff hypothesen worden uitgedrukt in de
verplaatsingen van punten van het middenvlak.

- de verplaatsingen U u o enu van punten'van het middenvlak zijn te
schrijven als de som van een aantal produkten van een bekende funktie
van de boogko&rdinaat s en een onbekende funktie van de axiale koGrdi-

naat x en de tijd t,

Het verband tussen de verplaatsingen u, enu enerzijds en de boog-
kobrdinaat s anderzijds wordt bepaald door de hypothese dat de profiellijn
bij belasting niet van vorm verandert. Hierdoor kunnen uS en u in een wil~

tekeurige doorsnede x worden uitgedrukt in de verplaatsingen u_, en u, in

yd d
y=, respektievelijk z-richting van een willekeurig punt D van die doorsnede

en de hoekverdraaiing ¢, van die doorsnede om de x-as. Kiezen wij de kobr-

dinaten Yq €N 24 Vvan D onafhankelijk van x dan geldt (fig. 3.1):

d
dy dz

u (x,5,t) = + 329 .uyd(x,t) + EEE .uzd(x,t) + o(S).¢X(x,t) (3.2.4)
dz0 dy0
ur(x,s,t) = -7 .uyd(x,t) S .uzd(x,t) + g(s).¢x(x,t) (3.2.5)

waarbij p(s) en g(s) zijn gedefinieard door:

dz0 dyO

pls) = I {yO(S) <y T {zO(S) -z . (3.2.6)
dY0 dz0

g(s) =977 {y (s} =y} + 57 {2 (s) -z} : (3.2.7}

De totale axiale verplaatsing u, van punten van het middenviak wordt

als funktie van s bepaald uit de veronderstelling dat ux(x,s;t) gelijk is
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aan de som van een axiale verplaatsing uxo(x,t)-yo(s).¢z(x,t)+zo(s).¢y(x,t)
ten gevolge van een beweging van doorsnede x als star vlak en een axiale
verplaatsing w(s).B(x,t) ten gevolge van de welving van die doorsnede.
Evenals Vlasav nmemen wij aan dat het patroon van de welving, w, gelijk zal

zijn aan het patroon volgens de elementaire tarsietheorie, zodat zal gelden:
pls) = %‘:— (3.2.8)
Onze veraonderstellling over de axiale verplaatsing luidt dus (zie fig. 3.1):
ux(x,s,t) = uxo(x,t) - yo(s).q;z(x,t) + zo(s).q)y(x,t) + wis).plx,t)
(3.2.9)

Naast de genocemde hypothesen neemt Vlasav nog aan dat de afschuiving

van het middenviak en van de dwarsdoorsnede gelijk zijn aan nul. Wij zu)len

hiervan echter geen oacbruik maken.

z
A . u
-~ .
LS 4+ \ — profiellijn
\\\ .
M
2,(8) ‘ (:
‘!’Z“ /9/ \ i
E 3
%
1.2 L] -
Uxp T Y
o Yo(s)

Fig. 3.1 De interessante verplaatsingsgrootheden in een dwarsdoorsmede.

Bergen wij de onafhankelijke verplaatsingsfunkties Yo uyd' g ¢x,
¢Y, ¢Z en B op in de verplaatsingsvektor V:

\!l(x,t)=[ o . b s e] (3.2.10)

Yxo Llyd z zd Y X
en definiéren wij de matrix A doar:

A(s) = [ 1 0 -y 0 z 0 w {3.2.11)

(s} (s}
dy dz
(=] Q
0 T 0 rre 0 o 0
dz dy
Q Q
i ° & b 90
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dan kunnen wij schrijven:
u = A(s).¥(x,t) (3.2.12)

u
s

u “(x,s,t)

Met de Love-Kirchhoff hypothesen kan het verband tussen de'verplaatsin-
gen van een niet in het middenvliak gelegen punt en de verplaatsingen van
punten van het middenvliak worden bepaald. Als R de kromtestraal van de pro-
fiellijn is dan volgt:

- du

u =|u, ol ‘ (3.2.13)
as R

u xys,rat) ju (x,s,t) 0 {x,s,t)

Bij de geponeerde veronderstellingen over het verplaatsingsveld behoort
een rekveld, waarin alleen de axiale rek E; en de afschuiving ?;S ongelijk

zijn aan nul. Er geldt:

du
T = X = -
EX(X,S,F,t) o €, T Mgy (3.2.14)
3u 3u
— _ R x s _ R - r
Vo usart) == s = = (- 2+ Pary ) (3.2.15)
waarbij:
aux 82ur
ex(x,s,t) =5 ; Eb(X,S,t) = 5 (3.2.16)
aux Bus 3¢x
ym(x.sst) =50 Yt YS(X;S,t) =5 (3.2.17)

Bij de afleiding van de uitdrukking voor de elastische energie U via
het principe van Reissner hanteren wij de in de klassieke plaat- en scha-

lentheorie gebruikelijke hypothesen over het spanningsveld. Volgens die

hypothesen zijn o , T en 1__ gelijk aan nul en zijn 0 en T_' lineair in
r’ oxr sr X XS

r. Hoewel de rek in omtreksrichting, Er gelijk is aan nul! nemen wij aan
H
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dat ook de normaalspanning in die richting, ES, overal nul gesteld mag wor-
den.

Voor de van nul verschillende spanningen 3; en ;;s kunnen wij op grond
van het bovenstaande dus noteren:

] =1 2.

; , 00 | lxs,t) (3.2.18)

- r
Tl (xo55rst) 0 0 12y
waarbij de spanningsvektor § = 5(x,s,t) is gedefinieerd door:

Y
o(x,s,t) = [cx o T r%] (3.2.19)

De fysische betekenis van de spanningsgrootheden O » Ops Toen T, is triviaal.

b,
3.2.3 De elastische energie

Door substitutie van het aangenomen verplaatsings- en spanningsveld in

de relaties voor I en C (zie bijv. |9] en |10]) volgt:

h
13 7 _ B
02 1, 2
r= $E + 2.0 + 2 dr.ds.dx (3.2.20)
3 G R
x=0 S r=-h
c2
h
L 2
- - - - r
c __/ _/_/ h (O e * T ov,g) e (1 + R).druds.dx (3.2.21)
x=0 S r=—%
2
Met J.wordt hierbij integratie langs de gehele profiellijn aangeduid. Daar
S
G0 Tyg? Ex €M Yy bekende funkties van r zijn kan de integratie over de

wanddikte worden uitgevoerd. Dit levert:

L
Y
r=J f 15, 5.0(s).ds.dx (3.2.22)
x=0 S
L
_ M 329 39 o
¢ - ;f=0 _sf 5.0 2w w 2y 9).n(s).0s.ax (3.2.23)

met positief definiete matrix Fc'
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Omdat Uk’ Pr en Pc onafhankelijk zijn van G zal voor iedere toelaatbare
variatie van § gelden: &H = - 8T + §C = 0, waaruit voor & kan worden afge-

leid:

- 329 3 ‘
G = + . =+ W=+ WY 3.2,
O(X’S’t) *(FU FO) (wD 3X2 wE '™ wV V) (J 2 21")
Substitutie van dit resultaat in U= - T + C levert voor de elastische
- 25
energie een relatie waarin behaive ¢ en %% ook %;% voorkomt :
£ v Y
32¢  aw Y 329
= — vl. . S . 2.2
1] iil{; [m Y V] SDD SDE oV a—xy_' dx (3 5)
€p EE EV X
) S S v

Binnen het kader van de hypothesen over het verplaatsings- en spannings=
veld is deze uitdrukking voor U exakt. Voor een balk met ''voldoende zwakge-
kromde' profiellijn en ‘'voldoende kleine' wanddikte h is in |11] aangetoond
dat de termen met %;g verwaarloosbaar zijn ten opzichte van de overige ter~
men. Voorwaarde is daarbij dat de balk tenminste zo lang is dat berekeningen

met een ééndimensionale theorie zoals de onderhavige nog van enige praktische

betekenis kunnen zijn. Bovendien moetJ/;1+%)*f(s)ds voor iedere functie f(s)
S

voldoende nauwkeurig benaderd worden ddorvfrf(s)ds en moet bij de bereke-
ning van de bijdrage van Bx.gx in (3.2.21)Sde afschuiving van de dwarsdoor~
snede en van het middenvlak verwaarloosd mogen worden. De buigspanning I
(x,s) is dan overal gelijk aan nul. Het is uiteraard niet geoorloofd deze
afschuiving buiten beschouwing te laten bij de berekening van de bijdrage
van t__. ;xs tot C. Balken die aan de hier aangestipte eisen voldoen zullen

X5
wij dunwandig noemen.

Het heeft geen zin in de verdere berekeningen de termen met %;; in reke~
ning te brengen omdat door de veronderstellingen over het verplaatsingsveld
- en in het bizonder door de veronderstelling over het patroon van de welving=-
afwijkingen ten opzichte van de exakte oplossing worden geTntroduceerd waar-
van niet verwacht kan worden dat zij veel kleiner zijn dan de afwijkingen ten

gevolge van het weglaten van deze termen.
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Voor dunwandige balken wordt de elastische energie in deze benadering

gegeven door de direkt uit {3.2.25) af te leiden relatie

iv
= IR 39
Us=4% ;Z; [3; V] See v o dx (3.2.26)
S S ¢
vE vV

LR v .
S =_/ﬂ% W .(F +F) ].Wb.h(s).ds {a =€e,v; b =c¢€,v)
(3.2.27)

Bij de berekening ervan formeert zich een aantal integralen, die karak-

teristiek zijn voor de dwarsdoorsnede van de balk:

F =/h(s).ds ; J, %/hz(s).dF (3.2.28)

f

S F
S =J/ﬂa(s).dF (a = y,z,w) (3.2.29)
a
=_/a(5)-b(5)~dF {a = y,z,u; b =y,z,u) (3.2.30)
ab A
d db
Xab =~!ﬂ~§ S Te .dF (a = y,z,w; b=y,z,u) (3.2.31)

Hierin isJ/'F(s).h(s).ds aangegeven metJ/'f(s).dF-
S F

3.2.4 De potentiédle energie van de traagheidskrachten

De potentié&le energie van de traagheidskrachten, Uk’ wordt bepaald door

deze krachten op te vatten als voorgeschreven volumekrachten -sm.U , -5 .U
. X me-s

en -s 'Er in respektievelijk x-, s— en r-richting. Dan volgt:
m

h
f / / :
_ - S r
u, = h sm(ux.ux U eug ¥ ur.ur).(I + R).dr.ds.dx
=0 5 =g

(3.2.32)

en met de veronderstellingen over het verplaatsingsveld kan U,  worden uitge-

k
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. . m 90 3y :
drukt in de vektoren ¥V, VU, 3% 0 5% Vloor dunwandige baltken kan worden aange-
v v .. .
toond dat de termen met 5% N o verwaarloosbaar zijn ten opzichte van de

overige termen. Wordt, evenals bij de berekening van U, verondersteld dat bij

integratie over de profiellijn % ten opzichte van 1 verwaarloosd mag worden,

dan kunnen wij schrijven:

2
Y .
Uk=f v.Tm.v.dx, (3.2.33)
x=0

waarbij de matrix Tm bepaald is door:

Y A
T = . . .h, = AL .
n fsm A{s).A(s).h.ds fsm A.A.dF (3.2.34)
S F
Omdat de in de balk opgehoopte kinetische energie in deze benadering

Ly
gelijk is aan 3 V.T .¥.dx zullen wij T_ de specifieke massamatrix noemen.
m m
X=0

Bij de berekening ervan treedt naast de reeds geintroduceerde karakte-
ristieken van de dwarsdoorsnede nog een geometrische grootheid op, namelijk

het polaire opperviaktetraagheidsmoment ten opzichte van punt D:

Iy =_[ ty, - yd)F + (z - zd)z}.dF {(3.2.35)

3.2.5 De potentiéle energie van de belasting

Voor dunwandige balken mogen wij aannemen dat de verdeelde belasting
op het cilindrische opoerviak van de balk, §(x,s,t) = [qx q qr], aan-
grijpt in het middenvlak r = 0. De potentigle energie van deze belasting,

Pc’ is dan gelijk aan:

L
= - \
P. = u/F 1!” (qx.ux +g eu ¥ qr.ur).ds.dx (3.2.36}
Xa=0)
en kan in matrixnotatie worden geschreven als:
L
P _/—!A
¢ =" v.Fc-dx (3.2.37)
x=0

De krachtvektor fc = f {x,t), die is gedefinieerd door:

' ;
fc(x,t) =_S[A‘(s).a(x,s,t).ds, (3.2.38;
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. bevat alle relevante informatie over de verdeelde belasting in doorsnede x.

Duiden wij de komponenten ervan aan met kx’ ky, k ,m,m,m enb, dus:
x? Ty’ Tz

z

|4
fc(x,t) =[kx ky m kz my m b], (3.2.39)

dan blijkt bij uitwerken van (3.2.38) te gelden:

ko= f o (xs.0) a5 (3.2.40)
S
dy dz
o

ky< I(E—°q5 d—s—,qr) ds; m, = _’S‘yo.qx.ds (3.2.41)

dz dy
= 2 —2 H =
kz '!(ds 9 * 5T .qr) .ds; rny {zo.qx.ds (3.2.42)

3
i
W Sy

(p.qs + g.qr).ds ; b= fm(S)-qx«ds (3.2.43)
S

Daarbij zijn kx’ ky’ kZ enm, my, m krachten, respektievelijk momenten per
axiale lengte-eenheid; b is het (axiale) bimoment per axiale lengte-eenheid,

De potentigle energie van de belasting in de eindviakken x = 0 en x = 1
van de balk is gelijk aan:
£
P o= ~f(6' U+ 7 U+ T u).dF (3.2.44)
r x' X xs' s xr'r
F x=()
waarbij voor 0_, T__en - _ aan rand 1 (x=0) en aan rand 2 (x=R) O ., T en
_ X X5 xr_, x1 xs1

: en T elezen moet wi . i
%2’ ‘xs2 xr2 9 e et worden. In deze relatie

b
2 r
isffh el (1 +—R~).dr.d5 aangegeven metf[...dF.
S
2

Trt? respektieveli jk El

T s mmn

Bij de bepaling van de bijdrage van 5 . GX wordt de afschuiving van
X
de dwarsdoorsnede en van het middenviak gelijk gesteld aan nul. De reden

hiervan is gelegen in de verwaarlozingen die zijn ingevoerd bij de bereke-

ning van de bijdrage van de term ;x'gx in (3.2.21). Dan geldt dus:

- - - dv, dz
cou, =0 . lu o+ (zO + r.E—S—).r:wy -(yo - r.E;—).q>Z + (w+r.g) .8}

(3.2.45)

Substitutie van dit resultaat en van de veronderstellingen over US en

Ur in (3.2.484) levert dat de bijdrage tot Pr van de voorgeschreven spannin-
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gen voor elk der eindvlakken wordt bepaald door een zevental resultanten. Voor

de spanningen in een willekeurige doorsnede x=x, geldt een overeenkomstige be-

1

wering. Bepalen wi]j namenlijk de potentié&le energie van een afgesneden deel

0 € x € x, van de balk dan blijkt dat van de spanningen © , ;'-xs en T in door-
x Xxr

snede x=x, slechts de volgende karakteristieken van belang zijn:

K, =-'[ o .dF : (3.2.46)
dy dz dz
0 = 0 = -
- _o° F; - - - r=2.7
Ky -!.(ds XS s Txr) dfs ", ’!.(Yo "Ts ) X dF
(3.2.47)
dz dy dy
= _°7 27 = A
KZ-_!:(S Te T T }.dF; MY T!.(z +rds) xdF
(3.2.48)

(3.2.49)

Kx’ Ky en K zijn de resulterende krachten in x-, y- en z-richting, Mx’ M
z

en Mz zijn de resulterende momenten om de x-, y- en z-as en B is het resul-

terende axiale bimoment. Deze krachtgrootheden bergen wij op in de krachtvek-

tor f(x,t), die gedefinieerd is door:

!

= K M K M M : .2.50

fa) =ik om0 (3.2.50)

De krachtvektoren f] en fz van de eindvlakken x=0 en x=f kunnen nu wor-
den bepaald door in (3.2.46)...(3.2.50) 5, T__ en 1__ te vervangen door g _,,

_ _ _ . x’_ xs xr x1
Tesl N Tyrt? respektievelijk 92" Txsz2 " Tyrat Wordt bovendien nog gesteld:
v, = 9{x=0) ;0 v, = V{x=1) (3.2.51)

1 2

dan volgt dat wij voor F‘r ook kunnen schrijven:

\)
P =~ v, .f, + v .f (3.2.52})

3.2.6 De totale potentiile energie

Substitutie van U volgens (3.2.26}, Uk volgens (3.2.33), F‘c volgens
(3.2.37) en P_ volgens (3.2.52) in (3.2.2) levert voor de potentié&le energie:
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w ! 3V ! PO S
= 1 2 i -
V=t {[Bx V] Se€ EV ax FVT s vf }.dx *
x=0
s S -
ve vV v
'f 'f :
voofy + vy, (3.2.53)
. A
De komponenten van de matrices S , S , S =S , S en T_ hangen al-
€E ev’ Tve ev’ Twv m
leen af van de materiaaleigenschappen E, G en S, en de karakteristieken F,
Sa’ lab’ Xab’ JS en ld (a,b = y,z,w) van de dwarsdoorsnede, Een aantal van
deze karakteristieken, te weten Sa, 'ab’ Xab en ld zijn afhankelijk van de

ligging van de kodrdinatensystemen. Door een geschikte keuze kunnen de ge-
noerde matrices aanzienlijk vereenvoudigd worden, Als wij de y~ en z-as laten
samenvallen met de centrale hoofdtraagheidsassen (Sy = SZ = 0; Iyz = 0), de
oorsprong M van de s-koSrdinaat in een z.g. hoofdoorsprong kiezen (Sm = 0)

en voor D het dwarskrachtenmiddelpunt volgens Trefftz nemen (1 v = lzm = 0),
dan nemen SEE, Sav’ SVC, SVV en Tm de in appendix A en B gegeven vorm aan.

In [12] is een programma gepresenteerd om bij gegeven geometrie van de
dwarsdoorsnede de interessante karakteristieken te berekenen, zowel voor
een willekeurig kodrdinatensysteem als voor het hiervoor geTntroduceerde

hoofdkoSrdinatensysteem.
3.3 De differenttaalvergelijkingen en de randkondities

Met het principe van de minimale potenti&le energie volgt uit (3.2.53)
een stelsel inhomogene partiéle differentiaalvergelijkingen met randkondi-
ties in de komponenten van v(x,t). Volgens dit principe is de variatie van
V gelijk aan nul voor alle kinematisch toelaatbare variaties van ¥; hierbij
moeten traagheidskrachten beschouwd worden als voorgeschreven belasting-

grootheden., Wij vinden:

32y v o s _ = '
Seemnz * (Soy ~ Sy T Sy T TV e fL (3.3.1)

In elk der eindvlakken zullen zeven kracht- en/of verplaatsingsgroot-
heden zijn voorgeschreven met dien verstande dat als een komponent van de
krachtvektor (verplaatsingsvektor) van een eindviak een voorgeschreven waar-
de bezit de overeenkomstige komponent van de verplaatsingsvektor (krachtvek-

tor) van dat vlak géén voorgeschreven waarde zal bezitten.
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Door variaties van vyen v, te beschouwen kan het verband tussen de

randkrachten en de vektor ¥V worden afgeleid. Dit levert:

Ny S

] e e v voor x=0 en alle t (3.3.2)

<t

f, =95 N + S

2 e X v voor x={ en alle t. (3.3.3)

<

De werkelijke randkondities voor een specifiek probleem kunnen worden be-
paald door van het stelsel vergelijkingen, gevormd door {3.3.2), (3.3.3) en

v, = V(x=0,t) H v, = {x=1,t), (3.3.4)

alleen die vergelijkingen te beschouwen waarvan de grootheid in het linkerlid
een voorgeschreven waarde heeft. Dit levert in totaal veertien kondities op.
Wij zullen in het vervolg zowel (3.3.2) en (3.3.3) als (3.3.4) randkonditjes

noemen.

Op de gebruikelijke wijze kan worden aangetoond dat de krachtvektor
f(x,t) voldoet aan:

o
<3

fix,t) = Seersx * StV voor 0 < x < & en alle t, (3.3.5)
zodat wij in plaats van (3.3.2) en (3.3.3) ook kunnen schrijven:
fyo= flx=0,0) 5 f, = flx=t,t) : (3.3.6)
|
Door de struktuur van SES, Ssv’ Sv< = ch’ va en Tm valt het stelsel

vergelijkingen voor de komponenten van V(x,t) uiteen in een stelsel van één
differentiaalvergelijking met twee randkondities voor de axiale verplaatsing
u ., en een stelsel van zes differentiaalvergelijkingen met twaalf randkon-

dities waarin de verplaatsingsfunkties u ¢Z en 8 gekoppeld

y U s ¢, [ 3
yd zd X y
voorkomen. Om dit duidelijk tot uitdrukking te brengen schrijven wij de dif-
ferentiaalvergelijkingen (3.3.1) in gewijzigde vorm neer:

t

EF.u - s .F.i = -k (3.3.7)
X0 m XQ X

i [ x ( 8)
Elyy.@Z + GX uyd ¢Z sm |yy.«z = mZ 3.3.

tt i
-EIZZ.¢Y uzd + Gy —lzz°$y -mY

i 1

—Elumg ¢x + B _iww g -b
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GJ 0 ] +GX]u q " ¢Z T s, F 0 ZdF - uyd = - ky
i 3
0 Y2d + ¢‘y 0 F -de zd kz
i1 13} é .
¢x ¢x + zdF -de ld £x m
(3.3.9)
1
Differenti&ren naar x is hier aangegeven met . De matrix X bevat de
geometrische karakteristieken X , Xyz""'xmm en is gedefinieerd door:
X ; X X X
X=Xy X Xy (3.3.10)
X X X
yz 2z zw
X X X
yw zZw )

Gaan wij op soortgelijke wijze te werk met de vergelijkingen (3.3.5)

voor de komponenten van f(x,t), dan vinden wij:

Kx = EF.u)"0 (3.3.11)
ERE N (3.3.12)
z yy ‘'z
My Elzz.¢y
B El .é
Lo ] L
Ky = GJS 01 + GX uyd - (bz (3_3_‘3)
KZ 0 ugt ¢y
[ M 6] b+ B

Uit (3.3.7)...(3.3.9) blijkt dat de differentiaalvergelijkingen alleen
dan homogeen zijn als het cilindrische oppervlak van de balk onbelast is,
dus als ;c(x,t) =0 voor 0 € x € % en alle t. Problemen waarvoor deze voor-
waarde vervuld is zullen wij homogeen noemen.

Vioor probliemen waarin traagheidskrachten geen rol speien, dus waarvoor
V(x,t) = 0 voor 0 € x € & en voor alle t, gaat (3.3.1) over in een stelsel
lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde; problemen van deze
soort zullen wij statisch noemen en het bijbehorende stelsel differentiaal~-

vergelijkingen zal worden aangeduid als het statische stelsel.
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3.4 FEen brutkbare benadering: de theorie volgens Viasov

3.4.1 Inleiding

Het bepalen van de algemene oplossing van dynamische, inhomogene proble-
men stuit in veel gevallen op grote moeilijkheden; voor problemen met een
statisch, homogeen karakter kan de oplossing echter betrekkelijk eenvoudig
worden aangegeven. Problemen van het eerstgencemde type zullendan ook veel-
al tot een oplossing worden gebracht door een benaderingsmethode - bijvoor-
beeld gebaseerd op werkwijzen uit de methode der eindige elementen - te han-

teren.

Het stelsel differentiaalvergelijkingen (3.3.1) is veel gekompliceerder

dan dat volgens Vlasov |h . Dit komt onder andere tot uitdrukking in het aan-
tal vergelijkingen; in de onderhavige theorie (waarin een zekere afschuiving
van het middenvlak en van de dwarsdoorsnede in rekening wordt gebracht)

treden zeven onafhankelijke differentiaalvergelijkingen op tegen vier

in de theorie uit 4|, Bovendien zijn deze vergelijkingen, in tegenstel~

ling met die volgens Vlasov, cok voor statische problemen gekoppeld.

Bekend is dat dé Viasov-theorie tot voldoende nauwkeurige resultaten
leidt als de geometrie van de balk = en in het bizonder de lengte & ervan -
aan zekere eisen voldoet. Het is daarom van belang om na te gaan onder welke
omstandigheden de verschillen tussen beide theorieé&n verwaarloosbaar zijn;
bij het onderzoek naar deze omstandigheden zullen wij ons hier beperken tot
statische, homogene problemen.

De algemene oplossing ¥(x}) voor problemen van dit type bevat veertien
integratiekonstanten. Met de randkondities (3.3.4) kunnen deze konstanten -
en dus ook de vektoren ¥(x) en ;(x) - worden uitgedrukt in de vektoren v

1

en v, van de eindvlakken. Vervolgens kan uit de randkondities (3.3.6) het

{(lineaire) verband worden bepaald tussen enerzijds de door f. en F2 gekarak-

1

teriseerde belasting in de eindvliakken en anderzijds de door vy en v, geka=~

rakteriseerde verplaatsingen van die viakken.

Voor statische, homogene problemen is de elastische energie U gelijk
aan ¥ LZ'FZ - 4 JI.F]; Door nadere analyse van de termen in deze uitdruk-
king kan worden onderzocht hoe groot de invioed van de afschuiving van het
middenvlak en van de dwarsdoorsnede op de totale deformatie is. Daaruit
resulteren eisen waaraan de geometrie van de balk moet voldoen opdat deze
invioced voor jedere willekeurige belasting in de eindvlakken verwaarloos-

baar klein zal zijn. Als aan die eisen voldaan is mag de afschuiving ver-
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waarloosd worden; de onderhavige theorie gaat dan over in de theorie vol-
gens Viasov [4].

Deze berekeningen over de inviced van de afschuiving zijn niet zonder
meer toepasbaar voor dynamische en/of inhomogene problemen; de voorwaarden
waaraan de geometrie van de balk dan moet voldoen kunnen afwijken van die
voor homogene, statische problemen. In overeenstemming met de gebruikelijke
werkwijze zullen wij aannemen dat ook vuor dynamische en inhomogene proble-
men de afschuiving van het middenvlak en van de dwarsdoorsnede verwaarioosd
mag worden als de geometrie van de balk voldoet aan de voorwaarden die zijn

afgeleid voor statische, homogene problemen.

3.4.2 De oplossing van de homogene statische differentiaalvergelijkingen
De oplossing van (3.3.1) voor homogene, statische problemen wordt - in
matrixnotatie - gegeven door:

V(x) = ﬁafx).a (3.4.1)

De vektor a bevat veertien integratiekonstanten. De komponenten van Sa zijn
lineaire kombinaties van de funkties 1, x, x%, x?, cosh(ax) en sinh(ax).
Hierin is & een karakteristieke grootheid die wordt bepaald door de geome~
trie van de dwarsdoorsnede en de materiasaleigenschappen (zie appendix A).
voigt uit (3.4.1) een stelsel lineaire

Met 9(x=0) = v_ en V(x=%) = v

1 2
vergelijkingen voor de integratiekonstanten. Om dit stelsel eenvoudig te
kunnen noteren bergen wij de komponenten van vy en v, op in de verplaatsings=
vektor Vs gedefinieerd als:

yi Y22 %yt B %k G?,]
(3.4.2)

De indices 1 en 2 hebben betrekking op rand x=0, respektievelijk x=8. Ter

verkorting van de notatie zijn Uo? Yyg &N U vervangen door respektieve-

o’ “yd zd

tijk s uy en u_.
Uit (3.4.1) en (3.4.2) voigt dat a moet voldoen aan:

v =D .a (3.4.3)

waarbi j Da een vierkante matrix is die direkt kan worden afgeleid uit Da(x=0)

en Da(x=£). Omdat V in een willekeurige snede x eenduidig uitgedrukt moet
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kunnen worden in de vektoren v, en v, van de eindviakken zal Da regulier zijn.

Voor de homogene, statische oplossing ¥(x) geldt derhalve:

o) =0 (0.0, v, (3.4.4)
Voor kleine en grote waarden van de parameter E = ;.R(voor E << 1 en

€ >> 1) treden moeilijkheden op bij het numeriek bepalen van Da‘1. Deze

kunnen worden opgelost door Da-] niet numeriek maar analytisch te bepalen

{zie appendix A). De uitdrukkingen voor de komponenten van Da~1 kunnen dan

in een vorm gebracht worden die zich wel goed leent voor numerieke bereke-

ningen. Zo kan voor e << 1 gebruik worden gemaakt van reeksontwikkelingen

voor die uitdrukkingen.

3.4.3 De homogene, atatische oplosging voor de krachtvekton

Voor homogene, statische problemen kan de krachtvektor f(*) met (3.3.11)

....(3.3.13) worden uitgedrukt in Vi
f(x) = Qa(x).ve ; (3.4.5)

In analogie met de verplaatsingsvektor Vg definiéren wij een krachtvektor

fe waarin de komponenten van -f1 en +f2 worden geranaschikt in een zodanige

\] \f
volgorde dat ve.fe 5 vzf2 - v]‘f‘; voor fe moet dan gesteld wo:den:
¢
fe=['Kx1 K 81 M Ko M R My K My Mg TR
"2 Bz] _ (3.4.6)

Met (3.4.5) volgt eenvoudig dat de komponenten van fe een lineaire kombinatie

zijn van de komponenten van Ve dus:

f =0Q .v (3.4.7)

De vierkante matrix Qa, die het verband legt tussen de krachtgrootheden
in de eindviakken van de balk en de verplaatsingen van die vlakken, wordt de
stijfheidsmatrix genoemd (zie ook appendix A). Op fysische gronden volgt dat
deze matrix symmetrisch en semi-positief definiet is.

De in de balk opgehoopte elastische energie U is gelijk aan de arbeid,
verricht door de belasting in de eindvlakken, dus:

U= v, ofy = 3 vy Fo= 4 v .f | (3.4.8)
V22 TN T T Ve e ' T
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zodat met (3.4.7) volgt:
Y
v .0_.v (3.4.9)

U=}
2 %" e

Omdat de verplaatsingsvektor ¥(x), waarop de berekening van F(x) is ge-
baseerd, voldoet aan de homogene statische differentiaalvergelijkingen kan
worden aangetoond dat dezelfde stijfheidsmatrix gevonden zal worden indien U
niet wordt hepaald on de hiervoor geschetste wijze, maar door substitutie

van (3.4.4) in (3.2.26).

3.4.4 Nadere beschouwing van de elastische energie

Voor de bestudering van de invloed van de afschuiving van het midden-
vlak en van de dwarsdoorsnede op de totale deformatie van de baltk schrijven
wij Qa als het verschil van een .tweetal matrices ﬁa en Q;, zodat voor de
elastische energie U geschreven kan worden:

\i \i
v v .Q7.v (3.4.10)

*
e a''e

=
(X =

e fa''e

Daarbij is ﬁa een semi-positief definiete matrix die qua struktuur overeen-
komt met de stijfheidsmatrix volgens de theorieén van Heilig |5! en Janssen
[13

schouwing gelaten; buiging en torsie kunnen dan eenvoudig ontkoppeld worden.

. In die theorieg&n wordt de afschuiving van de dwarsdoorsnede buiten be-

De komponenten van da hangen af van de lengte %, van de geometrische karakte-

ristieken F,1 ']zz'J5’|~~' van de materiaaleigenschappen E en G en van a.
De komponenten van Q; hangen bovendien nog af van de karakteristieken ny,
XyZ ........ me die de stijfheid tegen afschuiving bepalen, Voor nadere in-
formatie over ﬁa en Q; wordt verwezen naar 11! en naar appendix A,

In appendix A is plausibel gemaakt dat voor iedere verplaatsingsvektor

1 J * . ] \ = .
v de term = v_.Q", n zich van = Q. W,
e #0 5 Ve Qa Vo ten opzichte 7 Ve Qa Ve te verwaarlozen is

als de balk maar lang genceg is, d.w.z. als & voldoet aan:

12E!yy iZElZZ 12Elmw
[ 5 3 ) D
25 5> max | H yy g S T —me) (3.4.11)
Hierin zijn »_ _, Rzz en kmwgeometrische karakteristieken die volgens appendix
A geheel bepaald worden door X, X _,.....X .

YY Yz wi

In een uitgebreide en gedetailleerde analyse over de grootte van de ter=

\ L | v .
men in (3.4.10) is in |11 bewezen dat ;]5 Qv |<A.;—v .Q_.v_| voor iedere
ite'ta"e! T2 Te"ta'e
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krachtvektor fe # 0 als & voldoet aan

1261
U —— (3.5.12)

G zz G wa

12E1 12E4
YY zZZ

., max { H ‘\yy’

o (OV]

Daarbij is A een willekeurig positief getal, waarvoor volgens |11|moet

gelden:

1
i3 2 "wm'Js

{3.4.13)

Om een indruk te krijgen van de grootte van deze faktor lww.Js beschou-
wen wij de situatie dat bij de afleiding der thearie de invlioed van de af-

schuiving van de dwarsdoorsnede buiten beschouwing wordt gelaten. Dan ont-

staat de theorie volgens Janssen ‘13| en blijkt te gelden » = % , dus
wa Ky
2
. Jntar
we s fpz.dF
F (3.4.14)

\loor de gebruikelijke profielen, zoals | en U balken, is Amm'Js zeker veel

kleiner dan 1.

1 Y . . 17 -
Alg = v .Q‘.v te verwaarlozen is tep opzichte van = v ,Q_.v_dan be~
2 e Ta' e 2 e Ta e

tekent dit volgens (11| dat bij de berekening van de totale elastische ener-
gie de bijdrage van de afschuiving van de dwarsdoorsnede geheel en die van de
afschuiving van het middenviak ten dele verwaarloosd mogen warden. Als boven-
dien Rmu'Js veel kleiner is dan ! mag ook de elastische energie ten gevolge
van de afschuiving van het middenvlak geheel verwaarloosd worden. Bij de be-
rekening van de potentiéle energie mag de afschuiving dan gelijk aan nul ge-

steld worden, zodat voor de verplaatsingsfunkties zal gelden

(M uy (3.4.15)
b, (3.4.16)
g o= (3.4.17)

Ook in deze relaties is weer uy en u, geschreven in plaats van u_, en

yd

Ug Dit zal in het vervolg steeds geschieden,

3.4.5 De theorte volgens Viasov

De in 3.2 afgeleide uitdrukking voor de potentiéle energie geldt ook

als de relaties (3.4.15)..... (3.4.17) gehanteerd mogen worden. Bij toepassing
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van het principe van de minimale potenti€le energie moeten die relaties dan
echter als nevenkondities in rekening worden gebracht.

Als onafhankelijk te vari&ren verplaatsingsfunkties kiezen wij de ver-
plaatsing u van het zwaartepunt in axiale richting, de verplaatsingen u
en u van het dwarskrachtenmiddelpunt volgens Trefftz in y- en z-richting en
de hoekverdraaiing ¢, om de x-as. Met 8V = 0 voor alle kinematisch toelaat~
bare variaties van Uy s uy, u, en ¢x volgt een stelsel van vier differentiaai-
vergelijkingen:

1

EF.u - s F.i =~k (3.4.18)
X m X X
1) it F( ) . 1 (3 " ¥9)
. - WU+ s JFlU +2,.8 ) = - m b
EIyy uy 5 vy uy m u d ¢x y z
e e (" ) K 1 ( J.; 20)
Elzz uz - sm.!zz.u + sm.F uZ yd.ix =k, + rny 3.h4,
1984 " ’ll ( ) I R
Elmw ¢x - Js ®x T sy !wm ¢x s F 2y uy Yy-l +s ey ¢x =
=m + b’ (3.4.21}

en randkondities in de krachtgrootheden voor x=0 en x=&:

Flx=0,6) = F,(2); fFlx=2,t) = F (t) (3.4.22)

2

De komponenten van de vektor f(x,t) zijn weer gedefinieerd door (3.2.46)....
(3.2.50) en kunnen op de gebruikelijke wijze worden uitgedrukt in de onafhan-

kelijke verplaatsingsfunkties. Dit levert:

K = EF.u (3.4.23)
X X
K = <El w0 +s .0 .G -m (3.4.24)
Y Yy Y m o yy Y z
M o=El .u (3:4.25)
z Yy vy
ity 1]
K ==El .u_ +s .t .U +m (3.4.26)
z 2z’ z m"zz'z y
M= ~E)_.u. (3.4.27)
y zz 'z
i 1 t
= ~El . ) N .28
MX E!mw ¢X + GJS ¢X * Sm lmw ¢X *h (3 )
it
B =~El .¢ (3.4.29)
o X

Wij wijzen erop dat deze vergelijkingen voor statische problemen geheel

overeenstemmen met die volgens Viasov }hl.
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3.5 De methode der eindige elementen

3.56.1 Inleiding

De differentiaalvergelijkingen (3.4.18)...(3.4.21) zijn eenvoudiger dan
het oorspronkelijke stelsel (3.3.7)...(3.3.9). Toch kan ook in de theorie
volgens Vlasov de exakte oplossing voor inhomogene, instationaire problemen
slechts in uitzonderingsgevallen eenvoudig worden aangegeven. Dyﬁamische
problemen en problemen waarin het cilindrisch opperviak van de balk belast
is, kunnen echter voldoende nauwkeurig worden opgelost door gebruik te ma-
ken van de methode der eindige elementen. Het uitgangspunt van die methode
‘wordt hier gevormd door de relatie voor de potentiéle energie, die ten
grondslag ligt aan de Vlasov-theorie en door veronderstellingen over het
verloop van de verplaatsingsvektor ¥{x,t) als funktie van de axiale koSr=
dinaat.

Door het aanbrengen van N+1 snedevlakken {inklusief de eindvlakken
van de baik) locodrecht op de as van de balk wordt de balk verdeeld in N
stukken, die wij elementen zullen noemen; in overeenstemming met het spraak=
gebruik in de elementenmethode spreken wij over knooppunten in plaats van
snedeviakken. Per element voeren wij een lokale axiale koGrdinaat X, in,
waarvan de positieve richting Korrespondeert met de positieve richting van
de globale x-ko8rdinaat. De eindvliakken van een element met lengte fy zul-
ten overeenkomen met Xefﬂ en x =g . |

Over het verloop van de verplaatsingsvektor V(xe,t) in axiale richting
worden verondersteitingen geponeerd, zodanig dat ¥ in een willekeurige
snede xe van een element kan horden~uitgedrukt in de vektoren Ve?=V(xe=U’t)
en v =V(xe=£e,t) van de eindviakken Xe=U en xe=2e van dat element. Tesamen

eZ

met de hypothesen uit 3.2.2 aver :x' U_ en :r resul teren deze veronderstel-

tingen voor elk element in een verplaa:singsveld dat als funktie van Xgr S
en r geheel bepaald is en waarin als onbekenden a]legn Vo BNV, optreden;
deze vektoren zullen in het algemeen funkties zijn van de tijd t.

Voor elk element worden de in dat element opgehoopte eiastische energie,
de potentiéle energie van de traagheidskrachten en de potentiéle energie van
de belasting op het cilindrisch oppervlak bepaald en uitgedrukt in de vekto-
van dat element. Met behulp van deze resultaten en van de

ren v en v
e =

1 2
gegevens over de in de knooppunten aangrijpende uitwendige belasting kan de
totale, in de balk opgehoopte potentié&le energie V worden uitgedrukt in de
verplaatsingen van de knooppunten. Toepassing van het principe van de mini-

male potentiéle energie levert dan een stelsel vergelijkingen waaruit de on-
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bekende knooppuntsverplaatsingen kunnen worden opgelost (als beweging van de
balk als star lichaam verhinderd is).

Indien de verdeling van de baik in elementen wordt verfijnd zullen de
resultaten van de berekening konvergeren naar de exakte waarden - exakt
volgens de theorie van Vliasov - indien het gekozen verplaatsingsveld vol-
doet 3an een aantal eisen die o.a. door Visser |10} en Melosh |14] zijn
geformuleerd. Uiteraard is konvergentie alleen dan gewaarborgd als de re-
sultaten niet in belangrijke mate worden beinvioed door afrondingsfouten.

Binnen het kader van de eisen uit |10] en 114} kan de keuze van het
verplaatsingsveld willekeurig zijn. Wij zullen gebruik maken van de homo-
gene, statische oplossing van de differentiaalvergelijkingen volgens Vlasov;
vaor homogene, statische problemen vinden wij dan de exakte oplossing ter=
wijl wij - op grond van ervaringen met de methode van Rayleigh voor de ap-
proximatieve berekening van eigenfrekwenties van een konstruktie ~ verwach-
ten dat berekeningen met dit veld voar prablemen met een dynamisch karaicter
ook bij een betrekkelijk grove verdeling in elementen tot (voldoende) nauw-
keurige resultaten zullen leiden.

De berekening van de stijfheidsmatrix voor één element zal een zeer
grate overeenkomst vertonen met de berekeningen in 3.4.2 en 3.4.3. immers,
de daar beschouwde balk kan gezien worden als zijnde '‘opgebouwd' uit één
element. Om deze overeenkomst te accentuéren zullen wi] in dit deelhoofd-
stuk voor een element dezelfde notatie hanteren als in het voorgaande voor
de balk. Dit betekent o0.a. dat wij de lokale kodrdinaat zullen aanduiden met
x in plaats van x, en dat wij de verplaatsingsvektoren v_, en v van de

el e2

eindvlakken zullen aangeven met v, env,.

3.6.2 De verplaatsingsvektor als funktie van de lokale axiale kodrdinaat

Voor het verloop van de vektor ¥ als funktie van x in een element {met
lengte %) kiezen wij de homogene statische oplossing van de differentiaal~

vergelijkingen (3.4.718)...(3.4.21). Deze is te schrijven als:
vi(x) =D (x).a (3.5.1)

Hierin is a weer de vektor van integratiekonstanten die op dezelfde wi jze
als in 3.4.2 kan worden uitgedrukt in de verplaatsingsvektor v, van de eind-

viakken van het element:

v =D .a (3.5.2)
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De definitie van Ve korrespondeert met (3.4.2) waarbij de indices 1 &n 2 nu
echter betrekking hebben op de eindvlakken 1 (x=0) en 2 (x=t) van het element.
Voor de komponenten van ﬁv(x) en Dv verwijzen wij naar appendix A.

Omdat Dv requlier is kan a worden opgelost en kan de verplaatsingsvektor
9(x) in een willekeurige snede x met (3.5.1) worden uitgedrukt in V- Er

volgt:

Vi{x) = Dv(x).Dv 1.ve ' (3.5.3)
Als het cilindrisch opperviak van het element belast is en als traagheids
krachten een rol spelen zal het werkelijke verplaatsingsveld ¥(x,t) als funk~
tie van x afwijken van ¢ volgens (3.5.3). Wij nemen aan dat ook dan het verloo
van ¢ in axiale richting met (3.5.3) voldoende goed beschreven kan worden.
Bij dynamische problemen zullen de komponenten van Ve echter afhangen van de

tijd t. Wij veronderstellen derhalve:
- y -1
V(x,t} = Dv(x).Dv .ve(t) (3.5.4)

Dit veld voldoet aan de volgens 10| en |14] te stellen eisen.

2.5.3 De elastische energie per element

Substitutie van ¢ voigens (3.5.3) in de relaties (3.4.23)...(3.4.29)
voor de komponenten van f leert dat deze vektor voor homogene, statische pro-
blemen gegeven kan worden door:

) = Qx).v, (3.5.5)

In overeenstemming met de werkwijze in 3.4.3 worden de komponenten van
f‘=f(x=0)en f2=f(x=l) opgeborgen in de krachtvektor fe en wel in dezelfde

volgorde als in 3.4.3. Dan volgt:
f =0 .v ‘ (3.5.6)

Q, is de stijfheidsmatrix volgens de Vliasov-theorie (zie appendix A).
Omdat ¢ volgens (3.5.3) een oplossing is van de homogene statische dif-
ferentiaalvergelijkingen kan worden aangetoond dat de in het element opge-

hoopte elastische energie U gelijk is aan:

Qv (3.5.7)



Deze relatie is ook bruikbaar voor dynamische probiemen, omdat wij dan
voor ¥ als funktie van x hetzelfde verloop hanteren als voor statische

problemen.

3.5.,4 De potentidle enargie ten gevolge van de traagheidskrachien

Bij invullen van (3.5.4) in (3.2.33) volgt een benadering voor de po-

tentiéle energie van de traagheidskrachten, Uk:

]
v .MV (3.5.8)
Hierin is Mv de zogenaamde massamatrix; deze matrix is symmetrisch en is

gedefinieerd als:
Yo 1 - -1

M =D D (x).T .D {x).dx D (3.5.9)
v v m v v

Bij de berekening van de komponenten van Mv (in appendix B) biedt het
voordelen om deze matrix te schrijven als de som van twee symmetrische ma=
trices ﬁ; en M:, zodanig dat Ce.ﬁv.ve gelijk is aan de potentiéle energie
van de traagheidskrachten als de werkelijke massaverdeling van het element
wordt geschematiseerd tot een gékoncentreerde massa per (axiale) lengte~
eenheid in het zwaartepunt van de dwarsdoorsnede en een gekoncentreerd massa-
traagheidsmoment per (axiale) lengte-eenheid eveneens in het zwaartepunt. De
overige termen van Uk worden verzameld in se,M;.Ve.

Voor balken, waarvan de lengte en de geometrie van de dwarsdoorsnede
voldoen aan de in 3.4.4 gestelde e;sen blijkt dat de term :e.M;.Ve voor jede-
re ve#O klein is ten opzichte van ve.ﬁv.ve {(zie appendix B). Als de theorie
volgens Viasov gehanteerd mag worden zal dus bij benadering gelden: HV o MV.
Tenzi] uitdrukkelijk anders vermeld, zullen wij steeds van deze benadering

gebruik maken.

3.5.5 De potentidle energie van de belusting op ecen element

De potentiéle energie per (axiale) lengte-eenheid van de belasting op
T -
het citindrische opperviak van een element is -V(x,t).fc(x,t), waarbij kompo-
nenten van fc(x,t) op de volgens (3.2.39).....(3.2.43) gegeven wijze samenhangen

met de opperviaktebelasting. Integratie over de lengte van het element le-
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vert de totale potenti&le energie van de belasting op het cilindrische op~

perviak:

.f (3.5.10)

Daarbij is fc de z.q. kinematische konsistente krachtvektor van de verdeelde

belasting. Deze is gedefinieerd door {zie ook appendix C):

2
1
Fo= 5 . u/ﬂ D (x).?c(x.t)dx {3.5.11)

[ v v
X=(

De bijdrage van de belasting in de eindvlakken van het element tot de

potentiéle energie is gelijk aan:
boo- ] (3.5.12)

Uit het bovenstaande volgt dat alle relevante informatie over . de belasting van

het element is opgeborgen in de vektoren Fc en Fe.

3.5.6 De totale potentiéle energie tn een rechte, in elementen verdeelde
balk

Wij beschouwen een rechte, cilindrische balk die in axiale richting is
verdeeld in elementen. Als de koppeling tussen de elementen op de juiste wijze
tot stand gebracht wordt is de totale potenti&le energie V gelijk aan de som
over alle elementen van de in die elementen opgehoopte energie Ve. in het on-
derhavige geval, waarin de elementen onderling star verbonden zijn en in el-
kaars verlengde liggen, levert die koppeling geen problemen op. Wij zullen
ons beperken tot problemen van dit type.

De verplaatsingsgrootheden U Uy’ U, ¢x, s, ¢z en g van alle snede-~
vlakken (knooppunten), inklusief de eindvliakken van de balk, worden opgebor-
gen in de totale verplaatsingsvektor Ve De verplaatsingsvektor v, van een
element is dan een deelvektor van Vi

Omdat de in een element opgehoopte potentié&le energie gelijk is aan:

T Y T
= 2 b -
ve 3 ve.Qv.ve + Ve'"v’ve ve(fe + fc) (3.5.13)

kan voor de totale potentiéle energie geschreven worden:

Y
V=24v.Q.v +v . M.V -v .f (3.5.14)

46



De totale stijfheidsmatrix Qt en massamatrix Mt kunnen op de -~ in de elemen-
tenmethode - gebruikelijke wijze worden samengesteld uit de matrices QV en Hv
van de elementen, Zij zijn niet-negatief definiet en mogen zonder enige be-
perking symmetrisch genomen worden. De totale krachtvektor ft hangt af van de
uitwendige belasting op de balk.

Een aantal van de komponenten van Ve zal een voorgeschreven waarde -
gelijk of ongelijk aan nul - bezitten. Wij nemen aan dat tenmminste zoveel
komponenten zijn voorgeschreven dat beweging van de balk als star iichaam
verhinderd is. Alleen voor dynamische problemen is dit een beperking van de
algemeenheid; in 115| is een werkwijze aangeduid die meer algemeen toepasbaar
is,

De onbekende, niet voorgeschreven komponenten van Ve bergen wij op in de
deelvektor v, terwijl de komponenten met een voorgeschreven waarde ongelijk
aan nul worden opgeborgen in de deelvektor v, Het aantal komponenten van v
zij n. Voeren wij een nulvektor vR=0 in voor de komponenten van vy met een
voargeschreven waarde gelijk aan nul dan kan - eventuee! na hernummering -

geschreven warden:

\j ¥ Y Y
v, o= [v Ve VR] (3.5.15)

Deze splitsing van Ve is uiteraard alleen mogelijk als in iedere snede waarin

één of meer der verplaatsingsgrootheden U uy, u, ¢x’ & en B8 zijn voor-

, b
Yy z
geschreven een knooppunt wordt gelokaliseerd.

De krachtvektor ft wordt op analoge wijze gesplitst in een drietal deel-
Y

f i - VIR . o =
¥ektoren fo, en fR en wel zodanig dat v, ft z v FO + v, f + va fR

v.FO + vo.f, De komponenten van f_ zijn op te vatten als de (onbekende) onder-

R
steuningskrachten.
Met v, volgens (3.5.15) kan (3.5.14) - eventueel na hernummering van

rijen en kolommen in de matrices Qt en Mt - worden overgevoerd in:

v v 7. . voroov o, " " w 1.1,
V=I[" Vo Vel (%1 Q2 Y|V Y Yo YR T2 s
%y Y2 U3l Y% Mz M2 M3l 1Yo
\ ] L A
Yz Q3 L3 |k Mz M3 Mas) | Ve
\
—[5 y 5]- £ (3.5.16)
o R o
f
Fr
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Uit het gegeven dat de balk niet als star lichaam kan bewegen volgt
dat de matrix Q1] positief definiet zal zijn. M11 zal altijd niet-negatief
definiet zijn. Bij een geschikt gekozen nummering van de komponenten van v

zullen Q11 en M. . de vorm hebben van een bandmatrix met geringe bandbreedte.

11

Omdat v, een nulvektor is volgt uit (3.5.16) dat de matrices Qi3’ Mi3

(i=1,2,3) en de vektor f_ niet van belang zijn bij de berekening van V.

R

3.5.7 De interessante vergelijkingen

De komponenten van v mogen onafhankelijk van elkaar gevarieerd worden.
De eis: 6V=0 voor iedere variatie 8v leidt tot een stelsel van n gekoppelde
differentiaalvergelijkingen voor de komponenten van v:
R L L A PR (3.5.17)

Uit (3.5.16) kan bovendien een stelsel vergelijkingen voor de onbekende

krachtvektoren f en fR wérden afgeleid:

S (3.5.18)

In plaats van door het oorspronkelijke stelsel partiéle differentiaalver-
gelijkingen wordt het gedrag van de konstruktie nu beschreven door een (groot)

aantal lineaire differentiaalvergelijkingen in de onafhankelijk variabele t.

3.6 Enige opmerkingen over de oplossingsmethode

3.6.1 Formulering van de oplossing voor statische problemen

Voor statische problemen gaat (3.5.17) over in een stelsel lineaire

vergelijkingen voor de onbekende knooppuntsverplaatsingen:
N, .v=r~Ff -0Q.,.v (3.6.1)

Bij het oplossen van dit stelsel kan gebruik worden gemaakt van het gegeven
dat QH een symmetrische, positief definiete bandmatrix is, bijv. door de

rekenproceiures van Choleski |16] toe te passen,
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Zodra v bekend is kunnen de onbekende vektaren f en fR worden berekend

met:

¥
fF=0Q,,.v+0Q..v s fo=Q.,.v +Q,..v (3.6.2)

12 22 o R

De verplaatsingsvektor ¥=V{x), die ten grondslag ligt aan de berekening
van de stijfheidsmatrix QV en de kinematisch konsistente krachtvektor fc
van een element, voldoet aan de homogene, statische differentiaalvergelijkin-
gen volgens Vlasov. Daaruit kan worden aangetoond dat de oplossing v van
{3.6.1) exakt is in het kader van de Vlasov-theorie, althans voor statische
problemen. Voor homogene problemen {dit zijn problemen waarbij alleen in de
knooppunten een uitwendige belasting aangrijpt) is dit triviaal; de aangeno-
men verplaatsingsvektor ¥=0{x) is dan immers exakt, De bewering geldt echter
ook voor inhomogene problemen, mits de belasting op het cilindrische opper-
viak van de elementen op de in 3.5.5 aangegeven wijze in rekening wordt ge~
bracht.

Voor ieder element kan de verplaats;ngsvektor Ve dus exakt bepaald wor-
den. Dok de in fe opgeborgen krachtgrootheden in de eindvliakken van een ele-
ment kunnen exakt berekend worden als gebruik wordt gemaakt van de uit

{3.5.13) af te leiden relatie:

f =Q .v - fc (3.6.3)

De berekening van ¥(x) en f(x) in een willekeurige snede x van een ele-
ment komt in 3.8 ter sprake.
Wij wijzen erop dat, waar het woord exakt gebruikt is, de invioed van af-

rondingsfouten uiteraard buiten beschouwing is gebleven.

2.8.8 Berekening van een aantal eigenfrekwenties en eigentrillingsvormen

Een benadering voor een aantal van de laagste eigenfrekwenties en ei-
gentrillingsvormen van de balk kan berekend worden uit het stelsel karakte-

ristieke vergelijkingen:

(‘EZZ.M” + QH)V =0 {3.6.4)
dat ontstaat door in (3.5.17) het rechterlid gelijk aan nul te nemen (fo=0,v
u0=0 voor alle t) en door v(t) = v.cos(fit) te substitueren. -

Uit de eigenschappen van Q11 en MH volgt dat de eigenwaarden Ql ,Qz y

».an reéel en positief zijn. Wij nummeren ze zodanig dat Qi < G. als
v

i < j. De bijbehorende eigenvektoren {eigentrillingsvormen) v v

1 VgreeeeVy
zijn reéel,
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Voor het berekenen van de eigenhoekfrekwenties Qi en eigentrillingsvor-
men Vi(i=l,2......,n) kunnen diverse werkwijzen gevolgd worden. Door Rutis-
hauser |17| is een iteratieve methode gepresenteerd waarin rekening wordt

gehouden met de bandstruktuur van [J_]1 en M Deze methode voldoet zeer goed

1’
als de bandbreedte klein is ten opzichte van n en als het aantal te berekenen

eigenwaarden veel kleiner is dan n.

Aan de berekende f; en ;i mag voor grote waarden van i (i ongeveer gelijk
aan n) niet veel waarde gehecht worden. De voornaamste oorzaak hiervan moet ge-
zocht worden in de schematisering van de konstruktie: de hogere eigentrillings~
vormen kunnen niet voldoende nauwkeurig beschreven worden met het aangenomen
verplaatsingsveld, Indien voor het beschouwde probleem geen analytische op-
lossing bekend is kan het aantal voldoende nauwkeurig berekende eigenhoek-
frekwenties en eigentrillingsvormen bepaald worden door dezelfde konstruk-
tie door te rekenen met een andere - meestal fijnere - verdeling in elemen-
ten en de resultaten van beide berekeningen te vergelijken. k
Uiteraard heeft een dergelijke werkwijze alleen zin als de resultaten niet
te zeer beinvioed zijn door afrondingsfouten. De volgende ervaringsregel kan
soms uitkomst bieden: ais de buigings- en torsietrillingen ontkoppeld zijn
(dus als het zwaartepunt en het dwarskrachtenmiddelpunt samenvallen) is het
aantal eigenfrekwenties, dat bij een gegeven verdeling in elementen voor een
bepaald type trillingen (longitudinale trillingen, transversale trillingen,
torsietrillingen) met voor de praktijk voldoende nauwkeurigheid berekend kan
worden, ongeveer % tot % maal het aantal graden van vrijheid waarmee die
trillingen beschreven worden 118;. Voorwaarde is hierbi] dat het verplaat-
singsveld, dat gehanteerd is bij de berekening van de massa- en stijfheids-
matrix van een element, voldoet aan de “omogene, statische differentiaalver-

gelijkingen.

Voor beoaalée problemen kan het - om welke reden dan ook - noodzakelijk
ziin een fijne verdeling in elementen te hanteren, waardoor het aantal gra-
den van vrijheid zeer groot kan worden. Indien het aantal te berekenen eigen-
frekwenties (m) veel kleiner is dan het aantal graden van vrijheid (n) kan
gebruik worden gemaakt van procedures om het aantal graden van vrijheid met
behulp van statische beschouwingen te reduceren. De afmetingen van de matri-
ces, die een rol spelen bij dynamische berekeningen, kunnen dan drastisch
gereduceerd worden. Een wezenlijk probleem is echter dat nog erg weinig
bekend is over fouten die hierdoor geTntroduceerd worden. Voor een beschrij-

ving van de methode verwijzen wi] naar [19[en IZOi.
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2.6.3 De analyse van gedwongen trillingen

De gedwongen beweging van het beschouwde probleem wordt beschreven door
de lineaire, inhomogene differentiaalvergelijkingen (3.5.17). Ter afkerting
zullen wij het rechterlid van dit stelsel aangeven met g, dus:

g(t) = fo(t) - MIZ.VO - Qn.wo (3.6.5)

Indien de eigenfrekwenties en eigenvektoren van de konstruktie bekend
zijn kan de rekentijd voor de bepaling van de gedwongen beweging worden ver~
kort door stelsel (3.5.17) eerst in een zo eenvoudig mogelijke vorm te bren-
gen. De eigenvektoren 71, v
VE'Q
E:

2,...Vn worden genormeerd met Q]1 als kern, (dus:
N, = §.., waarbij &.. de Kronecker-delta is) en opgeborgen in de matrix
1177 i] J ijJ 9 9

e-[v % 7] (3.6.6)

Met de lineaire transformatie:

vit) = EB(0) (3.6.7)

v
volgt dan na veoorvermenigvuldiging van {(3.5.17) met E een stelsel ongekoppel~
de differentiaalvergelijkingen voor de komponenten van de vektor B:
A%
b

AT - kg (3.6.8)

De hierin coptredende matrix A is een diagonaalmatrix waarvoor geldt:

5.,
M) = = L=z, (3.6.9)

Voor het bepalen van de oplossing van (3.6.8) kan gebruik worden ge-
maakt van de werkwijzen uit de theorie van trillingssystemen met éé&n graad

van vrijheid,

Bij praktische problemen zullen steeds slechts een beperkt aantal van
de laagste eigenfrekwenties en de bijbehorende eigentrillingsvormen nodig
zijn voaor een voldoende nauwkeurige beschrijving van de beweging van het sys-
teem; de invloed van de hogere eigenfrekwenties wordt dan buiﬁen beschouwing
gelaten. Nemen wij aan dat slechts de eerste m eigenhoekfrekwenties Ql’ 92,

. Qm en eigentrillingsvormen 71, 72,...;7 nodig zijn, dan behoeven wij

n
slechts de eerste m komponenten van B=b{t} te bepalen. Bij de berekening van
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de gezochte vektor v(t) moet dan in plaats van (3.6.7) gebruik worden ge-

maakt van:
m

vit) = 3 'E[i],vi ‘ (3.6.10)

i=1

De overgang van (3.6.7) op (3.6.10) wordt dynamische kondensatie genoemd
(zie ook 15} ).

3.7 Ewige spectale gevallen voor de kinematisch Komsistemte krachtvektor fé

In het kader van het principe van de minimale potenti&le energie en van
de veronderstellingen over het verplaatsingsveld wordt de belasting op het
cilindrische opperviak van een element geheel gekarakteriseerd door de vektor
fc. Als FC wordt berekend op de in 3.5.5 aangegeven wijze, dan is deze vektor
de in dit kader beste representatie van die belasting. De komponenten ervan
zijn - afgezien Qan het teken - gelijk aan de inklemgrootheden die optreden
als de beide eindvliakken van het element worden ingeklemd en het cilindrische
opperviak op de voorgeschreven wijze wordt belast. Deze interpretatie is al-
leen geldig als de traagheidskrachten buiten beschouwing blijven.

Als ;c(x,t) gegeven is als funktie van x kan fc met (3.5.11) worden be-
paald, bijv. met behulp van numerieke integratietechnieken. Het verdient ech-
ter aanbeveling om voor veelvuldig optredende be]astingsituatiesi- zoals een
van x onafhankelijke en een lineair met x veranderende belasting:- analytische
uitdrukkingen voor de komponenten van Fc af te leiden. Voor belastingsitua-
ties, die slechts sporadisch optreden kan desnoods gebruik worden gemaakt van
numerieke integratie. Het is dikwijls ook mogelijk de belasting op het cilin-
drische opperv!ak van het element te ontwikkelen in een Fourierreeks, waarvan
de periode gerelateerd is aan de lengte % van het element.

in appendix C worden analytische uitdrukkingen gegeven voor de komponen=-

ten van fc' behorende bij de genoemde speciale belastingsituaties.

3.8 De spanningsverdeling in ecen element

De axiale normaalspanning 9. in een willekeurige doorsnede x van een
element wordt bepaald door de wet van Hooke toe te passen op het aangenomen
verplaatsingsveld. Dit fevert:

1 1

¥ 1
9. = E(ux - yo.oz + zo.¢y + w,B ) (3.8.1)
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De axiale verplaatsing van het zwaartepunt wordt hier weer aangeduid met u
in plaats van Uor Wordt de afschuiving van het middenvliak verwaarloosd, dan
kan o met behulp van (3.4.23), (3.4,25), (3.4.27) en (3.4.29) worden uitge-

drukt in de snedegrootheden Kx’ Hy’ HZ en B:

x "2 e B
LR yO(s).T—~ +zo.g + m(s).T—— (3.8.2)
zz we

YY

Afgezien van de laatste term is dit resultaat bekend uit de elementaire bal-

kentheorie.

Hanteren wij de wet van Hooke ook bij de berekening van de schuifspan-
ning ?xs =Tyt 2.%.75 en beperken wij ons daarbij tot dunwandige balken met
zwakgekromde profiellijn, dan volgt dat Tm gelijk is aan nul en dat T gelijk

is aan:

T = - G.,h.3 ‘ (3.8.3)

Deze methode van spanningsberekening leidt tot het onbevredigende resul-
taat dat de schuifspanning in het middenviak identiek gelijk is aan nul, waar-
doof het axiale evenwicht van een blokje met afmetingen h.ds.dx uit de balk
niet vervuld is. In de elementaire balkentheorie doet zich een soortgelijke
situatie voor bij buiging door een dwarskracht. De schuifspanningen worden
dan niet met de wet van Hooke bepaald uit de verplaatsingen, maar uit de eis
dat ieder blokje axiaal in evenwicht is. Bij de onderhavige theorie kan een

soortgelijke werkwijze gevolgd worden. De betreffende vergelijking voor een

blokje h.ds.dx luidt dan:
3 . : “
h.e ++=— {(h.t } = q * sm.h{uX Yo', * zo.§y + w.B}  (3.8.4)

In een werkwijze, die gebaseerd is op het principe van de minimale po-
tentiéle energie, mogen wij de werkelijke axiale oppervliaktebelasting a,
vervangen door een willekeurige andere belasting q; , mits q; en q dezelfde
bijdrage leveren tot de potenti8le energie. Deze eis impliceert dat q; en q_
in iedere snede dezelfde resultanten kx’ my, m en b moeten leveren., Een ge-

schikte keuze voor q: lijkt te zijn:

kx mz Tz_ b
X . — o ) 4 e «0.
gy = h F Yo T * %57 g (3.8.5)
yy zz wo
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In 21| heeft Janssen een soortgelijke werkwijze aangegeven voor dunwandige

kokers met rechthoekige dwarsdoorsnede,

Vervanging van a9, door q;, gevolgd door substitutie van (3.4.23).....

(3.4.29) doet de evenwichtsvergelijking cvergaan in:

3 K K Hd
7 (hshor b = - his) {yO.TY— ¥ ZO.TZ— +wog—) (3.8.6)
YY zz 0w

Daarbij is Md het z.g. transversale bimoment, gedefinieerd door:

1] H
Mg =M TG .8 =B +b+sm.!mm.$x (3.8.7)

’ i
Voor statische, homogene problemen neldt blijkbaar: Md = B

Integratie over de booglengte s met s=s als startpunt levert:

1

v .h = (r_.h) - T K -~ T .K - T .M i (3.8.8)
m m y ¥ z 'z o d
S=S:1

waarbij integratiekonstante (lm) bepaald wordt uit de eis dat Tm gelijk is
s=5
1

aan nul op elk vrij uiteinde van de profiellijn. Ty, T2 en Tu zijn afhanke~

1ijk van s, 51 en van de geometrie van de dwarsdoorsnede:

5
Ta(s,s]} = ﬂjr %iil.h(i).dz (a=y,z,=) (3.8.9)

T=s aa
1

1ni]2§ is eeén procedure geschetst om Ty’ TZ en Tw met behulp van een
digitale rekenautomaat te berekenen in een aantal diskrete punten van de pro-
fiellijn.

De spanningen St Tm N T, in een willekeurige snede x kgnnen met
(3.8.,2), (3.8.8) en (3.8.3) worden bepaald als de komponenten 'van de kracht-
vektor ; en de verplaatsingsvektor ¥ in die snede bekend zijn. Deze vektaren

kunnen op meerdere manieren bepaald worden,

Zadra alle knooppuntsverplaatsingen bekend zijn kan de verplaatsingsvek-
tor v voor elk element bepaald warden. De krachtvektor fe van gen element
e

wordt berekend uit:

f =M .V +0Q.v - f, 1 (3.8.10}
v e e C
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welke relatie eenvoudig kan worden afgeleid uit relatie (3.5.13) voor de in
het element opgehoopte potentiéle energie. Uit v, en fe volgen direkt de vek-

toren ¥ en f voor de eindvlakken van het betreffende element.

Bij de bepaling van V en f in een willekeurige snede x in het element
kunnen wij diverse werkwijzen volgen. Bij de meest eenvoudige methode wordt ¥
bepaald met (3.5.3) en ; met (3.4.23)....(3.4.29). Deze methode levert alleen
dan juiste resultaten als het aangenomen verplaatsingsveld voor het beschouw-
de probleem het exakte is; zij is derhalve zeer geschikt voor statische, ho-
mogene problemen.

Bij een andere werkwijze wordt het element door het aanhrengen van een
snede op de plaats x verdeeld in twee stukken die wij subelementen noemen,
Voor ¢ in een willekeurige snede £(0¢Egx) in een subelement wordt weer verge-
lijking (3.5.3) gehanteerd. De potentiéle energie Vs van het subelement DgEgx

kan dan worden uitgedrukt in Voo de gezochte vektor ;(x), de vektor f, van

eindviak x=0 van het element en een vektor fS die de belasting op het‘ci]in—
drische opperviak van het subelement representeert. Door toepassing van het
principe van de minimale potentidle energie op Vs volgt tenslotte voor ; een
relatie van de vorm:

f = Md(X).Ve + Qd(x).ve - fy (3.8.11)

Deze werkwijze heeft ten opzichte van de eerder genoemde het voordeel dat
ook voor dynamische en inhomogene problemen het globale evenwicht van het

afgesneden deel (het subelement) gegarandeerd is.

Karakteristiek voor beide methoden is dat ¥ in een willekeurige snede
met (3.5.3) geheel bepaald is door v, Het is ook mogelijk het element zelf
op te vatten als een balk die door het aanbrengen van een snede op die plaat-
sen waar ¢ en f gevraagd worden, wordt verdeeld in een aantal subelementen,
In de eindviakken van deze ''balk' worden de verplaatsingen voorgeschreven,
gelijk aan de betreffende komponenten van de vektor v, van het oorspronke-
lijke element. Toepassing van de in 3.5 en 3.6 geschetste werkwijze levert
de vektoren v en f in de scheidingsvlakken tussen de subelementen. Deze werk-
wijze vereist extra rekenwerk, maar levert voor statische problemen - zowel
homogene als inhomogene - de exakte resultaten. Voor dynamische problemen
zal in ieder geval voor elk deel~element het globale evenwicht gegarandeerd
zijn; wij mogen verwachten dat resultaten, berekend op deze wijze, nauwkeuri-

ger zijn dan die, berekend met een der eerder genosmde methoden.
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2.9 Benadering voor de stiffheidsmatrix, de massamatrix en de Krachtvektor

De berekening van de komponenten van de massa- en stijfheidsmatrix, ge-
baseerd op de oplossing van de statische, homogene differentiaalvergelijkin-
gen voigens Viasov, is erg bewerkelijk dogordat in de uitdrukking voor de hoek-
verdraaiing ¢x hyperbolische funkties optreden, Voor korte elementen (e<<1)
en voor zeer tange elementen {£>>1) kunnen daarbij bovendien grote numerieke

moeili jkheden optreden.

Het is mogelijk een ander verplaatsingsveld te kiezen dat weliswaar niet
aan deze differentiaalvergelijkingen voldoet maar ook de genoemde nadelen niet
bezit. Op dit veld betrekking hebbende grootheden voorzien wij van een index
b om ze te onderscheiden van de overeenkomstige grootheden voor het veld uit
3.5.

Voor Uope respektievelijk u

en u_, wordt uiteraard weer het lineaire,

yb zb
respektievelijk het derde-graads verioop in x-richting gekozen. Het ligt voor
de hand om voor ¢xb eveneens een derde-graadspolyncom in x te nemen. VYoor de

verplaatsingsvektor Vb(x) zal dan gelden:
(I CORET (3.9.1)

Op dezelfde wijze als in 3.5 kan 3 worden uitgedrukt in de verplaatsings-
vektoren v, = vb(x=0) en v,
zodat voor Vb geschreven kan worden :

= Vb(x=a) van de eindviakken van het element,

oL -1 )
v, = Db(x).Db v (3.9.2)

Be in 3.5 geschetste werkwijze voor de berekening van de stijfheidsma-
trix kan hier niet gevolgd worden, omdat die werkwijze alleen dan toegepast
mag worden als de aangenomen verplaatsingsvektor oplossing is van de homo-
gene, statische differentiaalvergelijkingen. De stijfheidsmatrix, behorende

bi] de aangenomen verplaatsingsvektor ¥ kan worden bepaald uit de defini-

b*
tievergelijking van deze matrix:

v
U=1 Ve'Qb'Ve (3.9.3)

Hierin is U de in het element opgehoopte elastische energie. Wij wijzen erop
dat deze definitie van de stijfheidsmatrix in overeenstemming is met de defi-
b volgens (3.9.2) in retatie (3.2.26)

voor U kan Qb berekend worden (zie appendix A).

nitie in 3.5, Door substitutie van ¢
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De massamatrix Mb en de kinematisch konsistente krachtvektor fcb van

de verdeelde belasting kunnen bepaald worden op dezelfde wijze als in (3.5),

Er volgt:
1
" T4 1 ~ -1
b =0y - D, .T-Dy-dx D (3.9.4)
x=0
£
f p "] fé Fo.d ( )
b =0 b Foodx 3.9.5
x=0

De struktuur van Qb en Mb is dezelfde als die van Qv’ respektievelijk

Mv. Voor de komponenten van ﬁb' Db ], Qb en Mb verwijzen wij naar de appen-
dices A en B. in appendix C zijn de komponenten van fcb gegeven voor de in
3.8 genoemde speciale belastingsituaties.

De in een element opgehoopte potentié€le energie, V

b is geliJk aan:

¥ ¥
V. =3v .Q.v +v M.V -v . (Ff +f
e’ e

b e b'e e b’ e ) (3.9.6)

cb

Berekeningen met deze uitdrukking voor de potenti&le energie van een ele-
ment als uitgangspunt zulien steeds een benaderend karakter dragen als tor~
sie een rol speelt. De aangenomen vektor Vb voldoet echter aan alle eisen
die relevant zijn in het kader van het principe van de minimale potentigle
energie. Als de verdeling in elementen wordt verfijnd zullen de resultaten

dus konvergeren naar de exakte waarden volgens de theorie van Vlasov.

3.10 Vergelijking der elementen
3.10.1 Inleiding

Zowel het in 3.5 gepresenteerde element, V-element genaamd, als het
element uit 3.9, B-element genaamd, kan gebruikt worden om statische en ay-
namische problemen betreffende dunwandige balken met open dwarsdoorsnede tot
een oplossing te brengen. Daarbij heeft het B-element het voordeel dat de
komponenten van de stijfheids~ en massamatrix en van de kinematisch konsis~
tente krachtvektor veel eenvoudiger te berekenen zijn dan bij het V-element.
Het laatstgenoemde element zal echter in het aigemeen - en zeker voor sta-

tische problemen - nauwkeuriger resultaten leveren.
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Een voor alle mogelijke problemen geldende vergelijking van de kwali-
teiten van de beide elementen is niet of nauwelijks uitvoerbaar. Het is zin-

vol hierbij onderscheid te maken tussen statische en dynamische problemen.
3.10.2 Vergelijking voor statische problemen

Volgens 3.6.1 zullen berekeningen met het V-element zowel bij homogene
als bij inhomogene statische problemen leiden tot de exakte waarden voor de
knooppuntsverplaatsingen, mits een eventuele belasting op het cilindrisch
opperviak op kinematisch konsistente wijze in rekening wordt gebracht. Met
“exakt'' wordt hier ''exakt volgens de Vlasov-theorie'’ bedoeld. Berekeningen
met het B-element zullen, ook bij statische problemen, resulteren in benade-
ringen voor de knooppuntsverplaatsingen als de balk op torsie wordt belast.
Het bewijs hiervan is triviaal; immers, vergelijking van de stijfheidsmatrices
Qb en QV leert dat alle komponenten gelijk zijn, met uitzondering van de kom-
x1° ¢x2’ B] en 82. Dit
zijn echter juist de komponenten die het gedrag bij torsie beschrijven (zie

ponenten die korresponderen met de verplaatsingen ¢

appendix A).

Uit het voorgaande mag niet gekonkludeerd worden dat bij statische
problemen steeds het V-element gehanteerd moet worden. Ock het andere ele-
ment zal tot voldoende nauwkeurige resultaten leiden als de lengte der ele-
menten maar kiein genoeg is. Om na te gaan wat 'klein genoeg" is bepalen wi]
voor de met torsie samenhangende komponenten van Qb de relatieve afwijking
ten opzichte van de overeenkcmstige komponenten van QV (zie appendix A).
Deze relatieve afwijkingen blijken geheel bepaald te worden door de parame-
ter e=a.k, waarbij 4 de lengte is van het element en « een karakteristieke
grootheid is die alleen afhangt van de materiaaleigenschappen E en G en van

de geometrie van de dwarsdoorsnede:

{3.10.1)

Bovendien voligt dat de afwijkingen voor kleine waarden van e(e < 1) onge-
. L. e b . Sl

veer evenredig zi]n met CTE) en dat de grootste relatieve afwijking voor

e=1 ongeveer 0,05% is. Voor toenemende ¢ nemen de afwijkingen snel toe;

voor £=3 zijn zij echter nog steeds kleiner dan 4%. Op grond hiervan kan

worden aangetoond dat het B-element ook bij torsiebelastingen tot voldoen-

de nauwkeurige, praktisch bruikbare resultaten voor de knooppuntsverplaat-

singen zal leiden als voor alle elementen geldt ¢ < 3. Deze bewering wordt
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bevestigd door berekeningen aan balken waarvan de totale lengte L voldoet
aan a.L >> 1; de balken zijn verdeeld in N(N » 1) identieke elementen van

het type B, zodat voor elk eiement geldt: e=u.%.
grafiek waarin de invloed van de parameter ¢ op de berekende verplaatsingen

In |22| geeft Janssen een

duidelijk tot witdrukking komt. Uit deze berekeningen volgt bovendien dat

ook de snedegrootheden in de eindvlaklen der elementen met het B-element vol=~
doende nauwkeurig berekend worden als voor alle elementen ¢ maar kleiner is
dan 3.

De hiervoor gegeven resultaten zijn geldig als het cilindrisch opper-
viak van de elementen onbelast is, dus als voor elk element de krachtvek-
tor ;c(x) een nulvektor is. Indien dit niet het geval is zullen de verschil~
len tussen de resultaten van de beide typen elementen in het algemeen niet
alleen afhangen van de parameter € maar ook van de aard van de belasting,
dus van het verloop van ;c als funktie van x. Algemeen geldende uitspraken
over deze verschillen kurinen dan niet meer worden afgeleid.Uiteraard is dit
wel mogelijk als ;c=;cixz gegeven is. Wij beperken ons hier tot het - veel
voorkomende ~ geval dat fc onafhankelijk is van x,

Dan kan worden aangetoond dat de relatieve verschillen tussen de komponen-
ten van fcb(de kinematisch konsistente krachtvektor van het B-element) en
de overeenkomstige komponenten van fc(de kinematisch konsistente krachtvek=
tor van het V-element) voor kleine waarden van & evenredig zijn met Ez.
Voor e=1 zijn zij kleiner dan 1,5%, terwijl zij bij toenemende ¢ snel gro-

ter worden.
3.10.3 Vergelijking voor dynamische problemen

Zowel het B~ als het V-element is gebaseerd op een verplaatsingsveld
dat niet voldoet aan de differentiaalvergelijkingen van Vlasov voor dyna~
mische problemen. Beide typen elementen zullen voor dit soort problemen dan
ook Iei&en tot benaderingsoplossingen. Bovendien zullen de resultaten vol-
gens het B-element verschillen van de resultaten volgens het V-element als
er torsie optreedt. Dit wordt veroorzaakt door de verschillen tussen de kom=

ponenten van de massamatrices M_ en MV en de stijfheidsmatrices Qb en Qv'

Uit de berekeningen in appendibe volgt dat de interessante relatieve afwij~
kingen van komponenten van Mb ten opzichte van de overeenkomstige komponenten
van MV alleen afhangen van de dimensieloze paramater ¢. Voor e+D blijken deze
afwijkingen van de orde 62 te zijn; voor toenemende ¢ nemen zij snel toe, zo-

als volgt uit de grafieken in appendix B.
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Wij zullen in dit deethoofdstuk aan de hand van enige voorbeelden nagaan
onder welke voorwaarden het V-element tot voldoende nauwkeurige resultaten
zal leiden. Daarna worden de resultaten van dit element vergeleken met die
van het B-element en wordt nagegaan wanneer de optredende verschillen vol-
doende klein zijn. Hierbij wordt alleen gekeken naar de berekende eigenhoek-
frekwenties. In eerste instantie beperken wij ons tot balken waarvan het
dwarskrachtenmiddelpunt en het zwaartepunt van de doorsnede samenvallen zo-
dat torsietrillingen ontkoppeld zijn van buigingstritlingen. De interpre-
tatie van de resultaten der berekeningen wordt daardoor in hoge mate vereen-
voudigd.

Voor het verkrijgen van numerieke resultaten is een rekenprogramma ont-
wikkeld dat bruikbaar is voor konstrukties die bestaan uit een rechte, in
elementen verdeelde balk waarvan de beweging als star lichaam is onderdrukt.
Met dit programma kunnen statische problemen tot een oplossing worden ge-
bracht en kan een aantal van de laagste eigenhoekfrekwenties met de bijbe-
horende eigentrillingsvormen {eigenvektoren) worden bepaald; voor de bere-
kening van deze dynamische grootheden wordt gebruik gemaakt van de itera-
tieve methode volgens Rutishauser §17l, In het programma zijn procedures
opgenomen voor de berekening van de stijfheidsmatrices Qb en Qv en de massa-
matrices Mb en MV van de beide typen elementen. De gebruiker dient aan te

geven welk type gehanteerd moet worden. Bij de berekening van M_ en MV kan

b
desgewenst de zogenaamde extra matrix (M; voor het B-element en M* voor het
v

V-element, zie 3.5.4 en appendix B} in rekening worden gebracht. Wij zullen
deze extra matrix hier buiten beschouwing laten,

Wij passen dit programma toe voor de berekening van enige eigenhoekfre-
kwenties en eigentrillingsvormen van de eenzijdig ingeklemde balk (lengte L)
uit fig. 3.2. Deze balk is verdeeld in N(N z 1) identieke elementen van type
B of V.

Y =240 £=2,06.10°N.mm 2
z
F=7,634.10%mm?  v=0,30
~balk b b -6 -
A I-ba 8,472,107’ 5, =7,85.10 kg.mm™3
- lzz=8,074.105mmh a=h,26.10-3mm‘1
X
Y 1,=5,592. 107"
L
e »| lmmzl,186.108mm6

Fig. 3.2 De balk met de relevante karakteristieke grootheden.
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Omdat voor de beschouwde balk geldt: =z =0 zullen axiale trillingen,

Y
buigingstriliingen en torsietrillingen ontkipp:ld zijn. Voor axiale trillin-
gen en voor buigingstrillingen zullen het B- en het V-element tot dezelfde
oplossing teiden als het "'klassieke'' balkelement en daarvan is bekend hoe de
berekende eigenfrekwenties konvergeren naar de juiste waarde als ~ bij ge~
1ijk blijvende lengte L - de verdeling in elementen wordt verfijnd (zie bij-
voorbeeld [23}). Wij zullen ons in dit geval beperken tot torsietrillingen
van de balk.

in tabel 3.1 zijn voor enige waarden van L de vier laagste torsie-eigen~
hoekfrekwenties 91,92,93 en 9 (in rad/sec) gegeven als funktie van het aan-
tal elementen, N. De gekozen waarden van L en N zijn zodanig dat steeds geldt
0,7 < ¢ < 10; een vergelijking van de beide element-typen voor andere waarden
van « heeft geen praktisch nut omdat voor ¢ - 0,1 de resultaten vrijwel ge-
lijk zijn terwijl zij voor = » 10 enorm verschillen. k

Behalve de grootte van Qi(i=1,2,3,h) komt in de tabel ook voor de rela=
Qi(N) B ni(a) d
tieve afwijking Aﬁi Sl 2 ) B waarbij QE(N) de i< torsie-eigenhoek~
i

frekwentie is bij een verdeling in N elementen. De resultaten in deze tabel

zijn berekend met V-elementen.

L = 187,5mm; 4.L=0,8

s, (%) | %, .10 a@z(z) &5, (%) 2,10 AQh(%)

1.10,8 | 6,592 0,2 6,018 59,1 - - - -

2.|0,4 | 6,581 0,0 3,815 0,9 1,273 21,9 3,685 80,4
4.i0,2 | 6,578 0,0 3,787 0,1 1,052 0,7 2,068 1,2
8.10,1(6,578 0,0 3,782 0,0 1,044 0,0 | 2,043 0,0
L = 375 mm; u.L=1,6
Nl e o103 s @) e 1074 a0 (0 « 107! an (%) @ 107 an f%)
1 ] 2° " 3 3Ry Y
1.11,6 | 2,064 0,9 1,653 6h,9 - - - -
2.10,812.047 0,i 1,012 1,0 3.260 22,5 9,351 81,4
4.10,4 12,045 0,0 1,004 0,1 2,681 0,7 5,219 1,2
8..0,2 | 2,045 0,0 1,002 0,0 2,661 0,0 5,155 0,0
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L = 750 mm;ee.L = 3,2

-2 -3 -3 -4
N e |00 AQ](Z) 2,.10 Anz(z) 93.10 Anj(%) 2,10 Anh(z)
1.13,2) 7,77 2,0 5,536 85,0 - - - -
2.11,61 7,63 0,2 3,033 1,h 8,898 24,8 2,478 85,9
4./0,8| 7,62 0,0 2,598 0,2 7,194 0,5 1,353 1,5
8./0,4f 7,62 0,0 2,992 0,0 7,143 0,0 1,336 0,0

L = 1500 mm; o.L = 6,4

N e 21072 | ae, () |0 .1073 52, (%) | 2,.107

. ) ) 86, (%) 1q,.10 Aﬂ“(%)

—_

6,4 3,32 4,2 2,746 154 - - - -

2.03,2} 3,21 | 0,5 1,1 2,8 | 2,902 | 32,4 | 7,594 |101
511,61 3,19 | 0,0 1,085 0,4 | 2,218 1,2 | 3,828 1,5
8.l0,8/ 3,19 | 0,0 1,081 0,0 | 2,191 0,0 | 3,771 0,0

Tabel 3.1. De laagste torsie-eigenhoekfrekwenties (V~element) .

De balk is ook doorgerekend met een verdeling in 16 elementen; de
resultaten daarvan zijn niet opgenomen omdat zij geheel overeenstemmen met
de resultaten voor N=8.

Uit de tabel volgt een bevestiging van de reeds in 3.6.2 genoemde er-
varingsregel. lmmers, voor de balk uit fig. 3.2 is het aantal vrijheidsgra-
den voor de beschrijving van torsietrillingen gelijk aan 2.N en uit de ta-
bel volgt dat het aantal torsie-eigenhoekfrekwenties, dat voldoende nauw-
keurig bepaald wordt (d.w.z. AQi < E%) ongeveer gelijk is aan N. In
tabel 3.1 niet opgenomen resultaten bevestigen deze regel ook voor hogere
eigenhoekfrekwenties Qi(i ~ 4). Uit de tabel kan bovendien worden afgelezen
dat de resultaten niet in sterke mate befnvioed worden door de parameter c.
Het blijkt gunstig te zijn ervoor te zorgen dat ¢ niet veel groter wordt
dan 1,

- Om een indruk te krijgen van de kwaliteiten van het B-element voor dy-
namische berekeningen is de balk verdeeld in elementen van het type B en
zijn dezelfde kombinaties van L en N doorgerekend als hiervoor. In tabel
3.2 zijn enige resultaten opgenomen; de grootheden Ri geven de afwijking

van de iEE torsiehoekfrekwenties volgens het B-element (ﬂbi) ten opzichte
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van de overeenkomstige hoekfrékwentie,berekend met het V-element (Qvi), dus :

Qb, - Qv,
R, = i i
i v, (3.10.2)
L = 187,5 mm; ﬁ.L =10,8
N e o103 R 2 107 R 2,.107% | R @ | 2 .107°| R, (2)
1° 1 2° 2 3 3 4 4
110,8] 6,628 | 0,5 5,941 | -1,3] - - . -
20,4 6,582 0,0 3,815 | 0,0 | 1,270 | -0,3 3,674 | -0,3
400,2| 6,578 0,0.| - 3,786 0,0 1,052 0,0 2,068 0,0
8l0,1]| 6,578 0,07 | - 3,782 0,0 | 1,04k 0,0 2,043 0,0
L =375 mm; a.L = 1,6
. -3 . -4 . -4 -k
N e |20 R (%) [ 2,.10 Rz(é) 2510 R3(z) 2,10 R, (%)
1]1,6] 2,077 0,6 | 1,552 |-6,1 | - - - -
210,8| 2,047 0,0 1,011 | -0,1 3,223 -1,1 9,245 | -1,1
4 |0,4| 2,045 0,0 1,003 0,0 2,680 0,0 5,217 0,0
80,2| 2,045 0,0 1,002 0,0 2,661 0,0 5,155 0,0
L = 750 mm; a.L = 3,2
-2 -3 -3 . oL 0
N e [0 R](%) Q,.10 RZ(Z) 93.10 R3(6) 9,10 Rb(é)
113,2( 7,90 1,7 4,488 | -18,9 - - - -
21,6 7,64 0,1 3,028 |- 0,2| 8,533 =h,1 0 2,37 -4,3
4|0,8] 7,62 0,0 2,997 0,0 | 7,182 -0,2 | 1,351 -0,1
80,4 7,62 0,0 2,992 0,0 | 7,132 -0,1| 1,336 0,0
L = 1500 mm; a.L = 6,4
-2 o —3 _3 o -3 o
N e |g.10 R](é) 2,.10 RZ(Z) 93.10 R3(6) 2,10 Rh(éy
16,4 3,38 1,6 1,596 | -41,9 - - - -
2 13,2 3,21 0,1 1,103 |- 0,7 | 2,548 -12,1| 6,495 | -14,5
41,6 3,19 0.0 1,083 [-0,2]| 2,206 -0,5| 3,811 |-o0,b4
8 (0,8 3,19 0,0 1,080 |-0,1| 2,190 0,0 3,767 |- 0,1

Tabel 3.2 De laagste torsie-eigenhoekfrekwenties (B-element).
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Uit de tabel blijkt dat de resultaten van het B~ en het V-element niet
noemenswaardig verschillen als ¢ niet groter is dan 1. Reeds eerder is op
grond van tabel 3.1 gekonkludeerd dat het voor de nauwkeurigheid van de
(met V-elementen) berekende torsie-eigenhoekfrekwenties gunstig is als er
bij het verdelen van de balk in elementen voor gezorgd wordt dat de para-
meter ¢ der elementen niet veel groter wordt dan 1. Op grond van het boven-
staande kan dan echter ook het veel eenvoudiger B-element worden toegepast
zonder dat de nauwkeurigheid belangrijk verandert.

Om na te gaan of. deze konklusies ook gelden als buigings- en torsjetril-
lingen niet ontkoppeld zijn is het rekenprogramma gebruikt voor de bepaling
van een aantal eigenhoekfrekwenties van een U-balk. De konklusies worden door

die berekeningen inderdaad bevestigd.

3.11 Slotopmerkingen

Bij de berekeningen in dit hoofdstuk staat het principe van de mini-
male potentiéle energie centraal. Hierdoor en door gebruik te maken van ma-
trixnotatie is het mogelijk om op systematische en overzichtelijke wijze
theorieén af te leiden en in elkaar over te voeren.

Uitgaande van veronderstellingen over de verplaatsingen en de spannin-
gen is een theorie opgesteld voor dunwandige balken met open dwarsdoorsnede
waarbij het effekt van de afschuiving van de dwarsdoorsnede en van het mid-
denviak niet a priori buiten beschouwing wordt gelaten. Met verwijzing naar

11; wordt aangegeven wanneer deze theorie overgaat in de theorie volgens
Viasov, waarbij het effect van die afschuiving wel verwaarloosd wordt.

0.a. door toepassing van werkwijzen uit de methode der eindige elemen-
ten is getracht de hanteerbaarheid van de Vlasov-theorie voor praktische be-
rekeningen te vergroten. Dit streven heeft geleid tot een rekenprogramma ]121
waarmee de geometrische karakteristieken eenvoudig bepaald kunnen worden.
Bovendien zijn procedures ontwikkeid voor de berekening van de massa- en
stijfheidsmatrix van het element dat op deze theorie is gebaseerd. Deze pro-
cedures zijn zo opgezet dat afrondingsfouten geen rol van betekenis kunnen
spelen bij de numerieke bepaling van de komponenten van die matrices.

“in dit hoofdstuk‘is tevens aandacht besteed aan de berekening der span-
ningen uit de snedegrootheden en de verplaatsingen. Met |12} kunnen de daar-
bij benodigde funkties van de kodrdinaat s numeriek bepaald worden.

In 3.8 is eer benaderingsmethode geschetst die resulteert in een eie-

ment (het B-element) dat veel eenvoudiger is dan het element volgens de
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Vlasov-theorie (het V-element). Uit een vergelijking van de efementen in

3.10 resulteren aanwijzigingen voor het gebruik ervan:

- voor statische en dynamische problemen waarbij geen torsie optreedt leve-

ren beide typen elementen dezelfde resultaten

- voor statische problemen waarbij wel torsie optreedt is het wenselijk ge-~
bruik te maken van het V-element als ue parameter e van de elementen gro-
ter is dan 2 3 3. Voor kleinere waarden van e kunnen beide typen elementen

worden toegepast.

- voor dynamische problemen waarbij torsie optreedtis het ter wille van de
nauwkeurigheid gewenst te zorgen dat € voor alle elementen kleiner is dan
13 2. Indien dit geldt leveren beide typen elementen vrijwel dezelfde

resultaten.

Literatuur big hoofdstuk 3

{1] Bornscheuer, W.F. : Systematische Darstellung des Biege- und Verdreh-
vorganges unter besonderer Berlicksichtigung der Wolbkrafttorsion. Der
Stahlbau, 21 {1952), nr.1, p.t e.v.

12} Jagn, J.1. : Biege- und Torsionsverformungen dinnwandiger St3be mit

offenem Profil. B.G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1957.

|3| Kollbrunner, C.F., Hajdin, H. : Wolbkrafttorsion dinnwandiger Stdbe
mit offenem Profii. Mitt. TKSSV, Verlag der Schweizer Stahlbau-Vereini-
gung, Zirich, nr. 29, okt. 1964, nr. 30, maart 1965.

(4] Vlasov, V.Z. : Thin-walled elastic beams. Israel Program for Scientific

Translations, Jerusalem, 1361.

[S[ Heilig, R. : Der Schubverformungseinfluss auf die Wolbkrafttorsion von

Stéhen mit offenem Profil. Der Stahlbau, 30 (1961), nr. 4, p. 97 e.v.

‘6§ Roik, K., Sedlacek, G. : Theorie der WSlbkrafttorsion unter Beriick-
sichtigung der sekunddren Schubverformungen. Der Stahlbau, 35 (1966),
nr. 2, p. 42 e.v.

65



|7

8]

|10}

i1

1z}

13

[14]

[15

16

18

66

|

Kotlbrunner, C.F., Hajdin, N. : Die Verschiebungsmethode in der Theorie
der dinnwandigen Stdbe und ein neues Berechnungsmodell des Stabes mit
in seinen Ebenen deformierbaren Querschnitten. Abhandlungen, Interna-
tionale Vereinigung fiir Briickenbau und Hochbau, Zlrich, 28-11 (1968),

p. 87 e.v.

Sedlacek, G. : Zur Berechnung der Spannungsverteilung in diinnwandigen
Stdben unter Berilicksichtigung der Profilverformungen. Der Stahlbau, 38
(1969), nr. 10, p. 314 e.v.

Langhaar, H.L. : Energy methods in applied mechanics. Wiley, New York,
1962,

Visser, W. : The finite element method in deformation and heat con-

ducting problems. Dissertatie, Technische Hogeschool, Delft, 1968,

Veldpaus, F.E. : Toepassing van het principe van de minimale poten-
tiéle energie voor de vergelijking van een tweetal theorie&n voor dun-
wandige balken met cpen dwarsdoarsnede. Rappart WE-71/35, Technische
Hogeschool, Eindhoven,1971.

Veldpaus, F.E. : Beschrijving van de ALGOL-procedure GEOMETRICAL
DATA. Rapport WE-73/1, Technische Hogeschool, Eindhoven, 1973

{nog te verschijnen).

Janssen, J.D. : Het afbakenen van het gebruiksgebied van enige
thearieén voor sterkte en stijfheid van dunwandige balken : analy-
tische en numerieke methoden. De Ingenieur, El (1969}, nr.h2,

p. 0 119 e.v.

Melosh, R.W. : Basis for the derivation of matrices for the direct

stiffness method. AlAA-Journaf, 1(1963), p. 1631 e.v.

Bronlund, 0.E., et alii : DYNAN user's reference manual. 1SD-report

na. 97, University of Stuttgart, Stuttgart, 1971.

Rutishauser, H. : Algorithmus 1 : Lineares Gleichungssystem mit
symmetrischer, positiv-definiter Bandmatrix nach Choleski. Computing,
l,{1966)» p. 77 e.v.

Rutishauser, H. : Computational aspects of F.L. Bauers simultaneous

iteration method. Numerische Mathematik, 13 (1969), p. 4 e.v.

Besseling, J.F. : Numerical Methods in Stress Anmalysis. Université

Libre de Bruxelles, Bruxelles, 1968.



f19]

|20

121]

|22

123}

Guyan, R.J. : Reduction of stiffness and mass matrix. AlAA-Journal,
3 (1965), p. 380

Banens, J.P.A. : Enkele methoden voor het bepalen van de grootste
eigenwaarden van bandmatrices. Afstudeerrapport groep WE, Technische

Hogeschoot, Eindhoven, 1372.

Janssen, J.D. : Over de torsietheorie van Vlasov voor dunwandige recht-

hoekige kokers, Dissertatie, Technische Hogeschool, Eindhoven, 1967.

Janssen, J,D. : De mogelijkheden van de methode der eindige elementen
bij de berekening van de sterkte en stijfheid van dunwandige balken.
De Ingenieur, 82 (1970), nr. 43, p. 0 121 e.v.

Przemieniecki, J.S. : Theory of matrix structural analysis. McGraw -
Hill, New York, 1968.

67



HOOFDSTUK 4

Dunwandige kokers met willekeurige dwarsdoorsnede

4.1 Inleiding

De torsietheorie volgens Bredt |1] voor dunwandige balken met &én- of
meercellige doorsnede is, evenals de torsietheorie volgens de Saint Venant
voor dunwandige balken met nulcellige doorsnede, onder andere gebaseerd op
de veronderstelling dat de doorsnede vrij kan welven, maar overigens niet
van vorm verandert. Er treden dan geen axiale normaalspanningen op.

Een theorie met een groter toepassingsgebied ontstaat door uit te gaan
van de hypothesé dat het patroon van de welving in iedere doorsnede gelijk
is aan het patroon volgens de Bredttheorie en daarbij niet a priori aan te
nemen dat de axiale normaalspanningen gelijk zijn aan nul. Daarbij kan de
vorm van de doorsnede star gedacht worden |2,3,h| of er kan een zekere ver-
vorming van de doorsnede in rekening worden gebracht |h,5,6,7,8,9|. Deze
vervorming wordt soms ten onrechte buiten beschouwing gelaten |10|.

De - onder andere - door Dabrowski |5|, Janssen |6|, Resinger |7|,
Lacher [8]| en Vlasov |9] voorgestelde werkwijzen zijn bruikbaar voor kokers
met gesloten dwarsdoorsnede, die zijn opgebouwd uit vlakke platen. Zij voe-
ren tot een stelsel gewone lineaire differentiaalvergelijkingen waarin als
onafhankelijk variabele alleen de axiale kodrdinaat optreedt. Zelfs voor ko-
kers met een eenvoudige dwarsdoorsnede is het opstellen van dit steisel een
zeer bewerkelijk proces dat niet eenvoudig te programmeren is voor verwer-
king met een digitale rekenautomaat. Een ander nadeel van de gencemde werk-
wijzen is dat, meestal langs numerieke weg, de oplossing bepaald moet wor-
den van dit veelal grote, moeizaam verkregen stelsel differentiaalvergelij-
kingen. Uiteraard zullen deze bezwaren vooral dan van belang zijn als de ko-
ker is opgebouwd uit een groot aantal platen en als er een verdeelde belas-
ting op het cilindrisch oppervlak werkt.

In dit hoofdstuk zullen wij een werkwijze aangeven die bruikbaar is voor
dunwandige kokers met willekeurige dwarsdoorsnede. Evenals in hoofdstuk 3
gaan wij uit van het principe van de minimale potentiéle energie, waarbij wij

weer het energieprincipe volgens Reissner zullen hanteren om een uitdrukking
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af te leiden voor de elastische energie. Met deze werkwijze kunnen desgewenst
de differentiaalvergelijkingen op eenvoudige en systematische wijze worden op-
gesteld. Wij zullen in dit hoofdstuk veel aandacht besteden aan een methode
waarmee benaderingsoplossingen van het probleem bepaald kunnen worden.

De te gebruiken hypothesen over de spanningen en verplaatsingen stemmen
niet helemaal overeen met die volgens Vlasov [9]. WiJ zullen in eerste instan-
tie namelijk geen gebruik maken van de veronderstellingen dat de zogenaamde
anticlastische buiging verhinderd is en dat de rek van de profiellijn in om-
treksrichting gelijk is aan nul. Wij zullen enige vereenvoudigingen van de op
te stellen theorie beschouwen; één van die vereenvoudigingen zal overeenkomen
met de theorie volgens Vlesov.

In tegenstelling tot hoofdstuk 3 zullen wij ons hier beperken tot sta-
tische problemen. De dynamische eigenschappen van een koker kunnen desgewenst

op soortgelijke wijze als in hoofdstuk 3 bepaaid worden.

4,2 Schematisering van de koker

De profiellijn van een koker met willekeurige dwarsdoorsnede kan bena-
derd worden door een - eventueel groot - aantal (p) rechte lijnstukken die in
de eindpunten, knooppunten genaamd, met elkaar verbonden kunnen zijn (fig.

4.1). De knooppunten zullen steeds op of nabij de profiellijn gelokaliseerd

Az

werkelijke profiellijn

benadering

& >

Pig. 4.1_ Dwarsdcorsnede met werkelijke en benaderende profielliin.
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worden. In deze schematisering wordt de koker opgebouwd gedacht uit p vlakke,

rechthoekige platen die langs de verbindingsiijnen, knooplijnen genaamd, star

met elkaar gekoppeld zijn. De doorsnijding van een knooplijn, respektievelijk

het middenviak van een plaat, met een vlak loodrecht op de as van de koker zal
overeenkomen met een van de eerder genoemde knooppunten, respektievelijk 1ijn~
stukken.

De knooppunten en lijnstukken worden genummerd in de een of andere, vrij
te kiezen volgorde (fig. 4.1). De met een knooppunt, respektievelijk 1ijnstuk,
korresponderende knooplijn, respektievelijk plaat, wordt voorzien van hetzelf-
de nummer als dat knooppunt, respektievelijk lijnstuk. In fig. 4.1 zijn de num-
mers van de lijnstukken aangegeven met omcirkelde getallen.

Naast deze giobale nummering wordt per plaat een lokale nummering inge-
voerd van de knoopliijnen die de plaat begrenzen {fig. 4.2). Het verband tussen

deze lokale en de globale nummering wordt gegeven door een matrix 2_ van orde

e
(p*2), waarvan de komponenten op rij i (i = 1,2..... p) gelijk zijn aan de glo-
bale nummers van de knooplijnen die plaat i begrenzen. Voor de plaat uit fig.

4.2 zal qelden :

] =0 5 g [h2) = (h.2.1)

2 (lokaal)
q (globaal)

Fig. 4.2 [Lokale en globale kodrdinatensysteem voor plaat 1
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Bij de beschrijving van het gedrag van een plaat zullen wij zowel gebruik
maken van het globale kodrdinatensysteem x,y,z als van het lokale, rechtsdraai~-
ende, Cartesische assenstelsel x,s,r (fig. 4.2). De corsprong van de s-koSrdi-
naat ligt op de knooplijn met lokaal nummer t en de positieve richting ervan
korrespondeert met de richting van deze knooplijn naar die met lokaal nummer 2.

Wij zullen ons beperken tot de situatie dat de koker cilindrisch is en
dat de dikte h en de materiaaleigenscharpen E en y per plaat konstant zijn.

De geometrie van de geschematiseerde koker kan dan worden vastgelegd met de
lengte g, de dikte h van alle platen, de y- en z-koBrdinaat van alle knoop-
punten en de matrix Ro De genoemde beperkingen zijn niet van wezenlijk be-
lang voor de te beschrijven methode, maar door deze beperkingen te accepteren

kunnen de berekeningen in hoge mate vereenvoudigd worden.

4.3 Hypothesen over de verplaatsingen en de spammingen

4.3.1 Inletding

Voor kokers, die zijn opgebouwd uit vlakke platen, kan het verplaatsings-
en spanningsveld worden afgeleid uit de hypothesen over het verloop van de ver-
plaatsingen en spanningen in die platen. Bij het opstellen van die hypothesen
gaan wij ervan uit dat de breedte b van etk der platen veel kleiner is dan & en
dat de plaatdikte h klein is ten opzichte van b. De hypothesen zullen allé&én
betrekking hebben op het verloop van spanningen en verplaatsingen als funktie

van de kodrdinaten s en r en niet op het verloop in axiale richting.

4.3.2 Het verplaatsingsveld in een plaat

Met de hypothesen volgens Love-Kirchhoff {het 'stekelhuid'*-principe) kun-
nen de verplaatsingen Gx, DS, Gr van een willekeurig punt (x,s,r) van de plaat
worden uitgedrukt in de verplaatsingen u.» Uy u_ van punten van het midden-
vlak r=0 van de plaat (zie fig.4.2). Met :

3u 3u

r r
S : B e 4.3,
LI - ¢ (h.3.1)

X s ax

kan volgens deze hypothesen geschreven worden:

DI B O A {4.3.2)
u_ ug '¢x
u u

r r
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De term r.¢ in (4.3.2) wordt door Vlasov |9] niet in rekening gebracht.
Wij zullen de vervorming, die door deze term wordt gepresenteerd, in het ver=-
volg de anti-clastische buiging noemen.

In overeenstemming met IS[ benaderen wij het verloop van u,enu in s-
richting door een lineair, respektievelijk een derdegraads polynoom in s. Deze
veronderstelling zal alleen geoorloofd zijn als de breedte b van de beschouwde
plaat veel kleiner is dan de lengte &, Vlasov neemt bovendien aan dat de rek
van het middenvlak in s-richting, e = Es(x,s,r=0), overal gelijk is aan nul.
Wij zullen geen gebruik maken van deze veronderstelling maar nemen aan dat £,
onafhankelijk is van s, De verplaatsing in s-richting van punten van het mid-
denviak, u s zal dus lineair zijn in s.

Met de genoemde veronderstellingen kunnen u, U, enu op een willekeu-
rige plaats (x,5) (0 ¢ x € &, 0 & s € b) worden uitgedrukt in de verplaatsingen
uxn(x), usn(x), urn(x) en ¢xn(x) aan de rand s=0 en de verplaatsingen ' (x),

q

usq(x), (x) en ¢xq(x) aan de rand s=b. Beschouwen wij deze verplaatsingen

u
rq
als de komponenten van de zogenaamde lokale verplaatsingsvektor Vp(x),

¥ .
vp(x) = [uxn Uxg Ysn Ysq Yrn Yrq fxn Puq ] ’ (4.3.3)

dan zal voor Uy Ugoen up geschreven kunnen worden:

ur AG) AT () C(h.3.4)

u
S

u
r

In appendix D zijn relaties gegeven voor de komponenten van A en A-1.
4.3.3 Het sparmingsveld in een plaat

In overeenstemming met de klassieke theorie voor plaatbuiging nemen wi]j

aan dat de spanningen 90 ;s en o lineaire funkties zijn van de diktekoSr-

dinaat r en dat de spanningen ;r’ Tr
elastische energie. Bovendien veronderstellen wij dat:

en ;sr geen bijdrage leveren tot de

1. cs(x,s,r=ﬂ) en sz(x,ﬁ,r) - rxs(x,S,r=0) onafhankelijk zijn van s

2. ox(x,s,r), cs(x,s,r) - os(x,s,r=0) en rxs(x,s,r=0) lineair zijn in s.

Door deze hypothesen ligt vast hoe de interessante spanningen éx, g, en

Tys verlopen als funktie van s en r. In matrixvorm:
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- s s

s l=le £ 0 0 0 e gm0 0 0 [-%,(x) (4.3.5)
Ld s

g 0 0 1 0 0 0 0 £.n T ]

- S

T s 0o 0 0 £ F 0 0 i 0 n

Ter afkorting is hierbij gesteld £= 1 - % en n= Z.ﬁ. Bovendien is de span-
ningsvek tor ap(x) ingevoerd :
¥

ap(x) = ijn qu 9% Tn Tq “bxn Obxq Thsn “bsa Tsv] (h.3.6)
De komponenten van & hebben een eenvoudig te onderkennen fysische betekenis.

De in {4.3.5) tot uitdrukking gebrachte hypothesen zijn enerzijds geba-
seerd op het te verwachten spanningsveld bij het aangenomen verplaatsingsveld
en anderzijds op de verwachting dat met (4.3.5) het werkelijke verioop der
spanningen in smalle, dunne platen (b << &, h << b) voldoende goed benaderd
kan worden.

Over de hypothese ;xs(x,s,r) = e.t (x) + %.Tq(x) + n.rsv(x) zi) opgemerkt
dat de laatste term is toegevoegd om ook torsie van kokers met {gedeeltelijk)

open dwarsdoorsnede te kunnen beschrijven.

De hypothesen wijken af van die uit |9|. Viasov neemt aan dat ;xs niet
afhangt van r en dat as(x,s,r=0) overal gelijk is aan nul. Bovendien wordt
in i9} op een aantal plaatsen in de berekeningen gesteld :v = 0, De aasnname
dat ;xs onafhankelijk is van r heeft tot gevolg dat de bedoelde theorie uit
{9] niet zonder meer kan worden toegepast voor kokers met een gedeeltelijk

open dwarsdoorsnede.
4.4 De potentiéle energie
4.4.1 Mmleiding

Evenals in hoofdstuk 3 maken wij gebruik van het energieprincipe vol-
gens Reissner om voor de potentiEle energie V een uitdrukking af te leiden
die zo goed mogelijk aansiuit bij de hypothesen over de spanningen en de ver-
plaatsingen. Laten wij dynamische verschijnselen buiten beschouwing dan wordt

de energie in een plaat gegeven door:

H =U +P +P +P (h.5.1)
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Daarbij is Up de elastische energie, uitgedrukt in ¥_en ap' Pcp en Pep re-
presenteren de bijdrage van de verdeelde belasting in het middenvlak r=0,
respektievelijk van de belasting in de eindvlakken x=0 en x=3% van de plaat.
De term Prp geeft de energie ten gevolge van de krachtgrootheden aan de ran~
den s5=0 en s=b.

Per plaat passen wij het principe van Reissner toe door te eisen dat
§Hp=0 voor alle kontinue variaties van ap. Worden de krachtarootheden aan de
randen s=0 en s=b daarbij als voorgeschreven grootheden beschouwd, dan volgt
6Up=0. Hieruit kan het verband tussen & en V_ worden afgeleid; dit wordt ge-
bruikt omﬁp te elimineren uit de relatie voor de elastische energie. Daar-
door ontstaat voor Up een uitdrukking waarin als onbekenden alleen nog de kom-
ponenten van Vp voorkomen.

Substitutie van deze uitdrukking in (4.4.1) en sommatie van H_ over alle
platen levert de totale energie in de koker. Deze energie wordt geheel be~
paald door een aantal verplaatsingsfunkties en de voorgeschreven belasting en

kan dus beschouwd worden als de in de koker opgehoopte potentiéle energie V.

4.4.2 De elastische energie in een plaat

Volgens 4.3.3 nemen wij aan dat de spanningen ;r’ ; en ¢ géén bij-

xr
drage leveren tot de elastische energie, zodat daarvoor zal gelden:
h
@ —
2
1 -2 - -2 7 -
= + - - -
Up J’h{ZEUx 2st+s) 76 'xs *
x=0 s5=0 r= - =
2
.Bu, o du L I
+ Gx. Y + Us. e + TXS.( 35— + -éx_ } .dr.ds.dx (li.l\‘.Z)

Door invullen van (4.3.2), (4.3.4) en (4.3.7) en integratie over de dikte h

en de breedte b van de plaat voligt:

L
Y Y - -
U= f{- %a FoeBp # 8 T+ WG+ V)Y dx (H403)

Hierin zijn 2_ en x  de eerste en tweede afgeleide maar x van de lokale

P P
verplaatsingsvektor:
- dv - dzv
p T Ax *p ~ ax? (4.4 4)
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FU is een positief definiete matrix waarvan de komponenten geheel hepaald
werden door de materiaaleigenschappen E en v en de afmetingen b en h van de
plaat. De komponenten van de matrices wa(a = v,8,y} hangen alleen maar af

van b en h,
Uit 30 = 0 voor alle kontinue variaties van Bp volgen direkt de kon-
stitutieve vergelijkingen. In matrixvorm:

- 3 - -
Up(x) = Fu .(Nv.vp + We.ep + wx.xp) (4.4.5)

Hiermee kunnen wij Ep elimineren uit (4.4.3). Dan ontstaat:

L [ |
Up =3 /[vp OD )(D]. va Sva SVX . GP Ldx (4.4.6)
x=0 SE*V 588 de 6p
s s X
xvoox8 Txx P

waarbij de matrices Sab(a'b = v,8,x) worden bepaald door:

Y Y
ST S, =W F M (4.4.7)

Voor de berekening van de komponenten van de matrices in dit deelhoofd-
stuk wordt verwezen naar appendix D. Uit die berekeningen blijkt dat SGX = SXe
een nulmatrix is en dat de struktuur van de overige matrices S_ (a,b=v,8,%)

ab * )

op de volgende wijze kan worden gekarakteriseerd:

SvV = Sv9 = VX =
SG‘”‘ = SXX”_-

jeder blokje stelt een matrix van orde (2+2) voor. Alleen in de gearceerde

blokjes kunnen getallen ongelijk aan nul voorkomen.
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4.4.3 De potentiZle energie van de belasting op een plaat

De potentiéle energ:e P cp ten gevolge van de in her middenviak r=0 aan-
grijpende belasting q [qx 9, qr] is gelijk aan:
[ b
o= (qx.uX +q .u# qr.ur)dsdx (4.4.8)
x=0 s=0

en kan dus geschreven worden als:

P = - o.f .dx (4.4.9)
x=0

Daarbij is fcp(X) de krachtvektor die kinematisch konsistent is met de belas~-

ting §(x) en die gedefinieerd is als:
f (%) J-
cp

fok de potentiBle energie P

>:<

(s).g(x,s).ds (4.4.10)

ep ten gevolge van de belasting aan de randen

x=0 en x=i kan worden uitgedrukt in Vp. Er geldt:

- .[ J-h (Ux‘Ux *orerug * Txr.ur] drds  (4.4.11)
s5=0 r= - >

x=0

waarbij Oy 3Tys €N T, @an de randen x=0 en x=% vervangen moeten worden door

de voorgeschreven spanningen & <
J P 95N 1 T xs1

n “xr1? respektievelijk 927 Txs2 xr2
aan die randen. Met de hypothesen over het verplaatsingsveld kan (4.4.11)wor~

den avergevoerd in

A
Pep T [zp gp ](x=£) : Tcp2 + [;p %p ](x:ﬂ) L JF (4.k.12)

De vektoren f . en o (i=%,2) bevatten blijkbaar alle relevante informatie
over de belasting aan de randen x=0 en x=% van de plaat. Bij de omwerking
van (4.4.11) naar (4.4.12) volgt dat de eerste vier komponenten van myy en

m ., gelijk zijn aan nul.

p2
Bij de berekening van de potentiéle eneragie Prp ten gevolge van de kracht-

grootheden aan de randen s=0 en s=b moet onderscheid gemaakt worden tussen ran-

den waarop wel en randen waarop geen uitwendige belasting aangrijpt. Voor de

berekening van de totale potenti&le energie in de koker ten gevolge van de be-
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lasting zijn de randen, die niet uitwendig belast zijn, niet van belang. De bij~
drage van de randen die wel een uitwendige belasting dragen kan in rekening ge~
bracht worden in Pcp in plaats van Prp' Bij de verdere berekeningen zullen wij

Prp daarom buiten beschouwing laten.
4.4.4 De totale potentidle energie inm een koker met lengte &

De totale energie die is opgehoopt in een uit platen opgebouwde koker,
kan bepaald worden door de bijdragen van alle platen te sommeren. Ten einde
deze sommatie op eenvoudige wijze te kunnen uitvoeren zullen wij alie van be-
fang zijnde vektoren e&n matrices van elk der platen relateren aan één assen~
stelsel, het globale x,y,z - kodrdinatensysteem.

Naast de tokale verplaatsingsvektor VD introduceren wij de globale ver-

plaatsingsvektor 00, gedefinieerd door {(fig.h.3)

\!/ (x) = [u (4.4.13)

xn Uxq Yyn uyq “zn Yzgq Yxn ¢xq1

Het verband. tussen Vg en Vp kan worden vastgelegd met een orthonormale
transformatiematrix T waarvan de komponenten alléén afhangen van de hoek o

tussen de clobale y-as en de lokale s-as van de beschouwde plaat. Er geldt:

V(%) =T.% (x);  §.(x) = %.vp(x) (4.4, 14)

I ¥ F¥4

> G

Fig. 4.3 De komponenten van de lokale en de globale verplaatsingsvektor

van een plaat



De reeds afgeleide uitdrukkingen voor Up en Pcp + Pep kunnen nu worden
omgewerkt tot relaties van de volgende vorm:

L v oy
1 Yy - -
— v 0 v * d ] .
2 j [vg Bg Xg]' va Kvﬂ Kvx Vg x (4.4.15)
x=0 -
Kev 3] KEX Gg
K K
va X8 xx Xq
o I v ! v !
Pop * P = | Vofgedx-[v,e.] [ o0 RE:
cp ep g’ cg a g g2 g9 9 gl
x=0 (x=1) (x=0)
m m
g gl
(L.4.16)

De hierbi]j optredende vektoren met index g ontstaan uit de ge]uknamuge vek~
toren met index p door v&&rvermenigvuldiging met de matrix T terwul de deel-
matrices Kab(a*b = v,0,%) worden gegeven door:

Y Y !
Kyp = Kpa = ToS5p-T o (kwa7)

Voor de berekening van de totale elastische energie U en de totale po-
tentigle energie ten gevolge van de belasting, P, voeren wij een vektor ¥=¥{x)
in waarin alle interessante verplaatsingsgrootheden van doorsnede x worden

opgeborgen. Wij stellen

Y00 = [0 R00 F00] (4.4.18)
met:

D= oy Ug coereeee W] (4.4.19)

% = [uy1 Uygeeremres sty Uy uzz‘....uZ"J (L.4.20)

§ = [¢x‘ Bygrrrereee o (4.4,21)

Hierin zijn U uyi, u,; en LI de verplaatsingen van knooppunt i{i=1,2....m)
in doorsnede x. ‘
Door sommatie over alle platen kan de totale potenti&le energie V in de
koker bepaald worden. Met
- dv
-} X B AL
Ix $ (X) (ll 4 22)
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ontstaat dan uiteindelijk een uitdrukking van de volgende vorm:

Ve=U+FP (4.4.23)
RS
u=§J’[\7 9 x]. Q,y %4 O, \: -dx (h.h.24)
x=0
QGV QO’S Qex ?
Q Q

2
Yy - Y Y Y A
P=- J’ V.f .dx - [vz 02] 5] + [v1 0]] f (4.4.25)
x=0
™ ™
Daarbij zijn Vi, 0, en vy, 8, gelijk aan ¥, o aan rand 1 (x=0), respektie-

velijk rand 2 (x=2).
Uit de wijze waarop de matrices Qab(a,b = v,0,x) worden berekend uit de

matrices Ka van de afzonderlijke platen volgt dat QQX = QXe een nulmatrix

b
is en dat de struktuur van de overige matrices Qab op de volgende manier kan

worden weergegeven:

Q,, = %/-/.. Q, =
-
| D

s = Ul %~ Fopminn
n N

.
WZ%%%

|
[ [ [ ]

In deze figuren representeert ieder blokje een matrix van orde (mxm). Getallen
ongelijk aan nul kunnen alleen in de gearceerde blokjes voorkomen.
Om bij de verdere berekeningen van deze struktuur gebruik te kunnen ma-

ken partitioneren wij Qab(a,b = v,0,x) op een wijze die overeenstemt met de
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splitsing van ¢

in de deelvektoren @i, @ en §. Wij schrijven:

1 4
Gy =Q.=[Ap ] B | @] @ F Gb=viesd  (4.4.26)
cab Dab Eab 2m
0 Fab ab m
i [l ol
F *
m 2m m

Ock de in (4.bh.24) en (4.4.25) optredende vektoren worden - op dezelfde ma-

nier als ¥ - gesplist in deelvektoren. Wij schrijven (i = 1,2):

Vel v, = qu] s 8= B 0 = e, (h.h.27)
w W, i v,
-5 5 P o

fo=0]s f = Nol s omo=t{o (4.4.28)
k

c Ki Ml

-tc Ti B’

4.6 De differentiaaivergelijkingen

Met het principe van de minimale potenti&le energie, toegepast op (4.4.23),
........ {4.4.25), kan het. stelsel differentiaalvergelijkingen voor de komponen-

ten van V worden afgeleid. Er volgt:

2.
d-d dw o
- Aaa.dxz + (Bve Cva).a; + Avv'u = nc(x) (4.5.1)
I be 2 v 2
dw d dw d g
— * E . + (D -D_.+D —=+ (E_ + F —
’ DXX dx KX dx ( VX 6o xv) dx? ( VX VX) dx2
s, -8 )88 a0 Wk G =k (x) (4.5.2)
Ve v’ tdx vv vy’ [= s
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v d*3 v % 23
+E . —=+G .——% + E \— .ELiE
XX dxl'l XX dx ( VX VX) dx2 * (GVX * va) dx2 il
\ -~ -
+E, @+ G .0 = tc(x) (4.5.3)

Bovendien kunnen randvoorwaarden voor de eindviakken x=0 en x={ worden afge-

leid. Stellen wij:

2oy el - . di da v
f(x) =N = Peerds * Cuo-9) (4.5.4)
= da Y
K 9 dx T Pvo-U
T 0
ax) =fo] = 0 (4.5.5)
- 2, LY | v
M p d¥ g d¢, @+ F .3
XX dy? XX gyl VX vX
2 24
R v o v vy o
B 4w e W+ G .3
| XX gx? XX gy 2 VX VY

dan volgt dat aan deze randen de volgende kondities zullen gelden (i=1,2):

N=N, 3 i=u 3 (k.5.6)
K=K 3 M=M ;&=w ; §=y, (4.5.7)
T=T, 5 B=B; 3 §=4¢; 5 8=p; (4.5.8)
waarbij i=1 voor x=0 en i=2 voor x=g.
Niet alle kondities (4.5.6),..... (4.5.8) kunnen geTnterpreteerd worden

als randkondities in de gebruikelijke zin van het woord. Bij een konkreet
probleem zullen steeds aan elke rand i(i=1,2) m komponenten van Ni en u;,
4.m komponenten van Ki' Mi’wi en wi en 2.m komponenten van Ti’ Bi' ¢i en o,
een voorgeschreven waarde bezitten, De werkelijke randkondities ontstaan door
van (4.5.6),..... ,(4.5.8) alleen die vergelijkingen te beschouwen waarvan het
rechterlid een voorgeschreven waarde heeft.

Uit het voorgaande blijkt dat de differentiaalvergelijkingen en de rand-
kondities eenvoudig geformuleerd kunnen worden zodra de uitdrukking voor de
potentiéle energie is opgesteld. Dit stelsel vergelijkingen levert echter in

het algemeen geen goed bruikbare basis voor verdere berekeningen. immers,
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voor het bepalen van het homogene deel van de totale oplossing ¥ = ¥(x) moet
het met {4.5.1),.....{(4,5,3) samenhangende eigenwaardeprobleem worden opge-
lost, Weliswaar zijn hiervoor oplossingsstrategie&n bekend (zie bijvoorbeeld
Vlasov |9] en Kellbrunner - Hajdin |11} maar deze stuiten op grote - nume-
rigke - problemen als m niet zeer klein is. Als het rechterlid van (4.5.1),
..... {4,5,3) van nul verschilt moet bovendien een particuliere oplossing be-
paald worden; daarvoor zijn echter geen praktisch bruikbare, min of meer al-
gemeen toepasbare werkwijzen aan te geven. Hierbij zij opgemerkt dat diffe-
rentiemethode of numerieke integratie soms wellicht uitkomst kunnen bieden.
In verband met de hiervoor gesignaleerde problemen zullen wij in het
volgende deelhoofdstuk een werkwijze beschrijven die niet uitgaat van het
stelsel differentiaalvergelijkingen maar van de uitdrukking voor de poten-
tiéle energie waaruit dat stelsel is afgeleid. Deze werkwijze is, evenals de
werkwijze in 3.5, gebaseerd op technieken uit de eindige elementenmethode.
Er kunnen praktisch bruikbare benaderingsoplossingen mee bepaald worden, maar
de resultaten ervan zullen slechts in uitzonderingsgevallen exakt overeenko-

men met de oplossing van de differentiaalvergelijkingen.

4.6 Beraderingsoplossing met behulp van de elementenmethode
4.6.1 Inletding

De koker wordt door het aanbrengen van snedeviakken loodrecht op de as,
knoopvlakken genaamd, verdeeld in elementen, kokerelementen genaamd. In zo'n
kokerelement, waarvan de lengte gelijk zij aan g, wordt het verioop van ¥
aangenomen, zodanig dat ¥ voor een willekeurige snede x eenduidig kan worden
uvitgedrukt in v, = G(x=0), 6y = 8{x=0) en v, = Vx=1}, b, = T{x=¢) van de
eindviakken x=0 en x=1 van het element,

Met deze veronderstelling over ¥ en met (4.4.23),....(4.4.25) kan de po-

tentiéle energie in het element worden uitgedrukt in Vi O], v, en waar-

na op dezelfde wijze als in 3.5 de totale potenti&le energie V in dezkoker
kan worden uitgedrukt in de uitwendige belasting en de verplaatsingen van de
knoopviakken {dit zijn de snedevlakken, inklusief de eindvlakken van de ko-
ker}. Vervolzens kunnen deze vektoren op de gebruikelijke, reeds in 3.6 aan-
geduide wijze bepaald worden.

Zodra de verplaatsingsvektoren van de knoopvlakken, die een kokerelement

begrenzen, bekend zijn kan voor elk van de platen waaruit dat kokerelement is
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opgebouwd de plaatvektor Vp bepaald worden. Daaruit volgen de spanningen in

die platen.

4,8.2 Het verloop van U(x) in een kokerelement

In de onderhavige, ééndimensionale theorie wordt het verloop van de ver-
plaatsingen in een kokerelement gekarakteriseerd door ¥ als funktie van x.
Uit analytische en experimentele resultaten van Janssen [6' voor dunwandige
kokers met vierkante dwarsdoorsnede blijkt dat ¥ = ¥(x) in belangrijke mate
niet-lineair kan zijn. Indien wij desondanks voor alle komponenten van ¥ een
lineair verloop in axiale richting aaznnemen zullen wij =~ in het algemeen -
de koker in een groot aantal kokerelementen moeten verdelen als Wij het werke-
lijke verplaatsingsveld met voldoende nauwkeurigheid willen benaderen. Een
ernstiger nadeel van een dergelijke veronderstelling over het verloop van ¥
is echter dat de aansluiting tussen de kokerelementen onderling niet gegaran-
deerd kan worden en dat slechts in uitzonderingsgevallen konvergentie naar de

2xakte resultaten zal optreden als de verdeling in elementen verfijnd wordt.

Kayser 112! gaat uit van een geheel andere veronderstelling over het ver~-
loop van ¥{x). Hij neemt aan dat alle komponenten van V(x) harmonische funk~
ties van x zijn. Zijn werkwijze is uitermate geschikt voor situaties waarin
de komponenten van ¥ in een Fourierreeks ontwikkeld kunnen worden, maar door
de genoemde veronderstelling is het toepassingsgebied ervan beperkt.

Wij willen hier een verplaatsingsveld kiezen dat de hiervoor genoemde
nadelen niet of in veel mindere mate vertoond en dat voldoet aan de volgende

eisen:

1. alle homogene rektoestanden die in de onderhavige theorie op kunnen treden

moeten beschreven kunnen worden.

2. de aansluiting tussen de kokerelementen onderling moet volledig gegaran-
deerd kunnen warden.
Rekening houdende met de struktuur van de matrices Qab(a’b = v,0,3)

volgt bij nadere analyse van de elastische energie volgens (L.4.2L) dat de

rektoestand in een willekeurige snede x wordt bepaald door de vektoren i, g%,
. 2,

w, %E, EL%;, n 2, %23 5t—§ . Als gevolg van de eerste eis moet het nog te kie-
X dx v % ydxy

¥
zen verloop van ¥V = [u W @]in ieder geval tcelaten dat elk van de gencemde

vektoren konstant wordt. Beperken wij ons tot polynomen als interpolatiefunk~
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ties dan volgt dat U tenminste lineair en dat w en § tenminste kwadratisch in
x moeten zijn.
Om de gevolgen van de tweede eis na te gaan beschouwen wij een knoopvlak

waarin twee kokerelementen i en j gekoppeld worden (fig. 4.4).

/“
1

‘ L

I e o ) S S —— }
/”‘;’ I’)

kokerelement i kokerelement |

knoopviak k

Fig. 4.4 In knoopvlak k te koppelen kokerelementen £ en j

De aansliuiting tussen deze elementen is verzekerd als voor elk punt (s,r)

van het rechtereindvliak van element i de totale verplaatsing gelijk is aan

de totale verplaatsing van het overeenkomstige punt (s,r) van het linkereind=-
vlak van element j. Met de veronderstellingen uit 4.3.2 over het verloop van
de verplaatsingen als: funktie van s en r volgt dat bij de koppeling van twee
kokerelementen de vektaoren O, @, § = %%, deng = %% ook in het knoopvlak
kontinu moeten zijn. Dit kan op de gebruikelijke wijze worden gerealiseerd
door de komponenten van @i, w en § in een willekeurige snede x;in een koker-

element uit te drukken in de komponenten van Upr U respektievelijk Wi U

2 1’
Wos Uy BN §us 0y 4y, py VAR de knoopvlakken die het element begrenzen (zie
fig. 4.5). Beperken wij ons weer tot polynomen als interpolatiefunktie dan

kan op grond hiervan voor U een lineair en wor % en § een derdegraads ver-

foop gekozen worden. Bij die keuze zal gelden:

a(x) = §1(x).u' + §2(x).u2 (4.6.1)
h

Wix) = {x).w. + hu(x).g.¢2 (4.6.2)

3 2
300 = hy(x).gy + hy(x).nepy + Aol oy + by () 0p,  (4.6.3)

1(x).w1 + hz(x).z.gp1 +h

waarbij gl en §2 lineair in x zijn terwij] h1, h2’ h3 en ;A derdegraads funk-

ties van x zijn (zie appendix D).
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Het is uiteraard mogelijk om in plaats van (4.6.1) voor © een soartge-

lijk verloop te kiezen als voor W en 3, dus:

U(x) = ;](x).u] + az(x).g.e +h (x).u, + ;h(")’l‘Ez (L.6.4)

1 3 2

F >

knoopviak 1 knoapvlak 2
kokerelement i

Fig., 4.5 Kokerelement ¢ met de (lokale) nummering der knoopvlakken

Behalve de komponenten van uy enu, treden dan ook de komponenten van €y =
(—j%) op als parameter. De moeilijkheid hierbij is dat

di -
> -0 en ey =

van geval tot geval moztzworden nagegaan welke koppeling er gelegd moet wor=
den tussen de rekvektor e_ van het rechtereindvlak van element i en de rek-
vektor g, van het linkereindvliak van element j (zie fig.4.4). Deze koppeling
zal in het algemeen niet gegeven worden door-de relatie ¢_ = €, omdat (bij-
voorbeeld) een diskontinuTteit in de vektor N der normaalkrachten in het
vlak van koppeling zal leiden tot extra termen in die relatie. Bij de verdere
ontwikkeling van de theorie zou hiermee rekening gehouden kunnen worden, maar
dit veroorzaakt een aantal extra komplikaties. Wij blijven daarom werken met
het lineaire verloop van U volgens (4.6.1) en aksepteren daarbij het nadeel
dat in een aantal situaties een fijne verdeling in kokerelementen nodig zal
zijn om de gewenste nauwkeurigheid van de resultaten te kunnen bereiken. In
hoofdstuk 6 zal nog een andere veronderstelling over T = G(x) ter sprake ko=
men, waarin U wel een derdegraadsfunktie van x is maar waarbij het koppelings-
probieem met de aangrenzende elementen niet optreedt.

Omdat 0, W en § deelvektoren zijn van de vektor ¥ kunnen wij in plaats

van {4.6,1),..... ,{4.6.3) ook schrijven :
Y(x) = D(x).v, (4.6.5)
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waarin ve de verplaatsingsvektor van het beschouwde kokerelement is :

v v 1 Y v Y
u i

v vov oy
v, = [ U 5. @

;% "2] {(4.6.6)
D{x} is een matrix van orde (imsti4m), waarvan de komponenten eenvoudig bepaald
kunnen worden door vergelijking van (4.6.5) en (4.6.6) met (4.6.1),..... .
(4.6.3).

4.8.3 De atijfheidsmatric QQ van een kokerelement
Substitutie van het gekozen verloop voor ¥{(x) in (4.4.24) levert de elas-

tische energie Ue’ uitgedrukt in de verplaatsingsvektoren G, W, 3, § en & van

de eindviakken x=0 en x=p van het beschouwde kokerelement. Wij vinden :

< -

Qv _ (4.6.7)

c
n
‘Naf s

Hierin is Qe de stijfheidsmatrix van het element. Nadere uitwerking levert

dat deze matrix de volgende struktuur heeft {(zie appendix D) :

QE = A B 0 2m
v
B D £ 8m
. e
i_ 0 E ¢ | Bm
8 4
IZm m L‘ m =!

Elk van de deelmatrices A, respektievelijk B, D, E, G wordt geheel bepaald

respektievelijk Bab’ D E

door Aa ab’ Tab’ Ga

b? b (a-b=V>G)X).

4.8.4 De relevante krachtvektoren van een kokerelement
Uit (4.4.25) volgt dat de potenti&le energie ten gevolge van de belas-
ting op een kokerelement bij het aangenomen verloop van ¥ gelijk is aan :

\J
Po =" Ve (F+ F) C (h.6.8)
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Hierin representeert fe de belasting in de eindvlakken van het element,
Yy L
Fe=[-N Ny =K, oM K, M, ST =B T, BZ], (4.6.9)

terwijl FC de krachtvektor is die kinematisch konsistent is met de verdeelde

belasting op het cilindrisch opperviak van het element :

Y

Fo= D(x). Ec(x).dx (4.6.10)

x=0

4.6.6 Berekening van de interessante kracht- en verplaatsingsgrootheden

Uit de relaties voor Ue en Pe kan de potenti&le eneroie V in een in
elementen verdeelde koker worden bepaald, waarna met de werkwijzen uit 3.6.1
U, W, §, ¢ en p voor elk der knoopvlakken en fe voor elk der kokerelementen
berekend kunnen worden.

De vektoren {, W, §, 3§, en 5 in een willekeurige snede in een kokerele-
ment kunnen met {4.6.5) Lepaald worden als Ve bekend is. indien deze werk-
wijze niet tot voldoende nauwkeurige resultaten leidt kan een der methoden
uit 3.§ gghafteerd wgrden. Die kunnen ook gebruikt worden om de krachtvek-

toren N, K, M, T en B in een willekeurige snede x te bepalen.

4.6.6 Berekening van de sparmingen in een plaat

Om de spanningen in plaat i{i = 1,2,....,p) te berekenen kunnen wij uit-

gaan van de konstitutieve vergelijkingen (4.4.5). Er geldt (zie ook fig. 4.6):

- = E . Ec:v _ e

an(x) = OX(X,D,D) ]-VZ(EX + v.ES) + E(an qu) (4.6.11)

(x) = 5 (x,0,0) = —F(c + e ) - B! - u) (4.6,12)
xq x s ]—VZ « . 7\ xq .6,
o (x) = c_’s(x’s’o) - 2(95 * V‘Ex) (4.6.13)
1=y

.: cot -l -

Tn(X) = .xs(x,ﬂ,ﬂ) G fug b(uxn uxq)] (4.6.14)
- o _ e 1 .

Tq(x) = sz(x,b,ﬂ) = G.(usq b(uxn uxq)] (4.6.15)
- 5 hy _ - E.h

T () cx(x,ﬂ,f) cx(x,ﬂ,ﬂ) = I_VZ'(Xxn + V'Xsn) (4.6.16)
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Fig. 4.6 De spanningsparameters in doorsnede x in een plaat

bxq X
obsn(x)= as(x,U,—z-
%bsq x)= as(x b,7
Tsv(x) = ;xs(x’s’f"
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()= 5 (,b,3) - 3 (x,,0)

h)_-

(4.6.17)

(4.6.18)

(4.6.19)

(4.6.20)



¥ . . . . )
—— Hierin is differentiéren naar x aangegeven met ' 1 f = gi. Voor de ter af~
X

korting ingevoerde rekgrootheden geldt :

e = ae (Ul 4 i) I N U ugg) (4.6.21)
X= - g O 33t -3 upg + S ley ) (4.6.22)
g™ %E.{- 3 33.u’r'q +boleh - u.¢1q)} (4.6.23)
xeom * i‘f'{ # 3o u) F b2+ e, ) (h.6.24)
Xeq™ * ;_2.,{ " 3lug, ) Fble v 2,00 (4.6.25)

Voor de berekenina van de spanningsparameters in een willekeurige dnor-
- - 2. 2-
. di . dw w oo~ .
snede moeten de komponenten van 4, —, &, ——, g—~, ® en a0 voor die door=-
dx dx x2 dxz
snede bekend zijn. De hiervoor geschetste benaderinasmethode levert wel {,

_dR ds

R ¢ en voor een beperkt aantal doorsneden (te weten de knoopvlakken)

6 d%e  d%

5

maar niet g%, =5 en —s. Voor de berekening daarvan en voor de berekening
dx _dx

o .odw - do . , . .
van O, @, ==, ¢ en I n een willekeurige snede x in een kokerelement kan
worden uitgegaan van de veronderstellingen (4.6.1)..... (4.6.3) over het ver-
loop van @i, W en & in het element. ’ 2

Voor de eindvlakken van een kokerelement kunnen g§3 ——% en g—% echter

dx dx

ook bepaald worden langs een geheel andere weg, die in het algemeen tot,
nauwkeuriger resultaten zal leiden. Zodra Ve bekend is kan met fa=Qe.ve"fc
ook de krachtvector fe (en dus de vectoren N, R, H, T en B van de eindvlak-
ken van dat element) hbepaald worden. Uit de definitie-vergelijkingen

(4.5.4) en (4.5.5) voor N, A en B volat:

di & _ 1
— =N~ R .6.
Ase’ Ix Cyge® (4.6 26).
2. y Y
D £ 481 - [ml - [b F @ (4.6.27)
XX XX dx’ vV
2
y . v Y -
E G 98¢ § E & 3
XX XX dx? VX VX

Voor de eindvliakken zijn de vectoren in het rechterlid van deze vergelij~

.. kingen bekend.
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C Uit (4.6.26) kan du worden opgelost omdat A positief definiet is. De

dx ge
matrix in het linkerlid van (4.6.27) is in het algemeen slechts semi-posi~
tief definiet, zodat EE% en EE% niet zonder meer kunnen worden uitgedrukt
dx dx
in ﬁ, é, W en 3. Door op stelsel (4.6.27) een aantal manipuiaties uit te
voeren is het echter steeds mogelijk om voor elke plaat i(i = 1,2..... p)
waaruit het kokerelement is oEgeEouwd, de verplaatsingsgrootheden u:;, u;h,
4% en +" uit te drukken in M, B, W en 3.
xn xq

Voor de berekening van de axiale normaalspanning o = Ex(x,s,o) kan nog

een geheel andere weg gevolgd worden door

1. te eisen dat ox(x,s) per plaat lineair is in s.

2. te eisen dat er geen sprong is in de axiale normaalspanning, ook niet bij de

overgang van de ene plaat naar de andere. De normaalspanning le(x,s) in

plaat i kan dan worden uitgedrukt in de axiale normaalspanningen o n(x)
x

en qu(x) ter piaatse van de knooplijnen n en q die de plaat begrenzen

(zie fig. 4.2)
i N _s s
% {x,s) = (1 F)'Gxn * B Oxq {4.6.28)

3. te eisen dat de arbeid, verricht door deze spanningen, identiek gelijk
is aan % G.N. Met het in 4.3 geponeerde lineaire verloop van de axiale

verplaatsing ux(x,s) volgt

p
| T
Zbi.hi.{(oxn+-2—g Jou_ 4+ (6 o ).u }E TN {4.6.29)

= xq xn 2 “xn xq xq
[

Hieruit resulteert een stelsel vergelijkingen van de vorm :
5.5(x) = N(x) G[] = 0 4 Voor k=1,2,.....m) (4.6.30)

waarbij $ een symmetrische, positief definiete matrix van orde (msm)
is. Uit (4.6.30) kunnen dus de axiale membraamnormaalspanningen ter

plaatse van de knooplijnen bepaald worden.

Voor sommige typen docrsneden kan een betere benadering voor de
schuifspanning ;xs(x,s) in het middenvlak der platen worden bepaald door

uit te gaan van de eis dat voor een elementair blokje dx.ds.h het axiale
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krachtenevenwicht gegarandeerd moet zijn. Janssen schetst in \6[ hoe
hiervan gebruik kan worden gemaakt bij kokers met een rechthoekige dwars-
doorsnede. Deze werkwijze kan echter niet eenvoudig gegeneraliseerd wor-
den voor kokers met een dwarsdoorsnede waarin in een of meer der knoop-

punten méér dan twee platen aan elkaar gekoppeld zijn.

4.7 Benadering voor lange kokers
4,7.1 Inleiding

Uit analytische en experimentele resultaten voor kokers met een eenvou-
dige dwarsdoarsnede blijkt dat de invioed van de anti-clastische buiging op
de totale deformatie van de koker te verwaarlozen is als de lengte g groter
is dan een karakteristieke maat van de dwarsdoorsnede. Uiteraard zal deze
buiging wel van belang zijn in de onmiddelijke omgeving van een plaats waar
een diskontinuTteit in belasting of ondersteuning optreedt {zie bijvoorbeeld
Janssen|6]).

Ook in de onderhavine theorie kan plausibel! gemaakt worden dat deze bui-
aing buiten beschouwing gelaten kan worden als ¢ maar 'voldoende groot' is.
Wij zullen niet nagaan wanneer & '‘'voldoende groot' is, maar nemen aan dat deze
buiaina geen bijdrage levert tot de potentiEle energie in de koker. Hiervan
uitacaande zal worden aangetoond dat de deelvektor E(x) van ¥{x) kan worden

uitagedrukt in de deelvektor w{x) en de deelvektor tc(x) van fc(x).

De berekeningen zulien weer uitmonden in een stelsel differentiaalverge-
lijkingen, dat veliswaar veel eenvoudiger is dan het stelsel uit 4.5, maar
waarvan de bepaling van de exakte oplossing weer - zij het in mindere mate ~
op de reeds eerder in 4.5 gesignaleerde moeilijkheden stuit. Wij zullen

daarom aandacht besteden aan een methode om benaderingsoplossingen te bepalien.
4.7.2 De differentiaalvergelijkingen voor lavge kokers

Zoals in 4.7.1 reeds is opgemerkt nemen wi] aan dat de bijdrage van de

anti-clastische buiging tot de totale potentiéle energie te verwaarlozen is.

In de voorgaande afleiding kan dit in rekening worden gebracht door in (4.4.2)

au
en {4.4.11) de term o .u = o (u_ - r —) te vervangen door g .u . Dit heeft
X X% XX Ix N X X

tot gevolg dat de matrices NX en Sax(a = v,B,x) vervangen moeten worden door
en m

nulmatrices en dat de vektaren m overgaan in nulvektoren.

pl p2
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Op eenvoudige wijze kan worden aangetoond dat de relaties (b4.4.24) voor

de elastische energie en (4.4.25) voor de potentiéle energie van de belasting

blijven gelden mits gesteld wordt : an = Axa =0 (a = v,d,Y) en mgo=m, = 0.
Voor de totale potenti&le energie in een koker met lenate % zal dus gelden :
2 2
! [! '] v S.F dx - Uf a Yt
V = 7 v g|. QVV Qve Y] dx Vof dx — v,y r vl F,
x=0 x=0
0, Qp 8 (4.7.1)

Op dezelfde wijze als in 4.5 kan hieruit een stelsel differentiaalverge-
lijkingen met randkondities worden afgeleid. Met de reeds in 4.4.4 en 4.5 ge-

Tntroduceerde deelmatrices en deelvektoren volgt

chy S e, L. B0 s A () (4.7.2)
dx
d%w Y dg - P  4.7.3)
- D@B' ;:f + (CVG Bve)’ ax * va'W + Evv'¢ N kc(x) (4.7.3
N T (4.7.4)
vV VA% C

f

Voeren wij in analcgie met (4.5.4) weer de krachtvektoren N en K in, nu ge-

definieerd door:

& do . Y
N=Aygx * L (4.7.5)
- dw . Y
K=Dgsr ax * Byg -t (4.7.6)

dan is te bewijzen dat aan de randen x=0 en x=1 de volgende kondities moeten

gelden:

N=N, ; d=u (4.7.7)
K= K. ; W= oW, (4.7.8)

waarbij i=1 betrekking heeft op rand x=0 en i=2 op rand x=p. Wij wijzen er
op dat deze "randkondities' gefnterpreteerd moeten worden op dezelfde wijze
als in k4.5,

ten van de meest opvallende verschillen tussen de bovenstaande verge-

lijkingen en die in 4.5 is dat in plaats van het stelsel vierde orde diffe-
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rentiaalvergelijkingen (4.5.3) hier het stelsel lineaire vergelijkingen
(4.7.4) optreedt. Omdat GVV positief definiet is kan 3 uit (4.7.4) worden
opgelost :
3=-G TE o ascs N3 (4.7.9)
vv Vv Vv c

in |9| maakt Viasov gebruik van een soortgelijk verband tussen § en &. Hij
laat daarbij echter de vektor gc(x) buiten beschouwing.

Substitutie van 3 volgens (4.7.9) in (4.7.3) levert een stelsel tweede
orde differentiaalvergelijkingen voor @. Er volgt :

- D, EEE + (CVe - E

1] dxz

-1

= kc(x) - Evv'va

. Ec(x) (4.7.10)

4.7.3 Toepassing van de elementaenmethode bij lange kokers

Het is in principe mogelijk G en & te bepalen uit (4.7.2) en (4.7.10),
Voor realistische waarden van m (m groter dan 4 & 5) is dit echter een zeer
arbeidsintensief proces. Daarom zullen wij gebruik maken van eenzelfde be-
naderingsmethode als in 4.6, waarbij in dit geval het verband tussen ener-

-

zijds 4 en anderzijds W en t in rekening moet worden gebracht. Wij voeren
- PO o - - _dd ~_ dW R
daarom vektoren Vyen 6, in waarven G en @ en € = 7, = Ix deelvektoren zijn:

\] \J v b4
jL=[ﬁ ) w] H Gl=[zv @] (4.7.11)

Met (4.7.9) kan dan voor ¥ geschreven worden

v=T.v +| 0 (4.7.12)

T]1 = || 0 (4.7.13)
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— Door substitutie van (4.7.12) in uitdrukking (4.7.1) voor de potenti&le ener=

gie ontstaat :

L
Y Y v . \ M
1 o 2 L L - % - o o+ v, L F
V= 7,[{.[VE 81]' Qv Yo % Vl'fcl}dx Y207 T2e 1208
x=0
2 3 -
\) i
v Yoo [ (4.7.14)
met v, = vl(x=02 en v,, = vQ(x=£). De vektoren Fcz’ le en fll ontstaan uit
respektievelijk fc, F2 en FI door vermen;gvuldiging met ¥l , terwijl de ma-
. s
trices 0y {a,b = v,8) volaen uit Qib = Tl'Qab'Tﬁ'

Om tot eenzelfde benaderingsmethode te komen als in 4.6 verdelen wi] de
koker weer in kokerelementen en worden hypothesen geponeerd over het ver-
loop van U en W in axiale richting in zo'n element. Wij kiezen weer het Fi-
neaire, respektievelijk derdedraads verloop zoals gegeven door (4.6.1) en

(4.6.2), zodat wij voor ¥, kunnen schrijven :

2

vl(x) = BR(X)’ve (4.7.15)

De vektor Ve in deze relatie wijkt af van de gelijknamige vektor in 4.6,
Hier geldt :

M Y vy Y v v y

Ve = [uI Uy vy W, w2] (4.7.16)

De beregkening van de stijfheidsmatrix en de relevante krachtvektoren

van een kokerelement verloopt op dezelfde wijze als in 4.6. Dit geldt ook
voor de kracht- en verplaatsingsvektoren van de knoopvlakken en voor de
spanningen in de platen. In de relaties voor de buigspanningen (4.6.16)....,
{4.6.19) moeten Xory ©N qu in het onderhavige geval gelijk aan nu! gesteld
worden. Meer details over deze werkwijze komen ter sprake In de appendices

0 en E.

4.8 Benadering bij verwaarlozing van de rek in omtrekrichting
4. 8.1 Inleiding
Bij het opstellen van de hypothesen over het verloop van de spanninaen

en de verplaatsingen in een plaat (zie 4.3) is uitgegaan van de veronderstel~-

.. ling dat in de elastische energie de bijdrage van de rek £, van het midden~
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_ . vlak r=0 niet te verwaarlozen is ten opzichte van de bijdrage van axiale ver- _
lenging en buiging. Voor vele voorkomende belastingoevallen zal de bijdrage
van e, echter relatief klein zijn, zeker als de lengte van de koker '‘voidoen-
de groot'' is. Verwaarlozen van die bijdrage kan in de opzet van de analyse

via het energieprincipe van Reissner in rekening worden gebracht door zowel
aus

de rek e_ = als de normaalspanning os(x,s) = as(x,s,r=ﬂ) voor alle x
en s gelijk adf nul te stellen. Per plaat hangt de verplaatsing us(x,s) =
Gs(x,s,r=0) van het middenvliak in omtrekrichting dan alleen af van de axiale
ko8rdinaat.

De genoemde wijzigingen in de hypothesen over het spannings- en ver-
plaatsingsveld blijken verstrekkende gevoigen te hebben voor de analyse. Wij

zullen de konsekwenties ervan in dit deelhoofdstuk nagaan.
4. 8.2 Benadering met behulp van de elementenmethode

De hypothese £, = 0 voor elke plaat impliceert dat voor de verplaatsing
in omtreksrichting van punten van het middenvlak r=0 moet gelden (zie ook

fig. 4.3) :
u (x,s) = u__(x) = u. (x) (4.8.1)

Bij de berekeningen in de voorgaande deelhoofdstukken werd gebruik ge-
. s s R

maakt van de veronderstelling us(x,s) = (1 E)'usn(x) + E'usq(x)' Om hier
een zo goed mogelijke aansluiting met die berekeningen te verkrijgen schrij-
ven wij in plaats van (4.8.1)

u(x,8) = dou_ (x) + tou (%) (4.8.2)

s 7 2" 7sn 2" sq
Bij toepassing van het principe van de minimale potentiéle energie moet dan
wel rekening worden gehouden met (4.8.1).

Voor de berekening van de elastische energie per plaat maken wij weer
gebruik van het energieprincipe volgens Reissner. Met (4.8.2) en de extra
veronderstelling as(x,s) = 0 volgt voor U_ een uitdrukking van de vorm
(4.4.6). De daarin optredende matrices Sovr ENTTERERE ’SXX moeten echter ge-
wijzigd worden in de in appendix D aangegeven zin. Voor de potenti&le ener-
gie van de belasting biijven de relaties uit 4.4.3 en uit appendix E gelden,
ondanks het feit dat de veronderstelling voor u volgens (4.8,2) afwijkt van

-. de veronderstelling die in 4.4.3 is gehanteerd. -
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|
Op de gebruikelijk, reeds meerdere malen aangegeven wijze kan de totale
potentiéle energie worden uitgedrukt in de uitwendige belasting en de kompo-
nenten van de verplaatsingsvektor 5 = [5 W %]. De komponenten van ¥ - en
met name die van de deelvektor W van ¥ - mogen niet allemaal worden opgevat
als onafhankelijk te vari&ren grootheden. Immers voor elke plaat moet een re-

latie van het type (4.8.1) gelden, zodat er verbanden zullen bestaan tussen

de komponenten van W. Beschouwen wij plaat i, bearensd door de knooplijnen

nen q (zie fig. 4.2) dan moet op grond van (4.8.1) gelden

(W[n] - W[q] ).cos(li + (v‘v[n + m] - v‘v[q + m]).sin a; =0 (4.8.3)
waarbij gebruik is gemaakt van uyk = W[@ s U= W[kmﬂ voor k = 1,2,..... m.
Voor iedere plaat uit de koker geldt een dergelijke relatie, zodat W(x) zal

moeten voldoen aan
Hoa(x) =0 (4.8.5)

Hierin is H een matrix van orde (p % 2m) waarvan in rij i alleen de komponen-
ten ﬁ[i,n] = - ﬁ[i,q] = cosu, en ﬁ[i,n + m] = - ﬁ[i,q + m] = sino; ongelijk
aan nul kunnen zijn.

De rang r van H hangt af van de geometrie van de dwarsdoorsnede maar zal
uiteraard voldoen aan r g min (p,2m) en dus aan r g p omdat p ten hoogste ge-
lijk is aan 2.m. Uit overwegingen met fysische achtergrond volgt dat r gelijk
is aan 2.m - Ngs waarbi j ng gelijk is aan het aantal bewegingsmogelijkheden in
het vlak van de dwarsdoorsnede als die doorsnede wordt opgevat als een stangen-
mechanisme. Dit mechanisme ontstaat door de verbindings!ijnen tussen de knoop-
punten (fig. 4.1) te beschouwen als starre stangen die in de knooppunten schar-
nierend verbonden zijn. Voor het aantal bewegingsmogelijkheden van dit stangen-
mechanisme 1ijkt te gelden : 2m - p g ngosm+ 1,zodat uit r = 2.m - ng volgt
m=-1€r g p.

Als de rang van P gelijk is aan r dan kunnen met (4.8.4) r komponenten van
w(x) worden uitgedrukt in de overige n, = 2m - r_koﬁponenten. Argemener tde 2m

komponenten van W kunnen worden uitgedrukt in n, onafhankelijke verplaatsings-
funkties. Voor die funkties kunnen ng onafhankelijke komponenten van @ gekozen
worden, maar nodig is dat niet. Het ligt voor de hand bij de keuze ervan de

eerder genoemde bewegingsmogelijkheden van het stangenmechanisme als uitgangs-
punt te nemen. Rangschikken wij deze onafhankelijke funkties in een vektor WV

dan zal dus gelden

w(x) = H .w (x) (4.8.5)
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Het is in principe mogelijk een procedure te ontwikkelen om, uitgaande
van de matrix ﬁ, de komponenten van Hv te bepalen met een digitale rekenauto-
maat. Aan een dergelijke werkwijze kleven nogal wat bezwaren van numerieke en
praktische aard, die niet eenvoudig ondervangen kunnen worden. Voor vrijwel
alle van praktisch belang zijnde kokers zal een dergelijke werkwijze ook
niet noodzakelijk zijn omdat de geometrie van de (geschematiseerde) dwars=
doorsnede zo eenvoudig is dat direkt een set van ng onafhankeli jke verplaat-
singsfunkties kan worden aangegeven. Zodra bekend is welke funkties gekozen
zijn kunnen de komponenten van HV betrekkelijk eenvoudig bepaald worden
door weer gebruik te maken van de reeds eerder gememoreerde schematisering
van de doorsnede tot een. stangenmechanisme. Wij zullen hierna steeds aanne-
men dat Hv bekend is.

Voor de verdere berekeningen biedt het voordelen om de onafhankelijke

komponenten van V(x) te verzamelen in een aparte vektor v ., Met :
v

v o=[tT; VV =14 |; H=1]1 0 0 (4.8.6)
W WV 0 HV 0
3 3 o o i

v(x) = H.v (x) (4.8.7)

De berekeningen in de voorgaande deelhoofdstukken zijn ook geldig voor
het onderhavige geval als in die berekeningen enige - formeel eenvoudige -
modifikaties worden aangebracht. Wij zullen ons beperken tot de wijzigingen
in de relaties voor de potenti&le energie,

Allereerst moet bij de berekening van vi, Qvﬁ’ ..... QXX’ in rekening
worden gebracht dat va, Sv" ,,,,, SXX in het onderhavige geval (55=D) moeten

worden aangepast in de in appendix D aangegeven zin.

De relaties (4.4.23), (4.4.24) en (4.4.25) blijven gelden als

dv
1. v(x) vervangen wordt door Vv(x) en B(X) door év = E;!_
¥
2. Qab(a,b = v,9,%) wordt vervangen daor H‘Qab'H
- vo- oy v
3. fc’ f. en m, {i = 1,2) worden vervangen door H. foo H.F. en H.m,
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Ook in de uitdrukking (4.7.14) voor de potenti&le energie bij verhinde~ _.

ring van de anti-clastische buiging moeten wijzigingen worden aangebracht.

Om deze eenvoudig aan te kunnen geven introduceren wij - in overeenstem-
ming met de werkwijze in 4.7 - een vektor Vvl waarvan O en W ‘deelvektaren
zijn. Met

vo=lal v, =1 H,p = ] 0 (4.8.8)

w ", 0 Hv

volgt dan

v A 4.8,

Goo=H Y ) , ( 9)

Uitdrukking (4.7.14) geldt dan ook voor het geval es=0 als

1. Vi wordt vervangen door va en ER door %x(vvg) = avi
2. 0% ordt vervanaen aoor ; Q L H {a,b = v,8)
ab i Vi Tabt vy T '
- Y - Y
3. fck en fiQ {i = 1,2) worden vervangen door Hvl'fcl en Hvl'fiﬁ'

De verdere analyses in de voorgaande deelhoofdstukken zijn telkens ge-
baseerd op de uitdrukking voor de potentigle energie. De wijzigingen die
voor het geval es=0 in die analyses moeten worden aangebracht zijn direkt

af te leiden uit het voorgaande.
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HOOFDSTUK 5

Kwantificering en vergelijking van de theorieén voor balken met willekeurige
doorsnede

5.1 Inleiding

Voor de numerieke uitwerking van de in hoofdstuk 4 beschreven be-

naderingstheorieén zijn een drietal rekenprogramma's ontwikkeld

- in programma | (gebaseerd op de analyse in 4.6) wordt zowel de invloed

van anti-clastische buiging als van de rek in omtreksrichting, €y in
rekening gebracit.
~ in programma il {(gebaseerd op de analyse in 4.7) wordt wel de invloed

van k_, maar niet die van de anti-clastische buiging in rekening gebracht
~ in prgramma 11t (gebaseerd op de analyse in 4.8) wordt noch de invlced

van - noch die van de anti-clastische buiging in rekening gebracht.

Het hlokschema en de in- en uitvoer van de programma‘s zullgn in 5,2
ter sprake komen. f

De programma's kunnen gebruikt worden voor statische berekehingen aan
konstrukties die bestaan uit een rechte, dunwandige balk. Deze balk wordt
in axiale richting verdeeld in N elementen, kokerelementen genaamd. In de
huidige opzet van de programma's zijn nog geen procedures ingebouwd om een
verdeelde belasting op het cilindrisch oppervlak van de elementen in reke-
ning te brengen. In 5.3 worden de mogelijkheden van de programma’s toege-
licht.

Om een indruk te krijgen van de nauwkeurigheid der benaderingstheo-
rieén uit 4.6, 4.7 en 4.8 worden in 5.4 de resultaten van de programma's
voor enige konkrete probliemen vergeleken met experimentele resultaten. In

5.5 worden de konklusies vit 5.4 gegeneraliseerd .

5.2 Karakterisering van de rekenprogramma's

In dit deelhoofdstuk zullen wij een summiere beschrijving geven van

de struktuur van de rekenprogramma's 1, I}l en 111. Een zeer beknopte schets
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van de werkwijze, die aan deze programma‘s ten grondsliag ligt, is reeds ge-
geven in 3.5.6 en 3.6.1

Wij beschouwen een balk die verdeeld is in N kokerelementen. Laat het
aantal vrijheidsgraden l? per knoopviak gelijk zijn aan n, en laat V} de
vektor zijn waarin alle vrijheidsgraden van de balk zijn opgeborgen in een
zodanige volgorde dat v; [(k-l).nv+i]de igs~vrijheidsgraad van knoopvlak
k (k=1,2,..... ,N+1} is. Deze volgorde ieeft tot voordeel dat van elke vrij-
heidsgraad van ieder knoopvlak direkt de positie in V} kan worden aange-
geven. Dit betekent dat uit 3¥ de verplaatsingsvektor Vg van kokerelement e
(e=1,2,.....,N) eenvoudig kan worden afgeleid omdat in Ve de vrijheidsgra-
den van de knoopvlakken k=e en k=e+1 zijn gerangschikt. Het nadeel van de
gekozen volgorde is dat de vrijheidsgraden in V} niet naar soort zijn ge-
rangschikt, Evenals in 3.5.6 onderscheiden wij drie soorten vrijheidsgraden

en introduceren wij een vektor v_ die dezelfde komponenten heeft als Vt en

t
waarin de vrijheidsgraden wel naar soort zijn gerangschikt

\ ¥y v ¥
Ve =[v Vo VR] (5.2.1}

De vektoren v en Vo bevatten de onbekende vrijheidsgraden respektievelijk
de voorgeschreven vrijheidsgraden ongelijk aan nul. in VR zijn de onder-

drukte vrijheidsgraden opgeborgen, zodat zal gelden vR=0. Het verband tus-
sen enerzijds de komponenten van'Vt en anderzijds die van v, wordt vastge-

legd door de lokatiematrix Inp die is gedefinieerd door

V. [e=1)in#i]= v [Inp[k, 1] (5.2.2)

voor k=1,2,..... ,N+1 en i=1,2,.....nv, Hiermee kan het verband tussen de

komponenten van de vektor v, van kokerelement e en de komponenten van Ve

worden bepaald. Wij kunnen schrijven

va[i] = v, [tok[e, i]] (5.2.3)

voor e=1,2,..... SNoen i=1,2,..... ,2.nv. Van de matrices Inp en lok wordt

in de rekenprogramma's veelvuldig gebruik gemaakt.

Tenzij uitdrukkelijk anders vermeld wordt met ''vrijheidsgraden'' steeds

bedoeld '‘onafhankelijke vrijheidsgraden'.
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Volgens hoofdstuk 4 is de elastische energie in kokerelement e ge
1Y . N N
aan % ve.Qe.ve. De stijfheidsmatrix Qe van het kokerelement kan bepaald
worden op de in hoofdstuk 4 aangegeven wijze. De totale elastische energie
in de balk,U, wordt gegeven door :
N
U=23 W v =4 T o (5.2.4)
2 e"e’e 2 t'ot't it

e=]

Door gebruik te maken van (5.2.3) kan de totale stijfheidsmatrix Qt wor-
den bepaald uit de matrices Qe van de kokerelementen.
Qt en de totale krachtvektor ft worden, op dezelfde wijze als in 3.5.6,

gepartitioneerd in deelmatrices, respektievelijk deelvektoren

Ve TV Y Q = 331 G, Y3 fool B (5.2.5)
Yo | Q4 & O f
v ooy
VR ‘ Q3 G5 Q53 fa

De vektor fo bevat de bekende, uitwendige krachten die werken op de onbeken-
de vrijheidsgraden. De komponenten ervan kunnen met {5.2.2) worden bepaalid
uit de specifikatie van de voorgeschreven belasting in de knoopvlakken. Zo-
als in 5.1 reeds is vermeld kan met de huidige programma's nog geen verdeel-
de Gelasting op het cilindrisch oppervlak van de kokerelementen in rekening
worden gebracht.

Als traagheidstermen byiten beschouwing worden gelaten dan kan de onbe-
kende vektor v volgens 3.5.7 worden opgelost uit

Qyev = f -Q {5.2.6)

o 127V

Het rechterlid in (5.2.6) mag bekend verondersteld worden.
4 |
chaam verhinderd is. Als de onbekende vrijheidsgraden op een geschikte wij-

is positief definiet als iedere beweging van de balk als star li-

ze worden gerangschikt in de vektor v zal Qll een duidelijke bandstruktuur
vertonen. Voor het oplossen van (5.2.6) wordt daarom gebruik gemaakt van de
methode volgens Choleski voor bandmatrices.

Zodra v berekend is kunnen vt en V} worden bepaaid. Bovendien kunnen
voor jedere xnkerelement de verplaatsingsvektor v, en - met fe = Qe've -
de vektor Fe der krachtgrootheden in de eindvlakken van het element worden

bepaald. Uit v, " en eventuee!l fe - kunnen de spanningen berekend worden in
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de platen waaruit dat element is opgebouwd. In de huidige rekenprogramma'’s
wordt bij de berekening der spanningen de meest voor de hand liggende werk-
wijze gevolgd door uit te gaan van de konstitutieve vergelijkingen die met
het principe van Reissner zijn afgeleid. De daarbij benodigde afgeleiden van
de verplaatsingen worden bepaald door differentiatie naar x van het aan-

genomen verplaatsingsveld.

De hiervoor beschreven werkwijze is in fig. 5.1 weergegeven in de
vorm van een blokschema. Dit schema is zo globaal van opzet dat de verschil-
len tussen de drie rekenprogramma's niet tot uitdrukking komen. Die verschil-
len treden voornamelijk op in de blokken 3,4,6,8,14 en 15; voor nadere in-

formatie wordt verwezen naar |2]

1

karakterisering van de geometrie

van de geschematiseerde dwarsdoor-

snede van de koker.

2

inlezen van de materiaaleigenschap~

pen van de platen waaruit de koker

is samengesteld

3
inlezen van de reduktie-matrix Hv
{all&&n voor programma [11),

'3

berekening van de karakteristieke

matrices A , A , D etc van de
v’ Tee’ Tvv

koker.

5

karakterisering van de verdeling

in kokerelementen
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specifikatie van de vrijheids-
graden naar soort (vullen van de

lokatiematrix Inp).

7

bepaling van de bandbreedte van

de matrix Q1]

8

berekening van de stijfheidsma-
trices Qe der kokerelementen en

vullen van O_H en Q12.

9

berekening van de rechtshoven-

L
driehoeksmatrix R wit Q1]=R.R
{methode Choleski)

10

inlezen van de voorgeschreven
belasting en opstellen van de

vektor f .
o

11

inlezen van de voorgeschreven
verplaatsingen ongelijk nul (de
vektor v_) en berekening van

o
r=f - le.v

o] o]

12

berekening van v uit §.r=r,

R.v = r (methode Choleski),

¥ 13

bepaling en ultvoeren van de

totale verplaatsingsvektor V}.
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| 14

berekening en uitvoeren van de

krachtvektor fe der kokerele-

menten,

15

berekening en uitvoeren van de

spanningen in de platen waaruit

de kokerelementen zijn opgebouwd.

Pig. 5.1 Het (zeer) globale blokgchema der rekenprogramma's

5.2 De mogelijkheden van de rekenprogramma'’s

De theorie&n in hoofdstuk 4 en de rekenprogramma's t, Il en I}
zijn bruikbaar voor cilindrische, dunwandige balken met willekeurige open,
gesloten of open-gesioten dwarsdoorsnede. Enige van praktisch belang zijn-

de dwarsdoorsneden zijn geschetst in fig. 5.2.

Balken met open dwarsdoorsnede kunnen in veel gevallen ook geana]y-'
seerd worden met de theorie uit hoofdstuk 3. Indien verwacht moet worden
dat het gedrag van de balk in belangrijke mate wordt pbeinvioed door ver=
vorming van de dwarsdoorsnede is het gewenst bij de analyse gebruik te
maken van een der theorie8n uit hoofdstuk 4.

In vergelijking met de werkwijze volgens Kollbrunner-Hajdin |3| voor

- balken met open doorsnede, Vlasov |4]| voor gesloten doorsnede en Steinle
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Fig. 5.2 Enige voorbeelden van mogelijke dwarsdocrsneden

|5| voor open-gesioten doorsnede heeft de werkwijze volgens haofdstuk 4.
het voordeel dat niet eerst allerlei geametrische karakteristieken van de
doorsnede bepaald behoeven te worden. In de rekenprogramma's |y 11 en 11}
worden die karakteristieken bepaald uit de door de gebruiker in te lezen
gegevens aver de geometrie van de doorsnede. Vooral vaoor balken met een
grillig gevormde dwarsdoorsnede is dit een groot voordeel.

De ondersteuning van de balk mag willekeurig zijn als beweging van
de balk als star lichaam mear verhinderd is. Het in rekening brengen van
een ondersteuning of van een voorgeschreven vrijheidsgraad ongelijk aan
nul zal in de programma's niet op problemen stuiten als ter pléatSe van
die ondersteuning of vrijheidsgraad een knoopvliak wordt gelokaliseerd.

in de huidige rekenprogramma's moet de uitwendige, voorgeschreven be-
lasting op de balk worden ingevoerd als een in de knoopvlakken aangrijpende
belasting. Een eventuele verdeelde belasting op het cilindrisch oppervlak
van een kokerelement kan in rekening worden gebracht indien de gebruiker die
belasting - liefst op kinematisch konsistente wijze - omzet in gekoncentreer-
de krachten in de knoopvlakken die het element begrenzen. Deze gekoncentreer-

de krachten kunnen in de programma's wel verwerkt worden.

5.4 Enkele toepassingen van de rekenprogramma's

In zijn proefschrift geeft Janssen een aantal analytische en experimen-
tele resultaten voor de spanningen in de dunwandige balk uit fig. 5.3 (zie il‘
pag. 123-146). Deze balk, hierna ook wel koker genoemd, wordt in de doorsnede

x=0 belast door een evenwichtssysteem van krachten waarvan de werklijn samen- -
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valt met een van de diagonalen van de vierkante dwarsdoorsnede. De relevante
afmetingen zijn vermeld in fig. 5.3 en fig. 5.4, Wij zullen de drie hiervoor
genocemde rekenprogramma's toepassen voor dit probleem en de berekende span-
ningen vergelijken met de experimentele waarden volgens 111.

=

rq

3 P
) > X
: e ——— 2
[ T S 58 S
k ,
P=4500N
L =1100mm 1 [ =1100 mm
T

Fig. 5.3 [Lange dwwandige balk, in het midden belast dcor een evenwichts-

systeem van puntkrachten

De koker wordt in omtreksrichting verdeeld gedacht in vier platen die
overeenkomen met de zijwanden van de koker. De nummering van de platen en de

knooplijnen is in fig. 5.4 aangegeven.

maten in mm.

b-9s5.06

Fig. 5.4 De dwarsdoorsnede van de balk
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Or het aantal elementen, waarin de koker verdeeld wordt, te beperken
wordt gebruik gemaakt van de symmetrie van de konstruktie en de belasting ten
opzichte van x=0. Wij kunnen ons dus beperken tot het gedeelte 0 ¢ x < & van
de koker. De gekozen verdeling in kokerelementenm en de nummering en kodrdina-
ten van de knoopvlakken zijn gegeven in fig. 5.5, In de buurt van x=0 is de
verdeling veel fijner dan bij het vrije uiteinde omdat de axiale gradi&nten

van de spanningen bij x=0 veel groter zullen zijn dan bij x=%.

pui et 0 { 1 ] ] ] X -
[itH - i 1 i 1 ] .
1 ne n 1% ) 16 17

/

7

A :
/ -
/  detail (4x vergroot)
1315|789 1 ll,f
248

x1 = 0 mm; %5 = 20 mm; x9 = 50 mm; x33 = 250 mm; x]7 = 1100 mm;
Xy = 5 mm; xg = 25 mm; 10 = 75 mm; LT 400 mm;
x3 = 10 mm; x7 = 30 mm; X = 100 mm; x]5 = 600 mm;
Xy = 15 mm; xg = 40 mm; X1y = 150 mm; X1g = 800 mm;

Fig. 5.5 De verdeling in kokerelementen van de rechterhelft van de balk

De figuren 5.7 tot en met 5.14 bevatten enige resultaten van de be~
rekeningen. De getrokken lijn en de stippellijn geven de resultaten van pro-
gramma !, respektievelijk programma l1l. Waar wel een getrokken 1ijn maar
géén stippellijn voorkemt zijn de verschillen tussen de resultaten van | en
111 zo gering dat deze beide !ijnen samenvaiien, De resultaten van programma
I'l zijn niet opgenomen in de grafieken. Deze resultaten blijken steeds tus-
sen die van de programma's | en Ill te liggen en zijn niet bijster interes-
sant omdat de verschillen tussen de resultaten van | en l1l vrijwel steeds

bijzonder klein zijn.
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De experimenteel bepaalde waarden uit |1] zijn aangegeven met ''dikke’
ronde punten. Waar Janssen voor dezelfde grootheid meer dan é&&n waarde ver-
meld is de gemiddelde waarde gehanteerd.

Om de interpretatie van de grafieken te vergemakkelijken zijn de span-

ningsgrootheden, die in deze grafieken voorkomen, in fig. 5.6 aangegeven,

plaat 2

/ = T3+ Ohs

Txs
& e ’//, s
Ox+0bx
X

Fig. 6.6 De interessante spanningsgrootheden in plaat 2.

in de eerste vijf grafieken is het verlocop in axiale richting van enige
interessante spanningen weergegeven. Opgemerkt moet worden dat de getekende
Tijnen steeds zijn opgebouwd uit rechte verbindingslijnen tussen de bereken-

de spanningen in de knoopvlakken. De procedure voor de berekening der span-

] >

ningen levert namelijk voor elk kokerelement alleen de spanningen O Tgr Tys

s
Obx? bs €N Toy in elk der knooppunten van de knoopviakken die dat element
begrenzen,

De figuren 5.7, 5.8 en 5.9 geven de axiale membraamspanning o, = cx(x)

voor y = - 33 mm in plaat 2, de membraamspanning o_ = as(x) voor y = + 33 mm

s
in plaat 2 en de schuifspanning.rxs voor y=0 in plaat 2. in fig. 5.10 en fig.

5.11 is het verloop van Tpx = obx(x) en o = cbs(x) voor y = - 33 mm in

plaat 2 in beeld gebracht. )
vit fig. 5.7 blijkt dat de gemeten waarden van de axiale normaalspan-
ning o, goed overeenstemmen met de resultaten van de beide rekenprogramma's.
Bij fig. 5.9 dient opgemerkt te worden dat de rekenprogramma's met de huidi-
ge procedure voor de spanningsberekening onmogelijk tot de juiste waarde van
Tos in doorsnede x=0 kunnen leiden. Vanwege de in rekening gebrachte symme-
trie ten opzichte van het viak x=0 zal de berekende waarde van deze spanning
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namelijk gelijk zijn aan nul. Voor x > S50 mm blijkt het verloop van Teg =
sz(x) redelijk goed beschreven te worden. De afwijkingen tussen de bere-
kende en de gemeten waarden voor x > 50 mm moeten verklaard worden uit de
in hoofdstuk 4 geponeerde veronderstelling volgens welke Tys in een plaat
lineair verandert met de omtrekskodrdinaat, Voigens Janssen (zie II[) wordt
het verloop wvan Tys met deze kodrdinaat echter in goede benadering beschreven
door een parabool. Nauwkeuriger waarden voor T.s kunnen bepaald worden door
de procedure voor de spanningsberekening aan te passen in de door Janssen
aangegeven zin (zie |1] en 4.6.6) of door de koker in meer dan vier platen
op te delen. Uit fig. 5.8 blijkt dat het verlioop van g, voor x > 20 mm door
de resultaten van programma | (de getrokken 1ijn) wel goed gekarakteriseerd
wordt maar dat'de maximale waarde, cs(x=0), volgens de berekening een fak-
tor drie kleiner is dan de gemeten waarde. De oorzaak hiervan is gelegen in
de gekozen verdeling van de koker in platen (zie fig. 5.4) en in de in hoofd~-
stuk 4 gehanteerde veronderstelling dat o in omtreksrichting in een plaat
niet verandert. In de buurt van het aangrijpingspunt van de belasting zal a
in die richting echter .een zeer grote gradient vertonen. Een betere benade-
ring voor o kan gevonden worden door de koker in meer platen te verdelen.
Bij fig. 5.8 zij nog opgemerkt dat o volgens programma i} uiteraard iden~
tiek gelijk is aan nul

Uit fig. 5.10 en fig. 5.11 volgt dat de buigspanningen o

e met

n g
beide programma‘s goed beschreven worden. Voor kleine waardenpcan X ?i < 50
mm) treden er merkbare afwijkingen op tussen de resultaten van de beide pro-
gramma's., De verklaring hiervan moet gezocht worden in de verschilleﬁ tussen
de theorieén die aan deze programma‘s ten grondsiag liggen : in programma |
wordt het effekt van de anti-clastische buiging wel in rekening gebracht en
in programma |l niet. Wij kunnen daarom stellen dat deze afwijkingen veroor-
zaakt worden door het optreden van anti-clastische buiging in de buurt van
x=0. Deze gevolgtrekking wordt gesteund door het oscillerende karakter van
O,y Volgens programma | en door de uitdemplengte van deze slingering (zie
fig. 5.10). Overigens zi] opgemerkt dat Janssen in |1| een scortgelijk ver-
loop van Tpy in de buurt van x=0 vindt met een analyse die gebaseerd is op

de klassieke plaattheorie.

De figuren 5.12, 5.13 en 5.14 brengen het berekende en het gemeten ver-

loop in omtreksrichting van de spanningen o o en o in plaat 2 in door~-

bx

snede x=0 in beeld. Het verloop van deze spanningen tussen y = - % beny=
+ %-b zal zeker in doorsnede x=0 allerminst lineair zijn (zie bijvoorbeeld
[} , fig. 7.5.3). Omdat de koker in onze schematisering uit slechts vier
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platen is opgebouwd leveren de rekenprogramma's aliéén maar de spanningen in
de hoekpunten y = - %-b en y = + % b (zie fig. 5.4). In de grafieken zijn de
berekende waarden verbonden door rechte 1ijnen.

Uit fig. 5.12 en 5.13 blijkt dat de berekende waarden voor o, en oy,
goed overeenstemmen met de gemeten spanningen en dat de verschillen tussen
de resultaten van de beide rekenprogramma's klein genoemd mogen worden. Dit
geldt niet meer voor fig. 5.14. Weliswaar komen de in absolute waarde groot-
ste, gemeten buigspanningen Tx redelijk goed overeen met de resultaten van

programma !, maar het verioop van o y) wordt niet erg bevredigend

bx obx(
voorspeid. Bovendien zijn de verschillen tussen de resultaten van de pro-
gramma's | en 11l erg groot. Dit laatste is niet zo verwonderlijk omdat in
programma 11! de anti-clastische buiging verhinderd is terwij! dit in pro-
gramma | niet het geval is. Deze buiging zal voor kleine waarden van x - en

zeker in doorsnede x=0 - echter van grote betekenis zijn. Om te komen tot

: 2
z%, (Nmm2) ‘o; (N/mm?2)
. AN 20
P A \
\ D— 10
-0 -9% \ 05 1

N N
\ 0 \\

M
0o 20 300 400 " x(mm)
Fig. 6.11 Fig. 5.12
cbs:cbs(m) voor y = - 35 mm ax=ax(y) voor x=0 in plaat 2
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35?

J
o/

=20
~50 -30
Fig. 5.13 Fig. 5.14
cbs:obs(y) voor x=0 in plaat 2 : abm:cbm(y) voor x=0 in plaat 2

een betere voorspelling van het verloop van de spanningen Tyr Tpg €N cbx‘in
omtreksrichting zal de koker in meer dan vier platen verdeeld moeten worden
en/of een betere procedure voor de berekening van de spanningen ontwikkeld

moeten worden.

Resumerend kan gesteid worden dat zowel programma | als programma i1l
tot een zeer bevredigende voorspelling van de spanningen leiden als wordt
afgezien van de onmiddellijke omgeving van het aangrijpingspunt van de be-
lasting. In de buurt van dat punt blijkt programma | te resulteren in span-
ningen die wezenlijk realistischer zijn dan de spanningen volgens program-
ma lli. Daarbij dient echter te worden opgemerkt dat de rekentijd en de
hoeveelheid geheugen bij programma 1li veel gunstiger zijn dan bij program-
ma t. Beschouwen wij als voorbeeld weer het probleem wit fig. 5.3 en fig.
5.4 met de verdeling in 16 kokerelementen volgens fig. 5.5 dan blijkt te
gelden :
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programma | | programma 1! | programma 111

totaal aantal onbekende

vrijheidsgraden 457 325 195

bandbreaedte van de te

dekomponeren matrix Q}] 55 39 23

rekentijd op de EL-X8 857 sec 380 sec 126 sec

De zeer grote verschillen in rekentijden en benodigde geheugenruimte wor-
den voornamelijk veroorzaakt door de verschillen in bandbreedte en aantal
onbekenden.

Op grond van het bovenstaande kan gekonkludeerd worden dat het bij de
analyse van hetvprobleem uit fig. 5.3 aanbeveling verdient om gebruik te
maken van programma [l}. Als ook de spanningen in de buurt van het aangrij~
pingspunt van de gekoncentreerde belasting nauwkeurig voorspeld moeten wor-
den moet programma | gehanteerd worden en zal het wenselijk zijn de koker
in meer dan vier platen te verdelen. Dit zal echter gepaard gaan met een

veel hogere rekentijd.

De geldigheid van deze konklusies voor kokers met een andere dwars-
doorsnede kan getoetst worden aan het probleem uit fig. 5.15, De ten dele
open, ten dele gesloten dwarsdoorsnede van de koker is geschetst in fig,
5.16. In de eindvliakken zijn platen aangebracht die geschematiseerd wor-
den tot ideale dwarsschotten, dit wil zeggen tot schotten die in hun vlak
oneindig stijf zijn en g&&n stijfheid bezitten tegen belasting loodrecht
op het viak. De eindvlakken van de koker kunnen dus vrij welven, maar de
profiellijn kan niet van vorm veranderen. De dwarsschotten zijn bevestigd

aan de ''vaste'' wereld.

In het midden van de koker grijpen twee puntkrachten aan die een wrin--
gend moment van 2000 Nm veroorzaken. Zowel de konstruktie als de belasting
zijn symmetrisch ten opzichte van het viak x=0.

Voor de analyse van dit probleem wordt de koker opgedeeld in zes pla-
ten zoals is aangegeven in fig. 5.16. De gekozen verdeting in kokerelemen-

ten is geschetst in fig. 5.17.
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Fig. £.17 De verdeling van de balk in kokerelementen
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in lSI geeft Steinle een aantal experimentele reﬁultaten voor dit pro-
bleem. Deze worden in de figuren 5.18 tot en met 5.23 gerepresenteerd door
de '"dikke' ronde stippen. De betekenis van de getrokken 1ijn en de stippel=-
1ijn is dezelfde als in fig. 5.7 tot en met fig. 5.14.

De figuren 5.18, 5.19 en 5.20 geven het verloop in axiale richting van
de axiale membraamspanning a, ter plaatse van de knooplijnen 1, 2 en 3 (zie
fig. 5.16). Bi] knooplijn 2 komen drie platen, te weten de platen 1, 2 en §
bij elkaar. De rekenprogramma's leveren voor elk der platen een normaalspan-
ning o, ter plaatse van knooplijn 2. Deze spanningen kunnen verschillend
zijn ; in grafiek 5.19 is de gemiddelde waarde uitgezet. Een overeenkomstige
opmerking geldt voor de spanning o, ter plaatse van knooplijn 3 (fig. 5.20).

Het verloop van de schuifspanning Tas = rxs(x) voor y = 12,5 mm in

plaat 2 is weergegeven in fig. 5.21. De beide laatste grafieken geven Ops =

cbs(x) en o, = cbx(x) in plaat 2 ter plaatse van knooplijn 3.

4G Nfom2) - Gz M)

; -
50
25 l- 100

o 200 400

¥ (mm)
L‘ .

-25
. Fig. 5.18 Fig. 5.18
o= cz(x) big knooplijn 1 cmzux(z) big knoap}tan 2
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Beschouwing van deze grafieken leert dat de eerder gegeven konklusies
ook voor dit probleem ten volle blijven gelden. Dit geldt niet alleen voor
de verschillen tussen de berekende en gemeten waarde van de spanningen maar
ook voor de rekentijden en de henodigde hoeveelheid geheugenruimte zoals

blijkt vit de onderstaande tabel :

programma !| programma 1l programma 111
totaal aantal onbekende
vrijheidsgraden 446 330 198
bandbreedte van de te
dekomponeren matrix Q]1 83 53 35
rekentijd op EL-X8 2628 sec 1370 sec 395 sec
Ook in dit geval is de'rekentijd met programma ill meer dan zes maal zo

klein als met programma | terwijl de berekende resultaten van heide pro=
gramma's ~ afgezien van de onﬁiddellijke omgeving van het aangrijpingspunt

van de gekoncentreerde belasting - niet in belanagrijke mate verschillen,

5.5 Konklusies

Uit de toepassingen in 5.4 volgt dat de rekenprogramma's bij: een
geschikte verdeling van de te analyseren koker in platen en in kokerelemen-
ten tot een realistische voorspelling van de optredende spanningen zullen
leiden. Als men niet zo zeer geinteresseerd is in de spanningen in de on-
middellijke omgeving van een diskontinuTteit in de belasting verdient pro-
gramma }{! verre de voorkeur boven de beide andere rekenprogramma's omdat
dit programma in een veel kortere rekentijd en met veel minder geheugen-
ruimte tot vrijwel dezelfde resultaten zal leiden als de programma's | en
11. Als men wel geTnteresseerd is in de genoemde spanningen en verwacht
moct worden dat de anti-clastische buiging van wezenlijk belang is dan kan
gebruik worden gemaakt van programma ). Rekenprogramma ||, dat in het voor-
gaande nauwelijks aan de orde geweest is, kan gebruikt worden in die situ-
aties waarin de rek van de platen in omtreksrichting van belang zal zijn

terwijl de anti-clastische buiging verhinderd verondersteld mag worden.
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Voor verreweg de meeste praktisch interessante problemen zal programma 11{
echter kunnen worden toegepast.

Een andere konklusie die uit de berekeningen in 5.4 getrokken kan wor-
den is dat het zeer gewenst is om betere procedures te ontwikkelen voor de
bepaling van de spanningen uit de berekende snede(kracht)grootheden en ver-
plaatsingen. Ook zullen procedures ontwikkeld dienen te worden voor de
- nauwkeurige - berekening van de spanningen in een willekeurige dwars-
doorsnede die niet samenvalt met een van de knoopvlakken. Met deze pro-
cedures zal het dan zeer waarschijnlijk mogelijk zijn om nauwkeuriger
benaderingen voor de spanningen te bepalen met een minder fijne verdeling
in kokerelementen dan nu noodzakelijk is. In 4.6.6 zijn reeds enige moge~

lijke werkwijzen geschetst voor een dergelijke procedure.

Literatuur bij hoofdstuk &

’1| Janssen, J.D. : Over de torsietheorie van Viasov voor dunwandige recht-

hoekige kokers. Dissertatie, Technische Hogeschool, Eindhoven, 1967.

!21 Veldpaus, F.E. : Beschrijving van een drietal rekenprogramma's voor de
analyse van dunwandige kokers. Rapport WE-73/2, Technische Hogeschool,

Eindhoven, 1973 {nog te veschijnen).

13) Kollbrunner, C.F. und Hajdin, N. : Die Verschiebungsmethode in der
Theorie der diinnwandigen St3be und ein neues Berechnungsmodell des
Stabes mit in seinen Ebenen deformierbaren Querschnitten. Abhandtungen,
Internationale Vereinigung flir Brliickenbau und Hochbau, Ziirich, 28-11
(1968), p. 87 e.v.

4| Viasov, V.Z. : Thin walled elastic beams. israel Program for Scienti-

fic Translations, Jerusalem, 1961.

|5] steinle, A. : Torsion und Profilverformung. Dissertatie, Universitat
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HOOFDSTUK 6

Huidige mogelijkheden en toekomstige ontwikkelingen

Bij de analyse van een uit dunwandige balken samengestelde konstruktie
met behulp van de resultaten uit dit proefschrift kunnen twee problemen
onderscheiden worden :

1. de bepaling van de relevante eigenschappen van de balken met de hier-
voor besproken elementen.

2. het koppelen van de in elementen verdeeide balken tot de komplete kon-
struktie.

In dit hoofdstuk zullen wi] de huidige mogelijkheden van de ontwikkel-
de elementen en rekenprogramma's voor het oplossen van deze problemen zeer
summier aangeven en bovendien enige gewenste uitbreidingen en verfijningen

schetsen.

De elementen uit hoofdsuk 3 kunnen gehanteerd worden bij de analyse
van het statische en dynamische gedrag van dunwandige cilindrische balken
met open dwarsdoorsnede waarvan de vervorming van de profiellijn buiten
beschouwing gelaten mag worden. Om de toepassing van deze elementen te
vergemakkelijken is een procedure ontwikkeld waarmee de geometrische karak-
teristieken van de dwarsdoorsnede (nodig bij het opstellen van de stijf-
heids~ en massamatrix: en bij de berekening der spanningen) eenvoudig nume-
riek bepaald kunnen worden. De procedures voor de berekening van de massa-
en stijfheidsmatrix zijn zodanig van opzet dat de invioed van afrondings-
fouten niet ontoelaatbaar groot kan worden.

Met de kokerelementen uit hoofdstuk 4 kan het statische gedrag van
dunwandige, cilindrische balken met willekeurige dwarsdoorsnede geanaly-
seerd worden. In de bijbehorende rekenprogramma's worden de relevante
karakteristieken van de dwarsdoorsnede bepaald uit een eenvoudig op te
geven karakterisering van de geometrie van die doorsnede. De gebruiker
behoeft die geometrische doorsnede - karakteristieken dus niet zelf te
bepalen. Het in rekening brengen van verdeelde belasting en van dynamische
effekten is nog niet mogelijk maar zal zonder problemen gerealiseerd kun-

-~ nen worden door dezelfde werkwijze te volgen als in hoofdstuk 3.
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fn de kokerelementen en de rekenprogramma's kunnen nog bepaalde, in
principe niet moeilijk te verwezenlijken verfijningen worden aangebracht.
De eerste verfijning heeft betrekking op het verloop in axiale richting
van de axiale verplaatsingen (de komponenten van de vektor §i). Bij de
huidige elementen is dit verioop lineair, Daardoor zal in veel gevallen
een fijne verdeling in elementen noodzakelijk zijn om het werkelijke ver-
loop van @ voldoende nauwkeurig te kunnen beschrijven. Dit bezwaar kan
ondervangen worden door voor de komponenten van U een tweede of hogere
graads polynoom te kiezen. De in 4.,6.2 gesignaleerde koppelingsproblemen
méx aangrenzende elementen kunnen vermeden worden door als extra ver=-
plaatsingsparameters niet de afgeleide(n) van de komponenten van @ in de
eindvlakken van het element maar de axiale verplaatsingen in een of meer
snedevlakken in het element te kiezen (zie fig. 6.1}, umdat de extra para-

meters dan g&én rol spelen bij de koppeling met de aangrenzende elementen

]
: i
: H |
- SRR U o N S S ot
- - - - -
Ll Ea‘ w — -*

Fig. 6.1 Kokerelement met parameters veor het verloop van @

kunnen zij worden uitgedrukt in de overige verplaatsingsparameters van
het element en in de verdeelde belasting op het cilindrisch opperviak. De
uiteindelijke verpiaatsingsvektor Ve komt dan weer overeen met die uit
hoofdstuk 4. De stijfheidsmatrix Qe en de kinematisch konsistente kracht-
vektor van de verdeelde welasting, fc, zullen echter anders zijn. Een
dergelijke wijziging in de veronderstelling over het verloop van U zal
resulteren in een nauwkeuriger element. De berekening van Qe en fc zél
echter gekompliceerder zijn en meer rekentijd vereisen dan bij de elemen=~
ten uit hoofdstuk &,

De tweede verfijning betreft de verdeling van de koker in platen.
Gezien de benodigde rekentijden is het wellicht gewenst om in de reken-
programma's de mogelijkheid in te bouwen om de verdeling in platen plaat*
selijk te verfijnen. Een voorbeeld met twee kokerelementen is geschetst
in fig. 6.2. De kombinatie van deze elementen kan worden opgevat als een
nieuw element waarvan het aantal knooppunten in het ene eindvliak verschilt
;an het aantal in het andere eindviak (zie fig. 6.3). Om bij het koppelen
van de beide elementen de kontinuTteit der verplaatsingen te kunnen garan-

deren moeten er verbanden gelegd worden tussen enerzijds de verplaatsingen
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van het tussenpunt A en anderzijds de verplaatsingen van de punten B en C
(zie fig, 6.2). Dit betekent echter dat de rekenprogramma's de mogelijk~
heid moeten bieden om afhankelijkheidsrelaties tussen de verplaatsings~

R - R R 1
parameters op een efficiénte wijze in rekening te brengen.

Lad
e m—— f;gﬂ::w_ I 1
) B
Fig. €.2 Plaatselijk verfijnen van Fig. 6.3 Het niewwé element.

de verdeling in platen.

Een derde, dringend gewenste verfijning heeft betrekking op de bereke-
ning der spanningen. Dit onderwerp is in 4.6.6 en 5.5 reeds ter sprake ge-

komen .

Voor een nadere toelichting van de mogelijkheden en de gewenste ujt-
breidingen van de rekenprogramma's bij de opiossing van het in de aanhef
van dit hoofdstuk genoemde koppelingsprobieem is het zinvol om onderscheid
te maken tussen
1. konstrukties die bestaan uit é&én rechte, dunwandige balk met konstante
dwarsdoorsnede. Deze konstrukties komen bijvoorbeeld voor in de bruggen-
en kranenbouw :

2. konstrukties waarin koppelingen voorkomen van balken met verschillende
dwarsdoorsneden en/of balkassen die niet in elkaars verlengde liggen.

Bij de eerstgenoemde konstrukties doen zich uiteraard geen problemen
voor als alle elementen van hetzelfde type zijn. In de eindvliakken van te
koppelen elementen treden dan immers precies dezelfde verplaatsingsparame=
ters op. Dikwijls zal een dergelijke konstruktie echter verdeeld worden in
verschillende typen elementen, bijvoorbeeld als in een gedeelte van de kon-
struktie (deel A) veel grotere gradi&nten in omtreksrichting in het verloop
van de spanningen en verplaatsingen verwacht moeten worden dan in de rest
van de konstruktie (deel B). Enige moge\ijkhedén voor de verdeling in eie-

menten zijn dan :

-) Een aantal van de in dit hoofdstuk genoemde verfijningen en uitbrei-
dingen van de rekenprogramma's zijn niet gerealiseerd vanwege de over-
gang op een ander type computer bij het Rekencentrum van de Technische

Hogeschool Eindhoven.
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- deel A verdeeld in plaatbuigingselementen (bijvoorbeeld elementen van het
type TRIB 3 uit ASKA |1]), deel B verdeeld in kokerelementen

- deel A verdeeld in kokerelemeéten waarin zowel ani-clastische buiging als
plaatrek in omtreksrichting in rekening wordt gebracht, deel B verdeeld
in kokerelementen waarin die deformatie-mogelijkheden niet op kunnen
treden

-~ deel A verdeeld in kokerelementen, deei B in "klassieke'' balkelementen of
in een van de typen elementen uit hoofdstuk 3.

Bij een dergelijke verdeling in elementen zal het koppelen van de delen A

en B niet op principiéle moeilijkheden stuiten als de programma's de moge~

lijkheid bieden om afhankelijkheidsrelaties tussen de verplaatsingsparame=~

ters in het verbindingsvliak in rekening te brengen.

Het probleem van de koppeling van twee of meer balken met verschil~-
tende dwarsdoorsneden en/of assen die niet in elkaars verlengde liggen is_
in zijn algemeenheid niet opgelost en is zeer waarschijnlijk ook niet al-
gemeen ap te lossen binnen het kader van de éé&ndimensionale theorie&n uit
dit proefschrift. Er zijn immers grote verschillen mogelijk in de konstruk=-
tieve uitvoering van een dergelijke koppeling terwijl de eigenschappen van
die koppeling in het algemeen belangrijk beTnvloed zullen worden door de
gekozen uitvoering. Om die eigenschappen voldoende nauwkeurig te bepalen
zal veelal tenminste een tweedimensionale theorie (plaattheorie !} gehan-
teerd moeten worden. De eigenschappen kunnen dan echter ook bepaald war-
den door de direkte amgeving van de verbindingsplaats der balken (het
koppelingsgedeelte} te beschouwen, dit gedeelte te verdelen in plaatbui-
gingselementen en de stijfheidsmatrix van het koppelingsgedeelte te be-
palen, gerelateerd aan de verpiaatsingen aan die randen waaraan de balken
gekoppeld zijn. Het is uiteraard ook mogelijk de'benodigde eigenschappen
experimenteel te bepalen. Zodra de stijfheidsmatrix van het koppelingsge-
deelte en de stijfheidsmatrices van de te koppelen balken bekend zijn kan
de totale stijfheidsmatrix van de konstruktie worden opgesteld. Het zal
duidelijk zijn dat het bij berekeningen van dit type gewenst is de hier
ontwikkelde elementen in te bouwen in bestaande programma-systemen zoals®
ASKA 1],

In veel gevallen is de hierboven gesuggereerde, moeizame werkwijze
niet nodig omdat het in die gevalien mogelijk is om een eenvoudige en re~
delijke schematisering van de koppeling te maken. Deze schematisering kan
voor de te koppelen einddoorsneden van de balken bijvoorbeeld resulteren

in uitspraken van het volgende type :
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- bepaalde verplaatsingsparameters (of kombinaties daarvan) in de eind~
doorsnede van een balk worden door de koppeling onmogelijk gemaakt. Ter
plaatse van de verbindingsplaats kan bijvoorbeeld de welving of de ver-
vorming van de dwarsdoorsnede verhinderd worden

- bepaalde verplaatsingsparameters (of kombinaties daarvan) in de eind-
doorsnede van een balk behoeven niet gekoppeld te worden aan verplaat-
singsparameters van de overige balken. Deze situatie treedt bijvoor-
beeld op als de balk op de verbindingsplaats vrij kan welven

- bepaalde verplaatsingsparameters {(of kombinaties daarvan) #n de eind-
doorsnede van een balk moeten rechtstreeks gekoppeld worden aan ver-
plaatsingsgrootheden in de eindviakken van de overige balken.

indien een modelvorming van dit type mogelijk is kunnen de programma*s
uit hoofdstuk 5 gehanteerd worden om het gedrag van de konstruktie te ana-
lyseren.

Met enige kleine modifikaties kunnen deze rekenprogramma's ook toege-
past worden voor de analyse van dunwandige balken met rechte balkas en
kontinue veranderende dwarsdoorsnede. Daarbij wordt de balk verdeeld in een
aantal elementen. De dwarsdoorsnede is per element konstant maar zal in het
algemeen van element tot element verschillen om een zo goed mogelijke bena-
dering van de werkelijke, veranderende doorsnede van de balk te verkrijgen.
In de snedevlakken tussen de elementen zal kontinuiteit in de verplaatsings-
parameters gegist kunnen worden. .

De programma's kunnen bovendien gebruikt worden voor de analyse van een
2zwak gekromde balk door hem opgebouwd te denken uit een aantal elementen met
{per element) een rechte as. Op deze wijze kan de werkelijke geometrie vol-
doende goed benaderd worden. In de snedevlakken tussen de elementen zal weer
kontinuiteit in de verplaatsingsparameters ge€ist dienen te worden.

Het is uiteraard mogelijk {maar wellicht niet noodzakelijk) om langs
analytische weg elementen te ontwikkelen waarmee het gedrag van niet cilin-
drische of gekromde, dunwandige balken nauwkeuriger beschreven kan worden
dan op de hiervoor aangegeven wi jze mogelijk is. Voor de ontwikkeling van
die elementen zal echter nog veel extra onderzoek vereist zijn.

Uit de voorgaande opmerkingen in dit hoofdstuk moge duidelijk zijn dat
met de in dit proefschrift gepresenteerde elementen en procedures (eventu-
eel na enige modifikaties in de huidige soft-ware) zeer vele p;aktisch be=

langrijke dunwandige konstrukties (benaderend) geanalyseerd kunnen worden.

Literatwir bij hoofdstuk €
!1] - : ASKA User's Reference Manual, ISD Report No. 73, 1971.
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APPENDIX

Berekening van de stijfheidsmatrices voor dunwandige balken met open doorsnede

A.1 Definities

1.1 De verplaatsingsvektar ¢ in een willekeurige snede x (zie Fig. A.1):

I

ve Exo “yd t#z u:d °y c’x E]
1.2 De verplaatsingsvektor ve van een element {zie fig. A.2}:

v
Ve T Exl Yx2 uyl ‘zl uyZ ¢z2 Y21 ©y1 Y2z wyZ i B eﬂ
1.3 De krachtvektar f i{n een willekeurige snede x (zie fig. A, 1):
' [, x n x n =n g
3 y z 2 ¥ X

1.4 De krachtvektor fe van een element {zie Ffig. A,2):

v
f'e = [‘Kx| le ”Kyl ‘le KyZ "zZ 'KJJ -Hy‘i KzZ HyZ ‘Hx‘l ‘BI MxZ BZ:]
" Kz,Uzd P
M4, ’
‘\D Kyiiyg /
\ s
M
Mz %z ; \ /
“~profiellijn
0%
Koo My 8y ¥ Detail met spanningen

Fig. A.1 D¢ interessante verplaataings- en krachtgrootheden in een willekeurige docrsnedes

: el

-Mz1:921 lezﬁzz ,
‘Myi“?};}_________ AMyZ— y?
“Kariz) -er::‘/' Kz2.u72 “\(ﬂy .
'Ky;”yi . Ky2.uy2
o =M. 8 I My 2,442

Fig. A.Z De kracht~ en verplaatsingsgrootheden in de eindvlakken
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1.5 De spanningsvektor 3 in een willekeurig punt {x,s} van het middenviak {zie fig. A.1)
Beperken wij ons tot de in 3.2,3 aangegeven benadering voor dunwandige balken dan kan de spannings-

taestand in een willekeurig punt (x,s) warden gekarakteriseerd door:

iy

“[cx m T5]

In deze benadering is de in 3.2.2 geTntroduceerde buigspanning %y gelijk aan nul.

4.2 De konatitutieve vergelifkingen

Met het energieprincipe volgans Relssner kan het verband tussen de spanningen en de verplaatsingen

worden bepaald:

<

3
¥
-
4
lm

* ""v“?}

5
b

De matrices Fc_ Fa s He en Hv zijn daarbij gelijk aan:

1 -1
£y ® LE- i 0] s F = fE [ 0
0 o+ o 0 E 0
5
00 ok 0 0 36
L 36 L.
Y _ _ 1 -
¥ =T 0 a ¥ -F 0o 0
€ v
dy,
o
0 =20 0 00
dy
R v oE
dzn
0 20 0 00
z ° 0 o 9% o
° ds
h
i -2 0 0
p 3 0
L« o ol L0 o 0

2
in overeenstemming met de in 3.2.3 sangegeven benadering zijn de termen met :?‘7 in de relatie voor &

weggelaten,

A.3 De slastische energie U

in de benadering uit 3.2.3 wordt de elastische energie U gegeven door:

ER

. av ! v
U= ¥ by V]- See ng e e
x=0

5 S v

Als de y- en z-as centrale hoafdtrasgheidsassen zijn, M {fig. A.1) een hoofdoorsprong is van de boogkoSr.

dinaat s en D het dwarskrachtemmiddelpunt volgens Treffrz is, dan geidt:
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s = {'EF 0 ] 0 0 o 0]
EE
0 G.X 0 G.X ] [ 0
134 vz e
0 0 El 0 0 0 ]
Yy
0 l:.)(yz LI U E.X 0
0 0 o 0 El, 0 0
LI UGy, 0 G(xwus} 0
Ly 0 a I ] 0 €l
¥ . - .
5 =85 = [‘u 0 0 0 0 0 0y: s =fo0o o 00 ] 0
£V VE vy
0 0 -GX 06X 06X 0 0 0 0 0 0 0
¥y ¥z yu
(] D 0 0 0 0 006X 0 -GX 0 -GX
Yz Yy
0 0 -GX 0 GX 0 GX 0o 0 0 0 0 0 0
Yz zz zw
[ 0 0 0 0 0 o 0 -6X 06X ¢ 6X
YL 2z e
0 ¢ -6 06X [UR'S ¢ 0 0 ¢ 0 0 0
ym ZWw W
le o [ 0 0 0 0 0 U ~GX bGX 06X
L Yo 2 wu)
Ue optredende geometrische karakteristieken F, 1, 1, 1 . J enX volgen uiL:

yy' zz wis' U5 ab

1
F:g/.h.ds ; Js--aufhzdr

3
|aa - [azdF voor awy,z,w

da db
Xah = 4 E'd_s'dF voor a,b=y.z,u

A4 De stijfheidematriz ala de afschuiving van het middenvlak en do dwaredcorenede ongelijk amn nui is

4.1 De oplosaing O(z) van de homogens, astatissche differentiaalvergelifiingen

De homogene, statische oplossing v = ¥{x} van de differentiaalvergelijkingen (3.3.7}, (3.3.8) en

{3.3.9) wordr gegeven door:

o(x) = b (x).a .

De veertien komponenten van a zijn onafhankelijk van x. Voor Da geldt:

b=ft ¢ 1 o o 0 b0 0 0 00 0 [
L 2 sg.l
2 3. - - -
00 1 1 Ekw< e 000 0 '\yz'ZGE 0 0 )yMJs,ch AWJS.sh
1z 3,
© 9 0 7 g ok 000 0 ] 9 0
5 .4 3 sz.L
PO TR N . -
50 0 0o 0 s L S S A A B N I
LAY 32
o0 0 0 0 0 0 =g - =5 0 @ 0 0
00 0 0 0 0 o 0 0 a 1ok ch sh
- Ry 4 .- - -z,
0 0 0 Q 0 Ayw'ZG 0 0 0 70 FE i} T &.sh ch |
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Hierin is £ een dimensieloze axjale koBrdingar: [ =%. De grootheden X, 3

A _yivaxh o zljn komponenten van een
yy' Tyz ww

matrix i, die de inverse is van X (zie {3.3.10));:

A= X =12 X, 2
yY ¥z YW
A A
vz 4] 20
A, A A
Yar Tw wu

De stijfbeden SY en s, en de afkortingen ch, sh, Tens zijn gedefinieerd als:

12E1 V2RI, o - ' B
- . - . - 2
sy T i 5, e ; €= a.d a T T (@>0)
5 war
ch = cosh{c.£} ; sh = sinh(c.£) 5 §=<(1+a J)
3 ww™ s

4 kan uitgedrukt worden in de verplaatsingsvektor Ve !
v =0 .3 ; a=1D R
e a

De matrix Da kan eenvoudig worden afgeleid uit lsa(x) door achtereenvolgens x=0 en x=g te substityeren. Wij
interessaren ons niet voor Da zelf, maar wel vaor de inverse ervan. Bij de berekening daarvan voeren wij naast
de reeds gefntroduceerde stijfheden sy en s nog een sti]|fheidsgrooctheid ;.u en een matrix B in, die zijn ge-
definieerd als:

T -Z.E‘"’” e (coshe~1}

@ ¢ Tsinhe~2{coshe~1)

X X
- X G .
8=[0b b b B B'-.ﬁ,_ll...| T._yz_ S e
Yy yz oy % s Lo
Yy y 'z y lw
¥ R

= 2. . - 2. .9 H -
°y iyt 6 " 2 Upp ¥ B0 B. \E;.ry
r,= ?..uz1 - i.@v] - 2‘"22 - i..dsyz H Vs_z"rz
r& = 2..5,(] i,Bl -2 ¢7(Z - 1.52 w'rw

dan volgt na enig rekenwerk dat de komponenten LRGP TRRRTL IR CU gelijk zijn aan:

ap Tl PTG,

a, = + h J B,y @, = E.46 .3 a. = -3.u = 2% .2+ Ju -¢.L+l,p;a-r-p
3 vi yo' 8 13 4 21 5 oyl zl y2 22 2"y [3 ¥ %
37 = uz1 + xm.Js.a]}; 3 =—1.@y2; a‘j = -3.ul1 + MV"R + 3"11 + gvz.ﬂ. + -:-.p H 0= rz - P,
A T g T Ay Ay m o T e v e, 2 B 3B

apy = é-{- b +(l-?z}.1s]z R N S R

Ay = z—_-:—:{-@“ +(1-:3).B1l Yot (:3.811 + 4 P}
C.C,‘.C3

Daarbi] is nog een drietal afkoringen €., €, en ¢, Ingevoerd:

2 3
- EJs 1 GJs £? esinhe - 2{coshe=1) . = sinhc-e o= coshe-1
& T SR T = L i = f3 T o
s, w €2 2{coshc-1} c{coshe¥) €.sinhe
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4.2 De stijfheidsmatriz Qa

De krachtvektor F = F{x} kan worden bepaald uit de matrixvergelijking:

o dv < < -1
F{x) = Ssc"d-; + Ssv.v Ca{‘)‘na Ve

Daarbij is de matrix Ca(x) gelijk aan:

. a0 -
0 = sEE..&;“i +5, 0
dus;
Ea(x)-'o -E-E o 0 0 0 0 e 0 0 0 D 0
£l
o 0 0 0 0 -6.—l§1 0 0 0 0 « 0 0

a 0 o [} o [} 1} 0 o [} 0
El_:
00 0 @ 0 0 b0 0 6% 0 0 0
E‘ZZ EIZZ
o 0 0 0 ] 0 0 0 2 e3R8 0 0 0
0 1] a 0 0 0 a 0 0 0 0 GJ 0
Lo o 0 0 0 ] 0o 0 0 0 0 0 -GJS.cushGg)
De krachtwektor fe kan bepaald worden zodra F‘ = f(x=0) en fz = f{x=1) bekend zijn. Schrijven
- .
fe - ua've - (Qa : ua)'va
dan volgt voor de beide matrices‘ﬁa en Q;:
q T 0 0 o =fo 0 0
L LU e T
- -
0 B 1] 0 D s .b .
v Sy v Pyy Yy
- . .
B N -
1 0 sz’qzz ] 0 \sy s, hyz sz s,0b sz
- - L] »
.5 . ‘\E .5 .h
0 0 0 0 0 vy % bym wy 2w ze qmz
met:
T =1 -1]: T =[1 1, o4 1. 3. =T R
xx Py z z b Tez Ly R
1 L2 1 1z
-1 Y T 7 . z
1 1
-1 =4 R
! 1,2 -1 1
74 gt - 34
. - — 1 . T, 1
T, - e, -t (H-c‘) -5 i OW =+ 5z 1 5k
1= 1 1=
.=k ={1-¢.}.42 e e, oA 1 T2 J1, 1,2
2 2 2 272 5 L T 7 “yIL
-(1ve,) Eay) 14T L 1 1
<1 7 “1 7 SIS 1 ew
1 1 - 2 l l Pt 2
“gt ek 54 glimegdt 1 % @l L2

*GJs‘sinh(?()

wi}:
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S0

R is een diagonaalmatrix van orde(h=L}waarvan de termen op de hoofddiagonaal afwisselend 41 en =1 zijn,
dus: R[i,7] = (-1)‘“'5”‘ vaor i,j = 1,2,3,4,

Benadering voor de stijfheidematriz

Voor elk der deelmarrices Q:d {c,d=y,z,0} geldt dat de komponenten in absolute waarde gelijk zi]n aan
of kieiner ziin dan de sbsolute waarde van de overeenkamstige komponenten van E:c en v’dd' Vit Qa = ﬁa - Q;
wolgt dan dat Q; ten epzichte van Ea mag worden verwaarlioosd als de komponenten b ,.‘..bu& van B in absolute
waarde veel kleiner zijn dan 1, Met de definitie van B volgens A,b.1 kan plausibel worden gemaakt dat dit

slechts dan zal gelden als valdaan wordt aan:

«8 3 &,z §
s‘l')\yy ‘7 sz"‘zz <o osyh <,
dus als voor de lengte £ zal gelden:
o mal(un“ X 1261 X B,y 2 (coshi-n) )
5 Ao . » Ao - —
& vy & 2z & we® T Cinkg~2{coshE-1)

Deze voorwaarde is zeker vervuld als & voldoet aan:

12E1 1281 12E}
YY zz G
Jmm)

z
22 »> n-ax( € ')'yy’ T Azz’ g

Voor een meer gedetailleerde uitwerking van het bavenstaande verwijzen wi] referentie ;11; van hoofdstuk 3.

Als de matrix Q’; mag worden verwaarloosd ten opzichte van Ea dan zal voor de vektor van de krachtgroot~

heden in de eindvlakken, fe’ dus gelden:

Uit de struktuur van ﬁa valgt dat buiging en torsie dan ontkoppeld zijn, althans voor de hier beschouwde
statische problemen.

Ea kan nog vereenvoudigd worden., Voor de gebruikelijke profielen geldt dat het dimensieinze kental
waS veel kleiner is dfn l Nakin wij hiervan gebruik door ),‘MJS ten opzichie van 1 te verwaarlozen, dan
gaan de qroctheden 5.0 € € en ¢, aver in:

1 2
_ L _
s = J =0} e —2 P = 0} = q
s SW(AM‘J . 0} Tt H s()\msz 0} =4 £
[iA)
wT o =0) . esinhe - 2{coshe=1) - - _ sinhe - ¢
¢4 :.‘(aww s ) 2(coshe~1 PY cz(/\msz 0 {cashe-1)

Da stiffhetdsmatriz volgens de theorie van ¥lasou
Da verplaateingsvektor P ale funktie varn de axials kedrdinaat

De hamogene, statische oplossing van de differentiaalvergelijkingen volgens Viasov {zle.3.4.5) kan in

matrixvarm gegeven worden door: .

“e) = 0,00 a

Hierin is a de vektor van integratickonstanten en is Dv(x) gelijk aan:
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0 (x) =r1 ¢ 0 0 o0 0 00 0 0 0 0 0 0
v
00 1 oz g2 [ 0 I 0 0 0 o 0 0
12 3,
- mE A, 0 0 0 [ 0 0
0o o 0 T T8 T il
g 0o 0o o0 i 0 1 £ g2 £ 1 0 0 0
0 o0 o0 o v 0 0 -4 R o3 g 0 0
T P
0 o0 0 o0 0 0 0 i 0 0 1 £ cosh{es} sinh{eg)
0 o 0 0 ¢ b [ 0 o 0 -< - E.sinh{e.r) - £ coshie.5)
b i i £ o

De integratiekonstanten kunnen weer worden uitgedrukt in de verplaatsingsvektor Vel

v =0 .a moe %{x} =D {x}.D T
e v v v e

Voor de inverse BV" blijkt te gelden:

- N - A 0 q 0 A= R
B, A 0 0 0 A, oo s A= PoAL W
bl 0 0 -1 bl L 0 0
YY
0 0 A 0 -3 -2 3o-a
Iz
0 0 0 A H L -2 3
W
1 .
Am‘ SE?. (2:1+1).5 {1 cz).sﬂ. 3 ec,t
“{2e#2) .2 €L (2, %2)e &2
-t (\-cz)-!‘i g eczl
(2c‘+2) -(2c1+'|).1 -(2:142) -

De diagonaalmatrix R en de dimensieloze gqrootheden &, ¢, en ¢, zijn reeds earder in deze appendix

qedefinieerd.

5.2 De stijfheidsmatriz volgens de Vlascv-theorie

Door substitutie van ¢ = 0,2 = DV.I)V-]‘\/e in (3.4.23}....{3.4.29) volgt dat de krachctvektor F = f{x}

voor homogene, statische problemen wordt gegeven door:

oo =€, (e = (.0, iy,

met rechthoekige matrix Cv die gelijk is aan:

c,(x) = E—F o0 ] 0 [ 0 0 b 0 ] ]
6E1
I R 0 - 0 0 0 0 00 a 1
2E) [13]
e o0 o0 o0 - = q 0 0 10 0 0
GE
D00t g ] ] 0 Tjﬁ a0 ] 0
ZUZZ 6t
0 0 ] [ D b0 - —==.c 0 0 0 0
6
[V I | 0 0 p oo 0 0 v 0 0
.00 0 ¢ ] 0 [ a d 0 0 -6J_ .cosh{eg] ~BJ_.sinh(eg) |
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De snedegrootheden in de eindviakken x=0 en x=1 worden weer opgeborgen in de krachtvektor fe‘ Veor die

vektor zal gelden:
fe = D‘/<ve

waarbij de stijfheidsmatrix QV wordt gegeven door:

Q‘v = sx'uxx 0 0 0
4 s .Q a i}
Yy Yy
0 0 s .0 0
z' 22
a 0 o} s .
o i

De matrices Qxx' QYY en 0‘11 zijn gelijk aan de reeds eerder in deze appendix geTntroduceerde matrices

T, T en sz‘ terwijl Qw getijk is aan:

KX Yy
3] 6J
- E A ; LBl ww_ Tsl
o ey z (“cl) z P, c" [ T'cl
N L L2
3 7 (1)) z %
£ L
“'cl) 2 (1+c1) T
S L L2 L 22
2 7% 7 7 l1mg,)

5.3 Raeksontuikkeling voor de Xomponenien van me

Voor kleine waarden van g{g<<1)} levert de berekening van de komponenten van quu numerieks .lnoeilijkhedan op,
die opgeheven kunnen worden door de formules voor die komponenten te ontwikkelen in reeksen naar ¢. Deze reeksen
2ijn overigens geldig voor aile waarden van c. )

De reeksen voor elk van de komponenten van wa kunnen eenvoudig bepaald worden zodra de reeksontwikkeling

van de konstanten c_en c

' 2 bekend is. Hiervoar geldt:

8

n
"
wln

1 o
(1) f (e, 0)) 5 ¢y = o )30 {F (e,

n=

El
[
=

met:
2n

@
. . = € i A H
as= né'u Fn(r:,l} H FH(E,J) T @y n,) geheel; j » 0

Ook voor zeer grote waarden van c{e»>1} kunnen numerieke moeilijkheden optreden, Deze kunnen worden onder~
vangen door gebruik te maken van k = e ©, sinhg = %I(l*kz) en coshe = -;—k-{sz). De vergeilJkingen voor ¢, enc,
gaan daarmee over in:

LMtk Lo 1k 2k
SGTEITR T ST TR T Tk

A. 6 De atijfheidematriz H1j een bemaderend verploatsingsveld
6.1 Het benaderende verplaatsingsveld diz) = 9, (w
Voor de verplaatsingsvektor ¥ als funktie van de axiale koBrdinaat nemen wij:
uix} = vb(x} = Db(x).a

met een matrix Db(x) die gelijk is aan:
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pp=f ' £ o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 i 0

a o 1 g g g 0 0 0 0 a 0 0 0
12, 3.
N O 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 ] 1 e 52 X 0 a 0 o
.2 32

e 0o 0 0 o0 @ 0 -y £.8 o6 0 D0 0
0o 0o o0 o0 o0 [} 0 0 0 i 1 £ g2 £?
10 0 0 0 0 D [ 0 0 -% ZZ .%.g?J

waarbij £ weer de dimensieloze axiale kodrdinaat & -—-95 s. Op dezelfde wijze als in A.5 kan worden afgeleid:
¥ (x} = o {x}.D T
b b b e

o, ! kan verkregen worden wuit DV-1 als in Dv“ de deelmatrix A
wy

b wordt vervangen doar At

"

6.2 De stijfhetdematriz Qb

in de théorte volgens Viasov gelden de volgende relaties voor de komponenten van de verplaatsings-

vektor:
uyd=$z ; uzda-ey Poe =8

Substitutie hiervan in de uitdrukking voor de elastische energie U volgens A.3 levert dat U in deze

theorie wordt gegeven door:

I |
ELE:

U=z ud"'s L dx

ce " dx

waarbi] de vierkante matrix 's'“ uit S“ vofgt door X . X z....,)\’w gelijk aan nu! te nemen. Met het aan-
genomen verplaatsingsveld ¥(x} = 'ﬁb(x) = Db(x).l)b.‘.ve volgt:

A
Us=4% ve.Q,b.ve

Hierin is QI> de stijfheidsmatrix behorende bij het benaderende verplaatsingsveld. De struktuur ven deze matrix

is dezelfde als die van de sti]fheidsmatrix volgens de Vlasov-theorie. Partitioneren wij Q op dezelfde
g v LN

wijze als Qv en voorzien wij de deelmatrices in Qb van een bovenindex b dan zal uiteraard gelden:

b . b
qxxxuxx ’ ny q‘yy L, sz

Na enig rekenwerk voigt dat de deelmatrix sz gelijk is aan:

. 1 ) : : ,  12ED
Qw =f 1 5.4 i "5k |+ e? T 36 “3a 36 <3| i s, - —
1, 1 1,
—.2 ?.11 tgeh gt -3.% b2 3. -12
4 1 1
ATl t -67.L -36 3.2 36 3.4
I3 Loz QA L -3.z i 2
4 7 3 . - 3.4 h.g
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A.7  De valatieve fout In de komponenten van 8 b.Q 2 ton aprichte van o .4
w e Bl

Wi) voeren een matrix RQ in, waarvan de komponenten gelijk zijn aan de relatieve fout van de komponenten

b N .
van & ~.( = ten opzichte van de overeenkomstige komponenten ven s ,Q ., In formulevorm:
o wa W ww

- b b
I R )
RQ[i,j] =%W—L— (i,) = 1,2,3,4)

ww

Na enig rekenwerk blijkt te getden:

Rq = L r2 'rl r2
L9} 3TN y
Ty Ty T TN

waarbij de konstanten r , I’E . en Ty alleen afhangen van £. Vgor federe waarde van ¢ geldt:

i 3
)
P (1) (ne2) (2003} F_(c,8) T (1) (ne2) (2ne3).F _(e,B)
S . e -2 €
S @ ) 5 ™
> F e, 2, Flesd
n=0 n=0
o w
z {n+1){ns2} (Bn+11}.F {e,8) E (n+])(n+2}{ZHHJ).FH(C.B)
__ k% n=0 n E" I -
r3 =7 = iy e =
Y 2n+1)F (e,3) 3 F le.3)
n=0 " =0

In fig, A.3 zijn Fya--esa Ty Weergegeven als funktie van e, Daaruit volgt bijvoorbeeld dat de

maximale relatieve afwijking steeds kleiner is dan 0,05% als ¢ < 1,

O 7Y 7
o 15z} I/ yd
L /4

""\j:
]

. i

0,01

o 02 04 06 4 0 20

Pig. A.3

i P »
De relaticve afwijkingen I'Z’ Tor Ty en v,
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APPENDIX B

Berekening van de massamatrices voor dunwandige balken met open doorsnede

B.1 Definities en afepraken

1.1 Voor de verplsatsingsvektoren ¥{x,t} en ve{t) gelden dezelfde definities als in appendix A.

1.2 De specifieke massamatrix.

De potentiéle energie van de traagheidskrachter, Uys Ts galijk aan:

A=0
Tm is de z.g9. specifieke massamatrix, die wij schrijven als de som van een tweetal matrices, nl, Tm en T';

Met het hoofdkoBrdinarensysteem uit 3.2.6 en de in 3.2.4 voor dunwandige balken geTntroduceerde benaderingen

wvolgt voor deze matrices:

¥ =35 . ¢ h * . "
To=s.JF 1 & 0 o 0 Ta=se[0 0 0 0 0 0 0'1
R | L o0 D 0 0 0 0
[ T | 00 01 00 6 0 o D
Yy
000 Fooo -y, F oo 6 0 o o o0 o o0
2 0 0 [ 00 ¢ o o 0 00
22
0z, F 0 -y F 0D g o 00 o 0 0 0 @
Lo o o a0 a0 o0 0 0 6 0 i

Hierin is Sm de soorrelijke massa en ld het polaire opperviakietraagheidsmoment ten opzichte van het

dwarskrachtenmiddelpunt:

" 2 4 g2
'd |yy+|zz+(yd+zd).F

De averige grootheden zijn reeds gedefinieerd in appendix A.
Voor de potentidie energie van de traagheidskrachten kan dus geschreven worden:

v - 28 | "
- » - = . -
= + Y R f 9.1 .% ; U = T L0
Uk Uk k,Uk=_vmvdx, X fVTmde
A= x®0
Geven wij de verplaatsingen van het zwaartepunt ven doorsnede x aan met Ya? uYO = "yd + zd.¢x en

= . A i
u Yyl dan volgt dat Uk en Uk gelijk zijo aan:

=y, -
z0 zd

2
U = f{s Flu B +u O +u Gy as {4 . .8 ]dx
k Lo tm x0' X0 yo© yo 20" zo myy 22"k

x,

[
e _ -/F N . w
k . sm(lyy.¢z,¢l + |zz~¢y.ay + |ww.a.a).dx

-

Hieruit blijkt dac ﬁk de potentiéle energie van de treagheldskrachten is als de werkelijke massaverdeling van
de balk wordt geschemetiseerd tot een massa per axiale lengte-eenheid en een polair massatraagheidsmoment per

axiale lengte-eenheid, geconcentreerd in de as van de balk,
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B.2 De maasamatriz veoor et verplaateingeveld volgems de theoris vam Viasov

2.1 et verplaatsingsveld ale funktie van de axtale ko¥rdinaat

Het verloop van ¥(x,t) als funktie van x wordt gegeven door de homogene, statische oplossing volgens de

theorie van Vlasov:

1

v,y = 0 (0.0 "y (1)
v \'4 e

De matrices DV{X} en Dv-’ zijn resds gedefinieerd in appendix A.

2,2 Berekening van de maapcmatriz ¥,

Met dit verplaatsingsveld wolgt dat voor U geschraven kan worden:

waarbi j Hv de gezochte massamatrix is. Evenals Tm schrijven wij Nv als de som van een tweetal matrices, te

- * . .
weten Nv en Hv, die gedefinieerd zijn als:

%

- . -1 1 ' - -

3o M = o) f oo BT (x)dxeD
X0

H 1

£
- - 1 - -
R~ ) ‘.XJ; 0, (x) T, D (). dx.0,

Uit de struktuur van D, {x) en Dv—I volgt dat iv en H: van de volgende vorm zullen zijn:
Ro=fmR 0 [] 0 Js w=fo [ 0 0
v XX
0 m.H, 0 z .mH 0 miZ.HY 0 ]
Y R & Yy
0 [} w® -y .mR [} 0 m.i2.M 0
2z a zw 2z
0 % ] 1 H 0 0 o 1 .iz N
zdmym Ya ™Y P D"Luw
Hierin zijn m en | de totale massa en het totasle massatrasgheidsmoment om de as (evenwijdig aan de as van de

balk) door het dwarskrachtenmiddeipunt. Er gelde:

m -
- ; = =3 2.
m sm.F.lL 5 lp s oyt F{lyy+tzz+(yd‘+zd)F}

De in de definitievergelijking van Nv' optredende parameters iy’ iz en 1 hangen alleen af van de geometrie:
@

i2 s iR = 22 3 [
$ T F1z ¢ 2T TFe b . Id‘;.Z
Na enig rekenwerk volgt dat de deelmarrices ixx’ Fyy' Nym' Fzz N izu en Fww worden gegeven door:

7 o=1. P S . .
H)‘x =g 2 1 S "YY = T35 156 22 .% 5k -13.%
228 4% 13 - 342

54 138 156 ~22.%

-13.8 -~ 3.2 -221 42

M * T (z.cpv21) Slegre ) -(2e-9) “leye)a
"(2.:3'3).IL (':3"1.3‘22 (2.c5+2) 1 (c3-c,|>Axa2
-(2.¢,-9) leme ) (2.c 421} (LR T
-(2.c3+2}-ﬂ. (:3—ch).zi (2.53"3).2 (c3+c“).12
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¢y c ¢y en cy worden geheel bepaald door de reeds in appendix A ingevoerde parameter ¢. Het:

2’ 73
¢ = ¢4{c.sinhg ~ 2(coshe-1)]

kan voor deze konstanten geschreven worden:

c =%A{{36n ~ 30.g2},g.sinhe ~ {720 - 6.7}, {cashe - 1}}

- 15 [ e 1Y, = 15.¢
€)= FTTGSeRETTY fe.sinhe ~ 2{eoshe = 1) = SR CCTITE
<y =—2—‘—c.§'360.£,sinht + (720 - 60.£2 + €%} .{coshe - 1)}

! { 2 Cnhe - ¢ ‘
¢, = g raseresyy (60 - 5efde.sinhe - 320, {coshs - 1)
De matrices Fzz en ,; kunnen eenvoudig warden zfgeleid uit M en ﬁYl" Als R weer de diagonaaimatrix uit

appendix A is {dus R[i,j] = (-'I)l'”.éiJ voor T,j = 1,2,3,4) dan zal gelden:

M _=RH R ; M =RH
ZZ YY zw yu

Voor de deelmatrix me wordt gevonden:

M=% | () {dyrd sl (1-d)) “(d,md )
{d2+dj}.z (dh+d5).£2 (dz-as).z -(d‘.—dS).zz
{\—d‘) (dz'dj}.z (Hd‘) -(d2+d3).2
-(d1~d3).l '("u'”s}'iz -{dzfds).i (dh+d5).£3
waarbij de konstanten dl’ dz, d]' dla en cl5 worden gegeven door:

d, = -l_d- (60.sinhe = {2b=c?).e, (coshe=1) ~ 60.¢ + 2,67}

c
-1 . .. - -2
4, = T {e.sinhe = 2{coshe~1}} = Ts

d =—E-}f-3 ((6+62) . csinhe + (24-6c2). (coshe-1} - 18.e2}

y = ?’;m {3.sinhs ~ e(coshe-1) - 3e)

4z = ?;'E {~ 9.c.sinhe+ (24+c?). (cashe-1) - 3e2)
met: d = 3{{t+e2}{coshe-1} ~ be.sinhe + 2.e2}

De deeimatrices H® . H:z = R.M" R en H:m in de definitievergelijking van H:vo!gen uit:

Yy Yy
";v‘;—ﬂ 36 3.1 -36 1] ".:..,‘%' e, 1.8,.2 e Ze,.2
3.4 4,12 - 3.1 « 12 Ze,.0 (ej-ez},.z2 ~2e, .4 -(e3+e2).12
-36 “3.% 36 -39 -e, “l.gy.k &, “2e,-1
3.8 22 - 3.8 4,22 2e,.8 '(231‘223-13 “le,. i (es—ez).iz

e, en e, zijn gedefinieerd als:

waarbij de konstanten ST 3

. = 1‘21.5 {c(cosbe=1) ~ 3(sinbe-e)} 5 e, =

i {4{coshe=1) - e.sinhe = g7}

ahw

1 .
e3 “Teoshe=TT {sinh¢ ~ ¢}
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Reekaontuwikkeiing voor de komponemten van ﬁu en Mv'

- - . N
s M _en “w treden voor kleine waarden van e numerieke
Zw wi

moellijkheden op. Deze moeilijkheden kunnen voorkomen woprden door de konstanten 51,...%, d‘,...d

Bij de berekening van de komponenten van ﬁym’ W,
5 B Bpreey
in recksen te onrwikkelen en bij de berekening deze reeksen te hanteren in plaats van de earder gegeven uit-

drukkingen. Voor die reeksen geldt:

2 & a3 30 & ¢ W3
“E—~Z {{ne1). (ne3) . (ne5) . {2003)0F_(euB1) 5 ) =—a-‘--nz=:°{ n+1).F (e b)) = 30,

c
R 1
1 2 &, \
g, = = == {{ne1) (n+8) (203} {2n+5).F_(¢,B)) ; ey = = 52 Ln+1). (ne2) (2ne3) F (2,6}
3 2 n=t n 21 =0 o
R 2 €2 ; @ :
dy =57 z_: i(n+1)(hn‘+32nv51)-Fn(£,7)} Py T dy =~ e Z_: {(n+|)(n+2)(2n+3)~Fn(€.3)}
3 n=C 3 n=0
o (]
2 2
o5 L o) F (65)) 5 g “75—3}1)-:0 {(n+1) (n+2) . F_(e,8)}
b= 21 L& >
ey == 3 U+ (e,5)) = 2k e, = m 3 Une)F {6,813 e ==~ 2 F {c,3)
1 aJ ngﬂ n a3 2 33 nE=0 n 3 By amn "

met:

@ ) =
a, = 3 F {e,2}; a, = 2 tlneth.F (e, 03 5 a, = 3 {{n+1}{2n45).F {c,8))
! a0 " 2 n=0 n 3 n=0 n

De funktie Fn{:,j} is gedefinieerd in appendix A.5.3.
De numerieke moelijkheden, die voor zeer grote wasrden van e kunnen optreden kunnen worden opgelost op
dezelfde wijze als in appendix A 5.3 is aangegeven voor de komponmenten van Qv. De betreffende uitdrukkingen

VOOr € pneiyy d],,.‘d en e;,...e kunnen eenvoudig afgeleid worden.

5 3

Vareenvoudiging van de magsamatrixz

L]
zz

de overeankomstige komponenten van respektievelijk ® ﬁzz en ﬁww'

in appendix A is plausibel gemaskt dat de rheorie van Viasov alleen dan tot betrouwbare resultaten zal

De komponenten van de deelmatrices M;Y' N? en H:m zijn kleiner dan of van dezelfde orde van grootte als

feiden als de geometrie van de balk aan bepaalde eisen voldoet. Deze eisen impliceren dat de parameters i ,

im en iz in de definitieve vergeiijking wan H: voidoen aan iy < i, ;z << 1 en iu‘ << 1, Dit betekent echter

\i | S
dat voor alle vektoren Ve # 0 de term vE.H:.vg veel kleiner zal zijn dan de term ve.Hv.VEA Voor U, zal dus

k
in goede benadering geiden:

v
U =ive.ﬂ-i

k voe

Dé maasamatric bij cen bemaderend verplaatsingaveld

Hat verplazteingsvald #{m, ¢} = ﬁb(x,t)

Voor de verplaatsingsvektor ¥ als Funktie van x nemen wi] hetzelfde verloop als in appendix A.6:
. N =z -1
${x,t} = vb(x,t) = Db(x).Db .ve(t}

Voor de matrices ﬁh(x} en Db*] kan derhalve verwezen worden naar appendix A.

Da masacrutiriz Mb

De massamatrix Mb' behorende bij dit verplaatsingsveld, kan berekend worden uir:
2 v "

2

T, f! _ - . f M .-

. . - . ; . ; = . ™, Ldx
My = R+ M0 W=Dy A Db(x).'rr|1 Db(x)d; Dy ; My D /, ub(x) e Bpixddx Dy
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Uitwerking van deze relaties levert dat de matrices ib en H:v gelijk zullen zijn aan:

Fb = mi’ix 0 0 o 3 omo=Jo 0 0 0
0 m,-:y 0 Zd'm’i];'m 0 ii m.n;s 0 0
0 0 m.i:z Vg m.'r"!'l:m 0 0 i;m.m;i 0
] zd.m.#:' -yd.m.%:u Ip'ﬁfn 0 ] 0 ti \D. b

WooR o T e M- Rk R
XX XX YY YY 2z i @ YY yu YY.

AL e

Hyy ¥y© zz wa

= M;z
in overeenstemming met B.2.4 kanm worden aengetoond dat voar gevallen, waarin berekeningen met dit element
tot bruikbare resultaten zullen jeiden, de term veH;Ve klein zal zijn ten opzichte van ve.ﬁb.va, zodat voor
Uk gesteld kan worden:
v o

=v .M.V

Uk e b e

B.4 De ralatieve fout van de komponenten van Mb ten cpeichie van de kormponenten van Mv

De deelmatrices Fb (a=y,z,u) en H'b verschilien van de overeenkomstige matrices H_ en M* en voar
aw Wi ag il -
iedere kamponent ervan kan de relatieve afwijking ten opzichte van de overeenkamstige komponenk van Haw'
respektievelijk HL:m bepaald worden, In gvereenstemming met de werkwijze in appendix A bergen
wi] die afwi]kingen op in de matrices iam’ respektievelijk R:M‘ Bij de berekening ervan wvolgt dat izm

gelijk is aan 7 en dat R . B en A* van de voigende vorm zijn :
¥ yu (7] wu

iw ot s Rl tie e iz Ra T 15 s Fis T
's g "7 T8 1o "3 Tz T 16 "7 TTwe g
T2 T Ty o Tz fs TTwo AT TR 15 "M
5 " Ty g iz " Mg M1 6 "8 TTie Tz

De Funkties T Tarreeeefyg hangen alieen af van de parameter e. De waarde ervan kan worden afgeiezen
uit de anderstaande grafieken.
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APPENDIX C.

Berekening van de kinematisch konsistente krachtvektoren van de verdeelde belasting

© ¢.1 Definities

1.1 Voor de verplaatsingsvektoren gelden dezelfde definities als in appendix A.

1.2 De potenti&le energie van de belasting op het cilindrische oppervtak.
De potentigle energie van de belasting op het cilindrische opperv)ak van een element, Pc, is:
L

P =~ f%.?dx

=0 €
De kompcnenten van de vektor .fc zijn krachtgrootheden per lengte-eenheid, Met:

!f-[kx T b]

gelden volgens 3.2.5 de velgende vergelijkingen voor deze komponenten:

dy dz dz dy
= .d B - [P A . - -3 P
kx !qu * 4 ky !(qs ds 9 ds LE] l‘z ‘!(qs'ds MR Jds
LI ‘!(qs-p + qr~g)ds iomo= !q‘.zo.ds ;omo= - ‘!qx.yo.ds ; b= !q‘au.ds

voor de betekenis van de greotheden yo(s}, zo(s),u(s}, pls) en g{s) verwijzen wij naar fig. 3.1.

C. 2, Xinematigeh koneietenta krachtvektor bij het verplaatsingsveld volgams de theorie van Vlagov

1

Substitutie van ¥ = Dv(x}. Dv— Y in de relatle voor Pe tevert:

Hierin is fc de kinematisch konsistente krachtvektor der verdeelde belasting. Voor 0, en qu wordt verwezen

naar appendix A.

Beperken wij ons tot het geval dat alle komponenten wvan fc(zd op dezelfde wijze van x afhangen, dus:
fc(x) = g{x}.a

met bekende funktie g = g{x} en konstante vektor a, dan vaigt:

. Ly
¥ -‘ -
fo= Fv.a H Fv =D, j Dv(x).g(x).dx,
x=0

waarbij Fv een matrix is van de volgende vorm:
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=
1
H

v = C,I,l C2'£ 1] 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1] a
0 0 cs.% c“.lz CSJ c6.22 0 ] 0 0 1] o 0 0
0 0 C7 CE<E - CS.E 0 ¢ [ [1} D 0 Q 0
0 1} Q 0 Q 0 c3.1 AR cs.i. -ce.l 0 i} 0 )]
0 g [ 0 0 0 “l:7 C8.1 1:7 Cs.l ] i} 0 ]
] o L] [af 0 0 0 a g [} C?U‘i .”‘i ClZ'E C]J'L
L ¢ 0 0 0 a 0 [i 0 0 0 G S5t Sy Sy ]
Wij beschouwen hiar een viertal speciale belastingsituaties, te weten g{x) = t, g{x} -%, g{x) = :DS(Z'E—E}

en gix} = sin(ha—;). Voor elk van die situaties zullen uitdrukkingen voor Cpa Cgunereinlyp worden afgeleid,

2z

2.1 Kemetante oppervlakie-balasting

Als gi{x} = 1, dus als ;c(x) = a dan geldt:

s =g, ma 1 =4 PR -0 I
G179 T 4T I 5T % P R T TR &
1 . 2 2 1
. i he = (& . - - X = ds - . a1
€y RN {he sinhe = (4 + ). {coshe- 1) - 2¢“} ;. S % T C3 Syps gy = ! Cig =g =0
waarbij D wordt gegeven door : D =¢ sinhe - 2.{coshe -1).
2.2 Lingair vercndsrende opperviakte-belasting
Als gi{x} =-]§_, dus als fc(x) = i.a, dan geldt:
JRR TR VO S TR IS DN R
1% %2 7 C3 T Sw W s T e T IO Y7 g 9 PN
£ = ! {{6 + :2) e.sinhe ~{12 + 3:2) (coshe = 1}}; ¢, , = ! {3{sinbe ~ €} ~ e{coshe ~1}}; c N [
07T ‘e . t e T D e R B [
1 N 2 2 1
€43 = . 7 {~3.e.sinhe + (12 + 26"} .{coshe = 1)+ 3¢ ; Sy = g
e .0
i N 2 2
P . {he-sinhe ~(4 + e}, {coshe -1} - 2"}
15 16 2
2¢”.D
waarhi] U weer is gedefinieerd door : D = g.sinhe - 2{coshe -1).
2.3 Cosinua~vormig vercnderande opperulakte~belasting
Als g{x) = cos(p%), dus als ;E(x} = cos(p,i).a, dan geldt:
. - . . - -
< ] 1 STy 3 z{v‘+ & IZ.r1}’ c7-2(\42+12 6.72}
p p
<, 1= <y -2 [ g & -2
< 6+pz ~12 <q G-pz -k
2
(3 4 6~-p
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P, 1 1 2 3.
T, I , vy + =.) -e".{coshe - 1) e’ .sinhe .oyl
10 EZ*PZ 3 D 1
% e.{sinhe =g) 'Ez.(coshz - 1)
<2 (cz + pz).Dd-ez.(cushs'i) -zj.sinhz
- 2 2
©i3 e{ecoshe-sinhe) p~.D=e”. (coshe=1)
'c“" - 21 5+ (V,‘ + % -e3.sinh El(:osha - 1) .rz}
“+p
€15 52.((:05!\:”]) c(sinhg = ¢}
2 2 R
1213 ~p°D + £“{coshe ~ 1) c.{e.coshe = sinhe)

i 2 -5 i
ry %—E H rch"ijl_E iovp=lels vy=JoTs A Tl L Ez
=1 0 a
1=cos p 1=cos
7 —2—E a pZ 2
P
4 P
+1

2.4 Stinus~vormig veranderands opparvlakte~belaating

Als gi{x) = sin(p.%), dus als Fc(x) = sin(p.g)a, worden voor de konstanten CysCqenven ¢y dezelfde relaties

gevonden als hiervoor in 2.3, mits in de relaties in 2.3 voor Pr Fas Vie Yo v3 en v, wordt gesubstitueerd.

- 1~cos . - T-cos p] . - . - s - = -
ry= e —p!—E ioor e 2 syl weefo]s ve=r[1] v v,
0 1 o
p-sin p sin p
o2 P -1 -1 -1

1 -1

C. 8 Xinematiach konsistente kraohtvektor bij het benaderend vepplaatsfngsvew

Bij de berekening van de kinematisch konsistente krachtvektor van de verdeelde belasting bij het benade~
rend verplaatsingsveld kan dezelfde werkwiJze gevolgd worden als in C.2. Dit levert:

' f

S B

fp = 0y B F b ax
xe=0

Voor 0y en Db.‘ wordt weer verwezen naar appendix A.

Als fc(x) te schrijven is als fcfx) = g{x).a {konstante vektor a en gegeven funktie g = g(xJ}, dan geldt:

1
L =
fep = Fpea 5 Fp=0p . fnbix).g(x).dx
x=0 .
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waarbij F_ van de volgende vorm zal zijn :

b
| -
Fb = c].i 02.1 0 0 0 0 0 0 D o 0 0 0 0
0 0 crl ch,ﬁz :5.1 cé‘ﬁ.z 0 0 0 D 0 0 U 0
0 0 € :8‘1 Ty :9,1 1] 1] 0 0 o 0 0 0
0 0 0 0 2 0 c3<1 I :5.1 -cé.lz 1] 0 0 0
0 0 0 UA [ 0 < cgek € :5.1 0 0 L} 0
o o 0 0 0 0 0 0 0 S M G
L0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ¢ cgel 5 cs,ﬁ. .
De in deze matrix optredende konstanten €y CpreeveiCq ziin gelijk aan < Cgreesesty in de matrix Fv uit €.2s
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APPENDIX D

Berekening van de stijfheidsmatrix voor kokers met willekeurige doorsnede

D.1 Definities en veronderstellingen

1.1 Verplaateingen en verplaateingsvaktoren van een plaat (fig. 4.2)

De verpleatsingen Gl, ﬁs, Er van een punt {x,s,r}van de plaat worden uitgedrukt in de verplaatsingen

u, U en u_ van punten van her middenvlak r=0:

s

- du aur
= +r, : ool 3 £ =

u, U L LV rl I N %

u -
Vs = *x
u u 0
r r.

Wij nemen aan dat u en u tineair zijn Tn s en dat u_ een derdegraads polynoom in s is:

b= Als)abd ; A=t s 0 4 8 0 o 0

met onbekende vektor 3(x}. Er geldt {zie cok Fig. 4,2)

8(x) = A".vp(x) oo =fu, s At i’ hz oz o o 0 o 0 0
Y L T T S 0 0
3
u, o o b 0 o o 0 0
u 0 o -2 82 0 0 0 0
sq
u B o0 o o b o 0 0
rn
. 3
Vrq o 9- 0 o 0 o b 0
- 2 2
oxn Q 0 0 0 b 3.b -2.b -b
| #xa | o 6 0 o 2 -2 b b |

1.2 Spanningen in een plaat (fig, 4,6)
Wij nemen aan dat de spanningen op een willekeurige plaats (x,s,r) in de plaat worden gegeven door :

5 {x,s,r0) = T (0sr) = _rsr(hsxr') =0

S 5 -
5 = fc 0 0 L L 0 17 00

Tiw

*J(x,5,r)
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waarbij &= 1 = % en n= 2,%. De spanningsvektor up(x) is gedefinieerd door {Fig.4.4):

Q-

{x}) =|a 9. 8. . T, o P a 5 T
P xn “xq s noq bxn  “bxq “bsn “bsg ‘sv

De elagtische energte per pluat, witgedrukt in Ep en D_
4

Bij verwaarlozing van de elastische energie tem gevalge van S T 8N T zal voor de elastische

energie per wvolume-eenheid, Uo' gelden :
au au a,
1Jjt -2 - - -2 1- 2 - s s X s
= -1 . 1 JRU I N3 AN
UD 5 {E (cx Zu.d‘»cs + o Y+ T s }+ =+ Tt T { + P )

Substitutie van Ex’ as, G0 Teg €N 5‘5 volgens D.! en integratie over het volume van de plaat levert dat
de in de plaat opgehoopte elastische energie Up gelijk is aan:
L L
v L[ 3F 5.4 f!(u‘ W ek
@ == 3 .F .3 _.dx* a . N+ 8 W, -
p z p o p R A
x=0 xe(
dv

jE =R enx =
waarbu!p T enx
kan worden-uit ¢
!ra-f{l('z-z\,"+éz)+l‘ 214F v e 3 {x}
LU A 00 s T Txs cor aile 3 {x},
F B

terwi j1 Uv, Wy en Hx zijn gedefinfeerd door :

¥ - Bu!' azur - aux
5 W v = {o { s = r. 3+ e b, dF woor alle & {x)} en ¥ _{x}
5 3% 4 p p

pvp r2 Txs ' T8
F
Y - f .o . du, azgr .
ap,we.ep = (ax. el ‘xs'(i;— - 2.r -3—;3—5) .dF voor alle Bp(x} en ap(x)
F
2
R ~
Iw- f_r,g % oF voor atle 5 (x) en x (x)
Py Yp 7 x d,(Z 3
il
2
Ter vereenvoudiging van de notatie is hierbij gebruik gemaakt van vere. drids = svea.ldF.
Bij uvitwerken van deze relaties volgt: &=l =~ {.g- F
_ b.h . o b.h . - R -
F = F‘ a Fl_ﬁ 2 1 ~3w 0 0 nFZ 8 2 1 2u v 0 i e
0 FZ H 2 -3 0 0 1 2 -v =2y 0
-3 -dv 6 0 0 =y oy 2 1 0
o 0 0 2 LI v w1 2 0
a 0 0 e, Z.e1 L0 0 0 0 (:.,e,I
h hZ -
W o= H =5 H =
dv = V! 01 V1 G} 0 0 (] 0 VZ k) o a 0 4
0 Vl 1] 0 0 0 b)) 0 D 0
a o -2 2 1 -1 b ]
-1 1 0 a -1 1 0 ~b
~1 1 0 0 0 0 0 0
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o is een vierkante, symmetrische en positief definiete matrix, die bepaald
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b.h ; P
ve=[v3 u]; vy=fzov 0 ol vefo 00 o
D v, 1z a9 o [ R T |
¢ o o 0 b o0 0 ©
¢ o0 2 i o 0 0 @
00 1 2 A T T
b hZ
- =21 -3 3B 2.1
v, = [o ] Vo= g2t 9 -3
0 Y -9 -21 -2.b 3.b
5
0 0 0 Q
00 00
0 0 [

D. 3 Da epavringsvekior apf uttgedrukt <n ﬁp

Met het energieprincipe volgens Refssner kan voor de spanningsvektor Ep de volgende relatie worden afgeleid:

<) =F WV + o N
cp(x} . - Mo+ Hx.xp)

Na enig elementalr rekenwerk blijkt voor de hierin optredende matrixprodukten te gelden :’

-1 - N - E. . . ~Eh -
FooM, =[5, 0 S, = { ] D Zov Tl S, v fop ) 3 vl 2ok b
0 S, 0 0 2.y 2.y 3.y dov mveb -2y
0 0 ¥ 2 3 -3 z.b b
~{1mv) {1 0 ] -3 3 -b ~2.b
(1w} (1=v) 0 0 a 0 0 0
-1 . _E .2 2 ' _En
Fq .vaa 53 DI H 53-2—-- 2=y v ] /3 Sh_z_'E 0 0 0 0
] Sh \Jz 2'v2 0 0 . 0 0 0 0
v v 0 0 i 0 0 0
0 D -y 0 0 0 0 0
L o ] 0 Ty - ~{1-y) 0 0
-1 £
Fo M = [n 0 ], Sg = ggeh o [-33 3 ~4b b
a S 3 ~33  ~b i.b
=33.v 3. ~hb.v- by
3ov =33,y tbov hboy
0 0 0 0

Hierin is E® de “'gereduceerde’’ elasticiteitsmoduius : * . L
1=y

|
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D.4 Ue elastische energtie per plaat, uitgedrukt inm ﬁp(:}

invullen van het verband tussen Sp(x) en OP(x) in de relatie voor UP volgens D.2 levert de elastische

energie, uitgedrukt in VD

[
' y I I
v =z [ e ]
P zf[p P % Sev S va 1% <

x=t S, s 0
av BB,SV)( OD

5 5 8 X
XY x8 xx o

Voor de hierin geTntroduceerde matrices Sab(a,b = v,0,y} geldt ¢

en.na enig rekenwerk voigt dat SDX = S)(0 een nulmatrix is terwijl de overige gegeven worden door :

- . CEEnM o, L E* n3
S <[P O Py=sep] kv -Gy 0 0] Pz='€":§‘ 6 -6 3b 3.b
v P, ~(1=v) Q1) 0 o -6 6 -3.b -3
0 0 2 -2 3.6 -3.b 2.7 bF
0 0 -2 2 3.b-3.b bE 2.b°
; CET (1) -(1-
So= (P3O Py=ghe 0 a (=) ~{1-v)
[} 0 o o (1-v} {1-v)
~2.v ~2.v 0 a
L 2.y 2 o 0
* r ® 3
E L2 2 : ) PR
57 [P O Puctmnew ey 24y 0 0 Po = gop | ) (1) a 0
LR 2 byt 0 0 =) (1my) 0 0
i 0 2{1-v) (1-v) 1] 0 0 0
[ 0 (1-y) 201-y) 0 o 0 o
[l
vxau [ A Pﬁ"?Eo"'F‘ ~36 36 ~3.b ~3.b
0 P 36 -36 3.b 3.b
33 3 -kl 2
-3.b 33.b b2 bl

-
EOV L "J‘ Py " sigggetoeb o[ 665 23 33b -57.b
23h 666 57.b ~93.b

+93.b 57.b 11|.bz -‘H.bz

-67.b -93.b ~11.bE 1ho?
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D5 De olasiische energie U , gerelateerd aan het globale kodrdingtemaysteem
P

De vektoren \'ip, Bp en Xp zijn gerelateerd aan het lokale assenstelse! x,s,r van de plaat. Naast 'ip, ]
de
= 3;3 in, die betrekking hebben op het globale kobrdi-

- P
- dv
en ip voeren wij de globale vektoren \‘/g, B = —d-;ﬂ en

9 g

natensysteem. Er geldt (zie ook fig.4.3} :
Y -

vg(x) = ijn Ya Yo Yq Y U2q e ¢xq]

Als a de hoek is tussen de positieve y~ en s-as (met tekenafspraak volgens fig. 4,3} dan geldt:
v (x) = T.2 (x
4 9 )

waarbij T een vierkante, orthonormale matrix is, gedefinieerd door :

T = 1 0 0 0 0 0 0 0
0 ' 1 0 0 0 0 0 0
0 0 cosa Q sina 0 0 0
2 0 0 cosa 1] sing 0 0
0 0 -sina ] cosa Q o (]
] 0 0 -sing o cosa 4 0
0 0 1] Q 0 0 1 4
0 0 0 0 0 0 0 1

Wordt deze relatie voor V_ ingevuld in de relatie voor de elastische energie dan ontstaat:,

[
D LA
- - v . K .
Up 2 f [\'Ig eg Xg] vV Kve Kvx g dx
x=0

v
Kov Koo Koy | |
K K. x X
xv X8 pet *q

Hierin hangen de deelmatrices Kah alleen af van T en van sab' Er geldt:

M ¥
Kab = Kba = T'Sab‘T voor a,b = v,8,X%.

D.6 De elastische energie in zen koker ter lenmgte 4

De verplaatsingen Uyr Yy N Uy en de hoekverdraaiing oxk van alle knooppunten {k = 1,2Z,.....,m} in

K Yyk

doorsnede x worden opgeborgen in de vektoren U, W en § die deelvektor 27jn van de verplaatsingsvektor ¥#{x}.
Wij definidren :

% = [ux1 U geeeene "uxmj {m komponenten)
“!" = E’Y‘ Uygerremnsens Uy Hpp Mpgrerereeees ”zm] (2m komponenten)
% [¢” LN STRTIOI ¢m] {m kompouenten)
N I T
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Voar de elastische energie U in een koker mec lengte & geldt dan {zie ook 4,h.h)

] vy
1 [!’ - *]
U'f ¥ o0ox |- vi Qve QVx L6l Ldx
w=0 -
Qev st Qex 6
Q i}
XYk uxx

De matrix Qab wordt geheel bepaald door de matrix Kab van de afzonder}ijke platen en de lckatiematrix 2

die vastlegt door weike knooplijnen de platen begrensd worden. Na partitionering van Qab kan geschraven

worden :
Y
o = %, = Rl Bap 0 m {a,b =v,8,x]
cab Dab Eab m
0 Fab Gab "
bt

Voor deze deelmatrices gelden dan de volgende relaties {zie ook b.4.4) :

' ! 5 T 40; 6. =6_%0
AVV = AVV # g > EVV = cVV =0 § DVV s DVV * 0 ’ EVV v ? vy vy
v ¥ Y v Y
. . - -0 «aF w03 G =G, =0
A= By, =0 By = Loy # 03 D=0y 0 Eg ov 3 Gy, o
! ’ Fo=E =03
Cog " Bey F 05 ve " Fev T ¥ ¢
v \i A \i 4
A =R =0; B =C =03 D =D 40; E _=F ¢#0; 6 _ =G @0
X Xv vX XY X xv vX Xv vX XV
c 4 v
vy "Bt 0 Foy "B # 05
v 4 o v ; ¥
Rgg = Rgg # 05 Bog =Ly =B Dog=Dgg D3 Eog=Fog = 05 Ggq=Gpg =0
v Y Y v ¥
A =A =0; B =C( =D; D =D ¢f; E =F g0; 6 =G @0
XX XX XX XX XX XX XXX o Xx
De matrix Q Gx‘ Q)(e is een nulmatrix.

D.7 Benadering voor de stigfheidematrix van een kokerelament met lengte L

Over het verloop van de deelwektoren D, W en § van Q als funktie van x {0 ¢ x ¢ L5 x=0 Bn x=¢ zijn
de eindvlakken van het kokerelemant) worden de volgende veronderstellingen geponeerd :

G(x) = g}(x)Aul + gz(n).u2

Rfx) = hi(")'wi + hz(x),z.wl + "3(")"”2 + hu(x).z.wz Y = %
FUx) = hy(xbogy + hy(x) .ty + hy(K)gy + hy(x).nup, G-

waarbi ) Ups s Wy $;p B0 0y betrekking hebben op eindviak i {ie1 voor x=0, I=2 voor x=i}. Vaor de.hierin
optredende funkties 9; (j=t,2) en hJ(jﬂ,l,J,h) geldt :

g} =g et iogled =g
o =ezg?-agl et 5 omo=gd -l eg
hz(x) - 2.3 3-52 ioh k)= 53 - 52
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Hierin is gebruik gemaakt van de dimensieloze axiale koBrdinaar g= % . Metr dé verplaatsingsvektor v, van

het kokerelemenct, gedefinieerd als :

L4 3 1] v L 1 1] 1] ,!
Yo “[“1 Yp MY Rt B % ﬂz]f

kan voor ¥ geschreven worden :
9(x) = Dx).v,

en kan de elastische energie in het kokerelement, Ue‘ worden uitgedrukt Tn Ve

11
Ue =7 % Qv

Daarbij is Qe de stijfheidsmatrix van het beschouwde element. In gepartitioneerde vorm :

a, =[a, B, ] 2m
B D E Bm
e e e
o E G J 4m
e e
f 2m f 8m kml
De hierin optredende deelmatrices kunnen worden uitgedrukt in de matrices Aab’ Bab,.....Gab(a,b lv‘o,x).
Voor Ae en Be volgt :
J3 1
Ae -E‘[Z.Avv AVV] +T'[ ASB - ABB}
Avv Z,Avv - ABB ASB
B =1 [~ 6.0° + B i + 6.8 - Bk 8 = + 8
e 127 ‘ve va® “Tve ve " | ve ve ov
" - « .
I E.Bve Bve £ + G'Bve + Bve‘l BVB =B EOV

Om de notatie voor de matrices Ue’ Ee en Ge nog enigermate binnen de perken te houden voeren wij

een hulpmatrix Re in

Re = |Rn Rpgt® Ris Roye®
RZ‘.L Rzz.iz RZB.E Rzl‘»iz
Ry Rype Ry LI
Rln’l Ru‘y.z RH.L Rkk.iz

Voor R kan achtereenvoigens D, E of G worden gesubstitueerd. Er geldt {i,j = 1,2,3,4}

1 5 . . 1 .
Rij - L.gVV[I,J].RVV + i.{gvX[l,J]ARv): + geO[i’JJ'RGB + ng[n,JJ.RXV} + ﬁ. gxx["”‘nxx
waarbij voor de hierin geTntroduceerde matrices 9,y ng = 5yv’ 9,, en gxx geldt :
9, mjws oz s -] ENVER " RS R (RS
22 L] 13 -3 -3 -4 3 1
54 13 156 ~22 36 3 36 33
-13 -3 -22 4 -3 1 3 -k
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30 XX
30 43 - 3 : 3
36 -3 3% ) 6 -3 6 -3
3 -t -3 § 3 LIRS

0.8 Bsrekening ven de interessante matrices Voor het geval :S:U, 05:0

tn hoofdstuk 4.8 is de afieiding van de theorie geschetst voor het geval dat de rek £ = -v:sfx,s,o)
en de normaalspanning o = ‘Gs(x,s,o) gelijk aan nul genomen worden. De hypothesen aver het spannings- en

verplaatsingsveld zijn verder gelljk aan die uit D.1.1 ean D.1.2, Met usix) =u {x}) =u_(x) en o =0 kun-
sn sq

nan wij de afwijkende verondersteliingen als volgt noteren :

ugbx,s) = % ugn 00 +-l: usq(x) ; u () = “'sq(")‘

- v s s
05(1,s,r} = 2.-h- {{- F}‘ﬂhsn + E'ubsq}.

Bergen wij de interessante spanningsparameters op in een vektor ‘B’p(x),

dan volgt dat de elastische energie Up, die is opgehoopt in esn plast ter lengte £, wordt gegeven daor :
N .

~ 1 5 . Y o~ - P
Up = { i'u’pAFU.crp + c‘_).{lrl'v.v'J + HB'SP'+ Hx,xp)).dx
x={ )
De vektoren ¥ _, ep en xp zijn reeds eerder gedefinieerd. Voor de hierin optredende matrices Fcr’ i:v‘ ’iﬂ en
’\?iX blijkt te gelden : .
Fale o) ¥ o-RbT 1 0 0 F oaf
E2a ; 1 T8 Pt h
] Fy 1 2 0 0
Q 0 Z.e, 21
| o 0 2 2 e,
. ~ _h [ N -
AR A o V1-3‘ ] [ 0 0 ,VJ v,
v
] \2 a 1] 0 ]
~1 ) 0 0
L1 1 0 0
o~ ~ 5 _ b.h LT .
Wy = v3 1] vj-ﬁ—, 4 2 0 0 i: Vy Vh
] v, 2 4 0 a .
a a 3 3

£}
¥
o
=]
<
[
<

o
<i
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Voor de matrices FZ‘ \lz, Vu en \l5 wordt verwezen naar D.2.

De vektor 'ch(x} kan weer worden uitgedrukt in vp door het ﬁrinclpe van Reissner te hanteren. Dit levert :

B R VG
3’p(n) =7, .(\.Jv,v‘7 Ve ux‘xp)

waarbij voor de optredende matrixprodukten gevonden wWordt :

~1

PO e . L B 1 A
oW, = | S, o |; §'1 ToT'® 0 0 [ $;= 8
0 ?z 0 0 0 i

-t 1 0 0
-t 10 1
Fly =% o -2 o o o} 3
a Y [3 ]’ 377 i [
L0 S 02 0 0
o o 4 1
1 &
s o 4 1
e e

p
' r v
~ 1 54 > ~ - ~
Up=2 f [VP % XP]’ Sov v Sw %

.dx
=0 ~ ~ -
Sov See Sey | |%
-~ o -~ -
3 5 3
w o oxe Sad e

1)
Voor de hierin optredende matrices sab = ’gba {a,b = v,8,x)

- E h r
§’W =[’] 0 ]’ P? = 2{14v) B ! !
0 ’Fz -1 1
0 0
Lo o
T s o~ E r
o= ofs Boe oy [0 0
0 0 0 0
0 a
Lo ¢
T T o, - Eahw [n 2
Sos =y ; I 7z
B 4
0 PS 2
0 0
L0 1
Sxa = S)(a voor a = v, @, x.

volgt na enig rekenwerk :

0 af; Fyep,
[

00

00
-1

1 1

0 0

0 0

0 0oh P5=P5
0 0

3 3

E‘ el

3 3

e e

uit de relatie voor Up' Dan ontstaat :
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APPENDIX E

Berekening van de krachtvektoren voor kokers met willekeurige dwarsdoorsnede

E. I.Definittes en veronderstzllingen
1.1 VYerplaateingen en verplaataingsvektoren van een plaat
Hiervoor verwijzen wij naar appendix D.

1.2 Da belasting van de plaat (fig. E.1)

Volgens 4.,4.3 kunnen wij ons heperken tot de berekening van de potentifle energie ten gevolge van de in het
Y - - -
middenviak r=0 aangr:jpenfe verda?lde belasting § = [qK q, ql_] en van de belasting door 1t Txst ™ Txrt in
eindviak t {x=D) en G2t Tysy € Typp B0 eindviak 2 {x=i}-

lrf
\—-middenvlak rzo
- (4 U
1 '/}E - P4
q, 4 -
b T?(S :}"’ rI / T x2
%y '?m Iqu xs
‘e P Tr2
4 —-""'-"Q,‘-
1L 4
hf v Z 2
L
Pig. E.1 De uttuwendige belasting op de plaat
E.2 Do potentiéle ereryie ten gevolge van de vendeelde belanting.
Voor de potentidle energie ten gevolge van de verdeelde belasting §{x,s) geldt :
b b
Y - -
I’Wl = = (u‘,qx +u g+ ur.qr).ds.dz = - vp(x).{ N A(s).q(x,s}.ds}dx
x=0 5=0 x=D s=0

Hiervoor kan dus geschreven worden :
i
§ 00.F_(x).d
P = - ¢ (x}. x].dx
p cp

x=0
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waarbij de kinematisch konsistente krachtvektor Fcp is gedefinieerd door :

. a 0 0 .ds

s=0 s.q 0 0
0 q 0
0 s.qs 0

[ 0 a

0 0 s.q,

] 0 sl.qr

-U 0 sJ.qr‘

E.3. Da potentiéle emergie tem gevolge van de belasting in de eindviakken

De belasting in de eindviakken van de plaat levert een bijdrage tot de potenti&le energie, die gelijk

is aan : b ;
Po= - = = N - T -
ep Jh { uzYx2 * Txs2Ys2 * 1xr2'ur2) (ax"uxl * st ugy * Ix”,u”)}dr,ds
=0 rma
- 2

Daarbi] geven de indices | en 2 aan dat de betreffende grootheden betrekking hebben op eindvlak 1(x=0}, raspek-
tievelijk op eindviak 2 {x=L}. Stellen wij :

¢ {x=0) = .8 (xsl) w s ap) = .8 (x=l) =
p(x) o1 § up(x 0) ey vp(x ) Voo G sp(x &) 8p2

dan kan voor Pep geschreven worden:

v

M 4 v
P o=ev . -6 .. . .
ep va pr p2 mpz * vp‘ fp‘l - Spl mp?

met krachtvektoren fpi en mpi (i = 1,2} die zijn gedefinieerd door

v b ' b
-1 - . -1 - - .
fpl = A, r n, Jds mpi A . 1] s (i 1,2}
=0 SNy =0 0
k, . 0
si
s.k a
s
k . m_ .
ri x
s.ksi*tl s.m
s .k _,~Is.t sz,m
ri i xi
3 .1 68 3
N ‘kri 3.8 .tL G

Ter verkorting van de notatie zijn de krachtgroorheden per lengte-eenheid nis ksi' kr]’ m;oen L ingevoerd.

Er gelde :
h
n = 3 dr m.] = z T r.dr (1 =1,2)
i xi ‘ * xi h ni s *
Fors
. 7 -
|‘si Txst % Ast
k . T
ri xri
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Samenvatting

In dit proefschrift worden enige theorie€n voor de beschrijving van
het mechanische gedrag van dunwandige balken afgeleid, vergeleken en in
een praktisch bruikbare vorm gebracht.

Uitgaande van het principe van Reissner, dat de mogelijkheid biedt
om zowel veronderstellingen over verplaatsingen als over spanningen in re-
kening te brengen, worden uitdrukkingen verkregen voor de eiastische ener-
gie. Het principe van de minimale potentié&le energie vormt daarna de basis
voor de formulering en de vergelijking der behandelde theorieén. Deze werk-
wijze biedt met name goede mogelijkheden voor het verkrijgen van benade-
ringsoplossingen die gebaseerd zijn op de technieken uit de methode der
eindige elementen.

In hoofdstuk 3 wordt een theorie voor het statische en dynamische ge-
drag van dunwandige balken met open dwarsdoorsnede besproken. In tegen-
stelling met Vlasov |1l wordt de invloed van de afschuiving van het midden-
vlak en van de dwarsdoorsnede niet buiten beschouwing gelaten. Aangegeven
wordt onder welke omstandigheden deze invioed te verwaarlozen is en de
theorie volgens Viasov gehanteerd mag worden.

Om de praktische bruikbaarheid van de Viasov-theorie te verhogen is
een element ontwikkeld dat gebaseerd is op het homogene, statische ver-
plaatsingsveld volgens Vlasov. Hiermee kunnen homogene en inhomogene, sta-
tische en dynamische problemen tot een oplossing worden gebracht. Er wordt
ruime aangacht geschonken aan de berekening van de spanningen uit de be-
rekende verpiaatsingen en krachten in de eindviakken van een element.

In hoofdstuk 3 wordt nog een tweede element besproken dat ook geba-
seerd is op de energie-uitdrukking die ten grondslag ligt aan de Viasov-
theorie. Het aangenomen verplaatsingsveld is echter eenvoudiger dan bij
het eerder gencemde element. Een vergelijking van de beide typen elementen
leert dat veelal het eenvoudiger element kan worden toegepast.

In hoofdstuk 4 wordt een theorie afgeleid voor de analyse van het
statische gedrag van dunwandige balken met willekeurige dwarsdoorsnede. De

daarbij gehanteerde veronderstellingen komen niet geheel overeen met die
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volgens Viasov |1!, waardoor de invioed van de zogenaamde anti-clastische
buiging en van de rek in omtreksrichting benaderend in rekening kunnen
worden gebracht., Er worden enkele vereenvoudigingen van deze theorie be-
schouwd door telkens een van de genoemde deformatiemogelijkheden uit te
sluiten.‘De bérekeningen resuiteren voor elk der theorieén in de ontwikke=~
ling van een zogenaamd kokerelement. Evenals in hoofdstuk 3 wordt ook hier
aandacht geschonken aan de berekening der spanningen.

Voor de numerieke uitwerking van de theorie&n uit hoofdstuk 4 zijn
enige rekenprogramma's ontwikkeld. Een zeer summiere beschrijving en enige
toepassingen daarvan komen ter sprake in hoofdstuk 5. Uit de konfrontatie
van de berekende spanningen met experimentele resultaten blijkt dat deze
programma‘'s, afgezien van de direkte omgeving van het aangrijpingspunt der
belasting, tot een zeer bevredigende voorspelling van de realiteit leiden.
Deze konfrontatie geeft ook enige aanwijzigingen over de gebruiksmogelijk=-
heden van de programma's en daardoor ook van de theorieén die eraan ten
grondsiag iiggen.

In hoofdstuk 6 wordt aandacht besteedt aan de huidige toepassingsmoge-
lijkheden van de ontwikkelde theorieén en rekenprogramma‘'s en aan enige uit-
breidingen en verfijningen om de bruikbaarheid voor de analyse van realisti-

sche konstrukties te vergroten.

!1[ Viasov, V.Z. : Thin-walled elastic beams. lsrael Program for

Scientific Translations, Jerusalem, 1961.
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Summary

This dissertation presents a few theories for the analysis of the
mechanical behaveour of thin-walled beams. These theories are compared
and adapted to improve practical applicability.

Starting from the Reissner principle, which makes it possible to
take into account assumptions on displacements as well as on stresses,

a relation for the potential energy is derived. Next, this relation is
used to develop and compare the theories based on different assumptions
on the displacements. In combination with finite element technigues,
this approach offers the possibility to formulate approximate solutions.

After a general introduction and some remarks on co-ordinate-systems
and notation in chapter 1 and 2, chapter 3 discusses a theory for the
statical and dynamical analysis of thin-walled beams with open cross-
section. fontrary to Vliasov |1} , the influence of the shear strain of
the middie surface and the cross-section is taken into account. A further
investigation of this theory reveals under what circumstances Viasov's
theory may be used. In order to simplify numerical calculations with
Vlasov's theory an element is developed based on the solution for the
displacement of the Viasov statical, homogeneous differential equations.
With this element inhomogeneous and dynamical problems can be solved as
well. Much attention is payed to the calculation of the stresses in an
element.

In chapter 3 also a second element is considered, based on the same
relation for the energy as the former element. However, a different and
simplified displacement field is used. A comparison of both elements shows
that in many circumstances the latter element can be used instead of the’
Vlasov element,

Chapter 4 presents a theory for the analysis of the statical behaveour
of thin-wailed beams with arbitrary cross-section. The hypotheses used do
not entirely agree with the Vlasov assumptions (13. Particularly the in-
fluence of the so-~called anti-clastic bending and of the normai‘strain of

the middle surface in circumferential direction are taken into account in
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an approximate way. A few simplifications of this theory are derived by
excluding one ar both of the above-mentioned deformations. For each af
these theories a ''tube-element' is developed.

The computer programs used to obtain numerical results with the theories
of chapter 4 are briefly described in chapter 5, where a few applications
are given as well. ‘

A comparison between the calculated and experimental values of the
stresses shows that these pragrams yield a satisfactory prediction of
reality, at least at some distance from the concentrated load system.
This comparison also gives some indications for the applicability of

the programs. These indications can also be made plausible theoretically.

Finally chapter 6 indicates the present possibilities of the theories
and computer programs for the analysis of realistic thin-walled beam
structures and reveals a few refinements required to improve the practical

applicability of these thecries and programs.

14 Viasov, V.Z. : Thin-walled beams. lsrael Program for Scientific

Translations, Jerusalem, 1961.
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‘S tellingen

Het door Visser voorgestelde rechthcekige ‘'box beam element 1'' zal bij het
analyseren van vlakke, in hun vlak belaste platen steeds leiden tot resul~
taten die minstens evengoed zijn als de resultaten die, bij dezelfde ver-
deling in elementen, bereikt worden met het rechthoekige ''REM A''-element.
Hanteren van ''REM L''-elementen zal steeds resulteren in minstens even goede
resuyltaten als het gebruik van driehoekige '"TRIM 3''-elementen indien ieder
vierhoekig element wordt vervangen door twee 'TRIM 3''-elementen.
Visser, W. : The finite element method in deformation and heat con-
duction problems. Dissertatie, Technische Hogeschoo!, Delft, 1968.
Brekelmans, W.A.M. Veldpaus, F.E. : Comparison of some simple membrane
elements. Rapport WE-73/3, Technische Hogeschool, Eindhoven, nog te

verschijnen.
2.
Uit recente publikaties blijkt dat de ideeEn en werkwijzen, die gehanteerd
worden in de methode der eindige elementen voor de analyse van het mechanisch
gedrag van systemen, met vrycht kunnen worden toegepast in verscheidene ge-
bieden van de fysica en de technische wetenschappen. Deze methode moet der-
halve beschouwd gaan worden als een methode uit het gebied der numerieke
wiskunde en niet als een der specifiecke werkwijzen uit het gebied der (tech-
nische) mechanica.

Visser, W. : The finite element method in deformation and heat con-

duction problems. Dissertatie, Technische Hogeschool. Delft, 1968.

Zienkiewicz, 0.C. : The finite element method in engineering science.

McGraw-Hill, Londen, 1971

3.

GeTndividualiseerde onderwijssystemen, zoals ontwikkeld en gebruikt door
de vakgroep Technische Mechanica van de afdeling der Werktuigbouwkunde
van de Technische Hogeschoo! Eindhoven, brengen een verschuiving teweeg
in de taak van de docent in de richting van de van hem te verwachten in-

teliectuele vaardigheden.



4,

De door Janssen bepaalde oscillatie in het verloop der axiale buigépan~
ningen in de direkte nabijheid van het aangrijpingspunt van de gekoncen-
treerde belasting is een gevolg van de invloed van de anti~clastische
buwiging.
Janssen, J.D. : Over de torsietheorie van Vlasov voor dunwandige
rechthoekige kokers. Dissertatie, Technische Hogeschool, Eindhoven,
1967, p.134 e.v., fig. 7.5.2
Dit proefschrift, hoofdstuk 5.4

5.

Programmasystemen, die gebaseerd zijn op de methode der eindige elementen,
dienen in elk geval te beschikken over efficiénte procedures om afhanke-
lijkheidsrelaties tussen de verplaatsingsparameters in rekening te brengen.

Dit proefschrift, hoofdstuk 6.

6.

De door Guyan aangegeven werkwi jze om met behulp van statische beschou-
wingen het aantal vrijheidsgraden bij de analyse van het dynamisch gedrag
van konstrukties te reduceren is van zeer groot-practisch belang.
Deze werkwijze kan worden beschouwd als een logische generalisatie van de
algemeen gebruikte methode om de massamatrix van een element te bepalen.
Voor een efficiénte toepassing van Guyans reduktiemethode moeten gefun-
deerde en praktisch bruikbare richtlijnen ontwikkeld worden. 0.a. door
Banens zijn reeds duidelijke aanwijzingen verstrekt.

Guyan, R.J. Reduction of stiffness and mass matrix. AlAA-Journal,

3 (1965), p.380.

Banens, J.P.A. : Enkele methoden voor het bepalen van de grootste

eigenwaarden van bandmatrices. Afstudeerrapport groep WE, Technische

Hogeschool, Eindhoven, 1972.

7.

Door uit te gaan van de verondefstelling dat de berekende schuifspanning

in fig. 5.9 van dit proefschrift het gemiddelde is van een in werkelijk=

heid parabolisch verlopende schuifspanning kunnen de gemeten waarden voor
x > 50 mm alleszins bevredigend voorspeld worden.

Dit proefschrift, hoofdstuk 5.4



8.

Bij de vergelijking van elementtypen voor de analyse van het mechanisch
gedrag van konstrukties met de methode der eindige elementen wordt o.a.
door Khanna uitgegaan van de elastische energie, uitgedrukt in de rele-
vante verplaatsingsparameters. Er ontstaat een veel bruikbaarder methode
indien de elastische energie wordt uitgedrukt in de relevante rekparame-
ters.

Khanna, J. : Criterion for selecting stiffness matrices. AlAA-Journal,

3 (1965), p. 1976

9.

Laat A en B twee verschillende element-typen zijn van dezelfde vorm en
met dezelfde verplaatsingsgrootheden als parameters. Laat de massa- en
stijfheidsmatrices van A en B op kinematisch konsistente wijze bepaald‘
zijn uit dezelfde uitdrukking voor de potentiéle energie. Uit een onder-
linge vergelijking van de kwaliteiten van A en B voor statische problemen
mogen dan géén konklusies getrokken worden over de kwaliteiten ervan voor
dynamische problemen. ‘

Dit proefschrift, hoofdstuk 3.10

10.

De door Kollbrunner-Hajdin voorgestelde overgangskondities bij de koppe-
ling van dunwandige balken zijn voor praktische konstrukties veelal on=
juist.

Kollbrunner, C.F., Hajdin, N. : Dlinnwandige St3dbe. Springer-Verlag,

Berlin etc., 1972, pag. 136 e.v.

Dit proefschrift, hoofdstuk 6.

1.

Reeds in het vé6r-kandidaats gedeelte van de opleiding voor werktuigkundig
ingenieur dient ruime aandacht besteed te worden aan de methode der eindige
elementen. Kennis van energieprincipes, van onderdelen van de variatie- en
matrixrekening en van (tenminste) &é&n computertaal zullen daarbij onont-

beerlijk zijn.
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