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HOOFDSTUK 1 

A/gemene inleiding 

In moderne kanstructies wordt steeds meer gebruik gemaakt van onder

delen die gekarakteriseerd kunnen worden met de woorden "dunwandige balken". 

Het zijn konstruktie-onderdelen die wat hun gedrag betreft een middenpositie 

innemen tussen balken (in de klassieke zin van het woord) en schalen. De 

len~te ervan is groot in vergelijking met een karakteristieke afmeting van 

de dwarsdoorsnede en de wanddikte is klein ten opzichte van die karakteris

tieke afmeting. 

Naar de vorm van de doorsnede kunnen de dunwandige balken in drie groe

oen verdeeld worden (fig. 1.1) : 

1. dunwandige balken met open doorsnede 

2. dunwandige balken met gesloten, één- of meercellioe doorsnede 

3. dunwandige balken met een doorsnede die ten dele open, ten dele gesloten 

is. 

J[DDJ lor 
type 1 type 2 type 3 

Fig. 1.1 Enige karakteristieke dWarsdoorsneden 

Met enig voorbehoud kan ~esteld worden dat balken van type 1 worden toege

past als geen hoge eisen gesteld worden aan de eigen torsiestijfheid van de 

balken. 

De elementaire theorieën- de buigingstheorie vol~ens Bernoulli·Navier 

en de torsietheorieën volgens de Saint Venant en Bredt- leiden in een aan

tal situaties tot resultaten die niet voldoende goed overeenstemmen met de 

werkelijkheid. Met name is dit voor dunwandige balken het geval indien zij 

op torsie belast worden. De oorzaak hiervan moet gezócht worden in de hypo-
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thesen van de Saint Venant en van Bredt volgens welke er bij torsie geen 

axiale normaalspanningen kunnen optreden terwijl de dwarsdoorsnede vrij kan 

welven. Bovendien wordt in de elementaire torsietheorie aangenomen dat de 

vorm van de dwarsdoorsnede niet verandert. Deze veronderstelling is voor 

balken van type 2 en 3 (zie fig. I. l) echter slechts acceptabel als er een 

voldoende groot aantal dwarsschotten is aangebracht. 

Reeds in het begin van deze eeuw is - o.a. door von Bach - onderzoek 

verricht naar het gedrag van dunwandige balken. Op dit gebied bestaat dan 

ook een uitoebreide literatuur. Wij zullen niet trachten hiervan een over

zicht te geven, maar verwijzen daarvoor naar Kollbrunner l1 I. Naar onze me

ning verdient het werk van Vlasov \2\ echter bijzondere aandacht. Van de 

ideeën en werkwijzen uit 121 zal in dit proefschrift herhaaldelijk gebruik 

worden gemaakt. 

In de literatuur op het gebled van de lineaire elasticiteitsleer wordt 

vaak het principe van de minimale potentiële energie centraal gesteld. Ge

woonlijk wordt daarbij voor de potentiële energie een uitdrukking geponeerd 

waarin reeds- al dan niet expliciet aangegeven verwachtingen omtrent het 

verloop der spanningen verdiskonteerd zijn. Het is niet altijdduidelijk hoe 

die uitdrukkingen tot stand zijn gekomen en welke verondersteil ingen eraan 

ten grondslag 1 iggen. 

Ook in dit proefschrift zal bij de afleiding der theorieën steeds dit 

energieprincipe gehanteerd worden. In tegensteil ing met de eerder genoemde 

werkwijze zullen wij daarbij echter de uitdrukking voor de ootentiële ener

gie niet poneren maar met behulo van het energieprincipe volgens Reissner 

afleiden uit expliciet geformuleerde verondersteil !noen over het verolaat-

sings- en spanningsveld. Het voordeel hiervan is dat min of meer gevoels-

matige of op ervaring berustende - verwachtingen omtrent het verloop der 

spanningen~ het verloop der verplaatsingen op eenvoudige en systematische 

wijze in rekening gebracht kunnen worden. Naar onze mening is deze werkwijze 

daarom ook uitermate geschikt om theorieën te ontwikkelen voor situaties die 

wezenlijk gekompl iceerder zijn dan die welke hier ter sprake komen. 

Er zijn een aantal redenen om het principe van de minimale potentiële 

energie centraal te stellen. De meest belangrijke zijn 

op deze wijze kunnen de berekeningen overzichtel ijk en systematisch wor

den opgezet; dit voordeel kan ten volle worden uitgebuit door gebruik te 

maken van matrixnotatie. 
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- de relevante resultanten van de belasting op het beschouwde konstruktie

onderdeel volgen direkt uit de berekeningen. 

- de randkondities in de krachtgrootheden en het verband tussen de snede

(kracht)grootheden en de verplaatsingsgrootheden kunnen eenvoudig afge

leid worden. 

-deze opzet der berekeningen biedt de mogelijkheid om verschillende theo

rieën voor eenzelfde konstruktie-onderdeel met elkaar te vergelijken door 

de bij die theorieën behorende uitdrukkingen voor de potentiële energie 

met elkaar te vergelijken. Hierdoor wordt het mogelijk om uitspraken te 

doen van het type : "In een dergelijke situatie zullen de theorieën tot 

nagenoeg dezelfde resultaten leiden". Hiervan zal met name in hoofdstuk 

3 gebruik gemaakt worden. 

- deze aanpak is uitermate geschikt om benaderingsmethoden te ontwikkelen 

die zich goed lenen voor verwerking met een digitale rekenautomaat. Ook 

dit voordeel kan in niet onbelangrijke mate vergroot worden door gebruik 

te maken van matrixnotatie. 

In dit proefschrift worden enige theorieën voor dunwandige balken be

sproken. Hoofdstuk 3 bevat een modifikatie van de theorie volgens Vlasov 

voor het statische en dynamische gedrag van balken van type 1. De modifi

katie betreft de invloed van de afschuiving van het middenvlak en van de 

dwarsdoorsnede bij torsie en buiging. Nagegaan wordt onder welke omstandig

heden deze deformatie buiten beschouwing gelaten mag worden. De hypothesen 

van Vlasov over de vormvastheid van de doorsnede en over het patroon der 

welving blijven gehandhaafd. 

In hoofdstuk 4 komen enige theorieën ter sprake voor dunw~ndige, ci

lindrische balken met willekeurige dwarsdoorsnede, dus voor balken van type 

1, 2 en 3. In overeenstemming met Vlasov 121 wordt de cilindrische balk door 

het aanbrengen van denkbeeldige sneden langs beschrijvenden verdeeld in een 

aantal rechthoekige platen, strippen genaamd. Over het verloop van de span

ningen en de verplaatsingen in omtreksrichting van een dergelijke strip 

worden veronderstellingen geponeerd, die enigszins afwijken van de veronder

stellingen uit 121. Met de eis dat de verplaatsingen op de verbindingslijnen 

der stripoen kontinu zijn kan het verloop van de verplaatsingen in een wille· 

keurige dwarsdoorsnede worden uitgedrukt in een beperkt aantal onbekende 

funkties. Voor deze funkties zal een stelsel lineaire differentiaalvergelij

kingen worden opgesteld, dat vrijwel steeds zo omvangrijk is dat het ondoen-

1 ijk is om de exakte oplossing ervan te bepalen. Daarom zal aandacht worden 
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besteed aan een benaderingsmethode, die berust op technieken uit de eindige 

elementenmethode en uitmondt in de ontwikkeling van een kokerel.ement. 

Di:t element zal enige overeenkomst vertonen met het klassieke balkele

ment. Het aantal vrijheidsgraden in de eindvlakken ervan is echter (veel) 

groter dan bij het klassieke element omdat in hoofdstuk 4 deformatiemo

gelijkheden in rekening worden gebracht die in de klassieke balkentheorie 

niet kunnen optreden. Het voordeel van het kokerelement ten opzichte van 

"gewone" plaatelementen is dat het aantal vrijheidsgraden van een in ele

menten verdeelde balk bij een verdeling in kokerelementen (veel) kleiner 

kan zijn dan bij een verdeling in plaatelementen. 

In hoofdstuk 5 komt de opbouw ter sprake van de rekenprogramma's voor 

de numerieke verwerking van de theorieën uit hoofdstuk 4. Bovendien worden 

enioe betrekkelijk eenvoudige toepassingen van deze programma's besproken 

en worden de resultaten vergeleken met analytische en/of experimentele re

sultaten uit de literatuur. 

In het laatste hoofdstuk worden de huidige toepassingsmogelijkheden en 

enigemogelijke uitbrerdingen en verfijningen van de theorieën en rekenpro

gramma's uit de hoofdstukken 3, 4 en 5 geschetst. 

Literatuur bij hoofdstuk 1 

! 11 Kollbrunner, C.F., Basler, K. : Tors ion, Springer-Verlag, Berl in, 1966 

121 Vlasov, V.Z. : Thin-walled elastic beams. lsrael Program for Scientific 

Translations, Jérusalem, 1961. 
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HOOFDSTUK 2 

Enige definities en afspraken 

De analyses in dit proefschrift hebben betrekking op dunwandige, cilin

drische balken met konstante dwarsdoorsnede. De relevante materiaaleigen

schappen, te weten de elasticiteitsmodulus (E), de konstante van Poisson (u) 

en de soortelijke massa (sm) worden konstant verondersteld. 

De meetkundige plaats van de zwaartepunten der dwarsdoorsneden wordt as 

of balkas genoemd. I) De cilinder waarvan de as evenwijdig is met de balkas 

en die de wand van de balk "door midden" deelt wordt het middenvlak van de 

balk genoemd. De profiellijn is de snijlijn van het middenvlak met een vlak 

loodrecht op de as. Bij de berekeningen wordt steeds verondersteld dat de 

eindvlakken van de balk platte vlakken zijn loodrecht op de as. 

De x-as van het te hanteren rechtsdraaiende Cartesische koördinatensys

teem x,y,z is evenwijdig met de as. De oorsprong ligt in een der eindvlak

ken en de positieve richting van de x-koördinaat is zodanig dat de eindvlak

ken van de balk zullen korresponderen met x~O en x=t, waarbij t de lengte 

is (zie fig. 2.1). Dey- en z-as kunnen-binnen het kader van de genoemde be

perkingen- willekeurig gekozen worden. 

z 

y 

i . . I I . 

x 1/ 
~------------~ -------------;---~ Ij 

J· 
i I 

~--------~ ~------------~ 
I I L 

~--------------~; I --------------~ 

Fig. 2.1 Balk met koördinatensystemen 

z 

l) Met doorsnede en dwarsdoorsnede wordt in het vervolg steeds een doorsnede 
loodrecht op de balkas bedoeld. 
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Voor de beschrijving van het verloco der verplaatsingen en spanningen 

in een dwarsdoorsnede zullen wij gebruik maken van het rechtsdraaiende, 

orthogonalekromlijnige koördinatensysteem x,s,r(zie fig. 2.1). Daarbij is 

s de boogkoördinaat, gemeten langs de profiel! ijn, terwijl r in absolute 
h waarde gelijk is aan de afstand tot het middenvlak. De cilinder r=+z• res-

pektievelijk r=-~ wordt het buitenoppervlak, respektievelijk binnenopper

vlak van de balk genoemd. Voor het middenvlak zal ui~eraard gelden : r=O. 

Geven wij de y- en z-koördinaat van een punt van het middenvlak aan met y0 
en z

0 
dan kan de vergelijking van dit vlak gegeven worden door y

0
=y

0
(s) en 

zo=zo(s). 

De verplaatsingen van een willekeurig ount in x,y en z-richtin9, 

respektievelijk in x,s en ~-richting worden aangeduid met ux' uy en u
2

, 

respektlevel ijk ux' us en ur. Als het betreffende ount een punt is van 

het middenvlak zullen deze verplaatsingen worden aanaeduid met u , u en • x y 
uz, respektieveLijk ux' us en ur (zie fig. 2.2). Voor de benami,ng der 

spanningen worden de gebruikelijke afspraken gevolgd. Als de spanningen 

betrekking hebben op een willekeurig, niet in het middenvlak gelegen punt 

worden de betreffende symbolen weer voorzien van (zie fig. 2.3). Zo zal 

bijvoorbeeld voor de axiale normaalspanning in het middenvlak gelden : 

a (x,s) = ~ (x,s, r=O). 
x x 

r 

Fig. 2.2 De verplaatsingen Fig. 2.3 De spanningen 

De belasting van de balk kan bestaan uit voorgeschreven spanningen 

ox1' 'xs 1 en 'xrl in eindvlak 1 (x=O) en/of voorgeschreven spanningen crx2, 

'xs 2 en 'xr2 in eindvlak 2 (x=t). Bovendien kan de balk belast worden door 
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krachten per oppervlakte-eenheid: qx in x-richting, in s-richting en qr 

in r-richting (zie fig. 2.4). Tenzij anders vermeld 'wordt steeds veronder

steld dat deze krachten aangrijpen in het middenvlak r=O van de balk. Een 

eventuele gekoncentreerde belasting, bijvoorbeeld door een puntkracht, kan 

op de gebruikelijke wijze in rekening worden gebracht. 

Fig. 2.4 De belasting van de balk 

Voor het representeren van de berekeningen en de resultaten van de af

leidingen wordt intensief ~ebruik gemaakt van matrixnotatie. Daarbij worden 

de volgende afspraken gehanteerd : 

- een matrix wordt vrijwel steeds aangegeven met een hoofdletter, eventueel 

0evolg~ door een of meer indices. 

- als A een matrix is met n rijen en m kolommen dan zeggen wij dat A van orde 

(n*m) is. 

-de komponent in rij r, kolomkvaneen matrix A wordt aangeduid met A[r,k]. 

- een vektor moet steeds opgevat worden als een kolomvektor. Een vektor met 

n komponenten is equivalent met een matrix van orde (n*l). 

- een vektor wordt steeds aangegeven met een kleine letter, eventueel ge-

volgd door een of meer indices. 

-de ide komponent van een vektor v wordt aangeduid met v(i]. 

- transponeren van matrices en vektoren wordt aangegeven met 

' A[r,k] = A[k,r]. 
' dus 

- inverteren van een matrix wordt aangegeven met -1 dus A- 1.A=I; hierin· is 

I de eenheidsdiagonaalmatrix. 

matrices en vektoren, waarvan de komponenten een funktie zijn van de axiale 

koördinaat x, worden voorzien van het symbool - dus A A(x). 

Het aantal symbolen in dit proefschrift is erg groot. Wij beperken 
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ons tot een lijstje van de meest voorkomende en belanQrijkste grootheden 

die in het voorgaande nog niet genoemd zijn en die bij de afleidingen een 

meer dan plaatselijke rol spelen. 

V potentiële enerQie 

u elastische energie 

potentiële energie ten gevolge van de traagheidskrachten 

potentiële energie ten gevolge van de belasting 

v verplaatsingsvektor waarin~ relevante verplaatsings

grootheden van een snede, een element of een gehele balk 

zijn opgeborgen. 

f krachtvektor waarin alle relevante krachtgrootheden van 

een snede, een element of een gehele balk zijn opgeborgen. 

a soanningsvektor 

Q stijfheidsmatrix 

M massamatrix 

Deze symbolen kunnen van een of meer indices voorzien zijn. Tenzij anders 

vermeld hebben deze indices de volgende betekenis 

b benadering (alleen in hoofdstuk 3) 

c kinematisch konsistent (alleen voor krachtvektoren) 

e element 

~ theorie voor lange kokers (alleen in hoofdstuk 4) 

p strip of rechthoekige plaat (alleen in hoofdstuk 4) 

v Vlascv-theorie 

Ter wille van de overzichtelijkheid en de beknoptheid van de aflei

dingen in de hoofdstukken 3 en 4 worden in die hoofdstukken alleen de 

werkwijze en de (formele) resultaten gegeven. Voor de verdere uitwerking 

en voor tussenresultaten wordt steeds verwezen naar de apoendlees A tot 

en met E. 
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HOOFDSTUK 3 

Dunwandige, cilindrische balken met open dwarsdoorsnede 

3.1 In~eiding 

Bij de analyse van dunwandige balken met open dwarsdoorsnede kan ge

bruik gemaakt worden van de buigingstheorie volgens Bernoulli-Navier en de 

torsietheorie, die is gebaseerd op de oplossing volgens de Saint-Venant voor 

een balk met smalle rechthoekige dwarsdoorsnede. Beide theorieën zijn een

dimensionaal van karakter. 

In deze elementaire torsietheorie wordt uitgegaan van de hypothesen dat 

de profiel! ijn bij belasting niet van vorm verandert, dat er geen axiale 

normaalspanningen optreden (géén welvingsverhindering) en dat de schuifspan

ningen in het middenvlak gelijk zijn aan nul. Het gebruiksgebied van deze 

theorie is beperkt en voor de onderhavige konstruktie-elementen zijn daarom 

vele andere eendimensionale theorieën voorgesteld waarin één of meer van de 

veronderstellingen uit de elementaire theorie worden verworpen. 

Bornscheuer 11 I, Jagn 121, Kollbrunner-Hajdin 131 en Vlasov 141 brengen 

het effekt van een eventuele welvingsverhindering in rekening. Axiale nor

maalspanningen en schuifspanningen in het middenvlak (de z.g. extra schuif

spanningen) spelen in hun beschouwingen een belangrijke rol. Zij handhaven 

de hypothese dat de profiel 1 ijn niet van vorm verandert en veronderstellen 

dat de invloed van de extra schuifspanningen op de totale deformatie verwaar

loosbaar is. Heilig 151 en Roik-Sedlacek 161 tonen aan dat deze veronderstel

ling voor de gebruikelijke profielen gehanteerd mag worden als de balk niet 

al te kort is. 

Kol lbrunner-Hajdin 171 en Sedlacek 181 hebben een methode aangegeven 

waarmee niet alleen de welving van de dwarsdoorsnede maar ook een zekere' ver

vorming van de profiellijn in rekening kan worden gebracht. Ook zij nemen 

daarbij aan dat de vervorming ten gevolge van de extra schuifspanningen ver

waarloosbaar is. 

De genoemde auteurs maken in de hier vermelde publikaties betrekkelijk 

weinig gebruik van de bestaande energîeprincipes; hoogstens passen zij het 

principe van de virtuele arbeid toe om na te gaan welke resultanten van een 
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voorgeschreven belasting van belang zijn bij een aangenomen verplaatsingsveld., 

In dit hoofdstuk zullen wij, uitgaande van hypothesen over het verloop 

van de verplaatsingen en de spanningen als funktie van de koördlnaten in de 

dwarsdoorsnede, met behulp van het energieprincipe volgens Reissner een uit

drukking afleiden voor de potentiële energie. Op die uitdrukking zullen wij 

ons steeds baseren bij de analyse van het statische zowel als het dynamische 

gedrag van dunwandige, cilindrische balken met open dwarsdoorsnede. 

De hypothesen over de spanningen en verplaatsingen komen in hoofdzaak 

overeen met die volgens Vlasov 141. In tegenstelling tot Vlasov nemen wij 

niet a priori aan dat de afschuiving van het middenvlak en van de dwars

doorsnede gelijk zijn aan nul. Dit heeft tot gevolg dat buiging en torsie 

in de af te leiden theorie niet eenvoudig ontkoppeld kunnen worden. Wij 

zullen een tweetal vereenvoudigingen van de theorie beschouwen en nagaan 

wanneer die toegepast mogen worden. 

Bij de berekeningen volgen wij de in de methode der eindige elementen 

gebruikelijke werkwijzen, zodat wij ons primair zullen richten op het bepalen 

van de stijfheidsmatrices, de massamatrices en de z.g. kinematisch konsisten

te krachtvektoren. Meer dan in 141 zullen wij daarbij aandacht besteden aan 

methoden om spanningen te berekenen uit de verplaatsingen. 

3.2 De potentiële energie 

3.2.1 Inleiding 

In de lineaire driedimensionale elasticiteitstheorie kan voor de poten

tiële energie een uitdrukking v
3 

worden afgeleid waarin al leen verplaatsings

funkties en voorgeschreven belastinggrootheden optreden. 

Oe veronderstellingen, die in het kader van een theorie worden gemaakt 

over het verplaatsingsveld resulteren veelal in een veld dat één- of twee

dimensionaal van karakter is, d.w.z. een veld waarin de onbekende funkties 

die dat veld beschrijven, nog slechts afhangen van één, respektievelijk twee 

onafhankelijke (geometrische) koördinaten. 

Substitutie van een dergelijk veld in v
3 

levert soms geen bruikbare 

uitdrukking voor de potentiële energie. Visser 110! geeft hiervan een 

treffende illustratie; hij laat zien dat de stijfheid van een trekstaaf 

wordt overschat met 50% als de gebruikelijke hypothese (alleen verplaat

singen in axiale richting) wordt gehanteerd. Deze afwijking wordt veroor

zaakt doordat bij de afleiding van v
3 

gebruik wordt gemaakt van de wet van 

Hooke terwijl die wet, toegepast op het aangenomen verplaatsingsveld, resul-
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teert in een spanningsveld dat niet overeenstemt met het te verwachten veld. 

Bij een één- of tweedimensionaal verplaatslngsveld kan een bruikbare 

relatie voor de potentiële energie worden bepaald door bij de afleiding een 

aangepaste versie van de wet van Hooke te hanteren of door, in overeenstem

ming met 1101, een werkwijze te volgen waarin zowel hypothesen over de span

ningen als over de verplaatsingen verdiskonteerd kunnen worden. Wij passen 

de laatste methode toe en maken gebruik van het energieprincipe volgens 

Reissner. 

Dit principe is gebaseerd op een door Hellingergeformuleerde energie

uitdrukking H (zie bijv. Langhaar 191 en Visser I lol): 

(3.2.1) 

Hierin hangt ralleen af van spanningsgrootheden terwijl C zowel van span

nings- als van verplaatsingsgrootheden afhangt. Uk' Pr en Pc representeren 

de bijdragen van respektievelijk de traagheidskrachten, de voorgeschreven 

belasting in de eindvlakken en de voorgeschreven belasting op het cil indri

sche oppervlak van de balk. Geven wij de interessante spannings- en verplaat

singsgrootheden symbolisch aan met o, respektievelijk v, dan kan- in symbo

lische vorm- geschreven worden: r = r(a 2 ), C = C(a,v), Uk= Uk(v,v), 

P P (o 0 ,v) en P = P (a 0 ,v) waarbij 0 aangeeft dat de betreffende groot-
c c r r 

heideenvoorgeschreven waarde heeft. 

Volgens Reissner is de variatie van H gelijk aan nul voor elke toelaat

bare variatie van a en v. Variëren van a levert de konstitutieve vergelij

kingen a=o(v), die beschouwd kunnen worden als de aan de veronderstellingen 

over het spannings- en verplaatsingsveld aangepaste versie van de wet van 

Hooke. Deze vergelijkingen worden gebruikt om de spanningsgrootheden a te 

eltmineren uit (3.2.1}, waardoor een uitdrukking ontstaat die alleen af

hangt van de verplaatsingsgrootheden v en de voorgeschreven belasting o0 

en die dus geïnterpreteerd kan worden als een relatie voor de potentiële 

energie V : 

(3.2 .2) 

U is de elastische energie, die- in symbolische vorm- is gedefinieerd door: 

U(v2) = -r (a 2 (v)) + C (a(v) ,v) (3. 2. 3) 

Met het principe van Reissner volgt dat de variatie van V gel ijk is aan 

nul voor iedere kinematisch toelaatbare variatie van de verplaatsingsgroothe

den. Voor ons geval kan bovendien worden aangetoond dat de tweede variatie 
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van V positief definiet is. Deze beweringen tesamen vormen het principe van 

de minimale potentiële energie. 

Uitgaande van veronderstellingen over het verplaatsings· en het span· 

ningsveld zullen wij in dit deelhoofdstuk achtereenvolgens de termen U, Uk' 

Pc en Pr bepalen en uitdrukken in de voorgeschreven belasting en een aantal 

onbekende verplaatsingsfunkties. 

3.2.2 Het vePp~aatsingsveûi en het spanningsveld 

De door Vlasov lql geponeerde hypothesen over de verplaatsingen resul

teren in een ééndimensionaal veld waarin de afhankelijkheid van de koördi

naten sen r in de dwarsdoorsnede bekend is. Deze veronderstellingen zijn : 

-de verplaatsingen Ü, Ü en Ü van een willekeurig punt (x,s,r) van de 
x s r 

balk kunnen met de Love-Kirchhoff hypothesen worden uitgedrukt in de 

verplaatsingen van punten van het middenvlak. 

de verplaatsingen ux' us en ur van punten van het middenvlak zijn te 

schrijven als de som van een aantal produkten van een bekende funktie 

van de boogkoördinaat sen een onbekende funktie van de axiale koördi

naat x en de tijd t. 

Het verband tussen de verplaatsingen u
5 

en ur enerzijds en de boog

koördinaat s anderzijds wordt bepaald door de hypothese dat de profiel! ijn 

bij belasting niet van vorm verandert. Hierdoor kunnen us en ur in een wil-

lekeurige doorsnede x worden uitgedrukt in de verplaatsingen uyd en in 

y-, respektievelijk z-richting van een willekeurig punt D van die doorsnede 

en de hoekverdraaiing ~x van die doorsnede om de x-as. Kiezen wij de koör

dinaten yd en zd vanDonafhankelijk van x dan geldt (fig. 3.1): 

dy dz 
us(x,s,t) + dso .uyd(x,t) + dso .uzd(x,t) + p(s).~x(x,t) (3.2.q) 

. uyd (x,t) + 

waarbij P (s) en g (s) zijn gedefinie~rd door: 

dz dy 
p(s) = _.2. {y (s) - yd} - r {z (s) - zd} (3.2.6) ds o s 0 

dy dz 
g ( s) = _.2. {y (s) - yd} 

0 {z
0

(s) - zd} (3.2.7) + --ds o ds 

De totale axiale verplaatsing ux van punten van het middenvlak wordt 

als funktie vans bepaald uit de veronderstelling dat ux(x,slt) gel ijk is 
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aan de som van een axiale verplaatsing u (x,t)-y (s).~ (x,t)+z (s).~ (x,t) xo 0 z 0 y 
ten gevolge van een beweging van doorsnede x als star vlak en een axiale 

verplaatsing w(s).B(x,t) ten gevolge van de welving van die doorsnede. 

Evenals Vlasov nemen wij aan dat het patroon van de welving, w, gelijk zal 

zijn aan het patroon volgens de elementaire torsietheorie, zodat zal gelden: 

p(s) = ~: (3.2.8) 

Onze veronderstelil ing over de axiale verplaatsing luidt dus (zie fig. 3.1): 

u (x,s,t) = u (x,t) - y (s) .q, (x,t) + z (s) ·</> (x,t) + w(s).e(x,t) 
X XO 0 Z 0 y 

(3.2.9) 

Naast de genoemde hypothesen neemt Vlasov nog aan dat de afschuiving 

van het middenvlak en van de dwarsdoorsnede gelijk zijn aan nul. Wij zullen 

hiervan echter geen nebruik maken. 

z 

us 

~. _.- profiellijn 

~< 
·"-../ 

y0 (s) 

Fig. 3.1 De interessante verplaatsingagrootheden in een dwarsdoorsnede • 

. 
Bergen wij de onafhankelijke verplaatsingsfunkties uxo' 

<l>y' <l>z en B op in de verplaatsingsvektor v: 

' v(x, t) s] (3. 2.10) 

en definiëren wij de matrix A door: 

A(s) • 0 -yo 0 z 0 
0 

Ul (3 .2 .11) 

dyo dz 
0 0 0 0 0 ds ds p 

dz dyo 
0 

0 0 0 0 CiS ds g 
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dan kunnen wij schrijven: 

= A(s).Q(x,t) (3.2.12) 

(x,s,t) 

Met de Love-Kirchhoff hypothesen kan het verband tussen de 1 verplaatsin

gen van een niet in het middenvlak gelegen punt en de verplaatsingen van 

punten van het middenvlak worden bepaald. Als R de kromtestraal van de pro

f ie 11 ij n is dan vo 1 gt: 

[ ~u::r] = [:u:r] 
(x,s,r,t) (x,s,t) 

r [ :~r l au u 
r s 

-r;-- R 

0 (x,s, t) 

(3.2.13) 

Bij de geponeerde veronderste 11 i ngen over het verp 1 aats i ng'sve 1 d behoort 

een rekveld, waarin alleen de axiale rek € en de afschuiving Y ongelijk x xs 
zijn aan nul. Er geldt: 

waarbij: 

E' (x,s,r,t) 
x 

y (x, s, r, t) 
xs 

<: (x,s, t) x 

au 
x 

äX 

R 
R+r 

au au 
Ym (x,s,t) = __..! + _s as ax 

a2u 
Eb(x,s,t) = a;2~ 

aq,x 
y

5
(x,s,t) = äX 

(3 .2. 14) 

(3 .2. 16) 

(3 .2. 17) 

Bij de afleiding van de uitdrukking voor de elastische energie U via 

het principe van Reissner hanteren wij de in de klassieke plaat- en scha

lentheorie gebruikelijke hypothesen over het spanningsveld. Volgens die 

hypothesen zijn o , 1 en 1 gelijk aan nul en zijn ä en 1 1 lineair in r xr sr x xs 
r. Hoewel de rek in omtreksrichting, E's, gelijk is aan nul nemen wij aan 
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dat ook de normaalspanning in die richting, a , overal nul gesteld mag war
s 

den. 

Voor de van nul verschillende spanningen ax en Txs kunnen wij op grond 

van het bovenstaande dus noteren: 

[::] (,,,,,,d t 
waarbij de spanningsvektor a 

' ~(x,s,t) = [ax 

0 . o(x ,s, t) 

0 

o(x,s,t) is gedefinieerd door: 

T 
m 

(3 .2 .18) 

(3 .2. 19) 

De fysische betekenis van de spanningsgrootheden ax, ab, Tm en Ts is triviaal. 

3.2.3 De elastische energie 

Door substitutie van het aangenomen verplaatsings- en spanningsveld in 

de re I at i es voor r en C (zie bijv. 191 en 11 0 I ) va I g t: 

J f l 
x=O S r=-2 

a 2 ~ 2 

!(Ex+~ ).(1 + i).dr.ds.dx (3. 2 .20) r 

h 

c = J f f 2

h 
x=O S r=2 

(3 .2. 21) 

Met J wordt hierbij integratie langs de gehele profiel I ijn aangeduid. Daar 
s 

ax' Txs' Ex en Yxs bekende funkties van r zijn kan de integratie over de 

wanddikte worden uitgevoerd. Dit levert: 

R, 

r f I ' ! ö.F
0

.ö.h(s).ds.dx 
x=O s 

(3.2.22) 

R, 

f f ' a2v w • av + a. (wp. ai(2+ Wv.v) .h(s) .ds.dx 
x=O s E oX c (3.2.23) 

met positief definiete matrix F
0

. 
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Omdat Uk' Pr en Pc onafhankelijk zijn van o zal voor iedere toelaatbare 

variatie van a gelden: óH =- óf + oC = 0, waaruit voor 8 kan worden afge

leid: 

éi(x,s,t) l ( F ' ) -1 ( a 2v . a v + ) 
2 + F • W .-2 + W Wv. v 

0 0 p oX E ÖX 
(J.2.24) 

Substitutie van dit resultaat in U=- r + C levert voor de elastische 

energie een relatie waarin behalve v en av ook voorkomt: a x 

i 

[ 3 2~ ' ~]. u "' t !o av s s a2v dx (3.2.25) w a x pp pv w 
s s av 

€p EV a x 

s s v 
Vp vv 

Binnen het kader ~an de hypothesen over het verplaatsings- en spannings

veld is deze uitdrukking voor U exakt. Voor een balk met "voldoende zwakge

kromde" profiel I ijn en "voldoende kleine" wanddikte h is in /11/ aangetoond 
2-

dat de termen met~ verwaarloosbaar zijn ten opzichte van de overige terax 
men. Voorwaarde is daarbij dat de balk tenminste zo lang is dat berekeningen 

met een ééndimensionale theorie zoals de onderhavige nog van enige praktische 

betekenis kunnen zijn. Bovendien moet f1-J[).f(s)ds voor iedere functie f(s) 

voldoende nauwkeurig benaderd worden d~or /f(s)ds en moet bij de bereke

ning van de bijdrage van ä .~ in (3.2.21) 5de afschuiving van de dwarsdoor-x x 
snede en van het middenvlak verwaarloosd mogen worden. De 

(x,s) is dan overal gelijk aan nul. Het is uiteraard niet 

te laten bij de berekening 

buigspanning ob 

geoorloofd deze 

van de bijdrage afschuiving buiten beschouwing 

van ~ . y tot C. Balken die 
XS XS 

aan de hier aangestipte eisen voldoen zullen 

wij dunwandig noemen. 

a2v . Het heeft geen zin in de verdere berekeningen de termen met axz 1n reke-

ning te brengen omdat door de veronderstellingen over het verplaatsingsveld 

-en in het bizonder door de veronderstelling over het patroon van de welving

afwijkingen ten opzichte van de exakte oplossing worden geïntroduceerd waar

van niet verwacht kan worden dat zij veel kleiner zijn dan de afwijkingen ten 

gevolge van het weglaten van deze termen. 
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Voor dunwandige balken wordt de elastische energie in deze benadering 

gegeven door de direkt uit (3.2.25) af te leiden relatie 

u (3.2.26) 

Oe optredende deelmatrices Sab zijn gedefinieerd door: 

(a t:,v; b t:,v) 

(3.2.27) 

Bij de berekening ervan formeert zich een aantal integralen, die karak

teristiek zijn voor de dwarsdoorsnede van de balk: 

F ~ ]h(s) .ds J 1! 2 (3 .2 .28) 
s 3 h(s).dF 

s F 

S = Ja(s) .dF (a y,z,w) (3.2.29) 
a F 

1
ab ~ Ja(s).b(s).dF (a y,z,w; b y,z,w) (3 .2.30) 

F 

Jda db X b ~ ~ . ~ .dF a F s s 
(a = y,z,w; b ~ y,z,o;) (3 .2 .31) 

Hierin is J f(s) .h(s) .ds aangegeven met J f(s) .dF· 
S F 

3.2.4 De potentiële energie van de traagheidskraahten 

De potentiële energie van de traagheldskrachten, Uk, wordt bepaald door 

deze krachten op te vatten a1s voorgeschreven vo1umekrachten -s .~ , -s .ü 
•• m x m· s 

en -s .u in respektievelijk x-, s-en r-richting. Dan volgt: 
m r 

iJ/ 
x=O s r=-2 

s Cu .u +u .u + ur.~r). (1 + _Rr) .dr.ds.dx m x x s s 

(3.2.32) 

en met de veronderstellingen over het verplaatslngsveld kan Uk worden uitge-
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drukt in de vektoren v, 6, ;ven ~Q· Voor dunwandige balken kan worden aange-
a v x aö x 

toond dat de termen met dX en ä; verwaarloosbaar zijn ten opzichte van de 

overige termen. Wordt, evenals bij de berekening van U, verondersteld dat bij 

integratie over de profiellijn ~ten opzichte van I verwaarloosd mag worden, 

dan kunnen wij schrijven: 
2 

! ' .. 
uk = v.Tm.v.dx, 

x=O 
(3.2.33) 

waarbij de matrix Tm bepaald is door: 

T =Js .Á(s) .A(s) .h.ds = J s .À.A.dF 
m S m F m 

(3.2.34) 

Omdat de in de balk opgehoopte kinetische ener9ie in deze benadering 

2 ' 
1 j Q.T .~.dx zullen wijT de specifieke massamatrix noemen. ge 1 ijk is aan 

x~O m m 

Bij de berekening ervan treedt naast de reeds geïntroduceerde karakte

ristieken van de dwarsdoorsnede nog een geometrische grootheid op, namelijk 

het polaire oppervlaktetraagheidsmoment ten opzichte van punt D: 

l =1 { (y - y ) 7 + (z - z ) 2 }.dF 
d F o d o d 

(3.2.35) 

3. 2. 5 De potentiële energie van de belasting 

Voor dunwandige balken moqen wij aannemen dat de verdeelde belasting 

' op het cilindrische oppervlak van de balk, q(x,s,t) = (qx 

grijpt in het middenvlak r = 0. De potentiële energie van 

Pc, is dan ge 1 ijk aan: 

pc=- ~ f (qx.ux + qs.us + qr.ur).ds.dx 
x=O 

en kan in matrixnotatie worden geschreven als: 

p 
c -i 

x=O 

De krachtvektor f 
c 

' -v. f . dx 
c 

fc(x,t), die is gedefinieerd door: 

fc(x,t) =fÄ(s).q(x,s,t).ds, 
s 
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q
5 

qr]• aan

deze belasting, 

(3.2.36) 

(3.2.37) 

(3 .2. 38) 



bevat al Ie relevante informatie over de verdeelde belasting in doorsnede x. 

Duiden wij de komponenten ervan aan met kx, ky' kz' mx' my, mz en b, dus: 

~(x,t)=[k km km mb], 
c x y z z y x 

dan bi ijkt bij uitwerken van (3.2.38) te gelden: 

k x 

k 
z 

m 
x 

-J y .q .ds s 0 x 

dy 
+ -d 0 .q ) .ds; m = J z .q .ds s r y 

5 
o x 

b = J w(s).q .ds 
s x 

(3.2.39) 

(3.2.40) 

(3.2.41) 

(3.2.42) 

(3.2.43) 

Daarbij ZIJn k , k , k en m, m , m krachten, respektievelijk momenten per 
x y z x y z 

axiale lengte-eenheid; b is het (axiale) bimoment per axiale lengte-eenheid. 

De potentiële energie van de belasting in de eindvlakken x 

van de balk is gelijk aan: 

0 en x 

p 
r 

-J(ö .u +- .ü 
F x x xs s 

t 

+T .Ü}.dF I 
xr r x=O 

(3.2.44) 

waarbij voor ox' Txs en xr 

'Txrl' respektievelijk (\2 , 

aan rand 1 (x=O) en aan rand 2 (x=t) Ö 
1

, 7 
1 

en 
x xs 

en 'T 2 gelezen moet worden. In deze relatie xs2 xr 

h 

is! J! .... (1 +~).dr.ds aangegeven metf ... dF. 
S r"'2 

Bij de bepaling van de bijdrage van Ö . ~ wordt de afschuiving van 
x x 

de dwarsdoorsnede en van het middenvlak gelijk gesteld aan nul. Oe reden 
hiervan is gelegen in de verwaarlozingen die zijn ingevoerd bij de bereke-

ning van de bijdrage van de term ox.êx in (3.2.21). Dan geldt dus: 

c .u x x 

dy dz 
ax {uxo +(zo+ r.dso).ç,y -(yo- r.dso).<Pz + (w+r.g}.B} 

(3.2.45) 

Substitutie van dit resultaat en van de veronderstellingen over u
5 

en 

ur in (3.2.44} levert dat de bijdrage tot Pr van de voorgeschreven spannin-
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gen voor elk der eindvlakken wordt bepaald door een zevental resultanten. Voor 

de spanningen in een willekeurige doorsnede x=x
1 

geldt een overeenkomstige be

wering. Bepalen wij namenlijk de potentiële energie van een afgesneden deel 

0' x' x1 van de balk dan blijkt dat van de spanningen ox' 7xs en 'xr in door

snede x=x
1 

slechts de volgende karakteristieken van belang zijn: 

K f Ö .dF (3 .2.46) 
x F x 

=f 
dz 

- f (y 
dz 

K T r·T ).dF; M r.r) ,Ö .dF y F xs s xr z F o s x 

(3.2.47} 

=f 
dz dy J (z K o- 0- ' .dF (ëi"S.~xs + '(j"S'·Txrl .dF; M + r .a 

z F 
y F o x 

(3 .2.48) 

M = J {(p-r)"7 + g.':f }.dF; B /(w + r.g) .a .dF 
x F xs xr F x 

(3.2.49) 

K , K en K 
x y z 

zijn de resulterende krachten in x-, y- en z-richting, M , M x y 
en M

2 
zijn de resulterende momenten om de x-, 

terende axiale bimoment. Deze krachtgrootheden 

tor f(x,t), die gedefinieerd is door: 

K M 
y z 

K 
z 

M M B] y x 

y-en z-as en Bis het resul-

bergen wij oo in de krachtvek-

(3.2.50) 

De krachtvektoren f
1 

en f
2 

van de eindvlakken x=O en x=2 kunnen nu wor

den bepaald door in (3.2.46) ... (3.2.50) ox, Txs en 'xr te vervangen door axl, 

1 en 7xrl' respektlevel ijk en 7xr2 . Wordt bovendien nog gesteld: 

dan volgt dat wij voor Pr ook kunnen schrijven: 

3.2.6 

p 
r 

totale potentiële enei•gie 

(3.2.51) 

(3. 2. 52) 

Su)stitutie van U volgens (3.2.26), Uk volgens (3.2.33), Pc volgens 

(3.2.37) en Pr volgens (3.2.52) in (3.2.2) levert voor de potentiële energie: 
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V 

(3.2.53) 

De komponenten van de matrices s 
VE 

leen af van de materiaaleigenschappen E, Gen sm en de karakteristieken F, 

Sa, lab' Xab' Js en ld (a,b y,z,w) van de dwarsdoorsnede. Een aantal van 

deze karakteristieken, te weten sa' lab' xab en ld zijn afhankelijk van de 

ligging van de koördinatensystemen. Door een geschikte keuze kunnen de ge-

noemde matrices aanzien i ijk vereenvoudigd worden. Als wij de y- en z-as laten 

samenvallen met de centrale hoofdtraagheidsassen (S = S = 0; I = 0), de 
y z yz 

oorsprong M van de s-koördinaat in een z.g. hoofdoorsprong kiezen (Sw = 0) 

en voor D het dwarskrachtenmiddelpunt volgens Trefftz nemen (I = I = 0), 
yw ZW 

dan nemen SEE' Scv' Svc' Svv en Tm de in appendix A en B gegeven vorm aan. 

In 1121 is een programma gepresenteerd om bij gegeven geometrie van de 

dwarsdoorsnede de interessante karakteristieken te berekenen, zowel voor 

een willekeurig koördinatensysteem als voor het hiervoor geïntroduceerde 

hoofdkoördi~atensysteem. 

J.J De difj'erentiaa~vergeUjkingen en de randkondities 

Met het principe van de minimale potentiële energie volgt uit (3.2.53) 

een stelsel inhomogene partiële differentiaalvergel ijkingen met randkondi-

ties in de komponenten van v(x,t). Volgens dit principe is de variatie van 

V gelijk aan nul voor alle kinematisch toelaatbare variaties van v; hierbij 

moeten traagheidskrachten beschouwd worden als voorgeschreven belasting

grootheden. Wij vinden: 

s .v T .Q 
vv m - f c 

(3.3.1) 

In elk der eindvlakken zullen zevenkracht-en/of verplaatsingsgroot

heden zijn voorgeschreven met dien verstande dat als een komponent van de 

krachtvektor (verplaatsingsvektor) van een eindvlak een voorgeschreven waar

de bezit de overeenkomstige komponent van de verplaatsingsvektor (krachtvek

tor) van dat vlak géén voorgeschreven waarde zal bezitten. 
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Door variaties van v
1 

en v2 te beschouwen kan het verband tussen de 

randkrachten en de vektor v worden afgeleid. Dit levert: 

s + s .v 
EV 

+ s .v sv 

voor x=O en alle 

voor x=~ en alle t. 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

De werkelijke randkondities voor een specifiek probleem kunnen worden be

paald door van het stelsel vergel ijkingen, gevormd door (3.3.2), (3.3.3) en 

v, = v(x=o,t) v2 = v(x=~.t), (3.3.4) 

alleen die vergelijkingen te beschouwen waarvan de grootheid in het linkerlid 

een voorgeschreven waarde heeft. Dit levert in totaal veertien kondities op. 

Wij zullen in het vervolg zowel (3.3.2) en (3.3.3) als (3.3.4) randkondities 

noemen. 

Op de gebruikelijke wijze kan worden aangetoond dat de krachtvektor 

f(x,t) voldoet aan: 

f(x,t) = S 
ss 

+ s .v 
EV 

voor 0 <x< i en alle t, 

zodat wij in plaats van (3.3.2) en (3.3.3) ook kunnen schrijven: 

f(x=O,t) f(x=9..,t) 

t 

(3 .3.5) 

(3.3.6) 

Door de struktuur van , Ssv' Sv• SEv' Svv en Tm valt het stelsel 

vergelijkingen voor de komponenten van v(x,t) uiteen in een stelsel van één 

differentiaalvergel ijking met twee randkond i ties voor de axiale verplaatsing 

uxo en een stelsel van zes differentiaalvergelijkingen met twaalf randkon

dities waarin de verplaatsingsfunkties uyd' u d' ~ , ~ , $ en gekoppeld 
z x y z 

voorkomen. Om dit duidelijk tot uitdrukking te brengen schrijven wij de dif-

ferentiaalvergel ijkingen (3.3.1) in gewijzigde vorm neer: 
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" EF.u - s .F.ü 
xo m xo 

[ 

El ,q, "] 
yy z 

" -EI . 4> zz y 

-EI 

- k 
x 

(3.3.8) 



[ O]+GX[u~d-$~]-sm[F 0 _zdF]·[:yd]=-[ky] 
0 u d + <!> 0 F ydF u d k z y z z 

IJ 11 t 

<!>x $x+ B zdF -ydF 1d ~x mx 

(3. 3 .9) 

Differentiëren naar x is hier aangegeven met De matrix X bevat de 

geometrische karakteristieken xyy' x •.... x en is gedefinieerd door: yz WW 

x 
yy ~ = [x 

x yz 

x yw 

x yz 

x 
zz 

x 
ZW 

x ] 
yw 

x 
ZW 

xww 

(3. 3. 10) 

Gaan wij op soortgelijke wijze te werk met de vergelijkingen (3.3.5) 
voor de komponenten van f(x,t), dan vinden wij: 

K 
x 

I 

EF.u· xo 

[ l [ '] M = El ·'Î' z yy z 
I 

M El .$ 

By Elzz./ 
WW 

+ GX 

[
::d • '] 

zd + <~>y 
I 

</! + B x 

(3. 3. 11) 

(3. 3. 12) 

(3. 3. 13) 

Uit (3.3.7) ... (3.3.9) blijkt dat de differentiaalvergelijkingen alleen 

dan homogeen zijn als hetcilindrische oppervlak van de balk onbelast is, 

dus als f (x,t) = 0 voor 0 ~x ~ ~en al Ie t. Problemen waarvoor deze voor
e 

waarde vervuld is zullen wij homogeen noemen. 

Voor problemen waarin traagheidskrachten geen rol spelen, dus waarvoor 

Q(x,t) = 0 voor 0 ~x~~ en voor alle t, gaat (3.3.1) over in een stelsel 

lineaire differentiaalvergelijkingen van de tweede orde; problemen van deze 

soort zullen wij statisch noemen en het bijbehorende stelsel differentiaal

vergelijkingen zal worden aangeduid als het statische stelsel. 
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3.4 Een bruikbare benadering: de theorie volgens Vlasov 

3.4.1 Inleiding 

Het bepalen van de algemene oplossing van dynamische, inhomogene proble

men stuit in veel gevallen op grote moeilijkheden; voor problemen met een 

statisch, homogeen karakter kan de oplossing echter betrekkei ijk eenvoudig 

worden aangegeven. Problemen van het eerstgenoe~de tyoe zullen :dan ook veel 

al tot een oplossing worden gebracht door een benaderingsmethode- bijvoor-

beeld gebaseerd op werkwijzen uit de methode der eindige elementen 

teren. 

te han-

Het stelsel differentiaalvergel ijkingen (3.3. I) is veel gekomol iceerder 

dan dat volgens Vlasov 141. Dit komt onder andere tot uitdrukking in het aan

tal vergel ijkingen; in de onderhavige theorie (waarin een zekere afschuiving 

van het middenvlak en van de dwarsdoorsnede in rekening wordt gebracht) 

treden zevenonafhankelijke differentiaalvergel ijkingen op tegen vier 

in de theorie uit 41. Bovendien zijn deze vergelijkingen, in tegenstel 

ling met die volgens vrasov, ook voor statische problemen gekoppeld. 

Bekend is dat de Vlasov-theorie tot voldoende nauwkeurige resultaten 

leidt als de geometrie van de balk - en in het bizonder de lengte 2 ervan -

aan zekere eisen voldoet. Het is daarom van belang om na te gaan onder welke 

omstandigheden de verschillen tussen beide theorieën verwaarloosbaar zijn; 

bij het onderzoek naar deze omstandigheden zullen wij ons hier beperken tot 

statische, homogene problemen. 

De algemene oplossing v(x) voor problemen van dit type bevat veertien 

integratiekonstanten. Met de randkondities (3.3.4) kunnen deze konstanten -

en dus ook de vektoren v(x) en f(x) -worden uitgedrukt in de vektoren v1 
en v

2 
van de eindvlakken. Vervolgens kan uit de randkondities (3.3.6) het 

(lineaire) verband worden bepaald tussen enerzijds de door f 1 en f 2 gekarak

teriseerde belasting in de eindvlakken en anderzijds de door v1 en v2 qeka

rakteriseerde verplaatsingen van die vlakken. 

Voor statische, homogene problemen is de elastische energie U gelijk 

' ' aan-! v2 .f
2
-! v

1
.f1. Door nadere analyse van de termen in deze uitdruk-

king kan worden onderzocht hoe groot de invloed van de afschuiving van het 

middenvlak en van de dwarsdoorsnede op de totale deformatie is. Daaruit 

resulteren eisen waaraan de geometrie van de balk moet voldoen opdat deze 

invloed voor iedere willekeurige belasting in de eindvlakken verwaarloos

baar klein zal zijn. Als aan die eisen voldaan is mag de afschuiving ver-
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waarloosd worden; de onderhavige theorie gaat dan over in de theorie vol

gensVIasov 141. 
Deze berekeningen over de invloed van de afschuiving ZIJn niet zonder 

meer toepasbaar voor dynamischeen/of inhomogene problemen; de voorwaarden 

waaraan de geometrie van de balk dan moet voldoen kunnen afwijken van die 

voor homogene, statische problemen. In overeenstemming met de gebruikei ijke 

werkwijze zullen wij aannemen dat ook v~or dynamische en inhomogene proble

men de afschuiving van het middenvlak en van de dwarsdoorsnede verwaarloosd 

mag worden als de geometrie van de balk voldoet aan de voorwaarden die zijn 

afgeleid voor statische, homogene problemen. 

3.4.2 De oplossing van de homogene statisahe differentiaalvergetijkingen 

De oplossing van (3.3.1) voor homogene, statische problemen wordt- in 

matrixnotatie-gegeven door: 

v(x) iJ (x) .a 
a 

(3. 4. 1) 

De vektor a bevat veertien integratiekonstanten. De komponenten van Da zijn 

1 ineai re kombinaties van de funkties 1, x, x2 , x3 , cosh(ax) en sinh(;x). 

Hierin is a een karakteristieke grootheid die wordt bepaald door de geome

trie van de dwarsdoorsnede en de materiaaleigenschappen (zie appendix A). 

Met v(x=O) v1 en v(x=~) = v2 volgt uit (3.4.1) een stelsel 1 ineaire 

vergel ijkingen voor de integratiekonstanten. Om dit stelsel eenvoudig te 

kunnen noteren bergen wij de komponenten van v
1 

en v
2 

op in de verplaatsings

vektor ve' gedefinieerd als: 

~ = [u e xl q,zl 

(3.4.2) 

De indices 1 en 2 hebben betrekking op rand x=O, respektievelijk x=~. Ter 

verkorting van de notatie zijn uxo' uyd en uzd vervangen door respektleve

lijk ux, uy en uz~ 

Uit (3.4.1) en (3.4.2) volgt dat a moet voldoen aan: 

V e 
D .a 

a 
(3.4.3) 

1-1aarbij D een vierkante matrix is die direkt kan worden afgeleid uit Da(x=O) 
- a 

enD (x=~). Omdat v in een willekeurige snede x eenduidig uitgedrukt moet 
a 
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kunnen worden in de vektoren v
1 

en v
2 

van de eindvlakken zal Da regulier zijn. 

Voor de homogene, statische oplossing v(x) geldt derhalve: 

- -1 
v{x) = D {x) .D .v 

a a e 
{3.4.4) 

Voor kleine en grote waarden van de parameter E ~.t{voor E << 1 en 

E >> 1) treden moeilijkheden op bij het numeriek bepalen vanD-l. Deze 
a 

kunnen worden opgelost door D - 1 niet numeriek maar analytisch ,te bepalen a . 
(zie appendix A). Oe uitdrukkingen voor de komponenten van 0 1 kunnen dan 

a 
in een vorm gebracht worden die zich wel goed leent voor numerieke bereke-

ningen. Zo kan voor E << 1 gebruik worden gemaakt van reeksontwikkelingen 

voor die uitdrukkingen. 

3,4,3 De homogene, statische opLossing voor de krachtvektor 

Voor homogene, statische problemen kan de krachtvektor f(x) met (3.3. 11) 

•... (3.3. 13) worden uitgedrukt 

f(x) Q (x) .v 
a e 

in v : 
e 

(3. 4. 5) 

In analogie met de verplaatsingsvektor ve definiëren wij een krachtvektor 

f waarin de komponenten van -f 1 en +f 2 worden gerangschikt in een zodanige 
e l ' f 

volgorde dat ve.fe v2 f 2 - v1 .f 1; voor fe moet dan gesteld worden: 

f 
f [-K Kx2 -K 
e xl yl 

Mx2 B2] 

Met (3.4. 5) volgt eenvoudig 

zijn van de komponenten 

f = Q .v 
e a e 

van 

-M 
z1 

dat 

V e' 

Ky2 Mz2 -K 
zl 

-M 
yl Kz2 My2 -M xl -B1 

(3 .4 .6) 

de komponenten van f een 1 i nea i re kombinatie 
e 

dus: 

(3.4 .7) 

De vierkante ~atrix Qa' die het verband legt tussen de krachtgrootheden 

in de eindvlakken van de balk en de verplaatsingen van die vlakken, wordt de 

stijfheidsmatrix genoemd (zie ook appendix A). Op fysische gronden volgt dat 

deze matrix symmetrisch en semi-positief definiet is. 

De in de balk opgehoopte elastische energie U is gelijk aan de arbeid, 

verricht door de belasting in de eindvlakken, dus: 

( 3.4 .8) 
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zodat met (3.4.7) volgt: 

' U=! ve.Qa.ve (3.4.9) 

Omdat de verplaatsingsvektor v(x), waarop de berekening van f(x) is ge

baseerd, voldoet aan de homogene statische differentiaalvergelijkingen kan 

worden aangetoond dat dezelfde stijfhei1smatrix gevonden zal worden indien U 

niet wordt bepaald or de hiervoor geschetste wijze, maar door substitutie 

van (3.4.4) in (3.2.26). 

3.4.4 Nadere beschouwing van de elastische energie 

Voor de bestudering van de invloed van de afschuiving van het midden

vlak en van de dwarsdoorsnede op de totale deformatie van de balk schrijven 
- " wij Qa als het verschil van een tweetal matrices Qa en Qa' zodat voor de 

elastische energie U geschreven kan worden: 

u (3.4.10) 

Daarbij is Qa een semi-positief definiete matrix die qua struktuur overeen

komt met de stijfheidsmatrix volgens de theorieën van Heilig lsl en Janssen 

1131. In die theorieën wordt de afschuiving van de dwarsdoorsnede buiten be

schouwing gelaten; buiging en torsie kunnen dan eenvoudig ontkoppeld worden. 

De komponenten van Q hangen af van de lengte i, van de geometrische karakte-
a 

ristieken F,l ,I ,Js,l , van de materiaaleigenschappenE enG en van;_ 
yy zz 

De komponenten van Q• hangen bovendien nog af van de karakteristieken X , a yy 
X ........ X die de stijfheid tegen afschuiving bepalen. Voor nadere in-yz wo: 
formatie over Q en Q* wordt verwezen naar 11 I en naar appendix A. a a 

In appendix A is plausibel gemaakt dat voor iedere verplaatsingsvektor 
1 ' .. . 1 ' -ve # 0 de term 2 ve.Qa.ve ten opz1chte van 2 ve.Qa.ve te verwaarlozen is 

als de balk maar lang genoeg is, d.w.z. als i voldoet aan: 

[2 >> ma x 
12EI 
~.') ·zz' G ww 

(3.4.11) 

Hierin zijn ·'yy' zz en \,wgeometrische karakteristieken die volgens appendix 

A geheel bepaald worden door Xyy' Xyz'' .... Xww 

In een uitgebreide en gedetailleerde analyse over de grootte van de ter

men in (3.4.10) is in 111 i bewezen dat .J-1~ ,Q".v l<ll.J. ~ .Q .v I voor iedere 
' e a e· ' e a e 
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krachtvektor f ,;. 0 als 9. voldoet aan : e 

tz" l 
12E I 12EI l2EI 

max ( ~.\' zz ' (3. 4. 12) 
!:, ' yy --G--'\z 

Daarbij is 

gelden: 

een willekeurig positief getal, waarvoor volgens jlljmoet 

.J 
5 

(3.4.13) 

Om een indruk te krijgen van de grootte van deze faktor ).w-"'Js beschou

wen wij de situatie dat bij de afleiding der theorie de invloed van de af

schuiving van de dwarsdoorsnede buiten beschouwing wordt gelaten. Dan ont-
1 

staat de theorie volgensJanssen J13 1 en blijkt te gelden ; - dus : 
xww' 

J s 

(3.4.14) 

Voor de gebruikelijke 

kleiner dan 1. 

profielen, zoals I en U balken, is Àw~·Js zeker veel 

1 ' "' A 1 s Ï v e • Qa . v e 1 ' -te verwaarlozen is ten opzichte van Ï ve.Qa.ve dan be-

tekent dit volgens 11 I dat bij de berekening van de totale elastische ener-

gie de bijdrage van de afschuiving van de dwarsdoorsnede geheel en die van de 

afschuiving van het middenvlak ten dele verwaarloosd mogen worden. Als boven-

dien .Js veel kleiner is dan 1 mag ook de elastische energi·e ten gevolge 

van de afschuiving van het middenvlak geheel verwaarloosd worden. Bij de be

rekening van de potentiële energie mag de afschuiving dan gel ijk aan nul ge

steld worden, zodat voor de verplaatsingsfunkties zal gelden : 

~y u' z (3.4.15) 

. 
~z = + u 

y 
(3.4.16) 

I 

B '~'x (3.4.17) 

Ook in deze relaties is weer uy en uz geschreven in plaats van uyd en 

Dit zal in het vervolg steeds geschieden. 

3. 4. 5 De theor•ie volgens Vlasov 

De in 3.2 afgeleide uitdrukking voor de potentiële energie geldt ook 

als de relaties (3.4. 15) ..... (3.4. 17) gehanteerd mogen worden. Bij toepassing 

40 



van het principe van de minimale potentiële energie moeten die relaties dan 

echter als nevenkondities in rekening worden gebracht. 

Als onafhankelijk te variëren verplaatsingsfunkties kiezen wij de ver

olaatsing u van het zwaartepunt in axiale richting, de verplaatsingen u 
x y 

en uz van het dwarskrachtenmiddelpunt volgens Trefftz in y- en z-richting en 

de hoekverdraaiing 4x om de x-as. Met oV = 0 voor alle kinematisch toelaat

bare variaties van ux' uy' uz en ~x volgt een stelsel van vier differentiaal

vergeI ijkingen: 

EF.u s .F.ü 
x m x 

lilt 

El .u - s .I 
yy y m yy 

lilt 

El .u - s .I 
zz z m zz 

Uil 11 

El .'ÎJ - GJ .;jl 
WW x s x 

k x 

.ü + s . F(ü 
y m y 

" .ü + s • F(ü 
z m z 

" 5 m' 1ww'q;x 

) + zd.fx k - m 
y z 

yd.q;x ) = k + m 
z y 

+ s .F(zd.ü -yd.ü ) m y z 

m + b 1 

x 

en randkondities in de krachtgrootheden voor x=O en x=t: 

f ( x=O , t) = f 
1 

( t) ; 

(3.4.18) 

(3 .4. 19) 

(3.4.20) 

+ 5 m' 1d.ijix 

(3 .4 .21) 

(3.4.22) 

De komponenten van de vektor f(x,t) zijn weer gedefinieerd door (3.2.46) ••.. 

(3.2.50) en kunnen op de gebruikei ijke wijze worden uitgedrukt in de onafhan

kelijke verplaatsingsfunkties. Dit levert: 

I 
(3.4.23) K EF.u 

x x 
111 

(3.4.24) K -El .u + s .I .ü - m 
y yy y m yy y z 

M El .u (3;4.25) 
z yy y 

111 

K - E 1 . u + s .I .ü + m (3 .4 .26) 
z zz z m zz z y 

M EI .u (3.4.27) 
y zz z 

111 I I 

M -El .q, + GJ .cp + s .I ·~ + b (3. 4.28) 
x WW X s x m WW X 

11 
(3.4.29) B -El ww·<l>x 

Wij wijzen erop dat deze vergel ijkingen voor statische problemen geheel 

overeenstemmen met die volgens Vlasov \4\. 
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3.5 De methode der> eindige elementen 

3.5.1 Inleiding 

De differentiaalvergelijkingen (3.4.18) ... (3.4.21) zijn eenvoudiger dan 

het oorsprankel ijke stelsel (3.3.7) ... (3.3.9). Toch kan ook in de theorie 

volgens Vlasov de exakte oplossing voor inhomogene, instationaire problemen 

slechts in uitzonderingsgevallen eenvoudig worden aangegeven. Dynamische 

problemen en problemen waarin hetcilindrisch oppervlak van de balk belast 

is, kunnen echter voldoende nauwkeurig worden opgelost door gebruik te ma

ken van de methode der eindige elementen. Het uitgangspunt van die methode 

wordt hier gevormd door de relatie voor de potentiële energie, die ten 

grondslag ligt aan de Vlasov-theorie en door verondersteil ingen over het 

verloop van de verplaatsingsvektor v(x,t) als funktie van de axiale koör

dinaat. 

Door het aanbrengen van N+1 snedevlakken (inklus~ef de eindvlakken 

van de balk) loodrecht op de as van de balk wordt de balk verdeeld in N 

stukken, die wij elementen zullen noemen; in overeenstemming met het spraak

gebruik in de elementenmethode spreken wij over knooppunten in plaats van 

snedevlakken. Per element voeren wij een lokale axiale koördinaat in, 

1·1aarvan de positieve richting k:orrespondeert met de positieve richting van 

rle globale x-koördinaat. De eindvlakken van een element met lengte xe zul 

Jen overeenkomen met xe~O en xe 

Over het verloop van de verplaatsing~vektor v(xe,t) in axiale richting 

worden verondersteil ingen geponeerd, zodani dat v in eenwillekeurige 

snede x van een element kan ~rden'uitgedrukt in de vektoren v ,·=v(x ;O,t) 
e e e 

en v 2=v(x =t ,t} van de eindvlakken x =0 en x van dat element. Tesamen 
e e e e e 

met de hypothesen uit 3.2.2 over;,; en; resulteren deze veronderstel-
x s r 

I ingen voor elk element in een verplaatsingsveld dat als 

en r geheel bepaald is en waarin als onbekenden al leen 

deze vektoren zullen in het algemeen funkties zijn van de 

funktie van x , s 
e 

en ve 2 optreden; 

tijd t. 

Voor elk element worden de in dat element opgehoopte elastische energie, 

de potentiële energie van de traagheidskrachten en de potentiële energie van 

de belasting op hetcilindrisch oppervlak bepaald en uitgedrukt in de vekto

ren vel en ve2 van dat element. Met behulp van deze resultaten en van de 

gegevens over de in de knooppunten aangrijpende uitwendige ~elasting kan de 

totale, in de balk opgehoopte potentiële energie V worden uitgedrukt in de 

verolaatsingen van de knooppunten. Toepassing van het principe van de mini 

male potentiële energie levert dan een stelsel vergel ijkingen waaruit de on-
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bekende knooppuntsverplaatsingen kunnen worden opgelost (als beweging van de 

balk als star 1 ichaam verhinderd is). 

Indien de verdeling van de balk in elementen wordt verfijnd zullen de 

resultaten van de berekening konvergeren naar de exakte waarden - exakt 

volgens de theorie van Vlasov indien het gekozen verplaatsingsveld vol-

doet aan een aantal eisen die o.a. door Visser 1101 en Melosh 1141 zijn 

geformuleerd. Uiteraard is konvergentie al leen dan gewaarborgd als de re

sultaten niet in belangrijke mate worden beïnvloed door afrondingsfouten. 

Binnen het kader van de eisen uit 1101 en 1141 kan de keuze van het 

verplaatsingsveld willekeurig zijn. Wij zullen gebruik maken van de homo

gene, statische oplossing van de differentiaalvergel ijkingen volgens Vlasov; 

voor homogene, statische problemen vinden wij dan de exakte oplossing ter

wijl wij -op grond van ervaringen met de methode van Rayleigh voor de ap

proximatieve berekening van eigenfrekwentles van een konstruktie- verwach

ten dat berekeningen met dit veld voor problemen met een dynamisch karakter 

ook bij een betrekkelijk grove verdeling in elementen tot (voldoende) nauw

keurige resultaten zullen leiden. 

De berekening van de stijfheidsmatrix voor één element zal een zeer 

grote overeenkomst vertonen met de berekeningen in 3.4.2 en 3.4.3. Immers, 

de daar beschouwde balk kan gezien worden als zijnde "opgebouwd" uit één 

element. Om deze overeenkomst te accentuë.ren zuil en wij in dit deel hoofd

stuk voor een element dezelfde notatie hanteren als in het voorgaande voor 

de balk. Dit betekent o.a. dat wij de lokale koördinaat zullen aanduiden met 

x in plaats van xe en dat wij de verolaatsingsvektoren vel en ve2 van de 

eindvlakken zullen aangeven met v
1 

en v
2

. 

3.5. verpZaatsingsvektor als funktie van de lokale axiale koördinaat 

Voor het verloop van de vektor v als funktie van x in een element (met 

lengte~) kiezen wij de homogene statische oplossing van de differentiaal

vergelijkingen (3.4.18) .•. (3.4.21). Deze is te schrijven als: 

v(x) 5 (x) .a 
V 

( 3. 5.1) 

Hierin is a weer de vektor van integratiekonstanten die oo dezelfde wijze 

als in 3.4.2 kan worden uitgedrukt in de verolaatsingsvektor ve van de eind

vlakken van het element: 

V 
e 

D .a 
V 

(3.5.2) 
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De definitie van v korrespondeert met (3.4.2) waarbij de indices 1 en 2 nu 
e 

echter betrekking hebben oo de eindvlakken 1 (x=O) en 2 (x=~) van het element. 

Voor de komponenten van fi (x) enD verwijzen Wij' naar appendix A. . V V . 

Omdat Dv regulier is kan a worden opgelost en kan de verplaatsingsvektor 

v(x) in een willekeurige snede x met (3.5.1) worden uitgedrukt in ve. Er 

volgt: 

~ -1 
v(x) = D (x).D .v 

V V e (3 .5. 3) 

Als het ei 1 indrisch oppervlak van het element belast is en als traagheids 

krachten een rol spelen zal het werkelijke verplaatsingsveld v(x,t) als funk

tie van x afwijken van v volgens (3.5.3). Wij nemen aan dat ook dan het verloo 

van v in axiale richting met (3.5.3} voldoende goed beschreven kan worden. 

Bij dynamische problemen zullen de komponenten van ve echter afhangen van de 

tijd t. Wij veronderstellen derhalve: 

(3 .5 .4) 

Dit veld voldoet aan de volgens 1 101 en 1141 te stellen eisen. 

;;, 5 • . ) De elastische ener>gie per> element 

Substitutie van v volgens (3.5.3) in de relaties (3.4.23) ... (3.4.29) 

voor de komponenten van f leert dat deze vektor voor homogene, statische pro

blemen gegeven kan worden door: 

- -
f(x) = Q)x) .ve (3 .5. 5) 

In overeenstemming met de werkwijze in 3.4.3 worden de komponenten van 

f (x=O)en f 2=f(x=~) opgeborgen in de krachtvektor fe en wel in dezelfde 

volgorde als in 3.4.3. Dan volgt: 

f = Q .v 
e v e 

(3. 5 .6) 

Qv is de stijfheidsmatrix volgens de Vlasov-theorie (zie appendix A). 

Omdat v volgens (3.5.3) een oplossing is van de homogene statische dif

ferentiaalvergel ijkingen kan worden aangetoond dat de in het element opge~ 

hoopte elastische energie U gelijk is aan: 

u (3.5. 7) 
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Deze relatie is ook bruikbaar voor dynamische problemen, omdat wij dan 

voorvals funktie van x hetzelfde verloop hanteren als voor statische 

problemen. 

3.5. De potentiële energie ten gevolge van de traagheidskraahten 

Bij invullen van (3.5.4) in (3.2.33) volgt een benadering voor de po

tentiële energie van de traagheidskrachten, Uk: 

(3.5.8) 

Hierin is Mv de zogenaamde massamatrix; deze matrix is symmetrisch en is 

gedefinieerd als: 

M 
V 

D _, { f~ 
v x=O 

l - } -1 D (x) .T .D (x) .dx D 
V m V V 

Bij de berekening van de komponenten van Mv (in appendix B) biedt het 

voordelen om deze matrix te schrijven als de som van twee symmetrische ma-

' -trices Mv en M;, zodanig dat ve.Mv.ve gelijk is aan de potentiële energie 

van de traagheidskrachten als de werkelijkemassaverdeling van het element 

wordt geschematiseerd tot een gekoncentreerde massa per (axiale) lengte

eenheid in het zwaartepunt van de dwarsdoorsnede en een gekoncentreerd massa

traagheidsmoment per (axiale) lengte-eenheid eveneens in het zwaartepunt. De 

· U d verzameld 1'n v' .M*.v" . ovenge termen van k wor en e v e 

Voor balken, waarvan de lengte en de geometrie van de dwarsdoorsnede 

' voldoen aan de in 3.4.4 gestelde eisenblijkt dat de term v .M*.v voor iede-

re v #0 
e 

J _ e v e 
klein is ten opzichte van v .M .v (zie appendix B). Als de theorie 

e v e 
worden zal dus bij benadering gelden: M !:::< M . 

V V 
volgens Vlasov gehanteerd mag 

Tenzij uitdrukkelijk anders vermeld, zullen wij steeds van deze benadering 

gebruik maken. 

3.5.5 De potentiële energie van de belasting op een element 

De potentiële energie per (axiale) lengte-eenheid van de belasting oo 
' -het ei lindrische oppervlak van een element is -v(x,t) .f (x,t), waarbij kompo-

- c 
nenten van f (x,t) op de volgens (3.2.39) ....• (3.2.43) gegeven wijze samenhangen 

c 
met de oppervlaktebelasting. Integratie over de lengte van het element le-
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vert de totale potentiële energie van de belasting op hetcilindrische op

pervlak: 

p 
c V • f 

e c ( 3. 5.1 0) 

Daarbij is fc de z.g. kinematische konsistente krachtvektor van de verdeelde 

belasting. Deze is gedefinieerd door (zie ook appendix C): 

f 
c 

b -1 
V 

I 
D (x). 

V 
(x, t)dx (3. 5.11) 

De bijdrage van de belasting in de eindvlakken van het element tot de 

potentiële energie is gelijk aan: 

p 
r 

V , f 
e e 

( 3. 5. 12) 

Uit het bovenstaande volgt dat alle relevante informatie over de belasting van 

het element is opgeborgen in de vektoren fc en fe. 

3.5.6 De totaLe potentiëLe e>Iergie in een rechte, in eLementen verdeelde 

balk 

Wij beschouwen een rechte, cilindrische balk die in axiale richting is 

verdeeld in elementen. Als de kopoei ing tussen de elementen oo de juiste wijze 

tot stand gebracht wordt is de totale potentiële energie V ge:l ijk aan de som 

over alle elementen van de in die elementen opgehoopte energie Ve. In het on

derhavige geval, waarin de elementen onderling star verbonden zijn en in el 

kaars verlengde 1 iggen, levert die koppeling geen problemen op. Wij zullen 

ons beperken tot problemen van dit type. 

De verplaatsingsgrootheden u , u , u , ~ , Q , ~ en~ van alle snede
x y z x y z 

vlakken (knooppunten), inklusief de eindvlakken van de balk, worden opgebor-

gen in de totale verplaatsingsvektor vt. De verplaatsingsvektor 

element is dan een deelvektor van v . 
t 

van een 

Omdat de in een element opgehoopte potentiële energie gelijk is aan: 

V 
e 

+ v .M .v 
e v e ' V ( f + f ) 

e e c 

kan voor de totale potentiële energie geschreven worden: 

V 
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De totale stijfheidsmatrix Qt en massamatrix Mt kunnen op de - in de elemen

tenmethode-gebruikelijke WIJZe worden samengesteld uit de matrices~ en Mv 

van de elementen. Zij zijn niet-negatief definiet en mogen zonder enige be

perking symmetrisch genomen worden. De totale krachtvektor ft hangt af van de 

uitwendige belasting op de balk. 

Een aantal van de komponenten van vt zal een voorgeschreven waarde

gelijk of ongel ijk aan nul -bezitten. ~ij nemen aan dat tenminste zoveel 

komponenten zijn voorgeschreven dat beweging van de balk als star lichaam 

verhinderd is. Alleen voor dynamische problemen is dit een beperking van de 

algemeenheid; in i 151 is een werkwijze aangeduid die meer algemeen toepasbaar 

is. 

De onbekende, niet voorgeschreven komponenten van vt bergen wij op in de 

deelvektor v, terwijl de komponenten met een voorgeschreven waarde ongel ijk 

aan nul worden opgeborgen in de deelvektor v
0

• Het aantal komponenten van v 

zij n. Voeren wij een nulvektor vR=O in voor de komponenten van vtmeteen 

voorgeschreven waarde gel ijk aan nul dan kan - eventueel na hernummering -

geschreven worden: 

[~ V 
0 

( 3. 5 .15) 

Dezesplitsing van vt is uiteraard al leen mogelijk als in iedere snede waarin 

één of meer der verplaatsingsgrootheden u , u , u
2

, 
x y , ~y' ~z en B zijn voor-

geschreven een knooppunt wordt gelekal iseerd. 

De krachtvektor f wordtOD analoge wijze gesplitst in 
t ' ' ' ' vektoren f , f en fR en wel zodanig dat v .f = v.f + v .f ' ,o tt 0 0 

v.f
0 

+ v
0
.f. De komponenten van fR zijn op te vatten als de 

steuningskrachten. 

een drietal 

' +vR.fR= 

(onbekende) 

dee 1-

onder-

Met vt volgens (3.5.15) kan (3.5.14) - eventueel na hernummering van 

rijen en kolommen in de matrices Qt en Mt worden overgevoerd in: 

V t :,]"[~" Q12 

Q"Jl r V :,T" M12 

"nl ::] 

"!v V 
0 0 

Q12 Q22 Q23 vo Ml2 M22 M23 

' ' ' ' Q13 Q23 Q33 VR M13 M23 M33 

- [~ V :,]' [::1 (3.5.16) 
0 
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Uit het gegeven dat de balk niet als star lichaam kan bewegen volgt 

dat de matrix Q11 positief definiet zal zijn. M
11 

zal altijd niet-negatief 

definiet zijn. Bij een geschikt gekozen nummering van de komponenten van v 

zullen Q11 en M11 de vorm hebben van een bandmatrix met geringe bandbreedte. 

Omdat vR een nulvektor is volgt uit (3.5. 16) dat de matrices Qi
3

' Mi
3 

(i=1,2,3) en de vektor fR niet van belang zijn bij de berekening van V. 

3.5.? De interessante vergelijkingen 

De komponenten van v mogenonafhankelijk van elkaar gevarieerd worden. 

De eis: 6V=O voor iedere variatie óv leidt tot een stelsel van n gekoppelde 

differentiaalvergel ijkingen voor de komponenten van v: 

(3.5.17) 

Uit (3.5. 16) kan bovendien een stelsel vergel ijkingen voor 9e onbekende 

krachtvektoren fen fR w~rden afgeleid: 

(3. 5. 18) 

In plaats van door het oorspronkelijke stelsel partiële differentiaalver

gel ijkingen wordt het gedrag van de konstruktie nu beschreven door een (groot] 

aantal lineaire differentiaalvergelijkingen in de onafhankelijk variabele t. 

3.6 Enige opmerkingen over de oplossingsmethode 

3.6.1 Formulering van de oplossing voor statische problemen 

Voor statische problemen gaat (3.5. 17) over in een stelsel lineaire 

vergel ijkingen voor de onbekende knooppuntsverplaatsingen: 

Bij het oplossen van dit stelsel kan gebruik worden gemaakt van het gegeven 

dat Q
11 

een symmetrische, positief definiete bandmatrix is, bijv. door de 

rekenproce:Cures van Choleski 1161 toe te passen. 
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Zodra v bekend is kunnen de onbekende vektoren fen fR worden berekend 

met: 

(3 .6 .2) 

De verplaatsingsvektor v=v(x), die ten grondslag ligt aan de berekening 

van de stijfheidsmatrix Qv en de kinematisch konsistente krachtvektor fc 

van een element, voldoet aan de homogene, statische differentiaalvergelijkin

gen volgens Vlasov. Daaruit kan worden aangetoond dat de oplossing v van 

(3.6.1) exakt is in het kader van de Vlasov-theorie, althans voor statische 

problemen. Voor homogene problemen (dit zijn problemen waarbij alleen in de 

knooppunten een uitwendige belasting aangrijpt) is dit triviaal; de aangeno

men verplaatsingsvektor ii=v(x) is dan immers exakt. De bev1ering geldt echter 

ook voor inhomogene problemen, mits de belasting op het cilindrische opper

vlak van de elementen op de in 3.5.5 aangegeven wijze in rekening wordt ge

bracht. 

Voor ieder element kan de verplaatsingsvektor ve dus exakt bepaald wor

den. Ook de in fe opgeborgen krachtgrootheden in de eindvlakken van een ele

ment kunnen exakt berekend worden als g·ebruik wordt gemaakt van de uit 

(3.5. 13) af te leiden relatie: 

f 
e 

Q .v - f 
v e c (3 .6 .3) 

De berekening van v(x) en f(x) in een willekeurige snede x van een ele

ment komt in 3.8 ter sprake. 

Wij wijzen erop dat, waar het woord exakt gebruikt is, de invloed van af

rondingsfouten uiteraard buiten beschouwing is gebleven. 

3.6.2 Berekening van een aanta~ eigenfrekwentiesen eigentrillingsvormen 

Een benadering voor een aantal van de laagste eigenfrekwentles en ei

gentril I ingsvormen van de balk kan berekend worden uit het stelsel karakte

ristieke vergel ijkingen: 

(-~2 .M 11 + Q
1
/V" o (3.6·.4) 

dat ontstaat door in (3.5. 17) het rechterlid gel ijk aan nul te nemen 

=0 voor alle t) en door v(t) = v.cos(.llt) te substitueren. 

Uit de eigenschappen van Q
11 

en 

..... n 2 reëel en positief zijn. Wij 

M
11 

volgt dat de eigenwaarden n
1
2

,.11
2

2 , 

n 
i < j. De bijbehorende 

zijn reëel. 

nummeren ze zodanig dat P.i ~ nj als 

eigenvektoren (eigentrillingsvormen) ~1' vz·····vn 
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Voor het berekenen van de eigenhoekfrekwenties Qi en eigentrillingsvor

men v. (i=l ,2, ..... ,n) kunnen diverse werkwijzen gevolgd worden. Door Rutis-
I 

hauser 1171 is een iteratieve methode gepresenteerd waarin rekening wordt 

gehouden met de bandstruktuur van Q11 en M
11

. Deze methode voldoet zeer goed 

als de bandbreedte klein is ten opzichte van n en als het aantal te berekenen 

eigenwaarden veel kleiner is dan n. 

Aan de berekende i en vi mag voor grote waarden van i (i ongeveer gel ijk 

aan n) niet veel waarde gehecht worden. De voornaamste oorzaak hiervan moet ge

zocht worden in de schematisering van de konstruktie: de hogere eigentrillings

vormen kunnen niet voldoende nauwkeurig beschreven worden met het aangenomen 

verplaatsingsveld. Indien voor het beschouwde probleem geen analytische op

lossing bekend is kan het aantal voldoende nauwkeurig berekende eigenhoek

frekwentles en eigentrillingsvormen bepaald worden door dezelfde konstruk-

tie door te rekenen met een andere - meestal fijnere - verdeling in elemen-

ten en de resultaten van beide berekeningen te vergel ijken. 

Uiteraard heeft een dergelijke werkwijze alleen zin als de resultaten niet 

te zeer beïnvloed zijn door afrondingsfouten. De volgende ervarinqsregel kan 

soms uitkomst bieden: als de buigings-en torsietrillingen ontkoppeld zijn 

(dus als het zwaartepunt en het dwarskrachtenmiddelpunt samenvallen) is het 

aantal eigenfrekwenties, dat bij een gegeven verdeling in elementen voor een 

bepaald type trillingen (longitudinale trillingen, transversale trillingen, 

torsietri 11 ingen) met voor de praktijk voldoende nauwkeurigheid berekend kan 
1 1 worden, ongeveer 3 tot Z maal het aantal graden van vrijheid waarmee die 

tril I ingen beschreven worden 118,. Voorwaarde is hierbij dat het verplaat

~ingsveld, dat gehanteerd is bij de berekening van de massa- en stijfheids

matrix van een element, voldoet aan de :1omogene, statische differentiaalver

gel ijkingen. 

Voor bepaalde problemen kan het -om welke reden dan ook-noodzakelijk 

zijn een fijne verdeling in elementen te hanteren, waardoor het aantal gra

den van vrijheid zeer groot kan 11orden. Indien het aantal te berekenen eigen

frekwentles (m) veel kleiner is dan het aantal graden van vrijheid (n) kan 

gebruik worden gemaakt van procedures om het aantal graden van vrijheid met 

behulp van statische beschouwingen te reduceren. De afmetingen van de matri

ces, die een rol spelen bij dynamische berekeningen, kunnen dan drastisch 

gereduceerd worden. Een wezenlijk probleem is echter dat nog erg weinig 

bekend is over fouten die hierdoor geïntroduceerd worden. Voor een beschrij

ving van de methode verwijzen wij naar j19!en jZOj. 
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3.6.3 De analyse van gedwongen trillingen 

De gedwongen beweging van het beschouwde probleem wordt beschreven door 

de I ineaire, inhomogene differentiaalvergel ijkingen (3.5.17). Ter afkorting 

zullen wij het rechterlid van dit stelsel aangeven met g, dus: 

( 3. 6 .5) 

Indien de eigenfrekwentles en eigenvektoren van de konstruktie bekend 

zijn kan de rekentijd voor de bepaling van de gedwongen beweging worden ver

kort door stelsel (3.5.17) eerst in een zo eenvoudig moge! ijke vorm te bren

len. De eigenvektoren v1, v2, ... vn worden genormeerd met Q11 als kern, (dus: 

vi.Qll .vj oij' waarbij 6ij de Kronecker-delta is) en opgeborgen in de matrix 

E: 

(3 .6 .6) 

Met de lineaire transformatie: 

v(t) = E.b(t) (3.6.7) 

' volgt dan na voorvermenigvuldiging van (3.5.17) met E een stelsel engekoppel-

de differentiaalvergelijkingen voor de komponenten van de vektor b: 

~ ...._", ' A.b + b = E.g (3 .6.8) 

De hierin optredende matrix f\ is een diagonaalmatrix waarvoor geldt: 

6 .• 
A (i , j) ~ (i ,j=l ,2, ... n) (3 .6 .9) 

I 

Voor het bepalen van de oplossing van (3.6.8) kan gebruik worden ge

maakt van de werkwijzen uit de theorie van trill ingssystemen met één graad 

van vrijheid. 

Bij praktische problemen zullen steeds slechts een beperkt aantal van 

de laagste eigenfrekwentles en de bijbehorende eigentrillingsvormen nodig 

zijn voor een voldoende nauwkeurige beschrijving van de beweging van het sys

teem; de invloed van de hogere eigenfrekwentles wordt dan buiten beschouwing 

gelaten. Nemen wij aan dat slechts de eerstem eigenhoekfrekwenties n1, n2 , 
- -.... nm en eigentrill ingsvormen v1, v2 , •... vn nodig zijn, dan behoeven wij 

slechts de eerstem komponenten van b=b(t) te bepalen. Bij de berekening van 
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de gezochte vektor v(t) moet dan in plaats van (3.6.7) gebruik worden ge

maakt van: 
m 

v(t) I: b(i] .-~. 
i=l I 

(3.6.10) 

De overgang van (3.6.7) op (3.6.10) wordt dynamische kondensatie genoemd 

( z i e ook ; 1 5 \ ) . 

3.? Enige speciale gevallen voor de kinematisch konsistente krachtvektor fa 

In het kader van het principe van de minimale potentiële energie en van 

de verondersteil ingen over het verplaatsingsveld wordt de belasting op het 

cilindrische oppervlak van een element geheel gekarakteriseerd door de vektor 

Als fc wordt berekend op de in 3.5.5 aangegeven wijze, dan is deze vektor 

de in dit kader beste representatie van die belasting. De komponenten ervan 

zijn- afgezien van het teken- gelijk aan de inklemgrootheden die ootreden 

als de beide eindvlakken van het element worden ingeklemd en hetcilindrische 

oppervlak op de voorgeschreven wijze wordt belast. Deze interpretatie is al

leen geldig als de traagheidskrachten buiten beschouwing blijven. 

Als fc(x,t) gegeven is als funktie van x kan fc met (3.5.11) worden be

paald, bijv. met behulp van numerieke integratietechnieken. Het verdient ech~ 

ter aanbeveling om voor veelvuldig optredende belastingsituaties'- zoals een 

van x onafhankelijke en eenlineair met x veranderende belasting- analytische 

uitdrukkingen voor de komponenten van fc af te leiden. Voor belastingsitua

ties, die slechts sporadisch optreden kan desnoods gebruik vlorden gemaakt van 

numerieke integratie. Het is dikwijls ook mogelijk de belasting op het cil in

drische oppervlak van het element te ontwikkelen in een Fourierreeks, waarvan 

de periode gerelateerd is aan de lengte ~van het element. 

In appendix C worden analytische uitdrukkingen gegeven voor de komponen

ten van fc' behorende bij de genoemde speciale belastingsituaties. 

3.8 De spanningsverdeling in een element 

De axiale normaalspanning ox in een willekeurige doorsnede~ van een 

element wordt bepaald door de wet van Hooke toe te passen op het aangenomen 

verplaatsingsveld. Dit levert: 
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De axiale verplaatsing van het zwaartepunt wordt hier weer aangeduid met ux 

in plaats van uxo· Wordt de afschuiving van het middenvlak verwaarloosd, dan 

kan ox met behulp van (3.4.23), (3.4.25), (3.4.27) en (3.4.29) worden uitge

drukt in de snedegrootheden Kx' My' Mz en B: 

(3 .8 .2) 

Afgezien van de laatste term is dit resultaat bekend uit de elementaire bal

kentheorie. 

Hanteren wij de wet van Hooke ook bij rle berekening van de schuifspan-
r 

ning rxs = rm + 2.h.rs en beperken wij ons daarbij tot dunwandige balken met 

zwakgekromde profiel 1 ijn, dan volgt dat m gelijk is aan nul en dat s gelijk 

is aan: 

(3 .8 .3) 

Deze methode van spanningsberekening leidt tot het onbevredigende resul

taat dat de schuifspanning in het middenvlak identiek gel ijk is aan nul, waar

door het axiale evenwicht van een blokje met afmetingen h.ds.dx uit de balk 

niet vervuld is. In de elementaire balkentheorie doet zich een soortgelijke 

situatie voor bij buiging door een dwarskracht. De schuifspanningen worden 

dan niet met de wet van Hooke bepaald uit de verplaatsingen, maar uit de eis 

dat ieder blokje axiaal in evenwicht is. Bij de onderhavige theorie kan een 

soortgelijke werkwijze gevolgd worden. De betreffende vergel ijking voor een 

blokje h.ds.dx luidt dan: 

-q + s .h(ü - y .~ + z .~ + w.S} 
x m x o z o y (3.8.4) 

In een werkwijze, die gebaseerd is op het principe van de minimale po

tentiële energie, mogen wij de werkelijke axiale oppervlaktebelasting qx 

vervangen door een willekeurige andere belasting q:, mits q; en qx dezelfde 

bijdrage leveren tot de potentiële energie. Deze eis impliceert dat q= en qx 

in iedere snede dezelfde resultanten k , m , m en b moeten leveren. Een ge-
x y z 

schikte keuze voor q; lijkt te zijn: 

q* 
x 

m 

+ Zo·r 
yy zz 

b 
+ w.-,-

u.;w 

(3.8.5) 

53 



In [21 1 heeft Janssen een soortgelijke werkwijze aangegeven voor dunwand i ge 

kokers met rechthoek i ge d1·1a rsdoorsnede. 

Vervanging van qx door q=, gevolgd door substitutie van (3.4.23) ..... 
(3.4.29) doet de evenwichtsvergel ijking overgaan in: 

K K 
[ h ( s) . - h(s) {y0 .~ + z0 .~ + 

yy zz 

Daarbij is Md het z.g. transversale bimoment, gedefinieerd door: 

' M + GJ 
x s 

B + b + s . 
m 

,q; 
x 

Voor statische, homogene problemen 3eldt bi ijkbaar: Md= B 

Integratie over de booglengtes met s=s
1 

als startpunt levert: 

T .K - T .K 
y y z z 

( 3.8 .6) 

(3 .8. 7) 

( 3. 8. 8) 

waarbij integratiekonstante (1m) bepaald wordt uit de eis dat Tm gelijk is 

aan nul op elk vrij uiteinde van de profiel I ijn. T , T en 
y z 

I ijk van s, s
1 

en van de geometrie van de dwarsdoorsnede: 

h ) .di; (a=y,z,.o) 
a a 

zijn afhanke-

(3.8.9) 

In 112~ is eèn procedure geschetst om T , T enT met behulp van een y z JJ 

digitale rekenautomaat te berekenen in een aantal diskrete punten van de pro-

f ie 11 i jn. 

De spanningen ox' men Ts in een willekeurige snede x kunnen met 

(3.8.2), (3.8.8) en (3.8.3) worden bepaald als de komponenten 'van de kracht

vektor fen de verplaatsingsvektor v in die snede bekend zijn. Deze vektoren 

kunnen op meerdere manleren bepaald worden. 

Zodra al Ie knooppuntsverplaatsingen bekend zijn kan de verplaatsingsvek

tor vevoor elk element bepaald worden. De krachtvektor fe van een element 

wordt berekend uit: 
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welke relatie eenvoudig kan worden afgeleid uit relatie (3.5.13) voor de in 

het element_opgehoopte potentiële energie. Uit veen fe volgen direkt de vek

toren ven f voor de eindvlakken van het betreffende element. 

Bij de bepaling vanven f in een willekeurige snede x in het element 

kunnen wij diverse werkwijzen volgen. Bij de meest eenvoudige methode wordt v 

bepaald met (3.5.3) en f met (3.4.23) .... (3.4.29). Deze methode levert alleen 

dan juiste resultaten als het aangenomen verplaatsingsveld voor het beschouw

de probleem het exakte is; zij is derhalve zeer geschikt voor statische, ho

mogene problemen. 

Bij een andere werkwijze wordt het element door het aanbrengen van een 

snede op de plaats x verdeeld in twee stukken die wij subelementen noemen. 

Voorvin een willekeurige snede i';(O"~'x) in een subelement wordt weer verge

l ijking (3.5.3) gehanteerd. De potentiële energie V van het subelement O"~~x 
54 

kan dan worden uitgedrukt in ve' de gezocht: vektor f(x), de vektor f 1 van 

eindvlak x=O van het element en een vektor f
5 

die de belasting op het cil in

drische oppervlak van het subelement representeert. Door toepassing van het 

principe van de minimale potentiële energie op V
5 

volgt tenslotte voor f een 

relatie van de vorm: 

f (3.8.11) 

Deze werkwijze heeft ten opzichte van de eerder genoemde het voordeel dat 

ook voor dynamische en inhomogene problemen het globale evenwicht van het 

afgesneden deel (het subelement) gegarandeerd is. 

Karakteristiek voor beide methoden is datvin een willekeurige snede 

met (3.5.3) geheel bepaald is door ve. Het is ook mogelijk het element zelf 

op te vatten als een balk die door het aanbrengen van een snede op die plaat

sen waar ven f gevraagd worden, wordt verdeeld in een aantal subelementen. 

In de eindvlakken van deze "balk" worden de verplaatsingen voorgeschreven, 

gel ijk aan de betreffende komponenten van de vektor ve van het oorspranke-

l ijke element. Toepassing van de in 3.5 en 3.6 geschetste werkwijze levert 

de vektoren v en f in de scheidingsvlakken tussen de subelementen. Deze werk

wijze vereist extra rekenwerk, maar levert voor statische problemen - zowel 

homogene als inhomogene - de exakte resultaten. Voor dynamische problemen 

zal in ieder geval voor elk deel-element het globale evenwicht gegarandeerd 

zijn; wij mogen verwachten dat resultaten, berekend op deze wijze, nauwkeuri 

ger zijn dan die, berekend met een der eerder genoemde methoden. 
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3.9 Benadering voor de stijfheidsmatrix, de massamatrix en de k:Paohtvektor 

De berekening van de komponenten van de massa- en stijfheidsmatrix, ge

baseerd op de oplossing van de statische, homogene differentiaalvergel ijkin

gen volgens Vlasov, is erg bewerkelijk doordat in de uitdrukking voor de hoek

verdraaiing ~x hyperbolische funkties optreden. Voor korte elementen (c<<l) 

en voor zeer lange elementen (E>>l) kunnen daarbij bovendien grote numerieke 

moei! ijkheden optreden. 

Het is mogelijk een ander verplaatsingsveld te kiezen dat weliswaar niet 

aan deze differentiaalvergelijkingen voldoet maar ook de genoemde nadelen niet 

bezit. Op dit veld betrekking hebbende grootheden voorzien wij van een index 

bom ze te onderscheiden van de overeenkomstige grootheden voor het veld uit 

3.5. 

Voor uxb' respektievelijk uyb en wordt uiteraard weer het lineaire, 

respektlevel ijk het derde-graads verloop in x-richting gekozen. Het ligt voor 

de hand om voor ~xb eveneens een derde-graadspolynoom in x te nemen. Voor de 

verplaatsingsvektor vb(x) zal dan gelden: 

Op deze! fde wijze als in 

vektoren v1 vb(x=O) en 

zodat voor \ geschreven 

3.5 

v2 
kan 

(3 .9. 1) 

kanabworden uitgedrukt in de verplaatsings

(x=d van de eindvlakken van het element, 

worden : 

(3.9.2) 

De in 3.5 geschetste werkwijze voor de berekening van de stijfheidsma

trix kan hier niet gevolgd worden, omdat die werkwijze alleen dan toegepast 

mag worden als de aangenomen verplaatsingsvektor oplossing is van de homo

gene, statische differentiaalvergelijkingen. De stijfheidsmatrix, behorende 

bij de aangenomen verplaatsingsvektor vb' kan worden bepaald uit de defini

tievergelijking van deze matrix: 

u 

Hierin is U de in het element opgehoopte elastische energie. Wij wijzen erop 

dat deze definitie van de stijfheidsmatrix in overeenstemming is met de defi

nitie in 3.5. Door substitutie van vb volgens (3.9.2) in relatie (3.2.26) 

voor U kan Qb berekend worden (zie appendix A). 
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De massamatrix Mb en de kinematisch konsistente krachtvektor feb van 

de verdeelde belasting kunnen bepaald worden op dezelfde wijze als in (3.5). 

Er volgt: 
Q 

' -1 .J 1 -1 
Mb Db Db.Tm.6b.dx Db 

x=O 
(3 .9 .4) 

-~ 

' -1 J 1 
feb ob Db.fc.dx 

x=O 
(3.9.5) 

De struktuur van Ob en Mb is dezelfde als die van oy, respektlevel ijk 

Mv. Voor de komponenten van Db' Db-l, Qb en Mb verwijzen wij naar de appen

dices A en B. In appendix C zijn de komponenten van feb gegeven voor de in 

3.8 genoemde speciale belastingsituaties. 

De in een element opgehoopte potentiële energie, Vb' is gel ijk aan: 

(3.9.6) 

Berekenin~en met deze uitdrukking voor de potentiële energie van een ele

ment als uitgangspunt zullen steeds een benaderend karakter dragen als tor

sie een rol speelt. Oe aangenomen vektor vb voldoet echter aan alle eisen 

die relevant zijn in het kader van het principe van de minimale potentiële 

energie. Als de verdeling in elementen wordt verfijnd zullen de resultaten 

dus konvergeren naar de exakte waarden volgens de theorie van Vlasov. 

3.10 Vergelijking der elementen 

3.10.1 Inleiding 

Zowel het in 3.5 gepresenteerde element, V-element genaamd, als het 

element uit 3.9, B-element genaamd, kan gebruikt worden om statische en dy
namische problemen betreffende dunwandige balken met open dwarsdoorsnede tot 

een oplossing te brengen. Daarbij heeft het B-element het voordeel dat de 

komponenten van de stijfheids- en massamatrix en van de kinematisch konsis

tente krachtvektor veel eenvoudiger te berekenen zijn dan bij het V-element. 

Het laatstgenoemde element zal echter in het algemeen - en zeker voor sta

tische problemen - nauwkeuriger resultaten leveren. 
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Een voor alle mogelijke problemen geldende vergelijking van de kwali

teiten van de beide elementen is niet of nauwelijks uitvoerbaar. Het is zin

vol hierbij onderscheid te maken tussen statische en dynamische problemen. 

3.10.2 Vergelijking voor statisohe problemen 

Volgens 3.6.1 zullen berekeningen met het V-element zowel bij homogene 

als bij inhomogene statische problemen leiden tot de exakte waarden voor de 

knooppuntsverplaatsingen, mits een eventuele belasting op het cilindrisch 

oppervlak op kinematisch konsistente wijze in rekening wordt gebracht. Met 

"exakt" wordt hier "exakt volgens de Vlasov-theorie" bedoeld. Berekeningen 

met het B-element zullen, ook bij statische problemen, resulteren in benade

ringen voor de knooppuntsverplaatsingen als de balk op torsie wordt belast. 

Het bewijs hiervan is triviaal; immers, vergelijking van de stijfheidsmatrices 

Qb en Qv leert dat alle komponenten gel ijk zijn, met uitzondering van de kom

ponenten die korresponderen met de verplaatsingen ~x 1 ' $xz• s1 en s2 . Dit 

zijn echter juist de komponenten die het gedrag bij torsie beschrijven (zie 

appendix A). 

Uit het voorgaande mag niet gekonkludeerd worden dat bij statische 

problemen steeds het V-element gehanteerd moet worden. Ook het andere ele

ment zal tot voldoende nauwkeurige resultaten leiden als de lengte der ele

menten maar klein genoeg is. Om na te gaan wat "klein genoeg" is bepalen wij 

voor de met torsie samenhangende komponenten van Qb de relatieve afwijking 

ten opzichte van de overeenkomstige komponenten van Qv (zie appendix A). 

Deze relatieve afwijkingen blijken geheel bepaald te worden door de parame

ter E=a.i, waarbij i de lengte is van het element en a een karakteristieke 

grootheid is die alleen afhangt van de materiaaleigenschappenE enG en van 

de geometrie van de dwarsdoorsnede: 

12" E. I:"' 
(3. 1 0. 1) 

Bovendien volgt dat de afwijkingen voor kleine waarden van s(s < 1) onge

veer evenredig zijn met ( 1 ~) 4 en dat de grootste relatieve afwijking voor 

s=r ongeveer 0, 05% is. Voor toenemende nemen de afwijkingen snel toe; 

voor s=3 zijn zij echter nog steeds kleiner dan 4%. Op grond hiervan kan 

worden aangetoond dat het B-element ook bij torsiebelastingen tot voldoen

de nauv1keurige, praktisch bruikbare resultaten voor de knooppuntsverplaat

singen zal leiden als voor alle elementen geldt s < 3. Deze bewering wordt 
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bevestigd door berekeningen aan balken waarvan de totale lengte L voldoet 

aan a.L >> 1; de balken zijn verdeeld in N(N ~ 1) identieke elementen van 
L het type B, zodat voor elk element geldt: s=a.N. In 1221 geeft Janssen een 

grafiek waarin de invloed van de parameter s op de berekende verplaatsingen 

duidelijk tot uitdrukking komt. Uit deze berekeningen volgt bovendiën dat 

ook de snedegrootheden in de eindvlakYen der elementen met het B-element vol

doende nauwkeurig berekend worden als voor al Ie elementen s maar kleiner is 

dan 3. 

De hiervoor gegeven resultaten zijn geldig als het cilindrisch opper

vlak van de elementen onbelast is, dus als voor elk element de krachtvek

tor fc(x) een nulvektor is. Indien dit niet het geval is zullen de verschil

len tussen de resultaten van de beide typen elementen in het algemeen niet 

alleen afhangen van de parameters maar ook van de aard van de belasting, 

dus van het verloop van fc als funktie van x. Algemeen geldende uitspraken 

over deze verschillen kunnen dan niet meer worden afgeleid.Uiteraard is dit 

wel mogelijk als fc (x) gegeven is. Wij beperken ons hier tot het- veel 

voorkomende- geval dat fc onafhankelijk is van x. 

Dan kan worden aangetoond dat de relatieve verschillen tussen de komponen

ten van fcb(de kinematisch konsistente krachtvektor van het B-element) en 

de overeenkomstige komponenten van f (de kinematisch konsistente krachtvek-
c 2 

tor van het V-element) voor kleine waarden van E evenredig zijn met c . 

Voor c=l zijn zij kleiner dan 1,5%, terwijl zij bij toenemendec snel gro

ter worden. 

3.10.3 Vergelijking voor dynamische problemen 

Zowel het B- als het V-element is gebaseerd op een verplaatsingsveld 

dat niet voldoet aan de differentiaalvergelijkingen van Vlasovvoor dyna

mische problemen. Beide typen elementen zullen voor dit soort problemen dan 

ook leiden tot benaderingsoplossingen. Bovendien zullen de resultaten vol

gens het B-element verschillen van de resultaten volgens het V-element als 

er torsie optreedt. Dit wordt veroorzaakt door de verschillen tussen de kom

ponenten van de massamatrices Mb en Mv en de stijfheidsmatrices ~ en Qv. 

Uit de berekeningen in appendix B volgt dat de interessante relatieve afwij

kingen van komponenten van Mb ten opzichte van de overeenkomstige komponenten 

van Mv alleen afhangen van de dimensieloze paramater . Voor c+O blijken deze 

afwijkingen van de orde c2 te zijn; voor toenemende c nemen zij snel toe, zo

als volgt uit de grafieken in appendix B. 
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Wij zullen in dit deelhoofdstuk aan de hand van enige voorbeelden nagaan 

onder welke voorwaarden het V-element tot voldoende nauwkeurige resultaten 

zal leiden. Daarna worden de resultaten van dit element vergeleken met die 

van het B-element en wordt nagegaan wanneer de optredendeverschillen vol

doende klein zijn. Hierbij wordt alleen gekeken naar de berekende eigenhoek

frekwenties. In eerste instantie beperken wij ons tot balken waarvan het 

dwarskrachtenmiddelpunt en het zwaartepunt van de doorsnede samenvallen zo

dat torsietrillingen ontkoppeld zijn van buigingstrillingen. De interpre

tatie van de resultaten der berekeningen wordt daardoor in hoge mate vereen

voudigd. 

Voor het verkrijgen van numerieke resultaten is een rekenprogramma ont

wikkeld dat bruikbaar is voor koostrukties die bestaan uit een rechte, in 

elementen verdeelde balk waarvan de beweging als star lichaam is onderdrukt. 

Met dit programma kunnen statische problemen tot een oplossing worden ge

bracht en kan een aantal van de laagste eigenhoekfrekv1enties met de bijbe

horende eigentri llingsvormen (eigenvektoren) worden bepaald; voor de bere

kening van deze dynamische grootheden wordt gebruik gemaakt van de itera

tieve methode volgens Rutishauser 1171. In het programma zijn procedures 

opgenomen voor de berekening van de stijfheidsmatrices Qb en Qv en de massa

matrices Mb en Mv van de beide typen elementen. De gebruiker dient aan te 

geven welk type gehanteerd moet worden. Bij de berekening van Mb en Mv kan 

desgewenst de zogenaamde extra matrix (M~ voor het B-element en M: voor het 

V-element, zi 3.5.4 en appendix B) in rekening worden gebracht. Wij zullen 

deze extra matrix hier buiten beschouwing laten. 

Wij passen dit programma toe voor de berekening van enige eigenhoekfre

kwenties en eigentrillingsvormen van de eenzijdig ingeklemde balk (lengte L) 

uit fig. 3.2. Deze balk is verdeeld in N(N ~ 1) identieke elementen van type 

B of V. 

~z 

lr--------~-~---ba_l_k------1-~~ 
, .. L 

yd=zd=O E=2,06. 105N.mm- 2 

F=7,634.102mm2 v=0,30 

4 4 8 -6 -3 I =8,472. 10 mm Sm=7, 5.10 kg.mm yy 

I =8,074.J0 5mm4 á=4,26.10- 3mm-l 
zz 

J =5,592.10 3mm4 
s 

=1, 186. 108mm6 

Fig. 3.2 De batk met de retevante karakteristieke grootheden. 
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Omdat voor de beschouwde balk geldt: yd=zd=O zullen axiale trillingen, 

buigingstrillingen en torsietril Jingen ontkoppeld zijn. Voor axiale trill in

gen en voor buigingstril I ingen zullen hetB-en het V-element tot dezelfde 

oplossing leiden als het "klassieke" balkelement en daarvan is bekend hoe de 

berekende eigenfrekwentles konvergeren naar de juiste waarde als -bij ge-

l ijk bi ijvende lengteL-de verdeling in elementen wordt verfijnd (zie bij

voorbeeld 1231). Wij zullen ons in dit geval beperken tot torsietrillingen 

van de balk. 

In tabel 3.1 zijn voor enige waarden van L de vier laagste torsie-eigen

hoekfrekwentles r.
1

,r.2 ,r.
3 

en r.
4 

(in rad/sec) gegeven als funktie van het aan

tal elementen, N. De gekozen waarden van L en N zijn zodanig dat steeds geldt 

0,1 ~ t ~ 10; een vergelijking van de beide element-typen voor andere waarden 

van 2 heeft geen praktisch nut omdat voors • 0,1 de resultaten vrijwel ge-

I ijk zijn terwijl zij voor 10 enorm verschi I Jen. 

Behalve de grootte van 0.i(i=1,2,3,4) komt in de tabel ook voor de rela
n1 (N) _ ni (8) 

tieve afwijking Mii = ll.( 8) , waarbij i (N) de iE!, torsie-eigenhoek-
I 

frekwentie is bij een verdeling in N elementen. De resultaten in deze tabel 

zijn berekend met V-elementen. 

L 187,5mm; ~.L=0,8 

N I E ... 10- 3 
liSil (%) 

-4 
"'"z(%) ·, 10-5 Mi

3
(%) -5 

Ml 4 (%) ''t· )12. 10 'T "4' 10 

1. 0,8 6,592 0,2 6,018 59,1 - - - -
2. 0,4 6,581 0,0 3,815 0,9 1 ,273 21 ,9 3,685 80,4 

4. 0,2 6,578 0,0 3,787 0,1 1 '052 0,7 2,068 1 ,2 

8. 0, 1 6,578 0,0 3,782 0,0 1 ,044 0,0 2,043 0,0 
I 

L 375 mm; ~-L=1,6 

N Sl
1

• 10 -3 Ml
1 

(%) ,
2

. 10 -4 
1\112(%) "3. 1 0 

-4 Ml
3 

(%) "4. 10 
-4 

'4 (%) 

1. 1 ,6 2,064 0,9 1 ,653 64,9 - - - -
2. !o,8 2.047 0,1 I ,012 1 '0 3.260 22,5 9,351 81,4 

4. 0,4 2,045 0,0 1 ,004 0,1 2,681 0,7 5,219 1,2 

8. 0,2 2,045 0,0 1 ,002 0,0 2,661 0,0 5' 155 0,0 
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L 750 mm;~.L 3,2 

-- --~--
N -2 

b.rl1 (%) -3 
b.rl2(%) -3 

llrl3(%) 
-4 

llrl4(%) s n1• 1 o rl2. 10 rl3. 1 0 rl4. 1 0 
i 

1. 3,2 7, 77 2,0 5,536 85,0 - - - -
2. 1 ,6 7,63 0,2 3,033 1,4 8,898 24,8 2,478 85,9 

1!. 0,8 7,62 0,0 2,998 0,2 7' 194 0,9 1,353 1,5 

8. 0,4 7,62 0,0 2,992 0,0 7.143 0,0 1, 336 0,0 

L = 1500 mm; ~.L 6,4 

-2 
b.Ql (%) -3 ön2(%) -3 

b.rl3(%) 
-4 

6114(%) N E n
1 

. 1 o rl2. 1 0 rl3. 10 rl4. 1 0 

1. 6,4 3,32 4,2 2,746 154 - - - -
2. 3,2 3,21 0,5 1 '111 2,8 2,902 32,4 7) 594 101 

4. 1,6 3' 19 0,0 1 ,085 0,4 2,218 1 '2 3,828 1,5 

8. 0,8 3,19 0,0 1 '081 0,0 2' 191 0,0 3,771 0,0 

Tabel 3. 1. De laagste torsie-eigenhoekfrekwenties (V-element). 

De balk is ook doorgerekend met een verdeling in 16 elementen; de 

resultaten daarvan zijn niet opgenomen omdat zij geheel overeenstemmen met 

de resultaten voor N=8. 

Uit de tabel volgt een bevestiging van de reeds in 3.6.2 genoemde er

varingsregel. Immers, voor de balk uit fig. 3.2 is het aantal vrijheidsgra

den voor de beschrijving vantorsietrillingen gelijk aan 2.N en uit de ta

bel volgt dat het aantal torsie-eigenhoekfrekwenties, dat voldoende nauw

keurig bepaald wordt (d.w.z. llrli < 5%) ongeveer gel ijk is aan N. In 

tabel 3.1 niet opgenomen resultaten bevestigen deze regel ook voor hogere 

eigenhoekfrekwenties rli (i > 4). Uit de tabel kan bovendien worden afgelezen 

dat de resultaten niet in sterke mate beïnvloed worden door de parameter (. 

Het blijkt gunstig te zijn ervoor te zorgen dat s niet veel groter wordt 

dan 1. 

Om een indruk te krijgen van de kwaliteiten van het B-element voor dy

namische berekeningen is de balk verdeeld in elementen van het type B en 

zijn dezelfde kombinaties van L en N doorgerekend als hiervoor. In tabel 

3.2 zijn enige resultaten opgenomen; de grootheden Ri geven de afwijking 

van de ide torsiehoekfrekwenties volgens het B-element (rlb.) ten opzichte 
I 
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van de overeenkomstige hoekfrekwenti.e,berekend met het V-element (Slvi)' dus 

Slb 1 - Slvo 
R = I 

i Slvo 
I 

(30 1 a o2) 

L = 187,5 mm; aol = a,8 

-3 R1 (%) 
-Ij 

R2(%) -5 
R3(%) -5 Rij(%) N E $]1 0 1 a $]2 0 1 a $]3 0 1 a Sllj 0 1 a 

1 a,8 6,628 a,5 5,91j1 -1,3 - - - -
2 a,lj 6,582 a,a 3,815 a,a 1 ,27a -a,3 3,671j -a,3 
Ij a,2 6,578 a ,a: __ 3,786 a,a 1 'a52 a,a 2,a68 a,a 

8 a. 1 6,578 a,a 3,782 a,a 1,aljlj a,a 2,alj3 a ,a 
. 

L = 375 mm; aol = 1,6 

. -3 R1 (%) 
-Ij 

R2(%) 
-Ij 

R3(%) 
-Ij 

Rij(%) N E >11 0 1 a $]2 0 1 a $]3 0 1 a . Sllj 0 1 a 

1 1 ,6 2,an a ,6. 1,552 -6,-1 - - -· -
2 a,8 2,alj7 a,a 1 'a11 -a, 1 3,223 -1 '1 9,21j5 -1 '1 
Ij a,lj 2' alj5 a' a 1 'aa3 a,a 2,68a a,a 5,217 a,a 

8 a,2 2,alj5 a,a 1 'aa2 a,a 2,661 a,a 5,155 a,a 

L 75a mm; aol 3,2 

-2 
R1 (%) -3 R2(%) -3 R3(%) 

-Ij 
Rij(%) N E n1 01 a $]2 0 1 a Sl3o 1a Sllj 0 1 a 

1 3,2 7,9a 1 '7 lj,lj88 -18,9 - - - -
2 1,6 7,61j a' 1 3,a28 - a,2 8,533 -Ij, 1 2,371 -lj,3 
Ij a,8 7,62 a,a 2,997 a' a 7' 182 -a,2 1 '351 -a, 1 

8 a,lj 7,62 a,a 2,992 a,a 7,132 -a, 1 1 ,336 a,a 

L 15aa mm; aol = 6,1j 

N 
-2 

E "1 0 1 a R1 (%) $]2 0 1 a -3 R2(%) $]3 0 1 a -3 
R3(%) Sllj 0 1 a -3 Rij (%)0 

1 6,1j 3,38 1,6 1 ,596 -lj1 '9 - - - -
2 3,2 3,21 a' 1 1 '1 a3 - a,7 2,548 -12,1 6,495 -14,5 
Ij 1,6 3' 19 a.a 1 'a83 - a,2 2,2a6 - a,5 3,811 - a,lj 

8 a,8 3' 19 a,a 1 'a8a - a' 1 2, 19a a' a 3,767 - a' 1 

Tabel 3o2 De laagste torsie-eigenhoekfrekwenties (B-element)o 
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Uit de tabel blijkt dat de resultaten van hetB-en het V-element niet 

noemenswaardig verschillen als~ niet groter is dan 1. Reeds eerder is op 

grond van tabel 3.1 gekonkludeerd dat het voor de nauwkeurigheid van de 

(met V-elementen) berekende torsie-eigenhoekfrekwenties gunstig is als er 

bij het verdelen van de balk in elementen voor gezorgd wordt dat de para

meter € der elementen niet veel groter wordt dan 1. Op grond van het boven

staande kan dan echter ook het veel eenvoudiger B-element worden toegepast 

zonder dat de nauwkeurigheid belangrijk verandert. 

Om na te gaan of deze konklusles ook gelden alsbuigings-en torsietril

lingen niet ontkoppeld zijn is het rekenprogramma gebruikt voor de bepaling 

van een aantal eigenhoekfrekwenties van een U-balk. De konklusies worden door 

die berekeningen inderdaad bevestigd. 

3.11 Slotopmerkingen 

Bij de berekeningen in dit hoofdstuk staat het principe van de mini

male potentiële energie centraal. Hierdoor en door gebruik te maken van ma

trixnotatie is het mogelijk om op systematische en overzichtelijke wijze 

theorieën af te leiden en in elkaar over te voeren. 

Uitgaande van veronderstellingen over de verplaatsingen en de spannin

gen is een theorie opgesteld voor dunwandige balken met open dwarsdoorsnede 

waarbij het effekt van de afschuiving van de dwarsdoorsnede en van het mid

denvlak nlet a priori buiten beschouwing wordt gelaten. Met verwijzing naar 

11: wordt aangegeven wanneer deze theorie overgaat in de theorie volgens 

Vlasov, waarbij het effect van die afschuiving v;el verwaarloosd wordt. 

O.a. door toepassing van werkwijzen uit de methode der eindige elemen

ten is getracht de hanteerbaarheid van de Vlascv-theorie voor praktische be

rekeningen te vergroten. Dit streven heeft geleid tot een rekenprogramma 1121 
waarmee de geometrische karakteristieken eenvoudig bepaald kun~en worden. 

Bovendien zijn procedures ontwikkeld voor de berekening van de massa- en 

stijfheidsmatrix van het element dat op deze theorie is gebaseerd. Deze pro

cedures zijn zo opgezet dat afrondingsfouten geen rol van betekenis kunnen 

spelen bij de numerieke bepaling van de komponenten van die matrices. 

In dit hoofdstuk is tevens aandacht besteed aan de berekening der span

ningen uit de snedegrootheden en de verplaatsingen. Met i12i kunnen de daar

bij benodigde funkties van de koördinaat s numeriek bepaald worden. 

In 3.9 is eeG benaderingsmethode geschetst die resulteert in een ele

ment (het B-element) dat veel eenvoudiger is dan het element volgens de 
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Vlasov-theorie (het V-element). Uit een vergelijking van de elementen in 

3.10 resulteren aanwijzigingen voor het gebruik ervan: 

voor statische en dynamische problemen waarbij geen torsie optreedt leve

ren beide typen elementen dezelfde resultaten 

voor statische problemen waarbij wel torsie optreedt is het wenselijk ge

bruik te maken van het V-element als ue parameter E van de elementen gro

ter is dan 2 à 3. Voor kleinere waarden van ~ kunnen beide typen elementen 

worden toegepast. 

-voor dynamische problemen waarbij torsie optreedtis het ter wille van de 

nauwkeurigheid gewenst te zorgen dat r. voor alle elementen kleiner is dan 

1 à 2. Indien dit geldt leveren beide typen elementen vrijwel dezelfde 

resultaten. 
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HOOFDSTUK 4 

Dunwandige kokers met willekeurige dwarsdoorsnede 

4.1 Inleiding 

De torsietheorie volgens Bredt 111 voor dunwandige balken met één- of 

meercel 1 i ge doorsnede is, evenals de torsietheorfe volgens de Sa int Venant 

voor dunwandige balken met nulcell i ge doorsnede, onder andere gebaseerd op 

de veronderstelling dat de doorsnede vrij kan welven, maar overigens niet 

van vorm verandert. Er treden dan geen axiale normaalspanningen op. 

Een theorie met een groter toepassingsgebied ontstaat door uit te gaan 

van de hypothese dat het patroon van de welving in iedere doorsnede gel ijk 

is aan het patroon volgens de Bredttheorie en daarbij niet a priori aan te 

nemen dat de axiale normaalspanningen gel ijk zijn aan nul. Daarbij kan de 

vorm van de doorsnede star gedacht worden I 2,3,41 of er kan een zekere ver

vorming van de doorsnede in rekening worden gebracht 14,5,6,7,8,91· Deze 

vervorming wordt soms ten onrechte buiten beschouwing gelaten 1101. 
De- onder andere- door Dabrowski ISI, Janssen 161, Resinger 171, 

Lacher 181 en Vlasov 191 voorgestelde werkwijzen zijn bruikbaar voor kokers 

met gesloten dwarsdoorsnede, die zijn opgebouwd uit vlakke platen. Zij voe

ren tot een stelsel gewone 1 ineaire differentiaalvergel ijkingen waarin als 

onafhankelijk variabele alleen de axiale koördinaat optreedt. Zelfs voor ko

kers met een eenvoudige dwarsdoorsnede is het opstellen van dit stelsel een 

zeer bewerkelijk proces dat niet eenvoudig te programmeren is voor verwer

king met een digitale rekenautomaat. Een ander nadeel van de genoemde werk

wijzen is dat, meestal langs numerieke weg, de oplossing bepaald moet wor

den van dit veelal grote, moeizaam verkregen stelsel differentiaal~ergelij

kingen. Uiteraard zullen deze bezwaren vooral dan van belang zijn als de ko

ker is opgebouwd uit een groot aantal platen en als er een verdeelde belas

ting op hetcilindrisch oppervlak werkt. 

In dit hoofdstuk zullen wij een werkwijze aangeven die bruikbaar is voor 

dunwandige kokers met willekeurige dwarsdoorsnede. Evenals in hoofdstuk 3 

gaan wij uit van het principe van de minimale potentiële energie, waarbij WIJ 

weer het energieprincipe volgens Reissner zullen hanteren om een uitdrukking 
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af te leiden voor de elastische energie. Met deze werkwijze kunnen desgewenst 

de differentiaalvergel ijkingen op eenvoudige en systematische wijze worden op

gesteld. Wij zullen in dit hoofdstuk veel aandacht besteden aan een methode 

waarmee benaderingsoplossingen van het probleem bepaald kunnen worden. 

De te gebruiken hypothesen over de spanningen en verplaatsingen stemmen 

niet helemaal overeen met die volgens Vlasov 191. Wij zul Jen in eerste instan

tienamelijk geen gebruik maken van de veronderstellingen dat de zogenaamde 

antielastische buiging verhinderd is en dat de rek van de profiellijn in om

treksrichting gelijk is aan nul. Wij zullen enige vereenvoudigingen van de op 

te stellen theorie beschouwen; één van die vereenvoudigingen zal overeenkomen 

met de theorie volgens Vl2sov. 

In tegensteil ing tot hoofdstuk 3 zullen wij ons hier beperken tot sta

tische problemen. De dynamische eigenschappen van een koker kunnen desgewenst 

op soortgelijke wijze als in hoofdstuk 3 bepaald worden. 

4.2 Schematisering van de koker 

De profiellijn van een koker met willekeurige dwarsdoorsnede kan bena

derd worden door een- eventueel groot- aantal (p) rechte lijnstukken die in 

de eindpunten, knooppunten genaamd, met elkaar verbonden kunnen zijn (fig. 

4. 1). De knooppunten zullen steeds op of nabij de profiellijn gelokaliseerd 

z 

5 

profiellijn 

8 

x y 

Fig. 4.1-Dwarsdoorsnede met werketijke en benaderende profietlijn. 
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worden. In deze schematisering wordt de koker opgebouwd gedacht uit p vlakke, 

rechthoekige platen die langs de verbindingslijnen, knooplijnen genaamd, star 

met elkaar gekoppeld zijn. Oe doorsnijding van een knoop! ijn, respektlevel ijk 

het middenvlak van een plaat, met een vlak loodrecht op de as van de koker zal 

overeenkomen met een van de eerder genoemde knooppunten, respektievelijk lijn

stukken. 

Oe knooppunten en lijnstukken worden genummerd in de een of andere, vrij 

te kiezen volgorde (fig. 4.1). De met een knooppunt, respektievelijk lijnstuk, 

korresponderende knooplijn, respektlevel ijk plaat, wordt voorzien van hetzelf

de nummer als dat knooppunt, respektievelijk lijnstuk. In fig. 4.1 zijn de num

mers van de lijnstukken aangegeven met omcirkelde getallen. 

Naast deze globale nummering wordt per plaat een lokale nummering inge

voerd van de knooplijnen die de plaat begrenzen (fig. 4.2). Het verband tussen 

deze Jokale en de globale nummering wordt gegeven door een matrix ~e van orde 

(p,.2), waarvan de komponenten op rij i (i= 1,2 ..... p) gelijk zijn aan de glo

bale nummers van de knoop I ijnen die plaat i begrenzen. Voor de plaat uit fi<:J. 

4.2 zal 9elden : 

q ( 4. 2. 1) 

z 

l _____ Y 

Fig. 4.2 Lokale en globale koördinatensysteem voor plaat i 
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Bij de beschrijving van het gedrag van een plaat zullen wij zowel gebruik 

maken van het globale koördinatensysteem x,y,z als van het lokale, rechtsdraai

ende, Cartesische assenstelsel x,s,r (fig. 4.2). De oorsprong van de s-koördi

naat ligt op deknooplijn met lokaal nummer I en de positieve richting ervan 

korrespondeert met de richting van deze knooplijn naar die met lokaal nummer 2. 

Wij zullen ons beperken tot de situatie dat de koker cilindrisch is en 

dat de dikte h en de materiaaleigenscha~pen E en v per plaat konstant zijn. 

De geometrie van de geschematiseerde koker kan dan worden vastgelegd met de 

lengte ~. de dikte h vanalle platen, dey- en z-koördinaat van alle knoop

punten en de matrix ~e· De genoemde beperkingen zijh niet van wezenlijk be

lang voor de te beschrijven methode, maar door deze beperkingen te accepteren 

kunnen de berekeningen in hoge mate vereenvoudigd worden. 

4.3 Hypothesen oveP de verptaatsingen en de spanningen 

4.3.1 Inleiding 

Voor kokers, die zijn opgebouwd uit vlakke platen, kan het verplaatsings

en spanningsveld worden afgeleid uit de hypothesen over het verloop van de ver

plaatsingen en spanningen in die platen. Bij het opstellen van die hypothesen 

gaan wij ervan uit dat de breedte b van elk der platen veel kleiner is dan ~ en 

dat de plaatdikte h klein is ten opzichte van b. De hypothesen zullen alléén 

betrekking hebben op het verloop van spanningen en verplaatsingen als funktie 

van de koördinaten s en r en niet op het verloop in axiale richting. 

4.3.2 Het verplaatsingaveld in een plaat 

Met de hypothesen volgens Love-Kirchhoff (het "stekelhuid"-principe) kun

nen de verplaatsingen Ü , u , Ü van een willekeurig punt(x,s,nvan de plaat x s r 
worden uitgedrukt in de verplaatsingen ux, us' ur van punten van het midden-

vlak r=O van de plaat (zie fig.4.2). Met : 

<j; = x 

au 

kan volgens deze hypothesen geschreven worden· 

(4. 3. I) 

(4.3.2) 
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De term r.q,s in (4.3.2) wordt door Vlasov 191 niet in rekening gebracht. 

Wij zul Jen de vervorming, die door deze term wordt gepresenteerd, in het ver

volg de anti-elastische buiging noemen. 

In overeenstemming met 191 benaderen wij het verloop van ux en ur in s

richting door een 1 ineair, respektievelijk een derdegraads polynoom ins. Deze 

veronderstelling zal alleen geoorloofd zijn als de breedte b van de beschouwde 

plaat veel kleiner is dan de lengte ~. Vlasov neemt bovendien aan dat de rek 

van het middenvlak ins-richting, ~s ;s(x,s,r=O), overal gelijk is aan nul. 

Wij zullen geen gebruik maken van deze veronderstelling maar nemen aan dat ss 

onafhankelijk is vans. De verplaatsing ins-richting van punten van het mid

denvlak, us' zal dus lineair zijn ins. 

Met de genoemde veronderstellingen kunnen ux' u
5 

en ur op een willekeu

rige plaats (x,s) (0 <li x <li ~. 0 <li s '( b) worden uitgedrukt in de verplaatsingen 

u (x), u (x), u (x) en q, (x) aan de rand s=O en de verplaatsingen u (x), xn sn rn xn xq 
u (x), u (x) en q, (x) aan de rand s=b. Beschouwen wij deze verplaatsingen sq rq xq 
als de komponenten van de zogenaamde lokale verplaatsingsvektor v (x), 

p 

v (x) = u ' [ p xn u xq u rn ~xn 

dan zal voor ux, us en ur geschreven kunnen worden: 

[ ] 

- -1 

~: • A(,).A .;p(x) 

(4.3. 3) 

(4. 3.4) 

- -1 
In appendix D zijn relaties gegeven voor de komponenten van A en A . 

4.3.3 Het spanningsveld in een plaat 

In overeenstemming met de klassieke theorie voor plaatbuiging nemen wij 

aan dat de spanningen~ , ~ en~ lineaire funkties zijn van de diktekoör-x s xs 
dinaat ren dat de spanningen -r' ~xr en ~sr geen bijdrage leveren tot de 

elastische energie. Bovendien veronderstellen wij dat: 

1. ;s(x,s,r=O) en 'xs(x,s,r) (x,s,r=O) onafhankelijk zijn vans 

2. ;x(x,s,r), ;
5

(x,s,r) o (x,s,r=O) en~ (x,s,r=O) 1 ineair zijn in s. 
5 xs 

Door deze hypothesen 1 igt vast hoe de interessante spanningen ox' as en 

"" verlopen als funkt{e van s en r. In matrixvorm: 'xs 
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s 
0 0 0 

s 
0 0 0 . op(x) (4.3.5) ox i;. b Cn 'b·ll 

0 0 0 0 0 0 t;.n s 0 os b"n 

0 0 0 t; 
s 

0 0 0 0 T XS b 11 

afkorting is hierbij gesteld ;= 1 
s r Bovendien is de span-Ter - b en n= 2.h. 

ninqsvektor a (x) . p ingevoerd 

~ (x) = [a 0 0 T T 0 bxn 
0 bxq 

0 bsn 0 bso T SV J (4.3.6) 
p xn xq s n q 

De komponen ten van hebben een eenvoudig te onderkennen fysische betekenis. 

De in (4.3.5) tot uitdrukking gebrachte hypothesen zijn enerzijds geba-

seerd op het te verwachten spanningsveld bij het aangenomen verplaatsingsveld 

en anderzijds op de verwachting dat met (4.3.5) het werkelijke verloop der 

spanningen in smalle, dunne platen (b << ~. h << b) voldoende goed benaderd 

kan worden. 

Over de hypothese ~ {x,s,r) ·'n{x) + _bs.T {x) + n·T (x) zij opgemerkt xs q sv 
dat de laatste term is toegevoegd om ook torsie van kokers met {gedeeltelijk) 

open dwarsdoorsnede te kunnen beschrijven. 

De hypothesen wijken af van die uit 191. Vlasov neemt aan dat T niet 
xs 

afhangt van ren dat os{x,s,r=O) overal gelijk is aan nul. Bovendien wordt 

in 191 op een aantal plaatsen in de berekeningen gesteld :v = 0. De aönname 

dat ~ onafhankelijk is van r heeft tot gevolg dat de bedoelde theorie uit xs 
191 niet zonder meer kan worden toegepast voor kokers met een gedeeltelijk 

open dwarsdoorsnede. 

4.4 De potentiële energie 

4.4.1 Inleiding 

Evenals in hoofdstuk 3 maken wij gebruik van het energieprincipe vol

gens Reissner om voor de potentiële energie V een uitdrukking af te leiden 

die zo goed mogelijk aansluit bij de hypothesen over de spanningen en de ver

plaatsingen. Laten wij dynamische verschijnselen buiten beschouwing dan wordt 

de energie in een plaat gegeven door: 

H U +P +P +P p p cp ep rp {4.4.1) 
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Daarbij is U de elastische energie, uitgedrukt in v en a . P en P re-p p p cp ep 
presenteren de bijdrage van de verdeelde belasting in het middenvlak r=O, 

respektievelijk van de belasting in de eindvlakken x=O en x=i van de plaat. 

De term P geeft de energie ten gevolge van de krachtgrootheden aan de ran-
rp 

den s=O en s=b. 

Per plaat passen wij het principe van Reissner toe door te eisen dat 

,'Hp=O voor alle kontinue variaties van ilp. Worden de krachtqrootheden aan de 

randen s=O en s=b daarbij als voorgeschreven grootheden beschouwd, dan volgt 

aU =0. Hieruit kan het verband tussen a en v worden afgeleid; dit wordt ge-
p p p 

bruikt om a te elimineren uit de relatie voor de elastische energie. Daar
p 

door ontstaat voor U een uitdrukking waarin als onbekenden alleen nog de kom
p 

ponenten van v voorkomen. 
p 

Substitutie van deze uitdrukking in (4.4. 1) en sommatie van H over alle 
p 

platen levert de totale energie in de koker. Deze energi·e wordt geheel be-

paald door een aantal verplaatsingsfunkties en de voorgeschreven belasting en 

kan dus beschouwd worden als de in de koker opgehoopte potentiële energie V. 

4.4.2 De elastisahe in een 

Volgens 4.3.3 nemen wij aan dat de spanningen Jr' Txr en 'sr géén bij

drage leveren tot de elastische energie, zodat daarvoor zal gelden: 

u p 
+ 

au x 

h 

fïh {- 1 (- 2 - 2 1 -
2E' 0 x - 2

·j.
0 x' 0 s + 0 s ) - 2G' 1 xs + 

r= - 2 

+ 0 x'Tx + 0 s • 
au au } 

+ ~ . ( ~ + ___ s) .dr.ds.dx 
xs as <lx (4.4.2) 

Door invullen van (4.3.2), (4.3.4) en (4.3.7) en integratie over de dikte h 

en de breedte b van de plaat volgt: 

u 
p ~~ 

x=O 

Hierin zijn en xp de eerste en tweede afgeleide naar x van de lokale 

verplaatsingsvektor: 

dv 

74 

0 = .._..~?. 
p dx (4.4.4) 



F
0 

is een positief definiete matrix waarvan de komponenten geheel bepaald 

wprden door de materiaaleigenschappen E en v en de afmetingen b en h van ~e 

plaat. De komponenten van de matrices Wa(a = v,e,x) hangen alleen maar af 

van b en h. 

Uit 8Up = 0 voor alle kontinue variaties van op volqen direkt de kon

stitutieve vergel ijkingen. In matrixvo,·m: 

a (x) 
p 

Hiermee kunnen wij ö el i mineren uit p 

!i ' ' 1 ' -

;,} [:" u = ï [vp e
0 p 

x=O ev 
s 
xv 

(4.4.3). Dan ontstaat: 

\e 

;::J r;: r s xo XX XP 

waarbij de matrices Sab(a,b = v,e,x) worden bepaald door: 

(4.4.5) 

(4.4.6) 

(4.4.7) 

Voor de berekening van de komponenten van de matrices in dit deelhoofd

stuk wordt verwezen naar appendix D. Uit die berekeningen blijkt dat S0x Sx 8 
een nulmatrix is en dat de struktuur van de overige matrices S

8
b(a,b=v,e,x) 

op de volgende wijze kan worden gekarakteriseerd: 

s vv 

s 
XX 

s 
vx 

leder blokje stelt een matrix van orde (2*21 voor. Alleen in de gearceerde 

blokjes kunnen getallen ongelijk aan nul voorkomen. 
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4.4.3 De potentiële energie van de belasting op een plaat 

De potentiële energie P ten gevolge van de in het middenvlak r=O aan-
' r. cp ] grijpende belasting q lqx q

5 
qr. is gelijk aan: 

pep=- fi fb (qx.ux + qs.us + qr.ur)dsdx (4.4.8) 

X=<Ü S=<Ü 

en kan dus geschreven worden als: 

p 
cp 

f~ 
X"'Û 

' vp. f .dx cp (4.4.9) 

Daarbij is f (x) de krachtvektor die kinematisch konsistent is met de belascp 
ting q(x) en die gedefinieerd is als: 

f (x) 
cp 

l-1 ' 
A(s) .q(x,s) .ds (4.4.10) 

Ooi< de potentiële energie Pep ten gevolge van de belasting aan de randen 

x=O en X"'X kan worden uitgedrukt in \i • Er geldt: 
b !: p 

p 
ep 

waarbij cx•Txs en 

de voorgeschreven 

f s: (~x-~x+ 1 xs·us+ 1 xr·ur) 
s=<O r"' - 2 

-~ I drds 

x=O 

( 4.4. 11) 

1 xr aan de randen x=O en x=x vervangen moeten worden door 

spanningen c 1 ,, 1 en · 1, respektlevel ijk~ 2 ,~ 
2
,: 

2 x ·xs ·xr x xs ·xr 
aan die randen. Met de hypothesen over het verplaatsingsveld kan (4.4. 11)wor-

den overgevoerd in : 

! J [f J [' 'p (x=i) · m:: + vp 
;, J . [f ](4.4.12) "p (x=O) pl 

mp1 

De vektoren f . en m . (i=l ,2) bevatten blijkbaar alle relevante informatie 
Dl pi 

over de belastinÇJ aan de randen x=O en x=t van de plaat. Bij de omwerking 

van (4.4. 11) naar (4.4.12) volgt dat de eerste vier komponenten van mpl en 

mp 2 gel ijk zijn aan nul. 

Bij de berekening van de potentiële energie P ten gevolge van de kracht-rp 
grootheden aan de randen s=O en s=b moet onderscheid gemaakt worden tussen ran-

den waarop~ en randen waarop geen uitwendige belasting aangrijpt. Voor de 

berekening van de totale potentiële energie in de koker ten gevolge van de be-
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lasting zijn de randen, die niet uitwendig belast zijn, niet van belang. De bij

drage van de randen die wel een uitwendige belasting dragen kan in rekening ge

bracht worden in P in plaats van P • Bij de verdere berekeningen zullen wij cp rp 
P daarom buiten beschouwing laten. rp 

4.4.4 De totale potenti~le energie in een koker met lengte i 

De totale energie die is opgehoopt in een uit platen opgebouwde koker, 

kan bepaald worden door de bijdragen van alle platen te sommeren. Ten einde 

deze sommatie op eenvoudige wijze te kunnen uitvoeren zullen wij alle van be

lang zijnde vektoren en matrices van elk der platen relateren aan één assen

stelsel, het globale x,y,z- koördinatensysteem. 

Naast de lokale verplaatsingsvektor v introduceren wij de globale ver
p 

plaatsingsvektor v , 9edefinieerd door (fig.4.3) : 
g 

' v (x) 
g 

u yq (4.4.13) 

Het verband tussen vg en vp kan worden vastgelegd met een orthonormale 

transformatiematrix T waarvan de komponenten alléén afhangen van de hoek a 

tussen de clobale y-as en de lokale s-as van de beschouwde plaat. Er geldt: 

v (x)= T.v (x); 
p g 

z 

v (x) 
g 

z 

(4.4.14) 

e------------------------.Y y 
x x 

Fig. 4.3 De komponenten van de lokale en de globale verplaateingevektor 

van een plaat 
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De reeds afgeleide uitdrukkingen voor U en P + P kunnen nu worden 
p cp ep 

omgewerkt tot relaties van de volgende vorm: 

Ji, 

' ;,] [ '., u =.!f[~ e Kve :::nn ,, (4.4.15) p 2 g g 
x=O 

Kev Kee 

K 
xv XX 'l 

p + p 
cp ep 

(4. 4. 16) 

De hierbij optredende vektoren met index g ontstaan uit de gelijknamige vek

' toren met index p door vóórvermenigvuldiging met de matrix T, terwijl de deel-

matrices Kab(a,b = v,O,x) worden gegeven door: 

' ' Kab = Kb a = T. S ab. T ( 4. 4 . 17) 

Voor de berekening van de totale elastische energie U en de totale po

tentiële energie ten gevolge van de belasting, P, voeren wij een vektor v=v(x) 

in waarin alle interessante verplaatsingsgrootheden van doorsnede x worden 

opgeborgen. Wij stellen: 

met: 

' ' ' v(x) = [û(x) w(x) 

' û 

' w = uy2 ........•.. uym 

<~>x2' .. · · · · .. · ·<l>xJ 

(4. 4. 18) 

(4.4.19) 

(4.4 .20) 

(4.4.21) 

Hierin zijn uxi' uyi' uzi en q,xi de verplaatsingen van knooppunt i(i=1,2 .... m) 

in doorsnede x. 

Door sommatie over alle platen kan de totale potentiële energie V in de 

koker bepaald worden. Met 
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ontstaat dan uiteindelijk een uitdrukking van de volgende vorm: 

V = U + P 

p 

! 
e ' 

;} ['" Qev 

Qxv 

Qve 

Qee 

Qxe 

' ' ' [ J o2J . [::] + ['
1 o1

] • :: 

(4.4.23) 

(4 .4 .24) 

(4.4.25) 

Daarbij zijn v
1

, o
1 

en v
2

, e2 gel ijk aan v, 
vel ijk rand 2 (x=.e). 

aan rand 1 (x=O), respekt ie-

Uit de wijze waarop de matrices Qab(a,b = v,e,x) worden berekend uit de 

matrices Kab van de afzonder] ijke platen volgt dat Q8x: = Qxe een nulmatrix 

is en dat de struktuur van de overige matrices Qab op de volgende manier kan 

worden weergegeven: 

Q 
XX 

In deze figuren representeert ieder blokje een rnatri x van orde (ml!lm). Getallen 

ongel ijk aan nul kunnen alleen in de gearceerde blokjes voorkomen. 

Om bij de verdere berekeningen van deze struktuur gebruik te kunnen ma

ken partitieneren wij Qab(a,b = v,O,x) op een wijze die overeenstemt met de 
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splitsing van v in de deelvektoren û, wen~. Wij schrijven: 

~::: ::: :,j :mi 
la Fab Gab m jt 

(a ,b v,e,x) (4.4.26) 

I• •I• •I• tol 
m 2m m 

Ook de in (4.4.24) en (4.4.25) optredende vektoren worden -op dezelfde ma-

nier als v-gesp! i st in deelvektoren. Wij schrijven (i 1 '2) : 

v "' (4.4.27) 

(4.4.28) 

4.5 De differentiaalvergelijkingen 

Met het principe van de minimale potentiële energie, toegepast op (4.4.23), 

........ (4.4.25), kan he~ stelsel differentiaalvergelijkingen voor de komponen

ten van v worden afgeleid. Er volgt: 

80 

fi (x) 
c 

(4. 5. 1) 

d4w 4~ 
+ D ·-:-r; + E .~ + (D -

XX dx XX dx vx 
d

2w ' ) d 2 ~ + D v) .-2 + (E + F .-2 + 
X dx vx vx dx 

' d-+ (C - B ).~+ D .w+ Evv':+: kc(x) vo ve dx vv ~ 
(4.5.2) 



(4.5.3) 

Bovendien kunnen randvoorwaarden voor de eindvlakken x=O en x=i worden afge

leid. Stellen wij: 

m(x) 0 0 

iw D .-+ 
XX dx2 

' d
2w E .-2 + 

XX dx 

dan volgt dat aan deze randen de volgende 

N = N. û u. 
I I 

K = K. M = M. w w. 
I I I 

T T. B = B. $ = <P; I I 

waarbij i=l voor x=O en i=2 voor x=i. 

' ' -+ Dvx·w + Fvx·<l> 

' ' -+ E .w + G .q, vx vx 

kond i ties zullen 

$ l)Ji 

p pi 

(4.5.4) 

(4. 5. 5) 

gelden ( i=l ,2): 

(4.5.6) 

(4.5.7) 

(4.5.8) 

Niet alle kond i ties (4.5.6), ..... (4.5.8) kunnen geïnterpreteerd worden 

als randkondities in de gebruikei ijke zin van het woord. Bij een konkreet 

probleem zullen steeds aan elke rand i (i=1,2) m komponenten van Ni en u1, 

4.m komponenten van Ki, Mi,wi en ljJi en 2.m komponenten van Ti' Bi, <I>; en pi 

een voorgeschreven waarde bezitten. De werkelijke randkondities ontstaan· door 

van (4.5.6), ..... ,(4.5.8) alleen die vergelijkingen te beschouwen waarvan het 

rechterlid een voorgeschreven waarde heeft. 

Uit het voorgaande blijkt dat de differentiaalvergel ijkingen en de rand· 

konditles eenvoudig geformuleerd kunnen worden zodra de uitdrukking voor de 

potentiële energie is opgesteld. Dit stelsel vergelijkingen levert echter in 

het algemeen geen goed bruikbare basis voor verdere berekeningen. Immers, 
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voor het bepalen van het homogene deel van de totale oplossing v = v(x) moet 

het met (4.5.1), ..... (4,5,3) samenhangende eigenwaardeprobleem worden opge

lost. Weliswaar zijn hiervoor oplossingsstrategieën bekend (zie bijvoorbeeld 

Vlasov 191 en Kollbrunner- Hajdin illl maar deze stuiten op grote- nume

rieke problemen als m niet zeer klein is. Als het rechterlid van (4.5. 1), 

..... (4,5,3) van nul verschilt moet bovendien eenparticuliere o:plossing be

paald worden; daarvoor zijn echter geen praktisch bruikbare, mini of meer al

gemeen toepasbare werkwijzen aan te geven. Hierbij zij opgemerkt dat diffe

rentiemethode of numerieke integratie soms wellicht uitkomst kunnen bieden. 

In verband met de hiervoor gesignaleerde problemen zul Jen wij in het 

volgende deelhoofdstuk een werkwijze beschrijven die niet uitgaat van het 

stelsel differentiaalvergelijkingen maar van de uitdrukking voor de poten

tiële energie waaruit dat stelsel is afgeleid. Deze werkwijze is, evenals de 

werkwijze in 3.5, gebaseerd op technieken uit de eindige elementenmethode. 

Er kunnen praktisch bruikbare benaderingsoplossingen mee bepaald worden, maar 

de resultaten ervan zullen slechts in uitzonderingsgevallen exakt overeenko

men met de oplossing van de differentiaalvergel ijkingen. 

4. 6 Ber,aderingsoplossing met behulp van de elementenmethode 

4.6.1 Inleiding 

De koker wordt door het aanbrengen van snedevlakken 1 oodre.cht op de as, 

knoopvlakken genaamd, verdeeld in elementen, kokerelementen gen~amd. In zo'n 

kokerelement, waarvan de lengte gel ijk zij aan 2, wordt het verloop van v 

aangenomen, zodanig dat v voor een willekeurige snede x eenduidig kan worden 

uitgedrukt in v1 = v(x=O), 1 = A(x=O) en v2 = v(x=~). o2 = (x=ê) van de 

eindvlakken x=O en x=i van het element. 

Met deze verondersteil ing overven met (4.4.23), .... (4.4.25) kan de po

tentiële energie in het element worden uitgedrukt in v1, 81, v2 en :1
2

, waar

na op dezelfde wijze als in 3.5 de totale potentiële energie V in de koker 

kan worden uitgedrukt in de uitwendige belasting en de verplaatsingen van de 

knoopvlakken (dit zijn de snedevlakken, inklusief de eindvlakken van de ko

ker). VervolJens kunnen deze vektoren op de gebruikelijke, reeds in 3.6 aan

geduide wijze bepaald worden. 

Zodra de verplaatsingsvektoren van de knoopvlakken, die een kokerelement 

begrenzen, bekend zijn kan voor elk van de platen waaruit dat kokerelement is 
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opgebouwd de plaatvektor v bepaald worden. Daaruit volgen de spanningen in 
p 

die platen. 

4.6.2 Het van v(x) in een kokerelement 

In de onderhavige, ééndimensionale theorie wordt het verloop van de ver

plaatsingen in een kokerelement gekarakteriseerd door vals funktie van x. 

Uit analytische en experimentele resultaten van Janssen 161 voor dunwandige 

kokers met vierkante dwarsdoorsnede blijkt dat v = v(x) in belangrijke mate 

niet-I ineair kan zijn. Indien wij desondanks voor alle komponenten vanveen 

I ineair verloop in axiale richting aannemen zul Jen wij - in het algemeen 

de koker in een groot aantal kokerelementen moeten verdelen als wij het werke

lijke verplaatsingsveld met voldoende nauwkeurigheid 1-1i ]Jen benaderen. EeA 

ernstiger nadeel va~ een dergelijke verondersteil ing over het verloop van v 

is echter dat de aansluiting tussen de kokerelementen onder] ing niet gegaran

deerd kan worden en dat slechts in uitzonderingsgeval Jen konvergentie naar de 

~xakte resul laten zal optreden als de verdeling in elementen verfijnd wordt. 

Kayser 112! gaat uit van een geheel andere veronderstelling over het ver

loop van v(x). Hij neemt aan dat alle komponenten yan v(x) harmonische funk

ties van x zijn. Zijn werkwijze is uitermate geschikt voor situaties waarin 

de komponenten van v in een Fourierreeks ontwikkeld kunnen worden, maar door 

de genoemde veronderstelling is het toepassingsgebied ervan beperkt. 

Wij willen hier een verplaatsingsveld kiezen dat de hiervoor genoemde 

nadelen niet of in veel mindere mate vertoond en dat voldoet aan de volgende 

eisen: 

1. alle homogene rektoestanden die in de onderhavige theorie op kunnen treden 

moeten beschreven kunnen worden. 

2. de aansluiting tussen de kokerelementen onder] ing moet volledig gegaran

deerd kunnen worden. 

Rekening houdende met de struktuur van de matrices Qab(a,b = v,o,x) 

volgt bij nadere analyse van de elastische energie volgens (4.4.24) dat de 
. . d d b 1 d d d k - dû rektoestand in een Willekeurigesnee x wort epaa oor e vetoren u, dx' 

dw d
2
w " d9 /9 w, dx' ---
2

, en ~. rlx' 
2 

. Als gevolg van de eerste eis moet het nog te kie-
dx , ,dx, T 

zen verloop van v [û w ~Jin ieder geval toelaten dat elk van de genoemde 

vaktoren konstant wordt. Beperken wij ons tot polynomen als interpolatiefunk-
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ties dan volgt dat û tenminste lineair en datwen ~tenminste kwadratisch in 

x moeten zijn. 

Om de gevolgen van de tweede eis na te gaan beschouwen wij een knoopvlak 

waarin twee kokerelementen i en j gekoppeld worden (fig. 4.4). 

x 

kokerelement i kokerelement 

knoopvlak k 

Fig. 4.4 In knoopvLak k te koppeLen kokereLementen i en i 

De aansluiting tussen deze elementen is verzekerd als voor elk punt (s,r) 

van het rechtereindvlak van element i de totale verplaatsing gelijk is aan 

de totale verplaatsing van het overeenkomstige punt (s,r) van het 1 inkereind

vlak van element j. Met de verondersteil i noen uit 4.3.2 over het verloop van 

de verplaatsingen als funktie vans en r volgt dat bij de koppeling van twee 

k k 1 d k ~ ~ ~ dw - - d~ k · h k 1 k o ere ementen e ve toren u, w, w = dX' ~ en p = ~ oo •n et noopv a 

kontinu moeten zijn. Dit kan op de gebruikelijke wijze worden gerealiseerd 

door de komponenten van û, wen~ in een willekeurige snede x ·in een koker

element uit te drukken in de komponenten van u1, u2 respektlevel ijk w1 , w1, 

w2, ~2 en $1• p1 , $2 , Pz van de knoopvlakken die het element begrenzen (zie 

fig. 4.5). Beperken wij ons weer tot polynomen als interpolatiefunktie dan 

kan op grond hiervan voor û een lineair en voorwen ~een derdegraads ver

loop gekozen worden. Bij die keuze zal gelden: 

û(x) §1 (x) .u 1 + §2 (x).u
2 

( 4. 6. 1) 

w(x) h
1

(x).w
1 + h2 (x) . .1..1);1 + h

3
(x) .w

2 + h4(x).L1J, 2 (4 .6. 2) 
~ 

$(x) hl (x). 41 + h
2
(x).t.p

1 + h3(x}.~2 + h4(x).l'..p2 (4.6.3) 

waarbij 91 en 92 lineair in x zijn terwijl h1, h2 , h
3 

en h4 derdegraadsfunk

ties van x zijn (zie appendix D). 
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Het is uiteraard mogelijk om in plaats van (4.6. 1) voor û een soortge

lijk verloop te kiezen als voorwen ~. dus: 

(4.6.4) 

y z 

knoopvlak 1 knoopvlak 2 

kokerelement 

Fig·. 4. 5 Kokerelement i met de (lokale) nummering der knoopvlakken 

Beha 1 ve 
(dû) 
dx x:O 

de komponenten van 

( dû) 
en Ez dx 

x:.Q. 

u
1 

en u
2 

treden dan ook de komponenten van El = 

op als parameter. De moeilijkheid hierbij is dat 

x 

van geval tot geval moet worden nagegaan welke koppeling er gelegd moet wor

den tussen de rekvektor E_ van het rechtereindvlak van element i en de rek

vektor E+ van het I inkereindvlak van element j (zie fig.4.4). Deze koppeling 

zal in het algemeen niet gegeven worden door_de relatie E_ = E+ omdat (bij

voorbeeld) een diskontinuïteit in de vektor N der normaalkrachten in het 

vlak van koppeling zal leiden tot extra termen in die relatie. Bij de verdere 

ontwikkeling van de theorie zou hiermee rekening gehouden kunnen worden, maar 

dit veroorzaakt een aantal extra kompl ikaties. Wij bi ijven daarom werken met 

het 1 ineaire verloop van û volgens (4.6. 1) en aksepteren daarbij het nadeel 

dat in een aantal situaties een fijne verdeling in kokerelementen nodig zal 

zijn om de gewenste nauwkeurigheid van de resultaten te kunnen bereiken. In 

hoofdstuk 6 zal nog e~n andere veronderstelling over û: û(x) ter sprake' ko

men, waarin û wel een derdegraadsfunktie van x is maar waarbij het koppelings

probleem met de aangrenzende elementen niet optreedt. 

Omdat û, wen ~ deelvektoren zijn van de vektor v kunnen wij in plaats 

van (4.6.1), ..... ,(4.6.3) ook schrijven : 

v(x) D(x).ve (4.6.5) 
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waarin ve de verplaatsingsvektor van het beschouwde kokerelement is 

' ~1 (4. 6.6) 

D(x) is een matrix van orde (4m .. 14m~ waarvan de komponenten eenvoudig bepaald 

kunnen worden door vergelijking l,!qn (4.6.5) en (4.6.6) met (4.6.1), ..... , 

(4.6.3). 

4.6.3 De stijfheidsmatrix Qe van een kokerelement 

Substitutie van het gekozen verloop voor v(x) in (4.4.24) levert de elas· 

tische energie Ue' uitgedrukt in de verplaatsingsvektoren û, w, $, $en f van 

de eindvlakken x=O en X=i van het beschouwde kokerelement. Wij vinden : 

. 1 ' U =-:;v.Q.v 
e L e e e (4.6. 7) 

Hierin is Qe de stijfheidsmatrix van het element. Nadere uitwerking levert 

dat deze matrix de volgende struktuur heeft (zie appendix D) 

o. ·r __ ;-+ ___ : __ -r __ :_ 

l u ~ I G 

~~Sm ,j,4m~ 

Elk van de deelmatrices A, respektievelijk B, D, E, G wordt geheel bepaald 

door Aab' respektievelijk Bab' Dab' Eab' Gab (a,b = v, ,x). 

4.6.4 De relevante kraehtvektoren van een kokerelement 

Uit (4.4.25) volgt dat de potentiële energie ten gevolge van de belas· 

ting op een kokerelement bij het aangenomen verloop van v gel ijk is aan : 

(4.6. 8) 
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Hierin representeert fe de belasting in de eindvlakken van het element, 

(4.6.9) 

terwijl fc de krachtvektor is die kinematisch konsistent is met de verdeelde 

belasting op het cilindrisch oppervlak van het element : 

f 
c r x=O 

' D(x). fc(x).dx (4.6. 10) 

4.6.5 Bere.ke11ir1q van de interessante kra~ht- en verplaatsingsgrootheden 

Uit de relaties voor Ue en Pe kan de potentiële eneroie V in een in 

elementen verdeelde koker worden bepaald, waarna met de werkwijzen uit 3.6.1 

û, w, $, $ en p voor elk der knoopvlakken en fe voor elk der kokerelementen 

berekend kunnen worden. 

De vektoren û, w, ~. $, en p in een willekeurige snede in een kokerele

ment kunnen met (4.6.5) L~paald worden als ve bekend is. Indien deze werk

wijze niet tot voldoende nauwkeurige resultaten leidt kan een der methoden 

uit 3.8 gehanteerd worden. Die kunnen ook gebruikt worden om de krachtvek-
,.. - ... .... 

toren N, K, M, Ten B in een willekeurige snede x te bepalen. 

4.6.6 Berekening van de spanningen in een plaat 

Om de spanningen in plaat i(i = 1,2, .... ,p) te berekenen kunnen WIJ uit

gaan van de konstitutieve vergelijkingen (4.4.5). Er geldt (zie ook fig. 4.6): 

o (x) ~)x,O,O) c _E_re: + \), e:s) + I(u' - u' ) xn 2' x 2 xn xq 1-v 
(4. 6. 11) 

o (x) • ; (x,b,O) = __ E_(e: + 
\J • E ) - I(u' - u' ) xq x 1-} x s 2 xn xq (4 .6' 12) 

crs(x) ;
5

(x,s,O) = _E_(E 
1-} s 

+ \J.E: ) x (4.6.1}) 

:n (x) ~xs(x,O,O) = G. fu' - .!.(u -u )} ' sn b xn xq (4.6.14) 

1 (x) q ~x5 (x,b,O) G. (.u' sq - .!.(u b xn - u ) } xq ( 4. 6. 15) 

(4.6. 16) 
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x x 

Fig. 4.6 De spanningsparameters in doorsnede x in een plaat 

- h 
~)x,b,O) E.h ( v.x ) ( 4. 6. 17) ob (x)= a (x,b,.z-) - --2. x + xq x 1-v xq sq 

0 bsn(x)= 
- h ~ (x, 0, 0) E.h ( ) (4. 6. 18) a

5
(x,o,

2
) - --2. x + \). xxn s 1-v sn 

ob (x)= 
- h ~ (x, 0, 0) E. h ( + v.x ) (4. 6. 19) a

5 
(x,b,

2
) - --2. x sq s 1-·v sq xq 

1 (x) 
- h ~ (x ,s, 0) h ( 1 

u ~q) (4.6.20) xs(x,s,2) - -
sv xs G ·t;· urn 
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_Hierin is differentiëren naar x aangegeven met 1 

korting ingevoerde rekgrootheden geldt : 

f' df Voor de ter af= dx' 

E =.! .. (u' +u' ) 
x 2 xn xq e = - ..!.. (u - u ) 

s b sn sq (4.6.21) 

xxn=- ~0 .{+ 33.u" - 3 u• + h.(4.$' - $• )} ou rn rq xn xq (4.6.22) 

(4.6.23) 

{ + 3. (urn - u ) + b. ( 2. q; + q, ) l rq xn xq (4.6.24) 

1 
x

5
q=+-2.(-3.(u -u )+b.(rp +2.q, )} b rn rq xn xq (4.6.25) 

Voor de berekenino van de soanningsparameters in een willekeurige door-

- dû _ dw d2w 
snede moeten de komponenten van u, dx' w, dx' dx2, <P en voor die door-

snede bekend zijn. De hiervoor geschetste benaderin9smethode levert wel û, 

w, voor een beperkt aantal doorsneden (te weten de knooovlakken) 

d
2w maar niet ---en Voor de berekening daarvan en voor de berekening 

dx2 

van û, w, ~~· q; en in een willekeurige snede x in een kokerelement kan 

worden uitnegaan van de verondersteil ingen (4.6. 1) ..... (4.6.3) over het ver-

loop van û, wen ~ in het element. 

Voor de eindvlakken van een kokerelement kunnen d
2w -en echter 

dx2 

ook bepaald worden langs een geheel andere weg, die in het a 1 gemeen tot. 

nauwkeuriger resultaten zal leiden. Zodra ve bekend is kan met fe=Qe.ve-fc 

ook de krachtvector f (en dus de vectoren N, R, M, T en B van de eindvlake 
ken van dat element) bepaald worden. Uit de definitie-vergelijkingen 

(4. 5. 4) en (4.5.5) voor fl, A en B volgt: 

dû fl ' (4.6.26) Aee· di<= cve·w 

[;" E ][d20] [J [:·· :::J t J 
(4.6.27) 

XX . di 

d2$ 
XX Gxx dx2 vx 

Voor de eindvlakken zijn de vectoren in het rechterlid van deze vergel ij

kingen bekend. 
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Uit (4.6.26) kan worden opgelost omdat positief definiet is. De 

matrix in het linkerlid van (4.6.27) is in het algemeen slechts semi-posi-

d
2w tief definiet, zodat n en 2 niet zonder meer kunnen worden uitgedrukt 

dx 

in M, B, wen~· Door op stelsel (4.6.27) een aantal manipulaties uit te 

voeren is het echter steeds mogelijk om voor elke plaat i(i 1,2 ..... p) 

waaruit het kokerelement is opgebouwd, de verplaatsingsgrootheden 

,"i! en u uit te drukken in M, B, wen (p. 
'xn xq 

u n ur"q, rn' 

Voor de berekening van de axiale normaalspanning ax 

een geheel andere weg gevolgd worden door 

';x:(x,s,O) kan nog 

1. te eisen dat ax(x,s) per plaat 1 ineair is ins. 

2. te eisen dat er geen sprong is in de axiale normaalspanning, ook niet bij de 

overgang van de ene plaat naar de andere. De normaalspanning o i(x,s) in 
x 

plaat i kan dan worden uitgedrukt in de axiale normaalspanningen oxn(x) 

en a (x) ter plaatse van de knooplijnen n en q die de plaat begrenzen xq 
(zie fig. 4.2) 

i 
ax (x, s) (4.6.28) 

3. te eisen dat de arbeid, verricht door deze spanningen, identiek gelijk 
1 ' -is aan Ï û.N. Met het in 4.3 geponeerde lineaire verloop van de axiale 
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verplaatsing ux(x,s) volgt 

p 

"'""'b .. h .. {(o L..J 1 1 xn + _21 o ).u + (~ 
xq xn 2 

i=1 

0 xn 
' -+ o l.u } = û.N (4.6.29) 

xq xq 

Hieruit resulteert een stelsel vergelijkingen van de vorm 

S.G(x) N(x) (4.6.30) 

waarbij S een symmetrische, positief definiete matrix van orde (rn•m) 

is. Uit (4.6.30) kunnen dus de axiale membraamnormaalspan~ingen ter 

plaatse van de knooplijnen bepaald worden. 

Voor sommige typen doorsneden kan een betere benadering voor de 

schuifspanning (x,s) in het middenvlak der platen worden bepaald door 

uit te gaan van de eis dat voor een elementair blokje dx.ds.h het axiale 



krachtenevenwicht gegarandeerd moet zijn. J'.anssen schetst in 161 hoe 

hiervan gebruik kan worden gemaakt bij kokers met een rechthoekige dwars

doorsnede. Deze werkwijze kan echter niet eenvoudig gegeneraliseerd wor

den voor kokers met een dwarsdoorsnede waarin in een of meer der knoop

punten méér dan twee platen aan elkaar gekoppeld zijn. 

4.? Benaàering voor Zange kokers 

4. ?. Inleiàing 

Uit analytische en experimentele resultaten voor kokers met een eenvou

dige dwarsdoorsnede blijkt dat de invloed van de anti-elastische buiging op 

de totale deformatie van de koker te verwaarlozen is als de lengte t groter 

is dan een karakteristieke maat van de dwarsdoorsnede. Uiteraard zal deze 

buiging wel van belang zijn in de onmiddel ijke omgeving van een plaats waar 

een diskontinuiteit in belasting of ondersteuning optreedt (zie bijvoorbeeld 

Janssen 161 ). 
Ook in de onderhavioe theorie kan plausibel gemaakt worden dat deze bui

ging buiten beschouwing 9elaten kan worden als t maar "voldoende groot" is. 

Wij zullen niet nagaan wanneer J!, "voldoende 9root" is, maar nemen aan dat deze 

buiaina neen bijdrage levert tot de potentiële energie in de koker. Hiervan 

uitaaande zal worden aangetoond dat de deelvektor ~(x) van v(x) kan worden - -
uit9edrukt in de deelvektor w(x) en de deelvektor t (x) van f (x). 

c c 
De berekeningen zullen weer uitmonden in een stelsel differentiaalverge-

l ijkingen, dat ~1el iswaar veel eenvoudiger is dan het stelsel uit 4.5, maar 

waarvan de bepaling van de exakte oplossing weer- zij het in mindere mate

op de reeds eerder in 4.5 gesignaleerde moei i ijkheden stuit. Wij zullen 

daarom aandacht besteden aan een methode om benaderingsoplossingen te bepalen. 

4. ?. 2 De àifferentiaalvergelijkingen voor· Za:nge kokers 

Zoals in 4.7.1 reeds is opgemerkt nemen wij aan dat de bijdrage van de 

anti-elastische buiging tot de totale potentiële energie te verwaarlozen is. 

In de voor9aande afleiding kan dit in rekening worden gebracht door in (4.4.2) 
au 

en (4.4. 11) de term u =~(u - r ~) te vervanqen door o .u . Dit heeft 
X X X oX - X X 

tot gevolg dat de matrices W en 
x 

(a = v, ,x) vervangen moeten worden door 

nulmatrices en dat de vektoren mpl en mp 2 overgaan in nulvektoren. 
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Op eenvoudige wijze kan worden aangetoond dat de relaties (4.4.24) voor 

de elastische energie en (4.4.25) voor de potentiële energie van de belasting 

blijven gelden mits gesteld wordt : Qax ~xa 0 (a v,a,x) e~ m1 = m2 = 0. 

Voor de totale potentiële energie in een koker met lengte t zal dus gelden 

L 
(4. 7. 1) 

Op dezelfde wijze als in 4.5 kan hieruit een stelsel differentiaalverge

lijkingen met randkondities worden afgeleid. Met de reeds in 4.4.4 en 4.5 qe

introduceerde deelmatrices en deelvektoren volgt 

d2û ' dw A (x) (4. 7. 2) - Ase· -+ (Bve -cv el. -+ A • û 
d/ dx vv c 

d2w ' vv·~ kc(x) (4. 7. 3) 0ee· -+ (Cve -Bve). + D .w + E 
dx2 vv 

' - - (4.7.4) + E .w + G .q, = t (x) vv vv c 

Voeren wij in analogie met (4.5.4) weer de krachtvektoren N en K in, nu qe

definieerd door: 

N dû ' (4.7.5) A dx + c ve·w 

R = dw ' (4. 7 .6) 0ee· - + B ve·û, dx 

dan is te bewijzen dat aan de randen x=O en x=i de volgende kondities moeten 

gelden: 

N û u. 
I 

(4. 7. 7) 

K"' K. 
I 

w w. 
I 

(4. 7. 8) 

waarbij i=1 betrekking heeft op rand X"'O en i=2 op rand X"'t. Wij wijzen er 

op dat deze "randkondities" geïnterpreteerd moeten worden op dezelfde wijze 

als in 4.5. 

Een van de meest opvallende verschillen tussen de bovenstaande verge

- lijkingen en die in 4.5 is dat in plaats van het stelsel vierde orde diffe-
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rentiaalvergel ijkingen (4.5.3) hier het stelsel lineaire vergelijkingen 

(4.7.4) optreedt. Omdat Gvv positief definiet is kan~ uit (4.7.4) worden 

opgelost 

(4. 7 .9) 

In !9! maakt Vlasov gebruik van een soortgel ijk verband tussen ~en w. Hij 

laat daarbij echter de vektor tc(x) buiten beschouwing. 

Substitutie van ;p volgens (4.7.9) in (4.7.3) levert een stelsel tweede 

orde differentiaalvergelijkingen voorw. Er volgt 

' § + ( -1 ' ) + (C - B ) • D - E • G • E • ve vO dx vv vv Vv vv 
w = 

k(x)-E .G- 1.t(x) 
c vv vv c 

(4.7.10) 

4.7.3 Toepassing van de etementenmethode bij tange kokers 

Het is in principe nogelijk û en w te be~alen uit (4.7.2) en (4.7.10). 

Voor realistische waarden van m {m groter dan 4 à 5) is dit echter een zeer 

arbeidsintensief proces. Daarom zul Jen wij gebruik maken van eenzelfde be

naderingsmethode als in 4.6, waarbij in dit geval het verband tussen ener

zijds $en anderzijdswen te in rekening moet worden gebracht. Wij voeren 
d- - dw 

daarom vektoren v9 en ê
1 

in waarvan û en w en Ê = ~· ~= dX deelvektoren zijn: 

Met (4.7.9) kan dan voor v geschreven worden 

T .V 
t 9. 

+[, :_,.; ] 
vv c 

waarbij de afhankelijkheidsmatrix 

T 
î 

[ : _,' -q ] 
vv vv 

wordt gegevèn door 

(4.7.11) 

(4.7.12) 

(4.7.13) 
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Door substitutie van (4.7. 12) in uitdrukking (4.7.1) voor de potentiële ener

gie ontstaat : 

(4.7.14) 

met v12 = v2(x=Ol en v22 = v~(x=2). De vektoren fc~' r2 ~ en f
12 

ontstaan uit 

respektievelijk f 2 en f 1 door vermenigvuldiging met f , terwijl de ma-
f . ' 2 

trices Q~b (a,b = v,e) voloen uit Q~b T .Q b.T • 
a · a 2 a 2 

Om tot eenzelfde benaderingsmethode te komen als in 4.6 verdelen wij de 

koker weer in kokerelementen en worden hypothesen geponeerd over het ver

loop van û en win axiale richting in zo'n element. Wij kiezen weer het li

neaire, respektlevel ijk derdeoraads verloop zoals gegeven door (4.6.1) en 

(4.6.2), zodat wij voor v2 kunnen schrijven : 

(4. 7. 15) 

De vektor ve in deze relatie wijkt af van de gelijknamige vektor in 4.6. 
Hier geldt : 

(4.7.16) 

De berekening van de stijfheidsmatrix en de relevante krachtvektoren 

van een kokerelement verloopt op dezelfde wijze als in 4.6. Dit geldt ook 

voor de kracht- en verplaatsingsvektoren van de knoopvlakken en voor de 

spanningen in de platen. In de relaties voor de buigspanningen (4.6. 16) .... , 

(4.6. 19) moeten x en x in het onderhavige geval gelijk aan nul gesteld xn xq 
worden. Meer details over deze werkwijze komen ter sprake in de appendices 

D en E. 

4.8 Benadering bij verwaarZozing van de rek in omtrekrichting 

4.8.1 Inleiding 

Bij het opstel I en van de hypothesen over het verloop van de spanninoen 

en de verplaatsingen in een plaat (zie 4.3) is uitgegaan van de veron~erstel

ling dat in de elastische energie de bijdrage van de rek ~s van het midden-
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vlak r=O niet te verwaarlozen is ten opzichte van de bijdrage van axiale ver

lenging en buiging. Voor vele voorkomende belasting!Jevallen zal de bijdrage 

van Es echter relatief klein zijn, zeker als de lengte van de koker "voldoen

de groot" is. Verwaarlozen van die bijdrage kan in de opzet van de analyse 

via het energieprincipe van Reissner in rekening worden gebracht door zowel 

de rek t:
5 

aus als de normaalspanning o (x,s) ~ ~ (x,s,r=O) voor alle x 
~ s s 

en s gelijk aan nul te stellen. Per plaat hangt de verplaatsing u
5

(x,s) = 

Ü
5

(x,s,r=O) van het middenvlak in omtrekrichting dan alleen af van de axiale 

koörd i naat. 

De genoemde wijzigingen in de hypothesen over het spannings- en ver

plaatsingsveld blijken verstrekkende gevolgen te hebben voor de analyse. Wij 

zullen de konsekwentles ervan in dit deelhoofdstuk nagaan. 

4.8.2 Benadering met behulp van de elementenmethode 

De hypothese t:
5 

= 0 voor elke plaat impliceert dat voor de verplaatsing 

in omtreksrichting van punten van het middenvlak r=O moet gelden (zie ook 

fig. 4.3) : 

(4.8.1) 

Bij de berekeningen in de voorgaande deelhoofdstukken werd gebruik ge

maakt van de veronderstelling u
5

(x,s) =(1 - -b5 ).u (x)+ ~b.u (x). Om hier sn sq 

een zo goed moge! ijke aansluiting met die berekeningen te verkrijgen schrij

ven wij in plaats van (4.8.1) 

(x) (4.8.2) 

Bij toepassing van het principe van de minimale potentiële energie moet dan 

wel rekening worden gehouden met (4.8.1). 

Voor de berekening van de elastische energie per plaat maken wij weer 

gebruik van het energieprincipe volgens Reissner. Met (4.8.2) en de extr~ 

veronderstelling o (x,s) = 0 volgt voor U een uitdrukking van de vorm s p 
(4.4.6). De daarin optredende matrices Svv' Sve•· .... ,SXX moeten echter ge-

wijzigd worden in de in appendix D aangegeven zin. Voor de potentiële ener

gie van de belasting blijven de relaties uit 4.4.3 en uit appendix E gelden, 

ondanks het feit dat de veronderstelling voorus volgens (4.8.2) afwijkt van 

de veronderstelling die in 4.4.3 is gehanteerd. 
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Op de gebruikelijk, reeds meerdere malen aangegeven wijze kan de totale 

potentiële energie worden uitgedrukt in de uitwendige belasting en de kompo-

' ' ' ' nenten van de verplaats ingsvektor ii = [ û w $]. De komponenten van ii - en 

met name die van de deelvektor w van ii- mogen niet allemaal worden opgevat 

als onafhankelijk te variëren grootheden. Immers voor elke plaat !'lOet een re

latie van het type (4.8.1) gelden, zodat er verbanden zullen bestaan tussen 

de komponenten van w. Beschouwen wij plaat i, beorensd door de knoop! ijnen 

n en q (zie fig. 4.2) dan moet op grond van (4.8. 1) gelden 

(w[n] - w(q] ).cosa; + (w[n + m]- w[q + m]).sin a; 0 (4.8.3) 

waarbij gebruik is gemaakt van uyk = w[k], uzk = w[k+m] voor k = 1 ,2, ..... m. 

Voor iedere plaat uit de koker geldt een dergelijke relatie, zodat w(x) zal 

moeten voldoen aan 

H.w(x) = o (4.8.4) 

Hierin is Heen matrix van orde (p ~ 2m) waarvan in rij i alleen de komponen

ten H[i,n] =- H[i,q] cosai en H[i,n + m] =- H(i,q + m] = sinai ongelijk 

aan nul kunnen zijn. 

De rang r van H hangt af van de geometrie van de dwarsdoorsnede maar zal 

uiteraard voldoen aan r ~min (p,2m) en dus aan r ~ p omdat p ten hoogste ge-

l ijk is aan 2.m. Uit overwegingen met fysische achtergrond volgt dat r gelijk 

is aan 2.m- ns' waarbij ns gel ijk is aan het aantal bewegingsmogel ijkheden in 

het vlak van de dwarsdoorsnede als die doorsnede wordt opgevat als een stangen

mechanisme. Dit mechanisme ontstaat door de verbindingslijnen tussen de knoop

punten (fig. 4. 1) te beschouwen als starre stangen die in de knooppunten schar

nierend verbonden zijn. Voor het aantal bewegingsmogel ijkheden van dit stangen

mechanisme bi ijkt te gelden : 2m- p ~ ns ~ m + 1,zodat uit r = 2.m- ns volgt 

m - 1 ' r ~ p. 

Als de rang van H gel ijk is aan r dan kunnen met (4.8.4) r komponenten van 

w(x) worden uitgedrukt in de overigens= 2m- r komponenten. Algemener :de 2m 

komponenten van w kunnen worden uitgedrukt in ns onafhankelijke verplaatsings

funkties. Voor die funkties kunnen ns onafhankelijke komponenten van w gekozen 

worden, maar nodig is dat niet. Het ligt voor de hand bij de keuze ervan de 

eerder genoemde bewegingsmogelijkheden van het stangenmechanisme als uitgangs

punt te nemen. Rangschikken wij deze onafhankelijke funkties in een vektor wv 

dan zal dus gelden : 

(4.8.5) 
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Het is in principe mogelijk een procedure te ontwikkelen om, uitgaande 

van de matrix H, de komponenten van H te bepalen met een digitale rekenauto-
v 

maat. Aan een dergelijke werkwijze kleven nogal wat bezwaren van numerieke en 

praktische aard, die niet eenvoudig ondervangen kunnen worden. Voor vrijwel 

alle van praktisch belang zijnde kokers zal een dergelijke werkwijze ook 

niet noodzakelijk zijn omdat de geometrie van de (geschematiseerde) dwars

doorsnede zo eenvoudig is dat direkt een set van n
5 

onafhankelijke verplaat

singsfunkties kan worden aangegeven. Zodra bekend is welke funkties gekozen 

zijn kunnen de komponenten van Hv betrekkelijk eenvoudig bepaald worden 

door weer gebruik te maken van de reeds eerder gememoreerde schematisering 

van de doorsnede tot een stangenmechanisme. Wij zullen hierna steeds aanne

men dat H bekend is. 
V 

Voor de verdere berekeningen biedt het voordelen om de onafhankelijke 

komponenten van v(x) te verzamelen in een aparte vektor i) • Met : 
V 

(4.8.6) 

(I is de eenheidsmatrix van orde (m * ~kunnen wij dan schrijven 

v(x) = H.v)x) (4.8.7) 

De berekeningen in de voorgaande deelhoofdstukken zijn ook geldig voor 

het onderhavige geval als in die berekeningen enige - formeel eenvoudige -

modifikaties worden aangebracht. Wij zullen ons beperken tot de wijzigingen 

in de relaties voor de potentiële energie. 

Allereerst moet bij de berekening van Q , Q ", ..... Q , in rekening 
VV V" XX 

worden gebracht dat \v• \
3

, .... ·\x in het onderhavige geval (s
5
=0) moeten 

worden aangepast in de in appendix D aangegeven zin. 

De relaties (4.4.23), (4.4.24) en (4.4.25) blijven gelden als 

dil 
1. v(x) vervangen wordt door vv(x) en e(x) door e = ~ v dx · 

2. Qab(a,b • v,e,x) ' wordt vervangen door H.Qab'H 

' ' 3. fc' f. en m. (i = 1 • 2) worden vervangen door H. f c' H. f. 
I I I ' en H.m. 

I 
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Ook in de uitdrukking (4.7. 14) voor de potentiële energie bij verhinde· 

ring van de anti-elastische buiging moeten wijzigingen worden aangebracht. 

Om deze eenvoudig aan 

ming met de werkwijze 

te 

in 

kunnen geven introduceren wij - in overeenstem-

4.7 - een vektor vv~ waarvan Den Qv ~eelvektoren 

zijn. Met : 

v~ tl H 
V i [: :J 

volgt dan 

v~ = Hv~·vv1 (x) 

Uitdrukking (4.7. 14) geldt dan ook voor het geval cs=O als 

1. v, wordt vervangen door v en ê door _dd (v ) 
L V! 1 X Vl 

0 1 ' 1 2. ·ab ••ordt vervanoen door Hv1.Qab.HvQ, (a,b = v,e) 

' ' 3. fel en fil (i = 1,2) worden vervangen door Hv1.fcl en Hv1.f 11 . 

(4.8.8) 

(4.8.9) 

De verdere analyses in de voorgaande deelhoofdstukken zijn telkens ge

baseerd op de uitdrukking voor de potentiële energie. De wijzigingen die 

voor het geval c
5
=0 in die analyses moeten worden aangebracht zijn direkt 

af te leiden uit het voorgaande. 
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HOOFDSTUK 5 

Kwantificering en vergelijking van de theorieën voor balken met willekeurige 
doorsnede 

5.1 Inleiding. 

Voor de numerieke uitwerking van de in hoofdstuk 4 beschreven be

naderingstheorieën zijn een drietal rekenprogramma's ontwikkeld ; 

- in programma I (gebaseerd op de analyse in 4.6) wordt zowel de invloed 

van anti-elastische buiging als van de rek in omtreksrichting, Es' in 

rekening gebracht. 

- in programma 11 (gebaseerd op de analyse in 4.7) wordt wel de invloed 

van 's' maar niet die van de anti-elastische buiging in rekening gebracht 

- in prgramma I I I (gebaseerd op de analyse in 4.8) wordt noch de invloed 

van ~s noch die van de anti-elastische buiging in rekening gebracht. 

Het blokschema en de in- en uitvoer van de programma's zullen in 5.2 

ter sprake komen. 

De programma's kunnen gebruikt worden voor statische berekeningen aan 

konstrukties die bestaan uit een rechte, dunwandige balk. Deze balk wordt 

in axiale richting verdeeld in N elementen, kokerelementen genaamd. In de 

huidige opzet van de programma's zijn nog geen procedures ingebouwd om een 

verdeelde belasting op het ei I indrisch oppervlak van de elementen in reke

ning te brengen. In 5. 3 worden de moge I ijkheden van de programma's toege

licht. 

Om een indruk te krijgen van de nauwkeurigheid der benaderingstheo

rieën uit 4.6, 4.7 en 4.8 worden in 5.4 de resultaten van de programma's 

voor enige konkrete problemen vergeleken met experimentele resultaten. In 

5.5 worden de konklusles uit 5.4 gegeneraliseerd . 

5.2 Karakterisering van de rekenprogramma's 

In dit deelhoofdstuk zullen wij een summiere beschrijving geven van 

_ de st ruktuur van de rekenprogramma's I, 11 en 11 I. Een zeer beknopte schets--
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van de werkwijze, die aan deze programma's ten grondslag ligt, is reeds ge

geven in 3.5.6 en 3.6. 1 

Wij beschouwen een balk die verdeeld is in N kokerelementen. Laat het 

aantal vrijheidsgraden 1) per knoopvlak gelijk zijn aan nv en laat vt de 

vektor zijn waarin alle vrijheidsgraden van de balk zijn opgeborgen in een 

zodanige volgorde dat v [(k-l).n +i]de ide vrijheidsgraad van knoopvlak 
t V 

k (k~l ,2, ..... ,N+l) is. Deze volgorde ,,eeft tot voordeel dat van elke vrij-

heidsgraad van ieder knoopvlak direkt de positie in vt kan worden aange

geven. Dit betekent dat uit v de verplaatsingsvektor v van kokerelement e 
t e 

(e=1,2, ..... ,N) eenvoudig kan worden afgeleid omdat in ve de vrijheidsgra-

den van de knoopvlakken k=e en k=e+1 zijn gerangschikt. Het nadeel van de 

gekozen volgorde is dat de vrijheidsgraden in vt niet naar soort zijn ge

rangschikt. Evenals in 3~5.6 onderscheiden wij drie soorten vrijheidsgraden 

en introduceren wij een vektor vt die dezelfde komponenten heeft als vt en 

waarin de vrijheidsgraden wel naar soort zijn gerangschikt 

(5. 2. 1) 

De vektoren ven v
0 

bevatten de onbekende vrijheidsgraden respektievelijk 

de voorgeschreven vrijheidsgraden ongel ijk aan nul. In vR zijn de onder

drukte vrijheidsgraden opgeborgen, zodat zal gelden vR~o. Het verband tus

sen enerzijds de komponenten van vt en anderzijds die van vt v1ordt vastge

legd door de lokatieMatrix lnp die is gedefinieerd door : 

(5.2.2) 

voor k~1,2, ..... ,N+l en i=1,2, ..... nv. Hiermee kan het verband tussen de 

komponenten van de vektor ve van kokerelement e en de komponenten van vt 

worden bepaald. Wij kunnen schrijven 

(5. 2. 3) 

voor e=l ,2, ..... ,N en i=l ,2, ..... ,2.nv. Van de matrices lnp en lok wordt 

in de rekenprogramma's veelvuldig gebruik gemaakt. 

1) Tenzij uitdrukkei ijk anders vermeld 1-1ordt met "vrijheidsgraden" steeds 

bedoeld "onafhankelijke vrijheidsgraden". 
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Volgens hoofdstuk 4 is de elastische energie in kokerelement e ge J-

1 ' aan 2 ve.Qe.ve, De stijfheidsmatrix Qe van het kokerelement kan bepaald 

worden op de in hoofdstuk 4 aangegeven wijze. De totale elastische energie 

in de balk,U, wordt gegeven door : 

N 

1 ""' U~ 2 ~ve.Qe.ve (5.2.4) 

e=1 

Door gebruik te maken van (5.2.3) kan de totale stijfheidsmatrix Qt wor

den bepaald uit de matrices Qe van de kokerelementen. 

Qt en de totale krachtvektor ft worden, op dezelfde wijze als in 3.5.6, 

gepartitioneerd in deelmatrices, respekti~velijk deelvaktoren 

( 5.2. 5) 

De vektor f
0 

bevat de bekende, uitwendige krachten die werken op de onbeken

de vrijheidsgraden. De komponenten ervan kunnen met (5.2.2) worden bepaald 

uit de specifikatie van de voorgeschreven belasting in de knoopvlakken. Zo

als in 5.1 reeds is vermeld kan met de huidige programma's nog geen verdeel

de ~-.elasting op het ei I indrisch oppervlak van de kokerelementen in rekening 

worden gebracht. 

Als traagheidstermen buiten beschouwing worden gelaten dan kan de onbe

kende vektor v volgens 3.5.7 worden opgelost uit : 

(5.2.6) 

Het rechterlid in (5.2.6) mag bekend verondersteld worden. 

Q11 is positief definiet als iedere beweging van de balk als star I i

chaam verhinderd is. Als de onbekende vrijheidsgraden op een geschikte wij

ze worden gerangschikt in de vektor v zal Q11 een duidelijke bandstruktuur 

vertonen. Voor het oplossen van (5.2.6) wordt daarom gebruik gemaakt van de 

methode volgens Choleski voor bandmatrices. 

Zodra v berekend is kunnen v en v worden bepaald. Bovendien kunnen 
t t 

voor iedere <.okerelement de verplaatsingsvektor ve en -met fe = Qe.ve -

de vektor fe der krachtgrootheden in de eindvlakken van het element worden 

bepaald. Uit ve-en eventueel fe-kunnen de spanningen berekend worden in 
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de platen waaruit dat element is opgebouwd. In de huidige rekenprogramma's 

wordt bij de berekening der spanningen de meest voor de hand liggende werk

wijze gevolgd door uit te gaan van de konstitutieve vergelijkingen die met 

het principe van Reissner zijn afgeleid. De daarbij benodigde afgeleiden van 

de verplaatsingen worden bepaald door differentiatie naar x van het aan

genomen verplaatsingsveld. 

De hiervoor beschreven werkwijze is in fig. 5.1 weergegeven in de 

vorm van een blokschema. Dit schema is zo globaal van opzet dat de verschil

len tussen de drie rekenprogramma's niet tot uitdrukking komen. Die verschil

len treden voornamelijk op in de blokken 3,4,6,8,14 en 15; voor nadere in

formatie wordt verwezen naar 121 

karakterisering van de geometrie 

van de geschematiseerde dwarsdoor

snede van de koker. 

2 

inlezen van de materiaaleigenschap

pen van de platen waaruit de koker 

is samengesteld 

3 

inlezen van de reduktie-matrix H 
V 

(al léén voor programma lil). 

4 
berekening van de karakteristieke 

matrices Avv' A€€' Dvv etc van de 
koker. 

5 

karakterisering van de verdeling 

in kokerelementen 
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6 

specifikatie van de vrijheids

graden naar soort (vullen 

lokatiematrix lnp). 

7 
bepaling van de bandbreedte van 

de matrix Q11 

8 
berekening van de stijfheidsma

trices Q der kokerelementen en 
e 

vullen van Q11 en Q12 . 

9 
berekening van de rechtsboven

' driehoeksmatrix R ~lt Q11 =R.R 

(methode Choleski) 

10 

inlezen van de voorgeschreven 

belasting en opstel Jen van de 

vektor f . 
0 

11 

inlezen van de voorgeschreven 

verp Iaatsingen on ge 1 ijk nu I (de 

vektor v
0

) en berekening van 

f 
0 

berekening van 

R.v = r (methode Choleski). 

13 

bepaling en uitvoeren van de 

totale verplaatsingsvektor vt 

A 



14 

berekening en uitvoeren van de 

krachtvektor f der kokerele
e 

men ten. 

15 

berekening en uitvoeren van de 

spanningen in de platen waaruit 

de kokerelementen zijn opgebouwd. 

r-Y ______ -i A 

Fig. 5.1 Het (zeer) globale blokschema der rekenprogramma's 

5.3 De mogelijkhe~en van de rekenprogramma's 

Oe theorieën in hoofdstuk 4 en de rekenprogramma's I, I I en I !I 

zijn bruikbaar voor cilindrische, dunwandige balken met willekeurige open, 

gesloten of open-gesloten dwarsdoorsnede. Enige van praktisch belang zijn

de dwarsdoorsneden zijn geschetst in fig. 5.2. 

Balken met open dwarsdoorsnede kunnen in veel gevallen ook geanaly

seerd worden met de theorie uit hoofdstuk 3. Indien verwacht moet worden 

dat het gedrag van de balk in belangrijke mate wordt beÏnvloed door ver

vorming van de dwarsdoorsnede is het gewenst bij de analyse gebruik te 

maken van een der theorieën uit hoofdstuk 4. 

In vergel ijking met de werkwijze volgens Kollbrunner-Hajdin 131 voor 

_ balken met open doorsnede, Vlasov 141 voor gesloten doorsnede en Steinle 
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n li~LJI ~ (a) (b) 
(C) 

'OT JO[ JC 
(d) (e) (f) 

Fig. 5.2 Enige voorbeelden van mogelijke dwarsdoorsneden 

i 51 voor open-gesloten doorsnede heeft de werkwij ze vo 1 gens hoofdstuk 4. 

het voordeel dat. niet eerst al Ierlei geometrische karakteristieken van de 

doorsnede bepaa I d behoeven te worden. In de rekenprogramma's I; 11 en lil 

worden die karakteristieken bepaald uit de door de gebruiker in te lezen 

gegevens over de geometrie van de doorsnede. Vooral voor balken met een 

grillig gevormde dwarsdoorsnede is dit een groot voordeel. 

De ondersteuning van de balk mag willekeurig zijn als beweging van 

de balk als star lichaam maar verhinderd is. Het in rekening brengen van 

een ondersteuning of van een voorgeschreven vrijheidsgraad ong~lijk aan 

nul zal in de programma's niet op problemen stuiten als ter plaatse van 

die ondersteuning of vrijheidsgraad een knoopvlak wordt gelokaliseerd. 

In de huidige rekenprogramma's moet de uitwendige, voorgeschreven be

lasting op de balk worden ingevoerd als een in de knoopvlakken aangrijpende 

belasting. Een eventuele verdeelde belasting op het cilindrisch oppervlak 

van een kokerelement kan in rekening worden gebracht indien de gebruiker die 

belasting- liefst op kinematisch konsistente wijze- omzet in gekoncentreer

de krachten in de knoopvlakken die het element begrenzen. Deze gekoncentreer

de krachten kunnen in de programma's wel verwerkt worden. 

5. 4 Enkele toepassingen van de rekenprogr·amma 's 

In zijn proefschrift geeft Janssen een aantal analytische en experimen

tele resultaten voor de spanningen in de dunwandige balk uit fig. 5.3 (zie I I 
pag. 123-146). Deze balk, hierna ook wel koker genoemd, wordt in de doorsnede 

x~O belast door een evenwichtssysteem van krachten waarvan de werklijn samen-
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valt met een van de diagonalen van de vierkante dwarsdoorsnede. De relevante 

afmetingen zijn vermeld in fig. 5.3 en fig. 5.4. Wij zullen de drie hiervoor 

genoemde rekenprogramma's toepassen voor dit probleem en de berekende span

ningen vergel ijken met de experimentele waarden volgens 111. 

, 
I 
I 
).---------------

l=1100mm 

z 
y 

, ... 'f---------------- --1---+--...,.x 
~---?--------------

l=1100mm 

Fig. 5.5 Lange dur~anàige balk, in het midden belast door een evenur~ohts

systeem van puntkraohten 

De koker wordt in omtreksrichting verdeeld gedacht in vier platen die 

overeenkomen met de zijvtanden van de koker. De nummering van de platen en de 

knoop! ijnen is in fig. 5.4 aangegeven. 

z 
~ 

3 t~ 1(2) 2 =· ï1 t I 

b Qj !X i<D 
I 

--.. 
.... ~ i t:4,86 i 

y 

lb. .!.Î 1 
4 ® 

maten inmm. 
b:95.06 

Fig. 5. 4 De dwarsdoorsnede van de balk 
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het aantal elementen, waarin de koker verdeeld wordt, te beperken 

wordt gebruik gemaakt van de symmetrie van de konstruktie en de belasting ten 

opzichte van x=O. Wij kunnen ons dus beperken tot het gedeelte 0 ~ x~ van 

de koker. De gekozen verdeling in kokerelementen en de nummering en koördina

ten van de knoopvlakken zijn gegeven in fig. 5.5. In de buurt van x=O is de 

verdeling veel fijner dan bij het vrije uiteinde omdat de axiale gradiënten 

van de spanningen bij x=O veel groter zullen zijn dan bij x=2. 

11111111 • x 
11 12 

'131517 8 9 
2 4 6 

x, 0 mm; 

x2 5 mm; 

x3 10 mm; 

x4 15 mm; 

13 

10 

x5 

x6 

x7 

x8 

5.5 De verdeling 

14 

20 

25 

30 

40 

in 

15 16 17 

l 

I 
/ 

d ctail C4x vergroot) 

mm; x9 50 mm; x13 250 mm; x17 1100 mm; 

mm; x10 75 mm; x14 400 mm; 

mm; x11 100 mm; x15 600 mm; 

mm; x12 150 mm; x16 800 mm; 

kokerelementen van de rechterhelft van de baîk 

De figuren 5.7 tot en met 5.14 bevatten enige resultaten van de be

rekeningen. De getrokken lijn en de stippellijn geven de resultaten van pro

gramma ! , respektievelijk programma I I I. Waar wel een getrokken lijn maar 

géén stippellijn voorkomt zijn de verschillen tussen de resultaten van I en 

I I I zo gering dat deze beide I ijnen samenvallen. De resultaten yan programma 

I I zijn niet opgenomen in de grafieken. Deze resultaten blijken steeds tus

sen die van de programma's I en lil te I iggen en zijn niet bijster interes

sant omdat de verschillen tussen de resultaten van I en 111 vrijwel steeds 

bijzonder klein zijn. 
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De.experimenteel bepaalde waarden uit 111 zijn aangegeven met "dikke" 

ronde punten. Waar Janssen voor dezelfde grootheid meer dan één waarde ver

meld is de gemiddelde waarde gehanteerd. 

Om de interpretatie van de grafieken te vergemakkelijken zijn de span

ningsgrootheden, die in deze grafieken voorkomen, in fig. 5.6 aangegeven. 

Fig. 5.6 De interessante spanningsgrootheden in plaat 2. 

In de eerste vijf grafieken Is het verloop in axiale richting van enige 

interessante spanningen weergegeven. Opgemerkt moet worden dat de getekende 

lijnen steeds zijn opgebouwd uit rechteverbindingslijnen tussen de bereken

de spanningen in de knoopvlakken. De procedure voor de berekening der span

ningen levert narnel ijk voor elk kokerelement alleen de spanningen ax' as' txs' 

abx' abs en t
5

v in elk der knooppunten van de knoopvlakken die dat element 

begrenzen. 

De figuren 5.7, 5.8 en 5.9 geven de axiale membraamspanning ax = ax(x) 

voor y = - 33 mm in plaat 2, de membraamspanning as = as(x) voor y = + 33 mm 

in plaat 2 en de schuifspanning txs voor y=O in plaat 2. In fig. 5.10 en fig. 

5.11 is het verloop van crbx = crbx(x) en crbs (x) voor y =- 33 mm in 

plaat 2 in beeld gebracht. 

uit fig. 5.7 blijkt dat de gemeten waarden van de axiale normaalspan

ning ax goed overeenstemmen met de resultaten van de beide rekenprogramma's. 

Bij fig. 5.9 dient opgemerkt te worden dat de rekenprogramma's met de huidi

ge procedure voor de spanningsberekening onmogelijk tot de juiste waarde van 

in doorsnede x=O kunnen leiden. Vanwege de in rekening gebrachte symme

trie ten opzichte van het vlak x=O zal de berekende waarde van deze spanning 
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narnel ijk gelijk zijn aan nul. Voor x> 50 mm blijkt het verloop van Txs 

Txs(x) redelijk goed beschreven te worden. De afwijkingen tussen de bere

kende en de gemeten waarden voor x> 50 mm moeten verklaard worden uit de 

in hoofdstuk 4 geponeerde veronderstelling volgens welke Txs in een plaat 

lineair verandert met de omtrekskoördinaat. VolgensJanssen (zie I 1[) wordt 

het verloop van T met deze koördinaat echter in goede benadering beschreven xs . 
door een parabool. Nauwkeuriger waarden voor Txs kunnen bepaald worden door 

de procedure voor de spanningsberekening aan te passen in de door Janssen 

aangegeven zin (zie 111 en 4.6.6) of door de koker in meer dan vier platen 

op te delen. Uit fig. 5.8 blijkt dat het verloop van os voor x> 20 mm door 

de resultaten van programma I (de getrokken lijn) wel goed gekarakteriseerd 

wordt maar dat de maximale waarde, os(x=O), volgens de berekening een fak

tor drie kleiner is dan de gemeten waarde. De oorzaak hiervan is gelegen in 

de gekozen verdeling van de koker in platen (zie fig. 5.4) en in de in hoofd

stuk 4 gehanteerde veronderstelling dat os in omtreksrichting in een plaat 

niet verandert. ·In de buurt van het aangrijpingspunt van de belasting zal o 
s 

in die richting echter-een zeer grote gradient vertonen. Een betere benade-

ring voor os kan gevonden worden door de koker in meer platen te verdelen. 

Bij fig. 5.8 zij nog opgemerkt dat os volgens programma lil uiteraard iden

tiek gelijk is aan nul. 

Uit fig. 5.10 en fig. 5.11 volgt dat de buigspanningen obx en obs met 

beide programma's goed beschreven worden. Voor kleine waarden van x (x< 50 

mm) treden er merkbare afwijkingen op tussen de resultaten van de beide pro

gramma's. De verklaring hiervan moet gezocht worden in de verschillen tussen 

de theorieën die aan deze programma's ten grondslag liggen : in programma I 

wordt het effekt van de anti-elastische buiging wel in rekening gebracht en 

in programma I I I niet. Wij kunnen daarom stellen dat deze afwijkingen veroor

zaakt worden door het optreden van anti-elastische buiging in de buurt van 

x=O. Deze gevolgtrekking wordt gesteund door het oscillerende karakter van 

abx volgens programma I en door de uitdemplengte van deze slingering (zie 

fig. 5.10). Overigens zij opgemerkt dat Janssen in 11 I een soortgelijk ver

loop van obx in de buurt van x•O vindt met een analyse die gebaseerd is op 

de klassieke plaattheorie. 

Joop 

snede 
1 . 

+ 2 b 

De fig.uren 5.12, 5.13 en 5.14 brengen het berekende en het gemeten ver

in omtreksrichting van de spanningen o , ob en ob in plaat 2 in door-
x s x 1 

x=O in beeld. Het verloop van deze spanningen tussen y = - Ï b en y 

zal zeker in doorsnede x=O allerminst lineair zijn (zie bijvoorbeeld 

[11 , fig. 7.5.3). Omdat de koker in onze schematisering uit slechts vier 
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platen is opgebouwd leveren de rekenprogramma's alléén maar de spanningen in 

de hoekpunten y = -I ben y =+I b (zie fig. 5.4}. In de grafieken zijn de 

berekende waarden verbonden door rechte lijnen. 

Uit fig. 5.12 en 5.13 blijkt dat de berekende waarden voor ax en abs 

goed overeenstemmen met de gemeten spanningen en dat de verschillen tussen 

de resultaten van de beide rekenprogramma's klein genoemd mogen worden. Dit 

geldt niet meer voor fig. 5.14. Weliswaar komen de in absolute waarde groot

ste, gemeten buigspanningen abx redelijk goed overeen met de resultaten van 

programma I, maar het verloop van abx • abx(y) wordt niet erg bevredigend 

voorspeld. Bovendien zijn de verschillen tussen de resultaten van de pro

gramma's I en 111 erg groot. Dit laatste is niet zo verwonderlijk omdat in 

programma I 11 de anti-elastische buiging verhinderd is terwijl dit in pro

gramma I niet het geval is. Deze buiging zal voor kleine waarden van x - en 

zeker in doorsnede x•O - echter van grote betekenis zijn. Om te komen tot 
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~ 
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een betere voorspelling van het verloop van de spanningen ax' abs en obx in 

omtreksrichting zal de koker in meer dan vier platen verdeeld moeten worden. 

en/of een betere procedure voor de berekening van de spanningen ontwikkeld 

moeten wordefl. 

Resumerend kan gesteld worden dat zowel programma I als programma 11 I 

tot een zeer bevredigende voorspelling van de spanningen leiden als wordt 

afgezien van de onmiddellijke o1rogeving van het aangrijpingspunt van de be

lasting. In de buurt van dat punt blijkt programma I te resulteren in spàn

ningen die wezenlijk realistischer zijn dan de spanningen volgens program

ma lil. Daarbij dient echter te worden opgemerkt dat de rekentijd en de 

hoeveelheid geheugen bij programma 11 I veel gunstiger zijn dan bij program

ma I. Beschouwen wij als voorbeeld weer het probleem uit fig. 5.3 en fig. 

5.4 met de verdeling in 16kokerelementen volgens fig. 5.5 dan blijkt te 

gelden : 
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programma I programma 11 programma 111 
I 

totaal aantal onbekende 

vrijheidsgraden 457 325 I 195 

I 

bandbreedte van de te 

dekomponeren matrix Q11 55 39 23 

rekentijd op de EL-X8 857 sec I 380 sec 126 sec 

De zeer grote verschillen in rekentijden en benodigde geheugenruimte wor

den voornamelijk veroorzaakt door de verschillen in bandbreedte en aantal 

onbekenden. 

Op grond van het bovenstaande kan gekonkludeerd worden dat het bij de 

analyse van het probleem uit fig. 5.3 aanbeveling verdient om gebruik te 

maken van programma I I 1. Als ook de spanningen in de buurt van het aangrij

pingspunt van de gekoncentreerde belasting nauwkeurig voorspeld moeten wor

den moet programma I gehanteerd worden en zal het wenselijk zijn de koker 

in meer dan vier platen te verdelen. Dit zal echter gepaard gaan met een 

veel hogere rekentijd. 

De geldigheid van deze konklusles voor kokers met een andere dwars

doorsnede kan getoetst worden aan het probleem uit fig. 5.15. De ten dele 

open, ten dele gesloten dwarsdoorsnede van de koker is geschetst in fig. 

5.16. In de eindvlakken zijn platen aangebracht die geschematiseerd wor

den tot ideale dwarsschotten, dit wil zeggen tot schotten die in ·hun vlak 

oneindig stijf zijn en géén stijfheid bezitten tegen belasting loodrecht 

op het vlak. De eindvlakken van de koker kunnen dus vrij welven, maar de 

profiellijn kan niet van vorm veranderen. De dwarsschotten zijn bevestigd 

aan de "vaste" wereld. 

In het midden van de koker grijpen twee puntkrachten aan die een wrin

gend moment van 2000 Nm 'veroorzaken. Zowel de konstruktie als :de belasting 

zijn symmetrisch ten opzichte van het vlak x=O. 

Voor de analyse van dit probleem wordt de koker opgedeeld in zes pla

ten zoals is aangegeven in fig. 5. 16. De gekozen verdeling in kokerelemen

ten is geschetst in fig. 5. 17. 
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In 151 geeft Steinle een aantal experimentele resultaten voor dit pro

bleem. Deze worden in de figuren 5.18 tot en met 5.23 gerepresenteerd door 

de "dikke" ronde stippen. De betekenis van de getrokken lijn en de stippel

lijn is dezelfde als in fig. 5.7 tot en met fig. 5. 14. 

De figuren 5.)8, 5.19 en 5.20 geven het verloop in axiale richting van 

de axiale membraamspanning ax ter plaatse van de knooplijnen 1, 2 en 3 (zie 

fig. 5.16). Bij knooplijn 2 komen drie platen, te weten de platen 1, 2 en 5 

bij elkaar. De rekenprogramma's leveren voor elk der platen een normaalspan

ning ax ter plaatse van knooplijn 2. Deze spanningen kunnen verschillend 

zijn ; in grafiek 5.19 is de gemiddelde waarde uitgezet. Een overeenkomstige 

opmerking geldt voor de spanning crx ter plaatse van knooplijn 3 (fig. 5.20). 

Het verloop van de schuifspanning 1 = 1 (x) voor y • 12,5 mm in 
• XS XS 

plaat 2 is weergegeven in fig. 5.21. De beide laatste grafieken geven crbs = 

abs(x) en crbx • crbx(x} in plaat 2 ter plaatse van knooplijn 3. 
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Beschouwing van deze grafieken leert dat de eerder gegeven konklusles 

ook voor dit probleem ten volle bi ijven gelden. Dit geldt niet alleen voor 

de verschillen tussen de berekende en gemeten waarde van de spanningen maar 

ook voor de rekentijden en de benodigde hoeveelheid geheugenruimte zoals 

blijkt uit de onderstaande tabel : 
. 

programma I programma 11 programma lil 

totaal aantal onbekende 

I 
vrijheidsgraden 446 330 198 

bandbreedte van de te 

dekomponeren matrix Q11 83 59 35 

rekentijd op EL-X8 2628 sec 13]0 sec 395 sec 
i 

Ook in dit geval is de rekentijd met programma 11 I meer dan zes maal zo 

klein als met programma I terwijl de berekende resultaten van beide pro

gramma's- afgezien van de onmiddellijke omgeving van het aangrijpingspunt 

van de gekoncentreerde belasting- niet in belangrijke mate verschillen. 

5.5 Konklusies 

Uit de toepassingen in 5.4 volgt dat de rekenprogramma's bij: een 

geschikte verdeling van de te analyseren koker in platen en in kokerelemen

ten tot een realistische voorspelling van de optredende spanningen zullen 

leiden. Als men niet zo zeer geTnteresseerd is in de spanningen in de on

middellijke omgeving van een diskontinuTteit in de belasting verdient pro

gramma lil verre de voorkeur boven de beide andere rekenprogramma's omdat 

dit programma in een veel kortere rekentijd en met veel minder geheugen

ruimte tot vrijwel dezelfde resultaten zal leiden als de programma's I en 

11. Als men wel geïnteresseerd is in de genoemde spanningen en verwacht 

"~~t worden dat de anti-elastische buiging van wezenlijk belang is dan kan 

gebruik worden gemaakt van programma I. Rekenprogramma I I, dat in het voor

gaande nauwe] ijks aan de orde geweest is, kan gebruikt worden in die situ

aties waarin de rek van de platen in omtreksrichting van belang zal zijn 

terwijl de anti-elastische buiging verhinderd verondersteld mag worden. 
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Voor verreweg de meeste praktisch interessante problemen zal programma 111 

echter kunnen worden toegepast. 

Een andere konklusie die uit de berekeningen in 5.4 getrokken kan wor

den is dat het zeer gewenst is om betere procedures te ontwikkelen voor de 

bepaling van de spanningen uit de berekende snede(kracht)grootheden en ver

plaatsingen. Ook zullen procedures ontwikkeld dienen te worden voor de 

-nauwkeurige- berekening van de spanningen in een willekeurige dwars

doorsnede die niet samenvalt met een van de knoopvlakken. Met deze pro

cedures zal het dan zeer waarschijnlijk mogelijk zijn om nauwkeuriger 

benaderingen voor de spanningen te bepalen met een minder fijne verdeling 

in kokerelementen dan nu noodzakelijk is. In 4.6.6 zijn reeds enige moge-

I ijke werkwijzen geschetst voor een dergelijke procedure. 
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HOOFDSTUK 6 

Huidige mogelijkheden en toekomstige ontwikkelingen 

Bij de analyse van een uit dunwandige balken samengestelde konstruktie 

met behulp van de resultaten uit dit proefschrift kunnen twee problemen 

onderscheiden worden : 

I. de bepaling van de relevante eigenschappen van de balken met de hier

voor besproken elementen. 

2. het koppelen van de in elementen verdeelde balken tot de komplete kon

struktie. 

In dit hoofdstuk zullen wij de huidige mogelijkheden van de ontwikkel

de elementen en rekenprogramma's voor het oplossen van deze problemen zeer 

summier aangeven en bovéndien enige gewenste uitbreidingen en verfijningen 

schetsen. 

De elementen uit hoofdsuk 3 kunnen gehanteerd worden bij de analyse 

van het statische en dynamische gedrag van dunwandige cilindrische balken 

met open dwarsdoorsnede waarvan de vervorming van de profiellijn buiten 

beschouwing gelaten mag worden. Om de toepassing van deze elementen te 

vergemakkelijken is een procedure ontwikkeld waarmee de geometrische karak

teristieken van de dwarsdoorsnede (nodig bij het opstellen van de stijf

heids-en massamatrix en bij de berekening der spanningen) eenvoudig nume

riek bepaald kunnen worden. De procedures voor de berekening van de massa

en stijfheidsmatrix zijn zodanig van opzet dat de invloed van afrondings

fouten niet ontoelaatbaar groot kan worden. 

Met de kokerelementen uit hoofdstuk 4 kan het statische gedrag van 

dunwandige, cilindrische balken met willekeurige dwarsdoorsnede geanaly

seerd worden. In de bijbehorende rekenprogramma's worden de relevante 

karakteristieken van de dwarsdoorsnede bepaald uit een eenvoudig op te 

geven karakterisering van de geometrie van die doorsnede. De gebruiker 

behoeft die geometrische doorsnede- karakteristieken dus niet zelf te 

bepalen. Het in rekening brengen van verdeelde belasting en van dynamische 

effekten is nog niet mogelijk maar zal zonder problemen gerealiseerd kun

nen worden door dezelfde werkwijze te volgen als in hoofdstuk 3. 
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In de kokerelementen en de rekenprogramma's kunnen nog bepaalde, in 

principe niet moeilijk te verwezenlijken verfijningen worden aangebracht. 

De eerste verfijning heeft betrekking op het verloop in axiale richting 

van de axiale verplaatsingen (de komponenten van de vektor û). Bij de 

huidige elementen is dit verloop lineair. Daardoor zal in veel gevallen 

een fijne verdeling in elementen noodzakelijk zijn om het werkelijke ver

loop van û voldoende nauwkeurig te kunnen beschrijven. Dit bezwaar kan 

ondervangen worden door voor de komponenten van û een tweede of hogere 

graads polynoom te kiezen. De in 4.6.2 Jesignaleerde koppelingsproblemen 
\ 

me~ aangrenzende elementen kunnen vermeden worden door als extra ver-

plaatsingsparameters niet de afgeleide(n) van de komponenten van û in de 

eindvlakken van het element maar de axiale verplaatsingen in een of meer 

snedevlakken in het element te kiezen (zie f1g. 6.1). urndat de extra para

meters dan géén rol spelen bij de koppeling met de aangrenzende elementen 

Fig. 6.1 Kokerelement met parameters voor het verloop van û 

kunnen zij worden uitgedrukt in de overige verplaatsingsparameters van 

het element en in de verdeelde belasting op hetcilindrisch oppervlak. De 

uiteinde! ijke verplaatsingsvektor ve komt dan weer overeen met die uit 

hoofdstuk 4. De stijfheidsmatrix Qe en de kinematisch konsistente kracht

vektor van de verdeelde 0elasting, fc, zullen echter anders zijn. Een 

dergelijke wijziging in de verondersteil ing over het verloop van û zal 

resulteren in een nauwkeuriger element. De berekening van Qe en fc zal 

echter gekompliceerder zijn en meer rekentijd vereisen dan bij de elemen

ten uit hoofdstuk 4. 

De tweede verfijning betreft de verdeling van de koker in platen. 

Gezien de benodigde rekentijden is het wellicht gewenst om in de reken

programma's de mogelijkheid in te bouwen om de verdeling in platen plaat~ 

selijk te verfijnen. Een voorbeeld met twee kokerelementen is geschetst 

in fig. 6.2. Oe kombinatie van deze elementen kan worden opgevat als een 

nieuw element waarvan het aantal knooppunten in het ene eindvlak verschilt 

van het aantal in het andere eindvlak (zie fig. 6.3). Om bij het koppelen 

van de beide elementen de kontinuiteit der verplaatsingen te kunnen garan

deren moeten er verbanden gelegd worden tussen enerzijds de verplaatsingen 
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van het tussenpunt A en anderzijds de verplaatsingen van de punten Ben C 

(zie fig. 6.2). Dit betekent echter dat de rekenprogramma's de mogelijk

heid moeten bieden om afhankelijkheidsrelaties tussen de verp.laatsings

parameters op een efficiënte wijze in rekening te brengen. 1) 

r::I----------------t::J 
Fig. 6.2 Plaatselijk verfijnen van Fig. 6.3 Het nieu~~ element. 

de in platen. 

Een derde, dringend gewenste verfijning heeft betrekking op de bereke

ning der spanningen. Dit onderwerp is in 4.6.6 en 5.5 reeds ter sprake ge

komen. 

Voor een nadere toelichting van de mogelijkheden en de gewenste uit

breidingen van de rekenprogramma's bij de oplossing van het in de aanhef 

van dit hoofdstuk genoemde koppelingsprobleem is het zinvol om onderscheid 

te maken tussen 

1. koostrukties die bestaan uit één rechte, dunwandige balk met konstante 

dwarsdoorsnede. Deze konstrukties komen bijvoorbeeld voor in de bruggen

en kranenbouw 

2. koostrukties waarin koppelingen voorkomen van balken met verschi I lende 

dwarsdoorsneden en/of balkassen die niet in elkaars verlensde I iggen. 

Bij de eerstgenoemde konstrukties doen zich uiteraard geen problemen 

voor als alle elementen van hetzelfde type zijn. In de eindvlakken van te 

koppelen elementen treden dan immers precies dezelfde verplaatsingsparame

ters op. Dikwijls zal een dergelijke konstruktie echter verdeeld worden in 

verschillende typen elementen, bijvoorbeeld als in een gedeelte van de kon

struktie (deel A) veel grotere gradiënten in omtreksrichting in het verloop 

van de spanningen en verplaatsingen verwacht moeten worden dan in de rest 

van de konstruktie (deel B). Enige rnagel ijkheden voor de verdeling in ele

menten zijn dan : 

·) Een aantal van de in dit hoofdstuk genoemde verfijningen en .uitbrei

dingen van de rekenprogramma's zijn niet gerealiseerd vanwege de over

gang op een ander type computer bij het Rekencentrum van de Technische 

Hogeschool Eindhoven. 
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deel A verdeeld in plaatbuigingselementen (bijvoorbeeld elementen van het 

type TRIB 3 uit ASKA llj), de~! B verdeeld in kokerelementen 

- deel A verdeeld in kokerelementen waarin zowel ani-elastische buiging als 

plaatrek in omtreksrichting in rekening wordt gebracht, deel B verdeeld 

in kokerelementen waarin die deformatie-mogelijkheden niet op kunnen 

treden 

deel A verdeeld in kokerelementen, deel B in "klassieke" balkelementen of 

in een van de typen elementen uit hoofdstuk 3. 
Bij een dergelijke verdeling in elementen zal het koppelen van de delen A 

en B niet op principiële moei lijkheden stuiten als de programma's de moge

lijkheid bieden om afhankelijkheidsrelaties tussen de verplaatsingsparame

ters in het verbindingsvlak in rekening te brengen. 

Het probleem van de koppeling van twee of meer balken met verschil

lende dwarsdoorsneden en/of assen die niet in elkaars verlengde I iggen is 

in zijn algemeenheid niet opgelost en is zeer waarschijnlijk ook niet al

gemeen op te lossen binnen het kader van de ééndimensionale theorieën uit 

dit proefschrift. Er zijn immers grote verschillen mogelijk in de konstruk

tieve uitvoering van een dergelijke koppeling terwijl de eigenschappen van 

die koppeling in het algemeen belangrijk beïnvloed zullen worden door de 

gekozen uitvoering. Om die eigenschappen voldoende nauwkeurig te bepalen 

zal veelal tenminste een tweedimensionale theorie (plaattheorie !) gehan

teerd moeten worden. De eigenschappen kunnen dan echter ook bepaald wor

den door de direkte omgeving van de verbindingsplaats der balken {het 

koppelingsgedeelte) te beschouwen, dit gedeelte te verdelen in plaatbui

gingselementen en de stijfheidsmatrix van het koppel ingsgedeelte te be

palen, gerelateerd aan de verplaatsingen aan die randen waaraan de balken 

gekoppeld zijn. Het is uiteraard ook mogelijk de benodigde eigenschappen 

experimenteel te bepalen. Zodra de stijfheidsmatrix van het koppelingsge

deelte en de stijfheidsmatrices van de te koppelen balken bekend zijn kan 

de totale stijfheidsmatrix van de konstruktie worden opgesteld. Het zal 

duidelijk zijn dat het bij berekeningen van dit type gewenst is de hier 

ontwikkelde elementen in te bouwen in bestaande programma-systemen zoals 

ASKA ! lj. 
In veel gevallen is de hierboven gesuggereerde, moeizame werkwijze 

niet nodig omdat het in die gevallen mogelijk is om een eenvoudige en re

delijke schematisering van de koppeling te maken. Deze schematisering kan 

voor de te koppelen einddoorsneden van de balken bijvoorbeeld resulteren 

in uitspraken van het volgende type : 
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- bepaalde verplaatslngsparameters (of kombinaties daarvan) in de eind

doorsnede van een balk worden door de koppelingonmogelijk gemaakt. Ter 

plaatse van de verbindingsplaats kan bijvoorbeeld de welving of de ver

vorming van de dwarsdoorsnede verhinderd worden 

-bepaalde verplaatsingsparameters (of kombinaties daarvan) in de eind

doorsnede van een balk behoeven niet gekoppeld te worden aan verplaat

slngsparameters van de overige balken. Deze situatie treedt bijvoor

beeld op als de balk op de verbindingsplaats vrij kan welven 
- bepaalde verplaatsingsparameters {of kombinaties daarvan) ~n de eind

doorsnede van een balk moeten rechtstreeks gekoppeld worden aan ver

plaatsingsgrootheden in de eindvlakken van de overige balken. 

Indien een modelvorming van dit type mogelijk is kunnen de programma·'·s 

uit hoofdstuk 5 gehanteerd worden om het gedrag van de konstruktie te ana

lyseren. 

Met enige kleine modifikaties kunnen deze rekenprogramma's ook toege

past worden voor de analyse van dunwandige balken met rechte balkas en 

kontinue veranderende dwarsdoorsnede. Daarbij wordt de balk verdeeld in een 

aantal elementen. De dwarsdoorsnede is per element konstant maar zal in het 

algemeen van element tot element verschillen om een zo goed mogelijke bena

dering van de werkelijke, veranderende doorsnede van de balk te verkrijgen. 

In de snedevlakken tussen de elementen zal kontinuïteit in de verplaatsings

parameters geëist kunnen worden. 

De programma's kunnen bovendien gebruikt worden voor de analyse van een 

zwak gekromde balk ~oor hem opgebouwd te denken uit een aantal elementen met 

(per element) een rechte as. Op deze wijze kan de werkelijke geometrie vol

doende goed benaderd worden. In de snedevlakken tussen de elementen zal weer 

kontinuïteit in de verplaatsingsparameters geëist dienen te worden. 

Het is uiteraard mogelijk (maar wel I icht niet noodzakelijk) om langs 

analytische weg elementen te ontwikkelen waarmee het gedrag van niet cilin

drische of gekromde, dunwandige balken nauwkeuriger beschreven kan worden 

dan op de hiervoor aangegeven wijze mogelijk is. Voor de ontwikkeling van 

die elementen zal echter nog veel extra onderzoek vereist zijn. 

Uit de voorgaande opmerkingen in dit hoofdstuk moge duidelijk zijn dat 

met de in dit proefschrift gepresenteerde elementen en procedures (eventu

eel na enige modifikaties in de huidige soft-ware) zeer vele p~aktisch be

langrijke dunwandige konstrukties (benaderend) geanalyseerd kunnen worden. 

Literatuur> bij hoofdstuk 6 

jlj - : ASKA User's Reference Manual, I SD Report No. 73, 1971. 
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APPENDIX A 

Berekening van de stijfheidsmatrices voor dunwandige balken met open doorsnede 

A. 1 Definities 

1.1 Oe verplaatsingsvektor V in een wîllekeurige snede x (zie fig. A. t): 

~ .. Exo "yd •• "zd ~y •• ~ 
1.2 De verplaatsingsvektor vè van een element (zle fig. A. 2)' 

' ~x1 sJ V 
e = "x2 "yl •zl "y2 •.z u z1 .yl "z2 <y2 .. , s, •x2 

1.3 Oe krachtvaktor f in eenwillekeurige snede x (zie fig. A, 1): 

[Kx K M K M M ~ y z z y x 

1.4 Oe kraehtvektor" f van een element (zie fig. A.2)' e 

' aJ f = [-K \z •K ·M Ky2 Mz2 ·K ·M Kz2 My2 ·M -B1 Mx2 e x1 y1 zl zl y1 x1 

.z 
y Detail met spanningen 

Fig~ A.l De interesaante vezplaatai11(Js- en kraahtgrootheden in een wiUek.eurige doorsnede 

z K I 
-Kzl•Uzlt ~ X1•Ux1,t 

0~-y·,.~:~;--.----------------~--~--~ 
-Mx1.+x1 Mx2•+x2 

Fig. A. 2 De ki>acht- en verp~aatsi7'1{!sgroothl?dom in de· eindvlakken 
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1.5 De spannlngsvektor 3 in een willekeurig punt (x,s) van het middenvlak (zie fig. A.1) 

Beperken wij ons tot de in 3.2,3 aangegeven benadering voor dunwandige balken dan kan de spannings

toestand in een willekeurig punt (x,s) llll()rden gekarakteriseerd door: 

m 

In deze benadering is de in 3.2.2 geTntroduceerde buigspanning eb gel ijk aan nul 

A. 2 De konstit'ktii?V!?. Vi?rgeUjkingen 

Met het energieprincipe volgens Relssner kan het verband tussen de spanningen en de verplaatsingen 

worden bepaa 1 d: 

I 
11 • 

< 

z 
0 

-J \IE en llv zijn daarbij gel ijk aan: 

dz 
0 

dS 

' 11 • 
V 

- dyo 
ds 

In overeenstelmling met de in 3.2.3 aangegeven benadering zijn de termen met 

weggelaten. 

In de benadering uit 3.2.3 wordt de elastische energie U gegeven door: 

* J [.d ;] . rs 
0 dX EC x• 

s 
V< 

S ] • [.?J.] .dx ev d"X. 

S v 
vv 

waarbij de matrices \E• Sv~;:• \ven Svv zljn gedefinieerd door: 

(a=s 1 V; b=t,v) 

in de relatie voor B 

Als dey· en z-as centrale hoofdtraagheidsassen zijn, M (fig. A.l) een hoofdoorsprong is van de boogkoör

dTnaat s en D het dwarskrachtenmiddelpunt volgens Trefftz is. dan geldt: 
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S = Ef 

'' 

f 
s 

cv 
• s 

vc 

-GX 

-GX 

0 

·GX 

yy 

yz 

yw 

G.X 
yz 

EI 0 
yy 

G.X 
zz 

GX 
yz 

GX 
Zl 

GX 
ZW 

EI 
zz 

GX 
yw 

GX 
ZW 

GX 
WW 

G.X 
yw 

G.X 
zw 

s 
vv 
. 0 

GX 
y 

·GX 
yz 

·GX 
yw 

Oe optredende geometrische karakteristieken F, lyy' 1
221 

lww~ J
5 

en Xab volgen uit; 

f da db 
X b • -d .-d .dF a F s s 

voor a,b=y,z,w 

·GX yz 

GX 
zz 

GX 
ZW 

A. 4 De stijfheidsmatrix ats de a.faahtdving van het middern;lak en de dwarsdooPsnede ongelijk aan mû is 

4.1 De oplossing iJ(x) van de homogene, statisahe differentiaalvepgetijkingen 

Oe homogene, statische oplossing V""' V(x) van de differentiaalvergel ijkingen (3.3.7), (3.3.8) en 

(3.3.9) wordt gegeven door: 

v(x) • ii.(x) .a 

De veertien komponenten van a zijnonafhankelijk van x. Voor Oa geldt: 

s .t ,z <'-;yy·--fu-·< 

3 • t·t; 

·GX 

GX 

GX 

s ·" 
"'yz·--fu-·ç -;" J .eh -~, J .sh 

Z:.J S Zl.i! S 

·t ·t·' 
eh sh 

~"'l.sh -6.ch 

Y(<l 

ZW 

WtJ.: 
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Hierin is; een cimensieloze axiale koördinaat:;: = 'Î· Oe grootheden "-yy' \z'"":\ww zijn kOmponenten van een 

matrix"-, die de inverse Is van X (zie (3.3.10)); 

' [ À À "' x "" À 

' ] yy yz yw 

) À 
zz 

À 
yz ZW 

À À 
ZW ÀWU! y .. 1 

De stijfheden sy en sz en de afkortingen eh, sh, c en 6 zijn gedefinieerd als: 

s 
y 

eh = cosh(~ ;) 

s = 
z 

sh = sinh(~.e) 

a kan uitgedrukt worden in de verplaatsingsvektor ve 

v = 0 .a e a 

GJ 
s n: (Ü > 0) 

De matrix Da kan eenvoudig worden afgeleid uit Da(x} door achtereenvolgens x=O en x•i te substitueren. Wij 

interesseren ons niet voor Da zelf, maar wel voor de inverse ervan. Bij de berekening daarvan voeren wij naast 

de reeds geïntroduceerde stijfheden sy en SZ nog een stijfheidsgrootheid 5~ en een matrix 8 in 1 die zijn ge

definieerd als: 

M.lken wl j 

s • 
w 

3 = b 
yy 

byz 

b 
Y• 

bovend i en 

b 

:~] 
yz 

b zz ZW 

b b 

·~ """ 

nog gebruik 

; .. r~· §.~ 
t 'y . 

1 
:.}sy.s; 

~~ x i· -f:! + ,. 
"Js'( sz' z 

G~ G xz:u 

"i~ r·~ sy. sw sz.sw 

van de afkortingen: 

ry = 2.uy 1 + "~.1 2. "y2 + i.Ç~z2 

~··] 
. 

r 
z 2.uzl l.uzl - ~ • ..py2 z ·Pz 

r ~ "" 2 • .j;xl ;. . s1 - z.•xz - <.sz .p 
w w 

§.~ 
t '..Jsy.Sw 

x 
G Zl» 

i..Jsz.sw' 

G + 1 I s 
w 

. ~··] VS";~r z 

. r w w 

dan volgt na enig rekenwerk dat de komponenten a
1

, a
2

, •••• a
1
if van a gelijk zijn aan; 

a2 """ - uxl + ux2 

a "" u + 3 yl 

a7,.. uz1 + "-zw'Js.a13t aB =~Llfly2~ a9 .. ~3.uz1 + 2~yld. + 3uz2 + 4y2·i + Î·Pz; 

all"' 1/lxl - a13; a12.., ~ {-(1+ëlhx1 + el.t +(l+ëlhx2 + Bzt +i p:u} 
cl 

4'x1 +(l-ë2}.e,x. + ;jlxz + 

Daarbij is nog een drietal afkoringen ë
1

, ë
2 

en ë
3 

Ingevoerd: 

- sintlC-Ë 
C a----

Z ((cosh€-1) 

128 

a ... r - p 
6 y y 

a "" r .. p 
10 z z 



De krachtvektor f f(x) kan worden bepaald uit de matrixvergel ijking: 

Daarbij Is de matrix C
8 

(x) gel ijk aan: 

dus: 

EF 
r 

El 
2.--;f-

El 
-6.~ 

El 
6.--;f-.r. 

El 
-6.---:* 

El 

-2.7· 

De krachtvektor fe kan bepaald worden zodra f
1 

.., f(x~O) en f
2

"" f(x-~) bekend zijn. Schrijven wij: 

fe Q.a.ve"' (Qa ~ Q:).ve 

dan volgt voor de beide matrices' Qa en Q.:: 

'f -~r-r: , 1 
a X XX 

0 v\y sy.byy'o.;y . ~.byz'Q~z \~ 

~.byz'Q:y 5z'bzz' Q.~z 
- . 

5 .Q ~·bzw·Q:w z zz 

sw.Qww 0 ~·byw'Q:y q• s . .0 • Q. 
wz _., -...!'>" WW 

met: 

Q • 

[_: ·:r \.r l· -1 

{l 
Qzz •. R.Qyy.R 

XX 

y·'- }··2 -;; •• 2 

-1 +· 1 z-·• 
t·• 1 }·'-' ·z-·' 

Q""'. -!·· -(1+ë1l + ~y· 
1 -I ~·· ï'i 

[ -+· t<l-'è2l .J.' t·· I - 2 ..!., t· •' -t·· *· g_2 

Ï'c2.t 2 

-(1:ë1J tJ 1+~1 !·· -I 

t2 I-· I( l·cz) ·•' t• *· •' ·t·· "I·' 
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Ris een diaaonaalmatrix van orde(4•4)waarvan de termen op de hoofddiaponaal afwisselend +1 en -1 zijn, 

dus: R[i,j] ~ (-l)i+l voor i,j • 1,2,3,4. 

stijfheidsmatr>i:t . 
Voor elk der deelmatrices Qcd {c,d=y,z,w) ge1dt dat de komponenten in abs~lute w~arde gelijk z~jn aa: 

of kleiner zi in dan de absolute waarde van de overeenkomstige komponenten van Qcc en Qdd' Uit Q
0 

Qa - Qa 

volgt dan dato.: ten opzichte van Qa mag worden verwaarloosd als de komponenten byy•····bww vanBinabsolute 

waarde veel kleiner zijn dan 1. Met de definltle van B volgens A.4.l kan pLausibel worden gema<:~kt dat dit I 
slechts dan zal gelden als voldaan wordt aan; 

5y.l.yy <<i ; 5 z'_;.,zz <<i 
dus als voor de lerHJte t zal gelden: 

ma x 

<< ,§. ' . 

Deze voorw<:~arde is zeker vervuld als l voldoet aan: 

Voor een meer gedetai !leerde uitwerking van het bovenstaande verwijzen wij referentie ; 111 van hoofdstuk 3. 

Als de natrix Q~ m<:~g worden verwaarloosd ten opzichte van Q
8 

dan zal voor de vektor van de krachtgroot

heden in de elndvlakken, fe' dus gelden: 

f = Q .V e a e 

Uit de struktuur van Qa volgt dat buiging en torsie dan ontkoppeld zijn, alth;;~ns voor de hier beschouwde 

statische problemen. 

Q
8 

kan nog vereenvoudigd worden. VOor de gebruikelijke profielen geldt dat het dimensieloze kental 

A;;;wJs veel kleiner is dan l. Maken wij hiervan gebruik door ),tt_li»J
5 

ten opzichte van 1 te verwaarlozen, dan 

gaan de 9rootheden Su:' c
1 

en ë2 over in; 

GJ . s (À J • 0) = -"-
"' wws c 1 .L 

D) c • ë (À J = D) 
2: 2 WW S 

De stijfheidsmat:ri:r volgens de theorie van Vlaso;; 

.S. _f ve:rop~-:zataingsvektor V a~s funkt~~e van de axiale kc8rdinaat 

Oe homogene, statische oplossing van de differentiaalvergelijkingen volgens Vlasov (zle,3.4.S) kan in 

matrixvorm gegeven worden door: 

Hîerln is a de vektor van lntegratlekonstanten en ls Dv(x) gelijk aan: 

130 



I 
"i 

0 -

s inh (cè;} 

De Integratiekoostanten kunnen weer worden uitgedrukt in de verolaatsingsvektor V : 
e 

v • 0 .a_. ii(x) • D (x).D -
1

.v 
e V V V e 

Voor de inverse ov·l blijkt te gelden: 

V XX 0 -
1 

• [A 
0 

0 

D 

A 
yy 

D A 
zz 

A --•• r···"· w:u t .c, 
-(Zc

1
+2). c 

-c 

(2c
1
+2) 

.J 
A 

XX 

-(1-c
2

).c< 

" 
(1-c

2
). c~ 

(2c
1
+1) .< 

[_: ~] 

(2c 1+2).c 

-(2c
1
+2) 

A 
yy 

[ 

1 0], 

-: -22 -2 -: 

"''] <2 

cc
2

r.. 

_, 

A 
zz 

Oe diagonaalmatrixRen de dimensieloze Ç~rootheden s, c
1 

en c
2 

zijn reeds eerder in deze appendix 

gedefinieerd. 

5. 2 De sti;jfheidsmatrix voLgem de VLaeov-theorie 

A • R 
yy 

Door substitutie van V= Ov.a = ~v.Dv-l've in (3.4.23} •..• (3,4.29} volgt dat de krachtvektor f f(x) 

C (x) 
V 

homogene. statische problemen wordt gegeveo door: 

met rechthoekige matrix Cv die gelijk is aan: 

EF 

' 
2E I 

---rP 

6E I 

----rP 
6EI 
-;jîi-.s o 

2EI 
zz 

-~ 

ÓEI zz 
- ---;:r-

6EI 

~-S 
GJ 

s 
T 
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De snedegrootheden in de eindvlakken x=O en x;! worden weer opgeborgen in 

vektor z~l gelden: 

f = Q • V 
e v e 

waarbij de stijfheidsmatrix ~wordt gegeven door: 

o •ls .Q 
V x XX 

0 • • Q 
y yy .. J 

de krachtvektor f . Voor die 
e 

De watrices Qxx' Q.yy en ~z zijn gelijk aan de reeds eerder in deze appendix geTntroduceerde matrices 

ëixx• Qyy en terwijl Qww gelijk is aan: 

-! 
2 

f(l-c2) 

~ 

2 

5. J Reekson"l;'",;z~kkeling voor de komponenten van Qww 

Voor kleine waarden van d€'«1) levert de berekening van de komponenten van Qww numerieke .moeilijkheden op, 

die opgeheven kunnen worden door de formules voor die komponenten te ontwikkelen in reeksen naar c. Deze reeksen 

zijn overigens geldig voor alle waarden van~::. 

De reeksen voor elk van de komponenten van Q.ww kunnen eenvoudig bepaald worden zodra de reeksontwikkeling 

van de konstanten c
1 

en c
2 

bekend is. Hfervoor geldt: 

met: 

n,j geheel; 

Ook voor zeer grote waarden van s(z>>1) kunnen numerieke moeilijkheden optreden. Deze kunnen 'WOrden onder

vangen door gebruik te maken van k '*' e-E, sinhc = k(l~k2) en coshc = ]r(1+k2). Oe vergeiijkingen voor c
1 

en c
2 

gaan daarmee over in: 

1 l+k 2k 
c2=;·n-~ 

A. 6 De a tij fheidematri:: bij een benaderend wrrpZaatsingsve ld 

Voor de verp1aatsingsvektor V als funktie van de axiale kOOrdinaat nemen wij: 

met een matrix Db(x) die gelijk is 
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1 
;: 

1 
I 

3 y· 

waarbij .; weer de dimensieloze axiale koördinaat f;: ... T is. Op dezelfde wijze als in A.S kan worden afgeleid: 

Db-l kan v'erkregen worden uit 0 11 ~ 1 als in 0
11
-l de deelmatrix A:uu WC!rdt vervangen door A

21 
.. 

6. 2 De a tij fheidsmatrix 'b 

In de th~orte volgens V1asov gelden de volgende relaties voor de komponenten van de verplaatsîngs

vektor: 

. 
~ = -p 

x 

Substitutie hiervan in de uitdrukking voor de elastische energie U volgens A.3 levert dat U in deze 

theorie wordt gegeven door: 

i ' 

lo dv - dv 
U • t -d .s .-d .dx 

X EC X 

waarbij de v.ierkante matrix SEE ult Sn vo)gt doo~ 1 Xyy' XY
2 
..... xww gelijk aan nul te nemen. Met het aan

genomen verplaatsingsveld 1/(x) = Vb(x) • Db(x).Db ·"e vo1gt: 

' U"" i "e'~'ve 

Hierin fs Qb de stijfheidsmatrix behorende bij het benaderen~e verplaatsingsveld. De struktuur van deze matrix 

is dezelfde als die van de stîjfheidsmatrix ~.volgens de Vlasov-theorie. Partltione~!if'l w!j Qb op dezelfde 

wijze als Qv en voorzien w!j de deelmatrices in Qb van een bovenindex b dan zal uiteraard gelden: 

Qx~"" Qxx 
b Qz~ "" Qzz ; fiyy ~ Qyy 

Na enig rekenwerk volgt d•t de deelmatrix Qu! gel ijk is aan: 

'l 
1 

-1 

' ] ' ' [ 1..1111 1 2·' -~. '_ + ' ''jbo 36 -3. I. -36 

' 'l 
; s 

w 

2'2 f·<' &·2z -3.> •. t' 3.t ·t' 
-1 1 +t -36 ~·i 3. < 36 3. I. 

1 i,j,2 f.t2 -J,t 2'' -x_2 3.t 4. ;2 
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Wij voeren een matrîx RQ in, waa:rv.;'ln de komponenten gelijk zîjn a.;'ln de relatieve fout van de komponenten 

van swb.Qw~ ten opzichte van de overeenkomstige komponenten V.ln sw.Qu:w' In formulevorm~ 

5w'QwJi ,j) 'wb'Qw~[i ,j) 
RQ[i ,j) 'w'Qww{i ,j] (i ,j • 1,2,3,4) 

Na enig rekenwerk blljkt te gelden: 

RQ • [ ,, r 2 -r I '' l r 2 r 3 ·r 2 

-:: - r l •r 2 r 1 

r 2 r 4 - r 2 r 3 

waarbij de konstanten r 
1

, 

00 

r2 , r
3 

en r 4 alleen afhangen van t:. Voor iedere waarde van t geldt: 

00 
L (n+l) (n+2) (2n+3) ,8) 

4 nn::;=O'---------, 0 4 i 
rl 5'- OJ 

L (n+l) (n+2) (2n+J) .F n (e,B) 

2 ~n~-0~-------------------- ·<4 
r2 "" - s· (» 

00 

2: 
n=O 

r 3 = -

l=o Fn(,,l) 

(o+ 1 )(n+2) (4n+ll) .F 
0 

(, ,8) 

" .e ; 

n:çO F n(o,2) 

In fig. A.3 zijn r
1

, ...• ,r4 weergegeven als funktie 'Jan E. Daaruit volgt bijvoorbeeld dat de 

maximale relatie'Je afwijking steeds kleiner is dan 0,05% als e: < 1, 

Fig. A . .3 

De relatieve a.,fk-ijkingen. r 1.., 1."2" x<
3 

en r 4 
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APPENDIX B 

Berekening van de massamatrices voor dunwandige balken met open doorsnede 

B.l Definities en afepraken. 

1.1 Voor de verplaatsingsvektoren V(x,t} en ve{t) gelden dez-elfde definities als in ~ppendix A. 

1.2 Oe specifieke massai'Tlatrix. 

De potentiële energle van de traagheidskrachter:, Uit, fs gelijk aan: 

Uk • ] ~.Tm.iîdx 
x•O 

Tm is de z.g. specifieke m.assamatrix, die wij schrijven als de som van een tweetal matric:es, nl Tm en r; 
Met het hoofdkOOrdînatensysteem uit 3.2.6 en de in 3.2.4 voor dunwandige balken geïntroduceerde benaderingen 

volgt voor deze matrices: 

T ""'s • m m 
r• 

m '. m 

I 
YY 

0 

I zz 

Hierin is sm de soortelijke massa en ld het polaire oppervlaktetraagheidsmoment ten opzichte van het 

dwarskrachtenmiddel punt: 

Oe overige grootheden zljn reeds gedefinieerd in appendi)( A. 

Voor de potenti!le energie van de traagheidskr.rtchten kan dus g_eschreven worden: 

• t ' .... 
Uk • f ~.Tm,Q.dx 

x•O 

Geven wij de verplaatsingen van het zwaartepunt van doorsnede x aan met uxo' uyo = uyd + zd.tx en 

uzo uzd ~ yd.q.x dan volgt dat uk en u: gelijk zljn aan: 

• 
Ük = f {s .F(u .ü +u .ü + uz

0
.üz

0
) + s (! +I ).$ .; }dx 

x=O m xo xo yo yo m yy zz x x 

Hieruit blijkt dat Ük de potentiële energie van de traaghefdskrachten is als de werkelijke massaverde~ing van 

de balk wordt geschematiseerd tot een massa per axîale lengte~eenheid en een polair massatraagheîdsfOOment per 

axiale Jengte·eenheld, geconcentreerd in de as van de balk, 
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B. 2 De massatnat:t·i:.r: voor het verplaatsingaveld volgens de theorie van Vlaaov 

2.1 Het verpZaatsingsveZd aÛl fW<ktie van de a.:dale kofu>dinaat 

Het verloop van V(x,t) als funktle van x wordt gegeven door de hoi'J'logene, statlsche oplossing volgens de 

theorie van Vlasov: 

V(x, t} D (x).D - 1.v (t) 
V V e 

Oe matrices Dv{;~t} en Dv~J zijn reeds gedefinieerd in appendix A. 

Met dlt verplaatsingsveld volgt dat voor Uk geschreven kan worden; 

waarbij '\de gezochte massamatrix is. Evenals Tm schrijven wîj '\als de sorn van een tweetal matrices, te 

weten ii'v en M;~ die gedefinieerd zijn als: 

t 
' -1 1 l - - -1 11 (D) · D (x).T .D (x).dx.D 

V V X""O V m V V 

Uit de struktuur van O,,..(x) en Dv-l volgt dat Mv en M: van de volgende vorm zullen zijn: 

"l' 'l •:. [~ V XX 

0 m.M .zd.rn.Myw m. i2 .M* 
yy y yy 

0 m.M ~y d.m.Mzw m.! 2 .M* 

0 l zz z zz 
1 ~ 

I .11 2 • 0 zd.m.Mym -yd.m.Mzw I • 1 .M 
p WW p w WW 

Hierin zijnmen lp de totale massa en het totale massatraagheidsmoment om de as (evenwijdig aan de as van de 

balk) door het dwarskrachtenmidde1punt. Er geldt: 

m"' sm.F.~ ; l • sm,!d·.l'.=-f·{ lyy + lzz + (yJ+ 

Oe in de definitievergelijking van M: optredende parameters ly• fz en hangen alleen af van de geometrie: 
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Na enig rekenwerk volgt dat de deelmatrices Mxx' Myy' Myw~ Mzz en Mww worden gegeven door: 

- 1 [ 

M = -4 · 156 yy 20 

22.t 

54 

-n.t 

-'[ -(c
1
+c

2
).t Myw = 6o.. (2.c1+21) 

-(2.cf3) .t (ctclt) .22 

-(2.c
1
-9) (c

1
-c

2
).l 

-(2.c
3
+2).t (c3 -c4). z2 

22 .i 54 

i,.z2 13.2 
-13.i.j 
- ).t' 

-22 .• 

4 ·•' 

13.2 156 

),t2 -22.i 

-(2c
1
-9) ,,, ,,,,] 

(2 .c
3
+2) ·-' (c3-c4) .tZ 

(2 .c
1
+21) (c

1
+c

2
) 

(2.c
3
-)).2 lctc4).z2 



c
1

, c
2

, c
3 

en c
4 

worden geheel bepaald door de reeds in appendix A ingevoerde parameter Met: 

kan voor de;1:e kons.tanten geschreven worden: 

c
1 

• ±·{(360 • J0.,2),,.sinhc • (720 6,').(coshc- 1)) 

c
3 

""h·{-360.c.sinht. + (720- 6o.c2 + tlf),{cosht:- 1)} 

{(60 5c-')c.sinht- l20.(cosh:o ~ 1) 

De matrices M en H . kunnen eenvoudig worden «fgelt.id uit M Aïs R weer de diagonaalmatrix uit 
Z4 ZW '+) yy 

appendix A is (dus R[i,j] (·1) 1 
,éiJ voor i,j = 1,2,3,4) dan zal ge)den: 

H • R.H • R 
zz yy 

Voor de deelmatrix wordt gevonden: 

;:; 1 
( l+dl) {d2+d3).~ (1-dl) ,,, ,,, '] •.,;w =·· 
(d2+d3).~ (d"+d5) .<2 (d2-d3).' -(d

4
-d

5
).z' 

( l·d
1

) (d
2
-d

3
).z ( l+dl) -(d

2
+d

3
).z 

-{d
2
-d

3
).z -(d

4
-d

5
).z' -(d2+d3).t (d4+d5) ·'' 

waarbij de konstant en d
1

, d
2 

t dJ' d4 en d
5 

worden gegeven door: 

dl = h {60.sinhc (24"'c2) (cosh.:-1) - 60.c + 2.c3} 

~ 1 c2 
d2 = e; 2 • (coshe-1) {c.sfnhc- 2.{coshe-1}} =- T5 

dJ • ~ ((6+c 2).csinhc + (24-6c 2 ).(coshc-1)- 18.c2 ) 

met: d • 3\(4+c 2l(coshc·1) 4c.sinhc + 2.c2} 

De deelmatrices 11;y• R.M• Ren M'* in de definitievergel ijking van M~ volgen uit: 
yy "" ... T -36 . ' [ 2.e

2 
.t 

'··' J yy 30 
J. 2 'l Mww = 1i. e1 el 

J,2 "·'' - 3.t . •' 2e
2

. i -2e
2

. i. - (e
3
+e

2
). t 2 

·36 -3.t 36 ·3.' -·1 -2 ·•z.' el -2.e
2
.i 

3 .• ·1' J.' 4. •' 2e
2

• ~ ~ze2 .1 (e3-e2).i2 

waarbij de komaanten e
1

, e
2 

en e
3 

zijn gedefinieerd ah: 
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2. 3 

B1j de berekening van de komponenten van 'i\w• Mzw' Mwu en M.~ treden voor kleine waarden van e: numerieke 

moellijkheden op. Deze moeilijkheden kunren voorkomen worden door de koostanten c
1

, ••• c4 t d1, ••• d
5 

ef\ e 1, ••• e
3 

in reeksen te ontwikkelen en bij de berekening deze reeksen te hanteren in plaats van de eerder gegeven uit

drukkingen. Voor die reeksen geldt: 

c • 
3 

Met: 

00 
I; { (n+l). (n+3). (n+5). 

n=<C 

.L.f {(n+l)(n+8)(2n+3H2n+5).F (c,8}} 
a2 n=O n 

L 
al 

"' L {(n+1)(4n'+32n+51) 
no:::C 

"' L [(n+I).F (,,5)} 
n=C n 

00 
L {(n+1)(n+1).Fn(,,8)) 
n•O 

is gedefinieerd in appendix A.5.3. 

00 
L { (n+l) (n+2) (2n+9).F (,, 8); 
n=O n 

moe} ijkheden, die voor zeer grote wa151rden van e kunnen optreden kunnen worden opgelost op 

dezelfde wijze als in appendix A 5.3 is aangegeven voor de ko~ponenten van Qv. Oe betreffende uitdrukkingen 

voor c 1, •• elf' d 1, ••. d
5 

en e 1, ••• e
3 

kunnen eenvoudig afgeleid worden. 

2. 4 Vef'(U<nvou.diging van de massamatrix 

De komponenten van de deelmatrices .M;y' en M:W zijn kleiner dan of van dezelfde orde van grootte als 

de overeenkomstige komponenten van respektlevelijk Myy' 'M
2
z en Mww' 

ln appendix A is plausibel gemaakt dat de. theorie van Vlasov alleen dan tot betrouwbare resu1taten zal 

leiden als de geometrie van de balk aan bepaalde eisen voldoet. Deze eisen impliceren dat de parameters iy' 

iw en 1
2 

ln de definitieve vergelijkin~ van M: voldoen aan iy <:< 1. iz << 1 en Iw << 1. Oit betekent echter 

dat voor alle vektoren ve;. 0 de term !e.M~.Ve veel kleiner zal zijn dan de term ~e.Mv.\ie. Voor Uk zal dus 

in goede benader l ng ge 1 den: 

B. 3 De massam:ztr>i.:c biJ' een benaderend verpl.aatsingsveZd 

Voor de verplaats!ngsvektor ii als funktie van x nemen wij hetzelfde verloop als in appendix A.6: 

Voor de matrices en Db-l kan derhalve verwezen worden naar appendix A. 
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Uitwerking vah deze relaties levert d<H de matrices Mb en H~ gelijk zullen zijn aan: 

-b 
m.M 

YY 

waarbij voor de deelmatrices zal gelden: 

Mb = M ; Nb ,., M ; Mb ""~ = ~ "" R.Myy'~; Mb ""M R 
Xi< XX YY yy ZZ 11!11! ZW yw yy. 

M*b M* · M"b "" M*b "" M'" 
YY yy• zz WW Zl 

In overeensteiTVlliog met 6.2.4 kan worden aangetoond dat voo.r gevallen, waarin berekeningen met dit element 
y M*·· y -

tot bruikbare resultaten zullen leiden~ de term ve bve klein zal zijn ten opzichte van ve·'\·Ve, zodat voor 

Uk gesteld kan worden: 

' -Uk= ve.Mb.Ve 

B~ 4 De reZatieve fout van de komponenten va:n. Mb ten: opEiohte van de komponenten va:n. Mv 

Oe deelmatrices 'M!w (a".y,z,w) en ~-~:~ verschil i en van de overeenkomstige matrlces Maw M;w en voor 

iedere komponent ervan kan de relatieve afwijking ten opzichte van de overeenkomstige komponent van Maw' 
respektievelijk M:w bepaald worden, In overeenstenming met de werkwijze in appendix A berge~ 

wij die afwijkingen op in de matrices Raw' respektlevel ijk ~:w. Bij de berekening ervan volgt dat Rzw 
gel ijk is aan Ryw en dat Ryw RWW en R:w van de volgende vorm zijn 

.. T r 2 r J 

''] 
'R 

l 
r 10 'n r 12 

·~r, 
r 1& ~ r 15 

'''] 
WW 9 

's r & r 7 'a r 10 r 13 'n '14 '1& r 17 -r 16 r 1a 

r 1 -r2 -r J -r4 r 11 r 12 '9 -r lO -r 15 -r 16 r 15 -r 16 

r 5 r 6 r 7 'a r 12 r 14 r 10 r 13 r 16 r 18 -r 16 r 17 

Oe funkties r
1

, r
2

, ..... r
18 

hangen alleen af van de parameter E. Oe waarde ervan kan worden af ge lezen 

uit de onderstaande grafieken. 
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Fig. B.l 

De ~elatieve ajt..tijkingen r1 ~ 1"2"' r 3 en r4 
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APPENDIX C 

Berekening van de kinematisch konsistente krachtvektoren van de verdeelde belasting 

C.l Definiti~e 

1.1 Voor de verplaats:ingsvektoren gelden dezelfde definîties als in appendix A. 

1.2 De potentiële energie van de belasting op het cilindf"lsche oppervlak. 

De potentii:le energie van de belasting op het cilinddsche oppervlak van een element, Pc• is: 

t 

P=-Jt."fdx 
c x=O c 

De komponenten van de vektor fc ztjn krachtgrootheden per lengte-eenheid, Met: 

k 
y 

m 
z 

k z m 
y 

gelden volgens 3.2.5 de volgende vergel ijkingen voor deze komponenten: 

k = J q .ds 
x s x 

dy dz 
k • J (q .-2. - q .-E.)ds 

y 5 sds rds 

m :J(q •P +q .g)ds; m • fq ,z .ds 
Xs$ r YsXO 

f 
dz dy 

k • (q .-d o + q .-d o.)ds 
z S s s r s 

; m = - f q • y • ds ; ·b "" J q • w, ds 
z sxo sx 

Voor de betekenis van de grootheden y
0

(sL z
0

(s) ,w(s). p(s) en g(s) verwijzen wij naar fig. 3.1. 

C. 2. Xinematieah konaistente k:ro.chtvektor bij het vel'PZaaUingavetd vol.gens de theorie van Vlaaov 

- -1 
Hlerin 1s fc de kinematisch konsistente krachtvektor der verdeelde belasting. VoorDven 0..., wordt verwezen 

naar appendIx A. 

Beperken wij ons tot het geval dat alle komponenten van fc:(x) op dezelfde wijze van x afhangen, dus: 

fc(x) a g(x).a 

met bekende funktie g • g(x) en konstante vektor a, dan volgt: 

t, 
f ~ 0 -l j 0 (x) .g(x) .dx, 

V V V 

x~O 

waarbij fv een matrix is van de volgende vorm: 
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l 
F 

V 

c
3 
.t 

'7 

c4 ,i 2 c
5
.t '6 .22 

'a·• -c7 c9.;. 

0 '3' t -c4.t2 

-c7 'a·' 
0 

c5.l. 

'7 

-c6.t2 

'9'' 
0 c 10 .t c 11 .1 2 c

12
.R. 

Wij beschouwen hier een viena1 speciale belastingsituaties, te weten g{x) • 1, g(x) ... 7, g(x) "' cos(2.".~) 

en g(x) = sin{211~). Voor elk van die situaties zullen uitdrukkingen voor c
1

• c
2 
•..•••• c16 worden afgeleid. 

2~1 Konstante oppervlakte-belasting 

Als g{x)"" 1, dus als fc(x) =a dan geldt: 

{4c sinhE 
.o 

waarbij D wordt gegeven door : I) =t:: sinhE - 2.{cosht:: -1). 

2. 2 Lineair veranderende oppervlakte-belasting 

-~-. {l+<.sinhc -(4 + c
2

).(cosh< -1)- 2c
2

} 
2c .D 

'a • 's • 0
' 

waarbij D weer is gedefinieerd door : 0 = e.'S!nhe - 2(eoshc -1) ~ 

2. J Cosinun-vorom.ig veranderende oppepvlakte-belasting 

Als g(x) "'cos(J>Î). dus als fc(x) ""cos(p.f).a, dan geldt: 

[::r[: _J'1·[,:]·-l[v1+[~: 1:]·'1]; [,:]·-l(•2+[1: ~:]· 
's 6+p2 -u '9 6-p2 -4 

'6 -4 6-p2 

142 



1 .. , .. I -E
2 . (costu:: 1) E3. s mhs r 1 J 

[I 
_2_2_' 
< +p 

'11 E.(sinhe ·e) -E2 , (coS hE * 1) 

2 2 2 _" ... ,.. I 0 12 
(< + p ).D+e .(çosh,-1) 

decoshe:-s l nhe:) 2 2 
"o p .o-, • (ooshe-1) 

e
2

(coshe - 1) ].r2) 

dslnhE - d 

t;.(ç.COShi> StnhE) 

waarbij voor 0 geldt: D = ESinhE- 2.(coshe -1), terwijl r 1, r
2

, v
1

, v
2

, v
3 

en v4 zijn gedefinieerd als: 

2. 4 Sinu.s-vox>mig veranderende oppe:rvtakte-be"'taating 

Ah g(x) = sin(p.f), dus als fc(x) = sin(p.f)a, worden voor de konstanten cl'c
2 
..... c 16 dezelfde relaties 

gevonden als hiervoor In 2 • .3, mits in de relaties in 2.3 voor r 1, r
2

, v 1 ~ v
2

, v
3 

en v
4 

wordt gesubstitueerd·. 

013 P·[y] 
~ 

2 
p 

[~] r 2 • P· p2 ; 

!!.!L.E. 
p 

C.S Kinematisoh kt.meistente k;:>achtvektor bij het benaderend VtWptaataingsve'ld 

Bij de berekening van de kinematisch konsistente krachtvaktor van de verdeelde belasting bij het benade· 

rend verplaatsingsveld kan dezelfde Werkwijze !;evolgd worden ah in C.2. Dit levert: 

- -1 
Voor_ ob en Db wordt weer ver~zen naar appendix A. 

Als fc(x) te schrijven is a1s fc(x) "'g(:x).a (konstante vektor a en gegeven funktie g g(x)), dan geldt; 

J ~b(x) .g(x) .dx 

x=O 
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waarbij Fb van de volgende vorm zal zijn 

l 
Fb"" cl.t "z·R. 
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APPENDIX D 

Berekening van de stijfheidsmatrix voor kokers met willekeurige doorsnede 

D.l Definities en vèl"'nàersteltingen 

De verplaatsingen ~xt Ü
5

, ~r van een punt (xls,r)van de plaat worden uitgedrukt in de verplaatsingen 

u x' u
5 

en ur van punten van het middenvlak r""O: 

t::Jlf[J 
. . -• 

Wij nemen aan dat ux en u
5 

lineair zijn ins en dat ur een derdegraads polynoomins is: 

[::] 
Ä(s) .li(x) 

:] 
,3 

met onbekende vektor .ä(x}. Er geldt (zie ook fig. 4.2)~ 

Op(x) a 
A-1 1 b3 "xn ; 

~3 
"xq 

-b2 

u sn 

"sq 

"rn 

"rq 
b3 

•xn -;.b J.b -2.b2 -b2 

*xq 
-2 

1~2 Spanningen in een plaat (fig. 4.6) 

Wîj nemen aan dat de spanningen op een willekeurige pJaats(.X,s,r) i·n de plaat worden gegeven door 

[-] [ ax == f. 

::, (x,s,r) : 

s 
b 

J Cn 

s 
b 
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waarbij !;= 1 ~en n"' 

ap (x) =[oxn axq 

De spanningsvektor O:p(x) ls gedefinleer"d door" (fig.4.4): 

o-:: Ta a a cr 1] s n q bxn bxq bso bsq sv 

Bij verwaarlozing van de elastische energie ten gevolge van ar~ 'xr en ~sr za1 voor de eJasttsche 

energie per volume·eenheld~ U
0

, gelden ! 

Substitutie van ux, u
5

, äx' Txs en às volgens D.l en integratie over het volume van de plaat levert dat 

de in de plaat opgehoopte elastische energie Up gelijk is aan: 

uP • ~ jtJP.F0.aP.dx + j'~P.(W,.vP + w0.êP + llx'xP).dx 
x=O X""Û 

dv ~ de 
waarbij êp dl- en XP= ;i!- ;F

0 
is een vierkante~ symnetrische en positief definiete matrix, die bepaald 

kan worden u 1 t 

/
r-E1(Ö 2 - 2v.o .o + Ö 2) + .,!..~ 2JdF voor alle 8 (x) •. 

x x s s "" xs p 
F 

terwijl Wv' w
0 

en WX zijn gedefinieerd door 

' a .11 .e • 
P a P 

2-, u, 
r. - 2-) + 

dr 

h 

Ter vereenvoudiging van de notatle is hierbij gebruik gemaakt 

Bij uitwerken van deze relaties volgt: 
J: ..... dr.ds ". 

F • 1 

-3v 

r= • Ï 

-2v ~v 

-2v 

~2v 

-2v 

f ...... dF. 

F 

6:.1 
]

; •1 

V 

1 

• % · [ : -
2 

:] ; V

2 

• ~ [ ~ -
1 

: l 
~1 0 -1 -b 

-1 0 0 0 
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b h2 
v5 • m· -21 -s 

9 -21 

/), 3 lls spanningsvsktor ap' uitgeàX'ukt in ~I? 

-J.b 

-2.b 2.bl 3 .b 

0 

0 

0 

Het het energieprincipe volgens Reissner kan voor de spanningsvektor ap de volgende relatie worden afgeleid: 

Na enig elementair rekenwerk bi ijkt voor de hierin optredende matrixprodukten te gelden 

F ·I ,W . [s 0 ]' 
s1 ·2.v 

'I 
E* h 

).v -).v 2. v.b v.b a V 1 
52 = b 'b 

0 s2 -2.\t 2.v -3.v ).v -v.b ·Zv.b 

-2 2 -3 2 .b 

·(1-v) (1-v) ·J -b ·2.b 

-(1-v) ( 1-v) 

-1 [ OT .. -~ r~ 2 2 

0 J .. -~T ] 
Fa '

11
e" :3 

V 

s, 2-v 2 

,:_ 

. 0 

0 

1-v 0 

1-v ·(1-v) 

F " 1.11 [: 0 J d·[:' -· .b . ] 0 x 
ss -33 -b 

.. b 
-JJ,v 3.·v -ft.b. V' b.v 

), V ·)).v -b.v ·:·V 
0 

Hierin is E• de 11gereduceerde11 elasticiteitsmodulus E··~ 
1-v 
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D. 4 De e~astische ene!*gie per plaatJ uitgedrukt in !Jp(:e) 

Invullen van het ver"band tussen óp{x) en Qp(x} in de relatle voor Up volgens 0.2 levert de elastische 

energie, uitgedrukt in vp 

u • !.{ró e 
p 2 L: p p 

x•O 

Voor de hierin geïntroduceerde matrices Sab(a,b ""v,e,x) geldt 

en na enig· rekenwerk vo 1 gt dat = \a een nulmatrix is terwijl de overige gegeven 11110rden door 

s 
• [:1 

p1 ,. "[ -(1-v) ... ~l vv OT • l'b (1-v) :l -6 J.b 

'"] p2 - ( 1-v) (1-v) -6 6 -J.b -3.b 

0 -2 3.b -3.b 2.b2 bz 

-2 2 3.b -J.b b2 2.b2 

5
vo • [:3 :r E• 

V 
-(1-v) .,,.] p3 ••• h. 

(1-v) (1-v) 

-2 .\i 0 0 

2.v 2.v 0 

[:4 
,. [ ' 2+v

2 ,. •' [ -(1-v) 

~] 
0 J P4 • Tï.h.b· 4-v

2 
0 0 J PS • i)•l)· (1-v) 

PS Z+v 4-} 

2{1-v) (1:v) 

•(1-v) (1-v) 

0 0 

0 (1-v) 2(1-v) 0 

[: 
E• h3 

36 -3. b s OT '•. J<o·•·•l" ., '] vx 
p 6 36 -36 J.b 3.b 

-33 .b 3 .b -4.b2 b2 

-3.b J3.b b2 -4. b2 

. [oo OJ p7 ,. ' [ 234 93. b ." 'l 216oo·h .b. 666 

p7 234 666 S7 .b -9J.b 

+93.b S7 .b 14.b2 -11.b2 

-57 .b -9J.b -11.b2 14.b2 
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D. 5 De el.astisehe energie U._..)' gerelateerd aan het gWbale koördina.tensysteem 
~ 

De vektoren Vp, SP XP zijn gerelateerd aan het lokale assenstelsel x,s,r van de plaat. Naast Vp, &p 

- dv de 
en XP voeren wij de globale vektoren Yg, eg"" J>f en i

9
"" 7J!- in, die betrekking hebhen op het globale koördi-

natensysteem. Er geldt (zie ook fig.4.).) : 

~ (x) ~ ru 
g I.: xn u u xq yn u u 

yq zn u 
zq 0xn 

Als a de hoEk is tussen de positieve y~ en s-as (met tekenafspraak volgens fig. J..,,).) dan geldt: 

waarbijT een vierkante, orthonormale matrix is, gedefinieerd door~ 

Wordt 

T • 

cosa sina 

cosa sinu 

-sina cosa 

-si na COS Cl 

deze relatie voor Vp ingevuld in de relatie voor de elastische energie dan ontstaat:, 

f t ' ' 
Up • t rg ~g ;g]. [Kvv Kve 

x::O Kev Koe 

K xv 

Hierin hangen de deelmatrices Kab alleen af vanTen van Sab" Er geldt: 

voor a,b = vlo, X• 

D. 8 De elastisahe ene:t>gie in een koker ter l-engte .t 

De verplaatsingen uxk' uyk en u
2
ken de hoekverdraaiing oflxk van alle knooppunten (k = 1,2, ..... ,m) in 

doo·rsnede x worden 

\tlij deflnitlren 

' [uxl û • 

' 
[uyl 

W a 

' [<Px1 ~ . 
' [~ V "' 

opqeborqen in de vektoren û~ Wen q; die deetvektor zijn van de verplaatsingsve.ktor V(x}, 

0 x2"" ··•• ·• •. uxm] 

uy2· ·••• •• · .• uym uzl 0~2· ''' •·•• · ' 0 zm] 

4x2" • •• · • · · · q,Xfll] 
• w - dil e •dx 

de 
x"" dX 

(m komponen ten) 

{2m komponenten) 

(m komponenten) 
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Voor de elastische energie U in een koker met lengte t geldt dan (zie ook 4,4.4) : 

De matrix Qab wordt geheel bep<:~ald door de matrlx Kabvan de afzonderlijke platen en de lokatiematrix 2e 

die vastlegt door welke knoopliJnen de platen begrensd worden. Na partitienering van Q.ab kan geschreven 

worden : 

(a,b •v,a,xl 

Voor deze deelmatrices gelden dan de volgende relaties (zie ook 4.4.4) : 

' ' • ' A • A 
"' 0 

B Q c = 0 0vv "" 0vv ; O E • F ~ 0 
vv vv vv vv vv vv 

• G = G ~ 0 
V\1 \IV 

' ' ' ' A • A = 0 I Bva • Cov # 0 D Q 0 Q 0 Eva • F • 0 
ve av va av av 

' ' eva • Bav 1- 0 F • E = D v.a ev 

' ' ' ' ' A • A • 0 B • c • 0 0 = 0 xv I o E = F # 0 
vx xv vx xv vx vx xv 

G • G ; 0 
"X -;v 

' ' c • B • 0 F • E # 0 vx x V vx X" 

' ' ' ' Aeo = Aoe # 0 8aa·Caa" 0 0
ao • 

0
ae "' 

0 Eae = Fee "' 0 

' ' ' ' ' A • A • 0 B • c • 0 0 = 0 
"' 0 

E = F 
"' 0 XX XX XX XX XX XX XX XX G G "' 0 XX XX 

De matrix Q ex* Q.xe is een nulmatrix. 

D. 7 Benade:ring voor de stijfheûlsmatt•i;;e va:.n een koke:r>et411ffmt met 1Amgte t 

Over het verloop van de deelvektoren 0 1 Wen+ van Q als funktie "'an x (0 40 x<.!; x=O en x•.t zijn 

de eindvlakken van het kokerelement) worden de volgende veronderstellingen geponeerd 

û(>) • g
1
(x).u1 + g

2
(x).u

2 

w(x) • h
1

(x).w
1 

+ h
2

(x).t..p
1 

+ h
3

(x).w
2 

+ h
0
(x).t.>

2 

Hx) • h1(x).o 1 + h
2

(x).Lp 1 + h
3

(,).$2 + h
0

(x).Lp
2 

(~. ~) 

(p. 

waarbij ui' wi~ lfl,' ~i en pi betrekking hebben op eindvlak i (i~~:~1 voor x ... o, i=-2 "'oor x=~). Voor de .. hierin 

optredende funkties gj (j=l,2) en hj(j~1,2,3,4) geldt 

g1 (x) = ·< + 1 g2(x) ~ < 
h 1(x) = + 2.< 3 - 3.<2 

+ h2(x) = <3 - 2<2 + < 

h
3

(x) = 2. , 3 + 3 . .;2 h4 (x) • <3 <2 

150 



Hierin is gebruik gerrtaakt van de dimensieloze axialè koördinaat 

het kokerelement, gedefinieerd als 

Met de verplaatsingsvektor 11e van 

' [' V ~ U 
e I 

kan voor V geschreven worden 

v(x) ~ O(x).ve 

en kan de elastische energie In het kokerelement, Ue' worden uitgedrukt in ve 

0e = i ~e.Qe.ve 
Daarbij is Qe de stijfheidsrrtatrix van het beschouwde element. In gepartitioneerde vorm 

Qe = [Ae Be 0 ] I 2m 
Be Oe Ee Bm 

0 Ee Ge 4m 

J 2m •J• 8m 4m'l 

Oe hierin optredende deelmatrices kunnen worden uitgedrukt in de matrices Aab' Bab''''".Gab{a,b v,a,:;;:). 

Voor Ae en Be volgt : 

B • t va l 
Om de notatie voor de matrices De, Ee en Ge nog enigermate binnen de perken te houden voeren wij 

een hulpmatrix Re ln : 

R . 

['" 
R12 .t R13 '"'j e 

R21'1. R22'1.2 R
23

.t R24't 

R31 R32'' R33 R34'' 

R41' 1 R42'
12 

R43' 1 R44 .;_2 

Voor R kan achtereenvolgens o. E of G worden gesubstitueerd. Er geldt (l,j • 1,2,3,4) : 

waarbij voor de hierin geTntroduceerde matrices gvv' gvx ~xv' g
0

B en gXX geldt 

gvv.., [ "' 22 54 -1 .... lor -33 36 

-:] 22 13 -3 -3 -4 

54 13 156 -22 36 -36 33 

-13 -3 -22 4 -3 -4 
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9ee 
I 

[" 
-36 

'l 
9xx .. , [: • 30• 

-3: 

-3 ·1 

-3 36 -3 -6 
-1 -3 4 3 

-6 

-3 

-3 

In hoofdstuk 4.8 is de afleiding van de theorie geschetst voor het geval dat de rek \ = 'E:sîx,s,O) 

en de normaalspanning <rs = gel ijk aan nui genomen worden. De hypothesen over het spannings· en 

verplaatsingsveld zljn verder gelijk aan die uit 0.1.1 en 0.1.2. Met us(x) "= usn(x) u
5
q(x) en as= 0 kun-

nen wij de afwijkende veronderstall i ogen als volgt noteren 

Bergen wij de interessante spanningspar.;m~eters op in een vektor 'irp{x), 

~ (x) = [o o r T o o o 0 p xn xq n q bxn bxq bsn bsq 

dan volgt dat de elastisçhe energie Up' die is opgehoopt in een plaat ter lengte t, wordt gegeven door 

- f1 l f ..... ' -- - - . 
uP • (- 2 irp.F 0 .ii'P + cP.(wv.vp + 118 .~P + \lx.xPll.dx 

x•O 

De vektoren Vp' ap en Xp zijn reeds eerder gedefinieerd. Voor de hierin optredende rnatrkes f"0 ~ ~v• 'W6 en 

WX blijkt te gelden 

\i • [v :J \71 V 1 

0 V 2 
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Voor de rnatrices F
2

, v2 , v4 en v
5 

wordt verwezen naar 0.2, 

De vektor Op(x} kan weer worden uitgedrukt In Vp door het principe van Reissner te hanteren. Dit levert : 

waarbij voor de optredende matrixprodukten gevonden wordt : 

- -1-

[~' ;J s = E l 

[-: 
0 Q 

] 
sz • sz F d .Wv 1 ~·b 

-1 

- -1 - [- ;J 
- E 

[ ~ 
0 s4 F 

0 
• we • s3 s, . Ï' 0 

i] 
s4 

0 

l 
.1 .1 

l l ., ., 
r·'.w· 

[: ;J 
5

5 
= s

5 a x 

Ket dit verband tussen O"p en t:p kan Qp geëlimineerd worden uit de relatie voor Up. Dan ontstaat : 

up· 1 { [;p 
x•O 

' Voor de hierin optredende matrices sab =Sb~ (a,b v,e,x) volgt na enig rekenwerk : 

[~ 
-1 

J 
p2 • p2 

ll 
-1 

;] 
iz.h.b. 

[ i} 
P5 • PS 

., 
l ., 

= sxa voor a = v, e, 
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APPENDIX E 

Berekening van de krachtvektoren voor kokers met willekeurige dwarsdoorsnede 

!', r :Definities en verorzderctelUng~;m 

1.1 }'e:rplaatsi11f!en en verpiaatsingsvf!Jktoren van een plaat 

Hiervoor verwijzen wij naar appendix D. 

1. 2 De be!asti"f! van de plaat (fig. E.l) 

Volgens l;,it,) kunnen wij ons beperken tot de berekening 

middenvlak r=O aangrijpende verdeelde belasting ~ = rq q 1.: x s 
eindvlak 1 (x=O) en ;x2 , Txsl en 'xr2 in eindvlak 2 (x=t}~ 

Fig. E.l De uit:wendige belasting op de pLaat 

E. 2 De potentiële energie ten gevolge van de verdeelde he Zanting. 

van de potentièle energie ten gevolge van de in het 

qr J en van de belasting door oxl' ;xsl en ~xrl in 

Voor de potentiële energie ten gevolge van de verdeelde belasting q(x,s) geldt t 

p ~ c r fb (u .q + 
cp x x 

x=O s=O 

Hiervoor kan dus geschreven worden : 

i 

P •- f ~ (x).f (x).dx 
cp p cp 

x=O 
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waarbij de kinemati-sch konsistente krachtvektor fep is gedefinieerd door 

.ds 

E. 3. De potentiële energie ten gevolge van de 'belasting in de eindvlakken 

De belastfng 

is aan : 

in de eindvlakken van de plaat levert een bijdrage tot de potentiële energie~ die gelijk 
h 

Jb I: {( Öx2'"x2 + ;xs2'"s2 + 'xr2'~r2)- (Öx1'~x1 + ;xs1 • ~s1 + 'xr1'"r1))dr.ds 
s=O r=2 

p 
ep 

Daarbij geven de indices l en 2 aan dat de betreffende grootheden betrekking hebben op eindvlak 1 (x=O), re-spek· 

tievelijk op eindvlak 2 (x=t). Stellen wij 

dan kan voor Pep geschreven worden: 

met krachtvektoren fpi en mpi (i .. l ~2} dle z.ljn gedefinieerd door 

'-1 f pi ~ A J
b 

s•O 
"i 

s.n 1 

ksî 

s.ks! 

kri 

s.ksi-tl 

s2.kri-2s.tl 

• ti 

.ds '-1 Jb mpi = A . 

s~o 

s.mxl 

2 
s ,mxi 

s3 ,mx! 

.ds (i • 1,2) 

Ter verkorting van de notatie zijn de krachtgrootheden per lengte-eenheid ni. k
5
i, krl, mxi en t

1 
ingevoerd. 

Er geldt ~ 

[

:i l = 4 [ :xi l.dr 
si xs f 

k . ~ • r• xrt 

(i = 1 ,2) 
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Samenvatting 

In dit proefschrift worden enige theorieën voor de beschrijving van 

het mechanische gedrag van dunwandige balken afgeleid, vergeleken en in 

een praktisch bruikbare vorm gebracht. 

Uitgaande van het principe van Reissner, dat de mogelijkheid biedt 

om zo..,el veronderstellingen over verplaatsingen als over spanningen in re

kening te brengen, worden uitdrukkingen verkregen voor de elastische ener

gie. Het principe van de minimale potentiële energie vormt daarna de basis 

voor de formulering en de vergelijking der behandelde theorieën. Deze werk

wijze biedt met name goede mogelijkheden voor het verkrijgen van benade

ringsoplossingen die gebaseerd zijn op de technieken uit de methode der 

eindige elementen. 

In hoofdstuk 3 wordt een theorie voor het statische en dynamische ge

drag van dunwandige balken met open dwarsdoorsnede besproken. In tegen

stelling met Vlasov 111 wordt de invloed van de afschuiving van het midden

vlak en van de dwarsdoorsnede niet buiten beschouwing gelaten. Aangegeven 

wordt onder welke omstandigheden deze invloed te verwaarlozen is en de 

theorie volgens Vlasov gehanteerd mag worden. 

Om de praktische bruikbaarheid van de Vlascv-theorie te verhogen is 

een element ontwikkeld dat gebasee'rd is op het homogene, statische ver

plaatsingsveld volgens Vlasov. Hiermee kunnen homogene en inhomogene, sta

tische en dynamische problemen tot een oplossing worden gebracht. Er wordt 

ruime aanoacht geschonken aan de berekening van de spanningen uit de be

rekende verplaatsingen en krachten in de eindvlakken van een element. 

In hoofdstuk 3 wordt nog een tweede element besproken dat ook geba

seerd is op de energie-uitdrukking die ten grondslag 1 igt aan de Vlasov

theorie. Het aangenomen verplaatsingsveld is echter eenvoudiger dan bij 

het eerder genoemde element. Een vergelijking van de beide typen elementen 

leert dat veelal het eenvoudiger element kan worden toegepast. 

In hoofdstuk 4 wordt een theorie afgeleid voor de analyse van het 

statische gedrag van dunwandige balken met willekeurige dwarsdoorsnede. De 

daarbij gehanteerde veronderstellingen komen niet geheel overeen met die 
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volgens Vlasov jl I, waardoor de invloed van de zogenaamde anti-elastische 

buiging en van de rek in omtreksrichting benaderend in rekening kunnen 

worden gebracht. Er worden enkele vereenvoudigingen van deze theorie be

schouwd door telkens een van de genoemde deformatiemogel ijkhed:en uit te 

sluiten. De berekeningen resulteren voor elk der theorieën in de ontwikke

ling van een zogenaamd kokerelement. Evenals in hoofdstuk 3 wordt ook hier 

aandacht geschonken aan de berekening der spanningen. 

Voor de numerieke uitwerking van de theorieën uit hoofdstuk 4 zijn 

enige rekenprogramma's ontwikkeld. Een zeer summiere beschrijving en enige 

toepassingen daarvan komen ter sprake in hoofdstuk 5. Uit de konfrontatie 

van de berekende spanningen met experimentele resultaten bi ijkt dat deze 

programma's, afgezien van de direkte omgeving van het aangrijpingspunt der 

belasting, tot een zeer bevredigende voorspel! ing van de realiteit leiden. 

Deze konfrontatie geeft ook enige aanwijzigingen over de gebruiksmogelijk

heden van de programma's en daardoor ook van de theorieën die ,eraan ten 

grondslag liggen. 

In hoofdstuk 6 wordt aandacht besteedt aan de huidige toepassingsmoge

lijkheden van de ontwikkelde theorieën en rekenprogramma's en aan enige uit

breidingen en verfijningen om de bruikbaarheid voor de analyse van realisti

sche koostrukties te vergroten. 

111 Vlasov, V.Z. : Thin-walled elastic beams. lsrael Program for 

Scientifiç Translations, Jerusalem, 1961. 
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Summary 

This dissertation pres~nts a few theories for the analysis of the 

mechanica! behaveour of thin-walled beams. These theories are compared 

and adapted to împrove practical applicability. 

Starting from the Reissner principle, which makes it possible to 

take into account assumptions on displacementsas well as on stresses, 

a relation for the potentlal energy is derived. Next, this relation is 

used to develop and compare the theories basedon different assumptions 

on the displacements. In combination with finite element techniques, 

this approach offers the possibility to formulate approximate solutions. 

After a general introduetion and some remarks on co-ordinate-systems 

and notation in cl•apter 1 and 2, chapter 3 discusses a theory for the 

statica! and dynamical analysis of thin-walled beams withopen cross-

section. Contrary to Vlasov ! 11 , the influence of the shear strain of 

the mlddie surface and the cross-section is taken into account. A further 

investigation of this theory reveals under what circumstances Vlasov's 

theory may be used. In order to simp! ify numerical calculations with 

Vlasov's theory an element is developed based on the solution for the 

displacement of the Vlasov statica!, homogeneaus differentlal equations. 

With this element inhomogeneous and dynamica! problems can be solved as 

well. Much attention is payed to the calculation of the stresses in an 

element. 

In chapter 3 also a second element is considered, basedon the same 

relation for the energy as the former element. However, a different and 

simplified displacement field is used. A comparison of both elements shows 

that in many circumstances the latter element can be used insteadof the' 

Vlasov element. 

Chapter 4 presents a theory forthe analysis of the statica! behaveour 

of thin-walled beams with arbitrary cross-section. The hypotheses used do 

notent i rely agree with the Vlasov assumptions 11 . Particularly the in-

fluence of the so-called anti-clastic bending and of the normal strain of 

the middle surface in circumferential direction are taken into account in 
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an approximate way. A few simplifications of this theory are derived by 

excluding one or bath of the above-mentioned deformations. For each of 

these theories a "tube-element" is developed. 

The computer programs used to obtain numerical results with the theories 

of chapter 4 are briefly described in chapter 5, where a few applications 

are given as well. 

A comparison between the calculated and experimental values of the 

stresses shows that these programs yield a satisfactory prediction of 

reality, at least at some distance from the concentrated load system. 

This comparison also gives some indications for the applicability of 

the programs. These indications can also be made plausible theoretically. 

Finally chapter 6 indicates the present possibilities of the theories 

and computer programs for the analysis of realistic thin-walled beam 

structures and reveals a few refinements required to imprave the practical 

applicability of these theories and programs. 

lH Vlasov, V.Z.: Thin-walled beams. lsrael Program for Scientific 

Translations, Jerusalem, 1961. 
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Stellingen 

1. 

Het door Visser voorgestelde rechthoekige "box beam element 1" zal bij het 

analyseren van vlakke, in hun vlak belaste platen steeds leiden tot resul

taten die minstens evengoed zijn als de resultaten die, bij dezelfde ver

deling in elementen, bereikt worden met het rechthoekige "REM 4"-element. 

Hanteren van "REM 4"-elementen zal steeds resulteren in minstens even goede 

resultaten als het gebruik van driehoekige "TRIM 3"-elementen indien ieder 

vierhoekig element wordt vervangen door twee "TRIM 3"-elementen. 

2. 

Visser, W. : The finite element methad indeformation and heat con

duction problems. Dissertatie, Technische Hogeschool, Delft, 1968. 

Brekelmans, W.A.M.1 Veldpaus, F.E. : Comparison of some simple membrane 

elements. Rapport WE-73/3, Technische Hogeschool, Eindhoven, nog te 

verschijnen. 

Uit recente publikaties blijkt dat de ideeën en werkwijzen, die gehanteerd 

worden in de methode der eindige elementen voor de analyse van het mechanisch 

gedrag van systemen, met vrucht kunnen worden toegepast in verscheidene ge

bieden van de fysica en de technische wetenschappen. Deze methode moet der

halve beschouwd gaan worden als een methode uit het gebied der numerieke 

wiskunde en niet als een der specifieke werkwijzen uit het gebied der (tech

nische) mechanica. 

3. 

Visser, W. : The finite element methad in deformation and heat con

duction problems. Dissertatie, Technische Hogeschool. Delft, 1968. 

Zlenkiewicz, O.C. : The finite element methad in engineering science. 

McGraw-Hill, Londen, 1971. 

Geïndividualiseerde onderwijssystemen, zoals ontwikkeld en gebruikt door 

de vakgroep Technische Mechanica van de afdeling der Werktuigbouwkunde 

van de Technische Hogeschool Eindhoven, brengen een verschuiving teweeg 

in de taak van de docent in de richting van de van hem te verwachten in

tellectuele vaardigheden. 



4. 

De door Janssen bepaalde oscillatie in het verloop der axiale buigspan

ningen in de direkte nabijheid van het aangrijpingspunt van de gekoncen

treerde belasting is een gevolg van de invloed van de anti-elastische 

buiging. 

5. 

Janssen, J.D. : Over de torsietheorie van Vlasov voor dunwandige 

rechthoekige kokers. Dissertatie, Technische Hogeschool, Eindhoven, 

1967, p.134 e.v., fig. 7.5.2 

Dit proefschrift, hoofdstuk 5.4 

Programmasystemen, die gebaseerd zijn op de methode der eindige elementen, 

dienen in elk geval te beschikken over efficiënte procedures om afhanke

lijkheidsrelaties tussen de verplaatsingsparameters in rekening te brengen. 

Dit proefschrift, hoofdstuk 6. 

6. 

De door Guyan aangegeven werkwijze om met behulp van statische beschou

wingen het aantal vrijheidsgraden bij de analyse van het dynamisch gedrag 

van konstrukties te reduceren is van zeer groot·practisch belang. 

Deze werkwijze kan worden beschouwd als een logische generalisatie van de 

algemeen gebruikte methode om de massamatrix van een element te bepalen. 

Voor een efficiënte toepassing van Guyans reduktiemethode moeten gefun

deerde en praktisch bruikbare richtlijnen ontwikkeld worden. O.a. door 

Banens zijn reeds duidelijke aanwijzingen verstrekt. 

7. 

Guyan, R.J. Reduction of stiffness and mass matrix. AIAA-Journal, 

l (1965), p.380. 

Banens, J.P.A. : Enkele methoden voor het bepalen van de grootste 

eigenwaarden van bandmatrices. Afstudeerrapport groep WE, Technische 

Hogeschool, Eindhoven, 1972. 

Door uit te gaan van de veronderstelling dat de berekende schuifspanning 

in fig. 5.9 van dit proefschrift het gemiddelde is van een in werkelijk

heid parabolisch verlopende schuifspanning kunnen de gemeten waarden voor 

x> 50 mm alleszins bevredigend voorspeld worden. 

Dit proefschrift, hoofdstuk 5.4 



8. 

Bij de vergel ijking van elementtypen voor de analyse van het mechanisch 

gedrag van konstrukties met de methode der eindige elementen wordt o.a. 

door Khanna uitgegaan van de elastische energie, uitgedrukt in de rele

vante verplaatsingsparameters. Er ontst~at een veel bruikbaarder methode 

indien de elastische energie wordt uitgedrukt in de relevante rekparame

ters. 

Khanna, J. : Criterion for selecting stiffness matrices. AIAA-Journal, 

l ( 1965)' p. 1976 

9. 

Laat A en B twee verschillende element-typen zijn van dezelfde vorm en 

met dezelfde verplaatsingsgrootheden als parameters. Laat de massa- en 

Stijfheidsmatrices van A en Bop kinematisch konsistente wijze bepaald 

zijn uit dezelfde uitdrukking voor de potentiële energie. Uit een onder

linge vergel ijking van de kwaliteiten van A en B voor statische problemen 

mogen dan géén konklus i es getrokken worden over de kwaliteiten ervan voor 

dynamische problemen. 

Dit proefschrift, hoofdstuk 3.10 

10. 

De door Kollbrunner-Hajdin voorgestelde overgangskondities bij de koppe

ling van dunwandige balken zijn voor praktische konstrukties veelal on

juist. 

11. 

Kollbrunner, C.F., Hajdin, N.: Dünnwandige Stäbe. Springer-Verlag, 

Berl in etc., 1972, pag. 136 e.v. 

Dit proefschrift, hoofdstuk 6. 

Reeds in het vóór-kandidaats gedeelte van de opleiding voor werktuigkundig 

ingenieur dient ruime aandacht besteed te worden aan de methode der eindige 

elementen. Kennis van energieprincipes, van onderdelen van de variatie- en 

matrixrekening en van (tenminste) één computertaal zullen daarbij onont

bee r 1 ijk zijn. 
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