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1. Inleiding.

Een veel voorkomend probleem in de toegepaste statistiek is het

simultaan vergelijken van een aantal steekproefgemiddelden.

Ret gebruikelijke model is:

lij = Il i + !ij
2

Rierbij wordt doorgaans verondersteld dat ~ij "" N(O, (J ) en dat

bovendien de fouten onafhankelijk zijn. De index i geeft het groeps­

nummer aan (i = 1, •••• k) en j identificeert de elementen binnen

iedere groep (j = 1•..•• ni)' De nulhypothese luidt:

HO: III = ••• = Ilk

Onder de hierboven beschreven voorwaarden kan deze hypothese ge­

toetst worden met klassieke enkelvoudige variant ie-analyse. Het

schema staat hieronder vermeld. N geeft het totale aantal waarne-
k

mingen aan; er geldt dus N = L ni ,
i=1

bron

tussen
groepen

kwadraten-

som KS

k
L ni(Y. _y)2

i=1 1

vrijheids­

graden

k-l

gemiddeld

kwadraat GK

F

binnen
groepen

k
L

i=1

n.
1 _ 2

L (y iJ'-Yi)
j=l

N-k

totaal
k ni

'\ - 2I .L (y iJ'-Y)
i=1 J=1

N-l

Hierin geeft Yi het gemiddelde in groep i weer en Y het gemiddelde

over aIle waarnemingen. De beslissingsregel is nu: verwerp H
O

als
k-1

F > FN_k(n) bij gekozen onbetrouwbaarheid n.
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Het onderwerp van deze notitie is het toetsen van H
O

als rekening

gehouden moet worden met de mogelijke aanwezigheid van enkele uit­

schieters in de waarnemingen. Een model hiervoor is: met een kleine
2

kans <j> geldt e .. ~ N(O, aa ) met a » 1 en met kans 1-<j> blijft de
-1J

situatie ongewijzigd. Ook de onafhankelijkheid van de fouten wordt

gehandhaafd.

Als hier klassieke enkelvoudige variant ie-analyse wordt toegepast,

dan krijgt de verwerpingskans onder de nulhypothese mogelijk een

andere waarde dan de gekozen onbetrouwbaarheid. Met andere woorden:

de methode is niet robuust ten aanzien van deze afwijking van de

modelveronderstellingen. In de volgende paragrafen worden vier ma­

nieren genoemd om met dit probleem om te gaan. Deze zijn: (i) Verde­

lingsvrije methoden, (ii) Trilnming en winsorizing, (iii) Uitschie­

ters verwijderen en (iv) Uitschieters dempen.

2. Verdelingsvrije methoden.

Hier wordt in feite een andere nulhypothese getoetst, namelijk "de

steekproeven zijn afkomstig uit dezelfde continue verdeling".

H
A

luidt nu dat de verwachtingen verschillen. De eis van normaliteit

is dus vervallen en het is evident dat de hierboven beschreven meng­

vorm van twee normale verdelingen continu is •
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o
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In bovenstaande figuur hoort de steile top bij N(O, 1) en de vlakste

grafiek bij N(O, 10). Er tussendoor 100pt het hier onderzochte model

met ~ = 0.1. De bijbehorende kansdichtheidsfunctie is:

f(x) = 1 i
~ ------ exp[- ----]

01a2n' 2 2ao

1 2
+ (1-~) ---- exp[- ~]

ofu 202

2met a = 10 en 0 = 1.

Voor de simu1tane vergelijking van een aantal lokatieparameters

zijn verscheidene verdelingsvrije methoden bekend. Een geschikte

keuze lijkt de toets van Van der Waerden (1952), die gebaseerd is op

de volgende toetsingsgrootheid:

N-1
Q =

h

k
L .!-[ L

i=l ni U.S
i

Hierbij stelt Y1' ••• , YN de gecombineerde steekproef voor waarbin­

nen de groepen worden geldentificeerd door indexverzamelingen Si

voor i = I, ••• , k. Verder is ~ de standaardnormale verdelingsfunc-
2

tie en is R
t

de index van Y
t

• Asymptotisch volgt Q een X -verdeling

met k-1 vrijheidsgraden en voor kleinere steekproeven bestaan tabel­

len.

waardenAREvdW,MB
wijken dermate veel van 1 af dat het de moeite waard lijkt om te

De reden om uit de ruime collectie verdelingsvrije methoden voor het

simultaan vergelijken van locatieparameters nu juist de toets van

Van der Waerden te kiezen ligt in het feit dat dit de enige is die

voor ~ = 0 asymptotisch dezelfde efficiency heeft als de klassieke

toets [Hajek (1969)]. Door deze verdelingsvrije methode te gebruiken

kan men zich dus verzekeren tegen de eventuele aanwezigheid van

uitschieters, waarbij de premie uitsluitend bestaat uit het verlies

aan onderscheidend vermogen voor kleine steekproeven. En voor k = 2

valt dit verlies nogal mee [Van der Laan en Oosterhoff (1967)].

Als er sprake is van veel uitschieters zodat de staarten van de

foutverdeling dikker worden, dan is de toets van Van der Waerden

niet meer de optimale keuze. Een bekend voorbeeld van dikke staarten

wordt gegeven door de dubbelexponentiele verdeling. Hiervoor is de

toets van Mood en Brown (1950) optimaa1. De mate van superioriteit

Efficiency1aat zich goed uitdrukken in de Asymptotische Relatieve
2

(ARE). Er ge1dt: AREvdW,MB (dubbelexponentieel) = n en

(normaal) =; [Hodges en Lehman (1961)]. Deze

zoeken naar een adaptieve verdelingsvrije methode die bij afwezig­

heid van uitschieters veel weg heeft van de toets van Van der

Waerden, maar die zich ook aan andere omstandigheden goed aanpast.
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Bij het gekozen model voor de foutverdeling is dit zeer weI moge­

lijk. Voor 0
2

bestaan verscheidene robuuste schatters die vrijwel

geen hinder van de uitschieters ondervinden, en daarna kunnen ~ en a

simultaan uit de waarnemingen geschat worden door middel van de

momentenmethode [Linders (1986)]. Voor de gevonden foutverdeling kan

dan een verdelingsvrije toets geconstrueerd worden met optimale

scorefuncties [Huber (1972)]. Een simulatie suggereert dat deze

aanpak nogal grote steekproeven vereist. Ret is nog zeer onduidelijk

wat deze methode waard is als de feitelijke verdeling van de uit­

schieters anders is dan het hier besproken model.

3. Trimming en winsorizing.

Voor deze Engelse vaktermen zijn mij helaas geen Nederlandse alter­

natieven bekend. Toepassingen van deze technieken op de t-toets voor

twee steekproeven zijn reeds gepubliceerd. Deze t-toets is de vol­

gende:

n.
1 _ _ 2

L (y ..-y.)
. 1 1J 1J=

t

!KS1+KS 2 i • !.!-rL'
n

1
+n

2
-2 n

1
n

2

De nulhypothese H
O

: 111 = 112 wordt verworpen als (I t I > t
N

-
2

(a), waar­

bij men een tabel voor tweezijdige toetsing dient te gebruiken. Deze

methode is equivalent voor k=2 met de klassieke enkelvoudige varian­

tie-analyse: t
2

is gelijk aan de F uit de inleiding en voor de kri-
2 1

tieke waarden geldt hetzelfde verband (t = F ).v v
Fung en Rahman (1980) hebben de t-toets door winsorizing ongevoelig

gemaakt voor uitschieters. Dit gaat als voIgt: Laat aI' ••• , an een

steekproef zijn die monotoon niet-dalend geordend is. Dan worden het

gemiddelde en de kwadratensom, na tweezijdige winsorizing met para­

meter g, als voIgt gedefinieerd:

- 1
a wg = n {(g+1 )ag+1 + ag+2 +

KS (g+I)(a +1 - ~ )2 +wg g wg

( a - )2
n-g-1 - awg

+ a 1 + (g+1)a }n-g- n-g
- 2

(a +2 - a ) + ••• +g wg

+ (g+1)(a _ ~ )2.
n-g wg

Ret aantal relevante waarnemingen wordt hierdoor gereduceerd tot

h = n-2g. Toepassing van deze techniek op de t-toets geeft de vol­

gende formule:
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Deze waarde wordt vergeleken met een t-verdeling met h
1
+h2-2 vrij­

heidsgraden.

Bij winsorizing worden de staartelementen gelijk gemaakt aan de

uiterste waarnemingen die niet tot de staart gerekend worden. Trim­

ming is nog wat rigoreuzer: hier worden de staartelementen gewoon

weggelaten. Yuen en Dixon (1973) hebben het gedrag van de t-toets na

trimming reeds onderzocht. Beide technieken blijken in een simulatie

met n
i

) 10 dezelfde goede eigenschappen te vertonen: de verwer­

pingskans onder de nulhypothese is vrijwel gelijk aan de gekozen

onbetrouwbaarheid, en het onderscheidend vermogen voor normale ver­

delingen ligt nauwelijks onder dat van de klassieke t-toets. Voor

verdelingen met dikke staarten neemt het onderscheidend vermogen

zelfs toe zolang g klein blijft ten opzichte van de steekproefgroot­

tes.

op grond hiervan lijkt het aantrekkelijk om deze technieken ook toe

te passen op klassieke enkelvoudige variantie-analyse, wat in feite

niets meer inhoudt dan generalisatie van het bovenstaande tot model­

len met k > 2. Een simulatie gaf echter het volgende teleurstellende

resultaat: de controle over de gekozen onbetrouwbaarheid, die zeer

goed is voor k=2, neemt bij toenemende k snel af. En dit geldt voor­

al als de steekproefgroottes nogal verschillen.

De neiging tot conservativiteit (dat wil zeggen p(verwerpenIHO) < a)

kan voor k=2 verkregen worden door niet van t uit te gaan, maar
* ~van t wat een generalisatie is van de toets voor een steekproef vanwg

Dixon en Tukey (1968). Er geldt:

t
* /h1 + h2 - 2'

= twg wg n1 + n
2

- 2

Voor k > 2 blijkt dit echter geen op1ossing. De controle over de

gekozen onbetrouwbaarheid blijft onbevredigend. Bovendien lijkt het

onaanvaardbaar om steeds uit elke groep 2 of meer waarnemingen te

verwijderen, terwijl men zich slechts wil wapenen tegen een model

met een kleine kans ~ op uitschieters. Aantrekkelijker lijkt het om

te zoeken naar een adaptieve variant op deze methoden. Daarover gaat

de volgende paragraaf.
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4. Uitschieters opsporen en verwijderen.

Voor deze en de volgende paragraaf moet het model voor variant ie­

analyse worden herschreven tot een regressiemodel:

De waarnemingen worden gerepresenteerd door y. Voor iedere waarne­

ming wordt de bijbehorende groep geldentificeerd door de dummy-va­

riabelen xl' •••• x
k

_
l

' Er geldt xi = 1 als y in groep i zit en

anders geldt xi = O. Voor groep nummer k is geen dummy meer nodig

omdat de identificatie al eenduidig is. Ais nu zou gelden
2e ~ N(O. a ) met onafhankelijke fouten. dan komt toetsing van

HO: 61 = ... = ek- 1 = 0 neer op toetsing van HO: PI = ..• = ~k bij

klassieke enkelvoudige variantie-analyse. De F-waarden met bijbeho­

rende vrijheidsgraden zijn dezelfde.

We gaan nu terug naar het bekende model met kans ~ op uitschieters.

Voor het opsporen van de uitschieters kan een methode gebruikt wor­

den die door Leroy en Rousseeuw (1985) ontwikkeld is voor regressie­

analyse.

De methode heet "Least Median of Squares" en kan hier op twee manie­

ren worden toegepast:

(i) Per steekproef afzonderlijk. Dan worden de lokatieparameters Pi

geschat als oplossing van
2

min m:d (Yij - Pi) •
\1 i J

Deze methode is zeer robuust: tot 50% uitschieters hebben geen

invloed op de gevonden waarde.

(ii) Toepass1ng op aIle waarnemingen gezamenlijk. De schatting voor

6 = eO' •••• 6k- 1 wordt dan bepaald door
" 2min med (Y1 - Y1)

e "i 1\ "" A

met Y1 = 60 + 61Xi1 + ••• + 6k-lxik-l'

In dit geval zijn covariabelen toegestaan. Bijzonder prettig

h1erbij is dat de methode ongevoelig is voor "leverage points"

[Belsley, Kuh en Welsch (1980)]: ook in de covariabelen mogen

uitschieters voorkomen.
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> 2.5.

n*
Methode (i) en (ii) geven aangepaste waarden die bij y. genoemd

1 A*
worden. Hiermee kan op robuuste wijze 0 geschat worden door 0 • De

volgende stap is het verwijderen van waarnemingen Yi ala

~*
Y1 - Yi

Ao

En daarna voIgt een klassieke toetsing voor de overgebleven waarne­

mingen. Als de foutverdeling niet in uitschieters voorziet (~ = 0),

dan zal men minder dan 2% van de waarnemingen verliezen. En dat

lijkt aanvaardbaar. Werkelijke extreme uitschieters worden hier

altijd verwijderd en waar deze in de praktijk doorgaans ontstaan

door fouten in het experiment of bij net noteren van de uitkomsten

lijkt d1t een goede keuze.

5. Uitschieters dempen.
N 2

Bij het klassieke regressiemodel wordt I (y, - xia) geminimali-
i=l 1

seerd als functie van a, waarbij Xi de vector (xiO ' "', xik- 1 )

voorstelt en a de vector (a O' "', ak-
1

). In tegenstelling tot de

andere x-en is xiO geen element van een dummy-variabele die de groe­

pen identificeert, maar heeft xiO altijd de waarde 1. Het moge dui-
~

delijk zijn dat uitschieters in Y de schatting a in belangrijke mate

bepalen; hun toch al grote bijdrage wordt ook nog gekwadrateerd. Men

kan de regressie robuu8ter maken door over te gaan op een andere

doelfunctie:

N Yi-xie
min I p( )
e i=l 0

In het klassieke geval geldt per) = r 2 maar bij een robuuste methode

wordt hiervoor een functie genomen die de bijdrage van grote residu­

en zeer beperkt. In Holland en Welsch (1977) worden acht verschil­

lende functies p genoemd die deze eigenschap hebben. Het minimum van

de doelfunctie wordt bereikt als
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N Yi - xi6
I xij 1/1( (j ) = 0 voor j == 0, "', k-l

i=l

waarbij 1/1 = p'. Dit stelsel kan bijvoorbeeld worden opgelost door

een iteratief herwogen kleinste kwadratenproces [Beaton en Tukey

(1974)] met gewichtsfunctie w(r) == 1/I(r). Beginschattingen voor
r

eO' "', 6k-1 kunnen verkregen worden door een klassieke regressie,

waarna (j geschat kan worden als

a == 1.4826 [m~d I (Yj - xjS) - m~d (Y i - xiS)! ]
J ~

In het algemeen kan convergentie aIleen gegarandeerd worden als (]

niet mee itereert. Een gunstige uitzondering hierop vormt de p van

per) =

Huber (1973):

2
r

voor I r I( H

2
per) == Hlrl - H voor I r ,> H

2

De gevoeligheid voor uitschieters kan worden ingesteld door de keuze

van H. Als H == 1.345 is de efficiency 95% voor de normale verdeling.

10
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Bovenstaande figuur geeft de p van Huber met H = 1.345. Ter verge­

lijking is ook de k1assieke parabool aangegeven. Het is van geen

belang dat Huber rond het centrum a1 vlakker is door de scha1ings­

factor ~; aIleen de overgang op lineariteit voor Ir I> H maakt hem

minder gevoelig voor uitschieters. Hoewel Huber zeker niet de

grootst mogelijke robuustheid zal opleveren (sommige auteurs prefe­

reren een p die constant is voor voldoend grote Irl), is deze metho­

de ten opzichte van de niet-robuuste al een aanzienlijke verbe­

tering.

Toepassing van iteratief herwogen kleinste kwadraten met bijvoor­

beeld de p van Huber op het bekende model met kans ~ op uitschieters

geeft aangepaste waarden y' en een schatter a' voor o. Naar analogie

met de vorige paragraaf kan men dan natuurlijk overwegen om waarne­

mingen Y
i

te verwijderen als:

> 2.5
A.
a

Maar een andere aanpak is oak mogelijk, Daartoe gaan we even terug

naar het k1assieke geval waarbij het model niet in uitschieters

voorziet. De toetsingsgrootheid is dan:

F

k
L ni(Y

i
- y)2/(k-1)

1=1
k n i
\' - 2

i~l j~l (Yij - Yi) /(N-k)

Het lijkt aantrekke1ijk om te streven naar een F' die hieraan ont-

leend is, maar waar uitschieters weinig inv10ed op hebben. In de
- "',teller ligt de eerste stap voor de hand: vervang Y

i
door Y

1
(de door

robuuste regressie aangepaste waarde), Voor y beveelt Huber (1981)

in een ruimer model een gewone kleinste kwadratenaanpassing aan met
A,
Y in plaats van y. In dit geva1 (zonder covariabe1en) komt dat neer

op een gewogen gemiddelde:

k

L A.
n i Y1. i=l

Y =
N

Na schaling heeft de zo verkregen teller onder milde voorwaarden
2

asymptotisch een X -verdeling met hetze1fde aantal vrijheidsgraden

als bij de klassieke toets,
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Eenvoudig valt in te zien dat we er bij de noemer niet zo gemakke­

Iijk vanaf komen: een uitschieter kan voor een zeer grote waarde

zorgen waardoor de nulhypothese mogelijk ten onrechte wordt geaccep­

teerd. Huber (1981) stelt voor de noemer te vervangen door de vol­

gende uitdrukking, waarin de uitschieters gedempt worden:

2
N r. 2

".2c L 1jJ(...2) cr
A.

1 i=1 (1 A.

N-k N
met r

i
y. - Yi

l2--
r 1

L 1jJ,(2:.)J 2

N i=1
A.
(1

Hierbij

c =

geldt het volgende:

1 + k v~r(1jJ')

N[E(1jJ,»)2

A

E(1jJ')
1 N

L
N i=1

1 N r. 4 2
var(1jJ') = - L l1jJ'(~) - E(1jJ')]

N i=1 o·
De feitelijke berekening kan wat handiger door over te gaan op een

soort pseudo-waarnemingen. maar op de resulterende F heeft dat geen

invloed. Net ala in het klassieke geval wordt ook hier

HO: ~1 = = ~k verworpen als F' ) F~=~(a) bij gekozen onbetrouw-

baarheid a. Huber (1981) stelt dat de toetsingsgrootheid redelijk

door een F-verdeling wordt benaderd als n. ) 5 voor i = 1•••.• k.
1 2

Deze eis is nlet nleuw: voor het gebruik van een X -verdeling bij

verdelingsvrije toetsen eist men doorgaans hetzelfde.

In tegenstelling tot de methode uit de vorige paragraaf is de hier

beschreven aanpak zeer gevoelig voor "leverage points". Covariabelen

zijn weI toegestaan. maar mogen bealist geen uitschieters bevatten.

Het proces is generaliseerbaar tot complexere designs. evenveel met

interacties. En dat laatste staat bij verdelingsvrije alternatieven

nog maar in zljn kinderschoenen lDe Kroon en Van der Laan (1981»).

[n een stage van Hontelez (1984) op de Teclmlsche Hogeschool

Eindhoven wordt de robuuste methode van Huber vergeleken met de

klassieke toets voor enkelvoudige variantie-analyse. Onder de nul­

hypothese zijn 32 situaties gesimuleerd. en daarnaast zijn 10 alter­

natieven onderzocht. Iedere simulatie berust op 500 herhalingen.
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Deze studie Ieidt tot de volgende conciusies:

(i) Als ~ o (geen uitschieters) dan is bij Huber de controle

over de gekozen onbetrouwbaarheid vrijwel perfect.

(ii) Voor ~ = 0 is het onderscheidend vermogen van Huber minder dan

van de klassieke methode. De waargenomen verschillen zijn

echter zeer klein.

(iii) Als er weI uitschieters zijn is de klassieke methode redelijk

robuust, tenzij de uitschieters zich in een groep concentre­

reno Ook in die gevallen blijft bij Huber de controle over de

onbetrouwbaarheid goed, behalve als de groepsgroottes erg

verschillen en de uitschieters in een kleine groep vallen.

(iv) In aIle gevallen met uitschieters heeft Huber een hoger onder­

scheidend vermogen dan de klassieke toets, en de verschillen

zijn soms indrukwekkend.

6. Conclusies.

Voor definitieve conclusies zijn verdergaande simulaties nodig.

Voorlopig lijken de volgende uitspraken verantwoord:

- Adaptieve verdelingsvrije toetsing vergt grotere steekproeven dan

in de praktijk doorgaans voorkomen. Bovendien eist deze aanpak een

specifiek uitschietermodel. Ais dit model niet goed past zal het

onderscheidend vermogen daaronder lijden.

- Trimming en winsorizing met vaste parameter zijn af te raden in­

dien er meer dan twee groepen zijn.

- De methode van Huber lijkt zeer aantrekkelijk en is bovendien

generaliseerbaar tot complexere gevallen. Met extreme uitschieters

in relatief kleine steekproeven heeft deze methode nog weI proble­

men. Uitschieters in covariabelen zijn desastreus.

- Bij het opsporen en verwijderen van uitschieters volgens de metho­

de van Leroy en Rousseeuw kan een grotere robuustheid verwacht

worden. Het onderscheidend vermogen zal vermoedelijk wat lager

zijn. Een systematisch vergelijkend simulatie-onderzoek lijkt hier

zeer gewenst.
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2
Appendix: schatting van 0 , ~ en a.

Ret model is y .. = U
i

+ e
i

. met voor e
ij

de volgende verdeling: met
-1.J - J 2-

kleine kans $ geldt e .. ~ NCO, ao ) voor a » 1 en met kans 1-$ geldt
2 -1.J 2

~ij ~ N(O, 0 ). De variantie 0 kan robuust geschat worden, bijvoor-

beeld zoals in paragraaf 4 en 5 beschreven is. Deze aanpak levert te-

Ais een stochastische variabele x verdeeld is

E l_x I ... 0('£ en Ex2 ... 02• Deze momenten zijn
1f -

"residuen op: e
i

... Y
i

- Yi voor i ... 1, "', N. En hiermee zijn $ en

schatten, zoals hieronder wordt beschreven.
2als NCO, 0 ). dan geldt

1 N
te schatten als W I leil

i=l
1 N 2

en - I e
i

respectievelijk. Dit.geeft met de bekende dichtheid van de
N i=l

foutverdeling de volgende twee vergelijkingen

a te

vens

1 N 2 2 2L e.'" (1-,)0 + ,ao
N i=l 1.

Na substitutie van de robuust geschatte ;2 blijven de parameters ~ en a
" Aover en door dit stelsel op te lossen krijgt men de schatters $ en a.


